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中文摘要 

本作品針對固定格點中的最大覆蓋進行研究，探討三角形與平行六面體的最大覆蓋面積

與體積，以及此時的作圖圖形。對於三角形，我們的研究對象為平面 9𝑛2 格點，我們觀察出

每三圈格點為一個作圖單位，並藉由定義點集合範圍來證明最大面積三角形。為了證明所提

出的猜想，我們以三個正方形與四個三角形之間的轉換關係為方向進行研究，並求出相同旋

轉點三角形的大小關係，將坐標分門別類後加以探討。至於平行六面體的部分，我們則研究

立體 8𝑛3 格點，在提出最大體積總和之猜想後，以底面積與高兩方面來推算出最大體積，最

後將平行六面體依據平面法向量分成數類以證明猜想。 

英文摘要 

 This project studies the largest coverage with fixed shapes in Euclidean space at integer lattice 

points. Focusing on triangles and parallelepipeds, we’ve explored the coverage area, volume, and 

graphical representations when the coverage reaches its maximum. A conjecture is proposed for the 

maximum area of 9𝑛2 planar lattice points, and another for the maximum volume formula for 8𝑛3 

cubic lattice points. 

壹、 研究動機 

我們在 IMO Shortlist 2021 看到一道特別的幾何題目： 

設 𝑛 為一固定正整數，並令 𝑆 為直角坐標平面中，坐標 𝑥 和 𝑦 均小於 2𝑛 的格點集合，𝑆 =

{(𝑥, 𝑦)|0 ≤ 𝑥, 𝑦 < 2𝑛 ∧ 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ} , |𝑆| = 4𝑛2。假設 𝐹 是多邊形組成的集合，使得它們的所有

頂點皆在𝑆中，而𝑆中的每個點恰好是𝐹中的一個多邊形的頂點。確定所有多邊形面積的最大

可能總和。 

 

圖 1 
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原題的面積總和在所有多邊形皆為四邊形時可以達到最大值，如圖 1。於是我們感到好

奇，將 𝐹 改為三角形組成的集合，或將其推廣為立體格點，將 𝐹 改為平行六面體組成的集

合，其體積的最大可能總和是否會有同樣的規律，為此我們展開研究。 

貳、 研究目的 

一、 觀察9𝑛2格點面積最大可能總和之特徵並提出最大可能總和之猜想 

二、 探討9𝑛2格點最大可能總和猜想公式 

三、 分析9𝑛2格點最大可能總和猜想特徵與證明 

四、 觀察8𝑛3立體格點體積最大可能總和之特徵並提出最大可能總和之猜想 

五、 探討8𝑛3立體格點最大可能總和猜想公式 

六、 分析8𝑛3立體格點最大可能總和猜想特徵與證明 

參、 研究設備及器材 

紙筆、筆電、平板電腦、GeoGebra 繪圖軟體 

肆、 研究過程或方法及進行步驟 

一、觀察𝟗𝒏𝟐格點面積最大可能總和之特徵並提出最大可能總和之猜想 

    由於將𝐹改為三角形組成的集合，原題4𝑛2的格點集合不一定能完整用完，因此將   

9𝑛2 格點原題敘述如下： 

    設𝑛為一固定正整數，並令𝑆為直角坐標平面中，坐標𝑥和𝑦均小於3𝑛的格點集合，

         𝑆 = {(𝑥, 𝑦)|0 ≤ 𝑥 , 𝑦 < 3𝑛 ∧ 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ} , |𝑆| = 9𝑛2。假設𝐹是由3𝑛2個三角形組成的集合， 

使得它們的所有頂點皆在𝑆中，而𝑆中的每個點恰好是𝐹中的一個三角形的頂點。確定所 

有3𝑛2個三角形面積的最大可能總和。為方便研究，定義下列名詞： 

    第𝒌圈：𝑥 = 𝑘 − 1 , 𝑥 = 3𝑛 − 𝑘 , 𝑦 = 𝑘 − 1 , 𝑦 = 3𝑛 − 𝑘四條直線通過之格點。 

    第𝒌圈端點：指(𝑘 − 1, 𝑘 − 1) , (𝑘 − 1,3𝑛 − 𝑘) , (3𝑛 − 𝑘, 𝑘 − 1) , (3𝑛 − 𝑘, 3𝑛 − 𝑘)四點。 

(一) 針對9𝑛2格點原題，我們觀察後發現其規律，寫出 [猜想一]。 

[猜想一]：9𝑛2格點面積最大可能總和應為以下作圖方式結果之面積，分為五個步驟： 

1. 第 1 圈有12𝑛 − 4個格點，減去由第 1 圈端點數過來第(𝑛 + 1)個點，共 8 個點，剩餘 
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 12𝑛 − 12個格點，將其分成4𝑛 − 4個三角形，並使每個三角形頂點間隔格點數相同，故 

 3頂點間的間隔格點數為
(12𝑛−12)−3

3
= 4𝑛 − 5。 

圖 2、圖 3 為𝑛 = 3的作圖結果，紅色為減去的點，藍色為剩下的點 

      

圖 2                         圖 3 

  2. 第 1 圈減去的 8 個點與第 2 圈端點共 12 個點，將其分成 4 個三角形，使三角形 3 頂點 

    間隔格點數相同，3 頂點互相間隔 3 個格點，如圖 4、圖 5。 

      

圖 4                         圖 5 

 3. 第 2 圈有12𝑛 − 12個格點，減去由第 2 圈端點數過來第𝑛個點與第 2 圈端點，共 12 個 

   點，剩餘12𝑛 − 24個格點，分成4𝑛 − 8個三角形，並使三角形頂點間隔格點數相同，故 

       3頂點間的間隔格點數為 
(12𝑛 − 24) − 3

3
= 4𝑛 − 9 ，如圖 6、圖 7。 
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圖 6                         圖 7 

  4. 第 2 圈減去的 8 個點與第 3 圈端點共 12 個點，將其分成 4 個三角形，使三角形 3 頂點      

    間隔格點數相同，3 頂點互相間隔 3 個格點，如圖 8、圖 9。 

      

圖 8                          圖 9 

  5. 第 3 圈有12𝑛 − 20個格點，減去第 3 圈端點，共 4 個點，剩餘12𝑛 − 24個格點，將其 

    分成4𝑛 − 8個三角形，並使三角形頂點間隔格點數相同，故3頂點間的間隔格點數為 

(12𝑛 − 24) − 3

3
= 4𝑛 − 9，如圖 10、圖 11。 

      

圖 10                        圖 11 
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二、 探討𝟗𝒏𝟐格點最大可能總和猜想公式 

(一) [猜想一]圖形特徵討論 

觀察[猜想一]做出之圖形後，我們整理出以下特徵： 

1. 觀察每三圈的格點，可以完整進行一次[猜想一]的五步驟，因此若𝑛為奇數，需重複以

上步驟 
𝑛+1

2
 次；若𝑛為偶數，需重複以上步驟𝑛次，即可完整做出最大可能面積之圖

形，如圖 12。 

2. 圖中任 1 個三角形皆能找到另 3 個三角形使得這 4 個三角形相互全等，且其 12 個頂點

恰可形成 3 個正方形，如圖 13 為其中一組 4 個全等三角形。 

      

圖 12                        圖 13 

(二) [猜想一]圖形面積討論 

計算[猜想一]圖形之面積，並將五個步驟分開探討： 

1. 圖形中四個三角形互相全等，只需計算𝑛 − 1個三角形的面積，再乘以 4 即面積總和。

以(0, 3𝑛 − 1) , (1, 3𝑛 − 1) , … , (𝑛 − 2, 3𝑛 − 1)為三角形的起始點，又兩頂點間隔格點數

為 4𝑛 − 5，可推導出另外兩頂點，並列出 𝑛 − 1個三角形的 3 頂點坐標如下： 

(

 
 

(0, 3𝑛 − 1)  (3𝑛 − 1, 2𝑛) (𝑛 − 1, 0)

 (1, 3𝑛 − 1)
(2, 3𝑛 − 1)

⋮

(3𝑛 − 1, 2𝑛 − 2)
(3𝑛 − 1, 2𝑛 − 3)

⋮

(𝑛 − 2, 0)
(𝑛 − 3, 0)

⋮
 (𝑛 − 2, 3𝑛 − 1) (3𝑛 − 1, 𝑛 + 1) (1, 0) )

 
 

 

上述 𝑛 − 1個三角形的面積和可用以下行列式表示： 
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𝐴𝑟𝑒𝑎 = 4 ×
1

2
||

0 3𝑛 − 1 1
3𝑛 − 1 2𝑛 1
𝑛 − 1 0 1

|| + 4 ×
1

2
∑ ||

𝑘 3𝑛 − 1 1
3𝑛 − 1 2𝑛 − 𝑘 − 1 1
𝑛 − 𝑘 − 1 0 1

||

𝑛−2

𝑘=1

= 2|(𝑛 − 1)2 − (3𝑛 − 1)2| + 2∑|−2𝑘2 + (2𝑛 − 2)𝑘 + (−8𝑛2 + 5𝑛 − 1)|

𝑛−2

𝑘=1

= 2[(3𝑛 − 1)2 − (𝑛 − 1)2] + 2∑|−2𝑘2 + (2𝑛 − 2)𝑘 + (−8𝑛2 + 5𝑛 − 1)|

𝑛−2

𝑘=1

= 8𝑛(2𝑛 − 1) + 2∑|−2𝑘2 + (2𝑛 − 2)𝑘 + (−8𝑛2 + 5𝑛 − 1)|

𝑛−2

𝑘=1

    

令 𝑓(𝑘) = −2𝑘2 + (2𝑛 − 2)𝑘 + (−8𝑛2 + 5𝑛 − 1)，其判別式： 

 

 

∆= (2𝑛 − 2)2 + 8(−8𝑛2 + 5𝑛 − 1)

= −60 (𝑛 −
4

15
)
2

+
4

15
≤ −60 (2 −

4

15
)
2

+
4

15
= −180 < 0

  

又領導係數為−2，故 𝑓(𝑘) < 0  。 

得到 

𝐴𝑟𝑒𝑎 = 8𝑛(2𝑛 − 1) + 2∑(2𝑘2 − (2𝑛 − 2)𝑘 + (8𝑛2 − 5𝑛 − 1))

𝑛−2

𝑘=1

= 8𝑛(2𝑛 − 1) + 2 [2∑𝑘2
𝑛−2

𝑘=1

− (2𝑛 − 2)∑𝑘

𝑛−2

𝑘=1

+ (𝑛 − 2)(8𝑛2 − 5𝑛 + 1)]

= 8𝑛(2𝑛 − 1) +
2

3
(𝑛 − 2)(23𝑛2 − 14𝑛 + 3)

 

2. 四個三角形互相全等，以(1, 3𝑛 − 2)為三角形的起始點，又兩頂點間隔格點數為 3，可

推導出另外兩頂點，(3𝑛 − 1, 2𝑛 − 1), (𝑛, 0)，面積和可用以下行列式表示： 

𝐴𝑟𝑒𝑎 = 4 ×
1

2
||

1 3𝑛 − 2 1
3𝑛 − 1 2𝑛 − 1 1
𝑛 0 1

|| = 2|−8𝑛2 + 10𝑛 − 3| 

    其中  −8𝑛2 + 10𝑛 − 3 = −8(n −
5

8
)
2

+
1

8
≤ −8(2 −

5

8
)
2

+
1

8
= −15 < 0 

    得到  𝐴𝑟𝑒𝑎 = 2(8𝑛2 − 10𝑛 + 3) = 16𝑛2 − 20𝑛 + 6 

3. 四個三角形互相全等，計算 𝑛 − 2個三角形的面積，再乘以 4 即面積總和。以 (2, 3𝑛 −
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2), (3, 3𝑛 − 2),… , (𝑛 − 1, 3𝑛 − 2)為三角形的起始點，兩頂點間隔格點數為4𝑛 − 9，可推

導出另外兩頂點，並列出𝑛 − 2個三角形的 3 頂點坐標如下： 

(

(2, 3𝑛 − 2)  (3𝑛 − 2, 2𝑛 − 2) (𝑛 − 1, 1)
 (3, 3𝑛 − 2)

⋮
(3𝑛 − 2, 2𝑛 − 3)

⋮
(𝑛 − 2, 1)

⋮
 (𝑛 − 1, 3𝑛 − 2) (3𝑛 − 2, 𝑛 + 1) (2, 1)

) 

上述 𝑛 − 2個三角形的面積和可用以下行列式表示： 

𝐴𝑟𝑒𝑎 = 4 ×
1

2
||

𝑘 3𝑛 − 2 1
3𝑛 − 2 2𝑛 − 𝑘 1
𝑛 + 1 − 𝑘 1 1

|| = 4|−𝑘2 + (𝑛 + 1)𝑘 + (−4𝑛2 + 7𝑛 − 4)| 

令 𝑓(𝑘) = −𝑘2 + (𝑛 + 1)𝑘 + (−4𝑛2 + 7𝑛 − 4)，其判別式： 

∆= (𝑛 + 1)2 + 4(−4𝑛2 + 7𝑛 − 4) = −15(𝑛 − 1)2 ≤ −15(2 − 1)2 = −15 < 0 

又領導係數為−1，故 𝑓(𝑘) < 0   

    得到 

𝐴𝑟𝑒𝑎 = 4[𝑘2 − (𝑛 + 1)𝑘 + (4𝑛2 − 7𝑛 + 4)]

= 4 [∑𝑘2
𝑛−1

𝑘=2

− (𝑛 + 1)∑𝑘

𝑛−1

𝑘=2

+ (𝑛 − 2)(4𝑛2 − 7𝑛 + 4)]

=
2

3
(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)(23𝑛 − 24)

 

4. 四個三角形互相全等，以(2, 3𝑛 − 3)為三角形的起始點，又兩頂點間隔格點數為 3，可

推導出另外兩頂點，(3𝑛 − 2, 2𝑛 − 1), (𝑛, 1)，面積和可用以下行列式表示： 

𝐴𝑟𝑒𝑎 = 4 ×
1

2
||

2 3𝑛 − 3 1
3𝑛 − 2 2𝑛 − 1 1
𝑛 1 1

|| = 2|−8𝑛2 + 20𝑛 − 12| 

    其中  −8𝑛2 + 20𝑛 − 12 = −8(n −
5

4
)
2

+
1

2
≤ −8(2 −

5

4
)
2

+
1

2
= 0 

    得到  𝐴𝑟𝑒𝑎 = 2(8𝑛2 − 20𝑛 + 12) = 16𝑛2 − 40𝑛 + 24 

5. 四個三角形相互全等，計算 𝑛 − 2個三角形的面積，再乘以 4 即面積總和。以(3, 3𝑛 −

3), (4, 3𝑛 − 3),… , (𝑛, 3𝑛 − 3)為三角形的起始點，兩頂點間隔格點數為4𝑛 − 9，可推導

出另外兩頂點，並列出𝑛 − 2個三角形的 3 頂點坐標如下： 
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(

(3, 3𝑛 − 3)  (3𝑛 − 3, 2𝑛 − 2) (𝑛, 2)
 (4, 3𝑛 − 3)

⋮
(3𝑛 − 3, 2𝑛 − 3)

⋮
(𝑛 − 1, 2)

⋮
 (𝑛, 3𝑛 − 3) (3𝑛 − 3, 𝑛 + 1) (3, 2)

) 

上述𝑛 − 2個三角形的面積可用以下行列式表示： 

𝐴𝑟𝑒𝑎 = 4 ×
1

2
||

𝑘 3𝑛 − 3 1
3𝑛 − 3 2𝑛 − 𝑘 + 1 1
𝑛 + 3 − 𝑘 2 1

|| = 2|−2𝑘2 + (2𝑛 + 6)𝑘 + (−8𝑛2 + 23𝑛 − 27)| 

令 𝑓(𝑘) = −2𝑘2 + (2𝑛 + 6)𝑘 + (−8𝑛2 + 23𝑛 − 27)，其判別式： 

 ∆= (2𝑛 + 6)2 + 8(−8𝑛2 + 23𝑛 − 27)

= −60 (𝑛 −
26

15
)
2

+
4

15
≤ −60 (2 −

26

15
)
2

+
4

15
= −4 < 0

 

又領導係數為−2，故 𝑓(𝑘) < 0 。 

得到 

𝐴𝑟𝑒𝑎 = 2[2𝑘2 − (2𝑛 + 6)𝑘 + (8𝑛2 − 23𝑛 + 27)]

= 2 [2∑𝑘2
𝑛

𝑘=3

− (2𝑛 + 6)∑𝑘

𝑛

𝑘=3

+ (𝑛 − 2)(8𝑛2 − 23𝑛 + 27)]

=
2

3
(𝑛 − 2)(23𝑛2 − 80𝑛 + 69)

 

最後將以上五點所求出的面積和加總，得 

𝐴𝑟𝑒𝑎 = [8𝑛(2𝑛 − 1) +
2

3
(𝑛 − 2)(23𝑛2 − 14𝑛 + 3)] + (16𝑛2 − 20𝑛 + 6)

+
2

3
(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)(23𝑛 − 24) + (16𝑛2 − 40𝑛 + 24) +

2

3
(𝑛 − 2)(23𝑛2 − 80𝑛 + 69)

=
2

3
(𝑛 − 2)(69𝑛2 − 141𝑛 + 96) + 48𝑛2 − 68𝑛 + 3

= 2(23𝑛3 − 69𝑛2 + 92𝑛 − 49)

 

推論一：∀𝑛 ≥ 2, 𝑛 ∈ ℕ, 9𝑛2格點第 1、2、3 圈面積最大可能總和為 

 2(23𝑛3 − 69𝑛2 + 92𝑛 − 49)  

接著討論9𝑛2格點面積最大可能總和，設 𝑓(𝑝) = 2(23𝑝3 − 69𝑝2 + 92𝑝 − 49)。 

令 𝑛 為偶數時的最大面積和為 𝐸(𝑛) ，𝑛為奇數時的最大面積和為 𝑂𝑑(𝑛)。 

若 𝑛為偶數，令𝑝 = 2𝑘 , 𝑘 = 1, 2, … ,
𝑛

2
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 𝐸(𝑛) =  ∑𝑓(2𝑘)

𝑛
2

𝑘=1

= 2 [23∑(2𝑘)3

𝑛
2

𝑘=1

− 69∑(2𝑘)2

𝑛
2

𝑘=1

+ 92∑(2𝑘)

𝑛
2

𝑘=1

− 49 (
𝑛

2
)] =

23𝑛4 − 12𝑛

4
 

若 𝑛為奇數，令 𝑝 = 2𝑘 + 1, 𝑘 = 1, 2, … ,
𝑛−1

2
 

 

𝑂𝑑(𝑛) = ∑𝑓(2𝑘 + 1) + 4 

𝑛−1
2

𝑘=1

= 2

[
 
 
 

23∑(2𝑘 + 1)3

𝑛−1
2

𝑘=1

− 69∑(2𝑘 + 1)2

𝑛−1
2

𝑘=1

+ 92∑(2𝑘 + 1)

𝑛−1
2

𝑘=1

− 49 (
𝑛 − 1

2
)

]
 
 
 

+ 4

=
23𝑛4 − 12𝑛 + 5

4

 

又𝑂𝑑(1) = 4，表𝑛 = 1時亦符合函數𝑂𝑑(𝑛)，故對所有的奇數𝑛，𝑂𝑑(𝑛)均成立。 

推論二： ∀𝑛 ∈ ℕ, 9𝑛2格點面積最大可能總和可表示如下： 

{
 

 
23𝑛4 − 12𝑛

4
, 𝑖𝑓 𝑛 𝑖𝑠 𝑒𝑣𝑒𝑛.

23𝑛4 − 12𝑛 + 5

4
, 𝑖𝑓 𝑛 𝑖𝑠 𝑜𝑑𝑑.

 

三、 分析𝟗𝒏𝟐格點最大可能總和猜想特徵與證明 

為了證明[猜想一]即為9𝑛2格點面積最大可能總和，觀察[猜想一]的特徵： 

1. 作圖方法以 3 圈為 1 次循環，因此若𝑛為奇數，需重複以上步驟 
𝑛+1

2
 次；若𝑛為偶數，

需重複以上步驟𝑛次，即可完整做出最大可能面積之圖形。 

2. 圖中任 1 個三角形皆能找 到另 3 個三角形使得這 4 個三角形相互全等，且其 12 個頂

點恰可形成 3 個正方形。 

可以得出[推論三]： 

推論三：以 3 圈格點為 1 作圖單位，共有36𝑛 − 36個格點，∀𝑛 ≥ 2，可作出9𝑛 − 9個以格   

        點中心(
3𝑛−1

2
,
3𝑛−1

2
)為重心的正方形，並每次取 3 個正方形轉換成 4 個全等三角形， 

        且全等三角形的頂點在不同範圍，可作出3𝑛 − 3組相互全等的三角形。 

由[推論三]得出以下證明步驟： 
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(1) 證明 9 點選取三角形 3 頂點的最大面積為△ 𝑃1′′𝑃2𝑃3′ 

(2) 證明 3 個正方形選取的全等三角形 3 頂點在不同範圍時有最大值 

(3) 證明 3 個正方形選取的三角形為全等三角形時有最大值 

(4) 證明 3 個正方形選取最大的面積時的三角形 3 頂點分別為𝑃1, 𝑃2, 𝑃3的旋轉點 

(5) 證明選取的 3 個非端點正方形的坐標關係最大值為(ℎ + 𝑘, ℎ), (𝑛 + 𝑘, ℎ), (2𝑛 − ℎ, ℎ) 

(6) 求證選取的 3 個端點正方形的坐標關係最大值 

(7) 證明 3 個正方形轉換成 4 個三角形時有面積最大值 

3. 證明(1) 9 點選取三角形 3 頂點的最大面積為△𝑃1′′𝑃2𝑃3′ 

如圖 14，設有三相異點𝑃1(𝑥1, 𝑦1), 𝑃2(𝑥2, 𝑦2), 𝑃3(𝑥3, 𝑦3)，使得 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 ∈

        {(𝑥𝑘, 𝑦𝑘)|0 ≤ 𝑥𝑘 ≤ (3𝑛 − 4) , 0 ≤ 𝑦𝑘 ≤ 2, 𝑥𝑘, 𝑦𝑘 ∈ ℤ} , 𝑛 ≥ 2 

且𝑥1 ≤ 𝑥2 ≤ 𝑥3，以(
3𝑛+1

2
,
3𝑛+1

2
)為旋轉中心，將𝑃1, 𝑃2, 𝑃3分別旋轉 

𝜋

2
, −

𝜋

2
 後，得出以下 

六點：         𝑃1′(3𝑛 − 1 − 𝑦1, 𝑥1), 𝑃2′(3𝑛 − 1 − 𝑦2, 𝑥2), 𝑃3′(3𝑛 − 1 − 𝑦3, 𝑥3),              

                                𝑃1′′(𝑦1, 3n − 1 − 𝑥1), 𝑃2′′(𝑦2, 3n − 1 − 𝑥2), 𝑃3′′(𝑦3, 3n − 1 − 𝑥3) 

 

 

 

 

 

                                  圖 14 

從旋轉 
𝜋

2
, 0, −

𝜋

2
 三種中各取一點，且三點分別為𝑃1, 𝑃2, 𝑃3的旋轉點，可得六種三角形。 

△ 𝑃1′′𝑃2𝑃3′,△ 𝑃1′′𝑃3𝑃2′,△ 𝑃2′′𝑃1𝑃3′,△ 𝑃2′′𝑃3𝑃1′,△ 𝑃3′′𝑃1𝑃2′,△ 𝑃3′′𝑃2𝑃1′ 

為了比較六種三角形的面積大小，接著求出其分別的面積，又因六種三角形的頂點皆為   

(𝑦𝑎 , 3n − 1 − 𝑥𝑎) , (𝑥𝑏 , 𝑦𝑏) , (3𝑛 − 1 − 𝑦𝑐 ,  𝑥𝑐)的形式，可由行列式求得其面積為 
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1

2
|
3𝑛 − 1 − 𝑦𝑐 − 𝑥𝑏 𝑦𝑎 − 𝑥𝑏

𝑥𝑐 − 𝑦𝑏 3n − 1 − 𝑥𝑎 − 𝑦𝑏
|

=
1

2
[(3𝑛 − 1 − 𝑦c − 𝑥𝑏)(3n − 1 − 𝑥𝑎 − 𝑦𝑏) − (𝑥𝑐 − 𝑦𝑏)(𝑦𝑎 − 𝑥𝑏)]

=
1

2
[(3𝑛 − 1)2 − (3𝑛 − 1)(x𝑎 + 𝑥𝑏 + 𝑦𝑏 + 𝑦c) + 𝑥𝑎𝑥𝑏 + 𝑦𝑎𝑦𝑏 + 𝑥𝑏𝑥𝑐 + 𝑦𝑏𝑦𝑐 + 𝑥𝑎𝑦𝑐 − 𝑥𝑐𝑦𝑎]

 

(1)  觀察 𝑥值相同下𝑦𝑎 , 𝑦𝑏 , 𝑦𝑐的關係 

  首先探討 𝑥值相同的情況，設 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥，三角形面積可改寫成下式： 

       
1

2
[(3𝑛 − 1)2 − (3𝑛 − 1)(2𝑥 + 𝑦𝑏 + 𝑦c) + 𝑥

2 + 𝑦𝑎𝑦𝑏 + 𝑥
2 + 𝑦𝑏𝑦𝑐 + 𝑥𝑦𝑐 − 𝑥𝑦𝑎]

           =
1

2
[(3𝑛 − 1)2 − 2𝑥(3𝑛 − 1) + 2𝑥2 − (3𝑛 − 1)(𝑦𝑏 + 𝑦c) + 𝑦𝑏(𝑦𝑎 + 𝑦𝑐) + 𝑥(𝑦𝑐 − 𝑦𝑎)]

 

  觀察三角形面積公式，發現在兩個三角形相減時，部分公式相減後為零。 

1

2
[(3𝑛 − 1)2 − 2𝑥(3𝑛 − 1) + 2𝑥2] 

  因此只須比較剩餘部分即可。 

1

2
[−(3𝑛 − 1)(𝑦𝑏 + 𝑦c) + 𝑦𝑏(𝑦𝑎 + 𝑦𝑐) + 𝑥(𝑦𝑐 − 𝑦𝑎)] 

假設△ 𝑃𝑎′′𝑃𝑏𝑃𝑐′為六種三角形中最大面積三角形，觀察𝑃𝑎 , 𝑃𝑏 , 𝑃𝑐三點間關係。 

將△ 𝑃𝑎′′𝑃𝑏𝑃𝑐′減去△ 𝑃𝑐′′𝑃𝑏𝑃𝑎′： 

1

2
[−(3𝑛 − 1)(𝑦𝑏 + 𝑦c) + 𝑦𝑏(𝑦𝑎 + 𝑦𝑐) + 𝑥(𝑦𝑐 − 𝑦𝑎)]

−
1

2
[−(3𝑛 − 1)(𝑦𝑏 + 𝑦𝑎) + 𝑦𝑏(𝑦𝑐 + 𝑦𝑎) + 𝑥(𝑦𝑎 − 𝑦𝑐)]

=
1

2
[(3𝑛 − 1)(𝑦𝑎 − 𝑦𝑐) + 2𝑥(𝑦𝑐 − 𝑦𝑎)] = (𝑥 −

3𝑛 − 1

2
) (𝑦𝑐 − 𝑦𝑎)

  

 ∵(𝑥 −
3𝑛−1

2
) (𝑦𝑐 − 𝑦𝑎) ≥ 0 ∴{

𝑦𝑐 > 𝑦𝑎 , 𝑖𝑓 𝑥 >
3𝑛−1

2

𝑦𝑎 > 𝑦𝑐 , 𝑖𝑓 𝑥 ≤
3𝑛−1

2

 

將△ 𝑃𝑎′′𝑃𝑏𝑃𝑐′減去△ 𝑃𝑏′′𝑃𝑎𝑃𝑐′： 

1

2
[−(3𝑛 − 1)(𝑦𝑏 + 𝑦c) + 𝑦𝑏(𝑦𝑎 + 𝑦𝑐) + 𝑥(𝑦𝑐 − 𝑦𝑎)]

−
1

2
[−(3𝑛 − 1)(𝑦𝑎 + 𝑦c) + 𝑦𝑎(𝑦𝑏 + 𝑦𝑐) + 𝑥(𝑦𝑐 − 𝑦𝑏)]

=
1

2
[(3𝑛 − 1)(𝑦𝑎 − 𝑦𝑏) + 𝑦𝑐(𝑦𝑏 − 𝑦𝑎) + 𝑥(𝑦𝑏 − 𝑦𝑎)] =

1

2
(3𝑛 − 1 − 𝑦𝑐 − 𝑥)(𝑦𝑎 − 𝑦𝑏)
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∵(3𝑛 − 1 − 𝑦𝑐 − 𝑥)(𝑦𝑎 − 𝑦𝑏) ≥ 0,0 ≤ 𝑦𝑐 ≤ 2,0 ≤ 𝑦𝑐 ≤ (3𝑛 − 4) ∴𝑦𝑎 > 𝑦𝑏 

將△ 𝑃𝑎′′𝑃𝑏𝑃𝑐′減去△ 𝑃𝑎′′𝑃𝑐𝑃𝑏′： 

1

2
[(3𝑛 − 1)(𝑦𝑏 + 𝑦c) + 𝑦𝑏(𝑦𝑎 + 𝑦𝑐) + 𝑥(𝑦𝑐 − 𝑦𝑎)]

−
1

2
[−(3𝑛 − 1)(𝑦𝑐 + 𝑦𝑏) + 𝑦𝑐(𝑦𝑎 + 𝑦𝑏) + 𝑥(𝑦𝑏 − 𝑦𝑎)]

=
1

2
[𝑦𝑎(𝑦𝑏 − 𝑦𝑐) + 𝑥(𝑦𝑐 − 𝑦𝑏)] =

1

2
(𝑥 − 𝑦𝑎)(𝑦𝑐 − 𝑦𝑏)

 

∵
1

2
(𝑥 − 𝑦𝑎)(𝑦𝑐 − 𝑦𝑏) ≥ 0,0 ≤ 𝑦𝑎 ≤ 2 ∴{

𝑦𝑐 > 𝑦𝑏 , 𝑖𝑓 𝑥 ≥ 𝑦𝑎
𝑦𝑏 > 𝑦𝑐 , 𝑖𝑓 𝑥 < 𝑦𝑎

 

以上三點的結果可以統整成以下： 

{
 
 

 
 𝑦𝑐 > 𝑦𝑎 > 𝑦𝑏 , 𝑖𝑓 𝑥 >

3𝑛 − 1

2

𝑦𝑎 > 𝑦𝑐 > 𝑦𝑏 , 𝑖𝑓 2 < 𝑥 ≤
3𝑛 − 1

2
𝑦𝑎 > 𝑦𝑏 > 𝑦𝑐 , 𝑖𝑓 𝑥 < 2

 

 將其轉為數字後可以表示如下： 

(𝑦𝑎, 𝑦𝑏 , 𝑦𝑐) =

{
 
 

 
 (1,0,2) , 𝑖𝑓 𝑥 >

3𝑛 − 1

2

(2,0,1) , 𝑖𝑓 2 < 𝑥 ≤
3𝑛 − 1

2
(2,1,0) , 𝑖𝑓 𝑥 < 2

 

 觀察上述結論可以得知，在𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3時，(𝑦𝑎, 𝑦𝑏 , 𝑦𝑐)會因 𝑥值與
3𝑛−1

2
, 2兩者的關係而

改變，因此我們重新定義三相異點𝑃1(𝑥1, 𝑦1), 𝑃2(𝑥2, 𝑦2), 𝑃3(𝑥3, 𝑦3)來符合此關係。 

原本定義的三相異點𝑃1, 𝑃2, 𝑃3： 

𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 ∈ {(𝑥𝑘, 𝑦𝑘)|
0 ≤ 𝑥𝑘 ≤ (3𝑛 − 4)
0 ≤ 𝑦𝑘 ≤ 2
𝑥𝑘 , 𝑦𝑘 ∈ ℤ

} 

𝑛 ≥ 2, 𝑥1 ≤ 𝑥2 ≤ 𝑥3 

重新定義後的三相異點𝑃1, 𝑃2, 𝑃3： 

𝑃1, 𝑃2, 𝑃3

∈

{
 
 

 
 

(𝑥𝑘, 𝑦𝑘)|

|

0 ≤ 𝑥𝑘 ≤ (3𝑛 − 4), 𝑖𝑓𝑦𝑘 = 0

1 ≤ 𝑥𝑘 ≤ (3𝑛 − 3), 𝑖𝑓𝑦𝑘 = 1

2 ≤ 𝑥𝑘 ≤ (3𝑛 − 2), 𝑖𝑓𝑦𝑘 = 2
0 ≤ 𝑦𝑘 ≤ 2
𝑥𝑘, 𝑦𝑘 ∈ ℤ }

 
 

 
 

 

𝑛 ≥ 2, 𝑥1 ≤ 𝑥2 ≤ 𝑥3 

圖例：圖 15 圖例：圖 16 
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重新定義三相異點後，我們可以將𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3時𝑦𝑎 , 𝑦𝑏 , 𝑦𝑐的關係表示如下： 

(𝑦𝑎, 𝑦𝑏 , 𝑦𝑐) = {
(1,0,2) , 𝑖𝑓 𝑥 >

3𝑛 − 1

2

(2,0,1) , 𝑖𝑓 𝑥 ≤
3𝑛 − 1

2

 

因此我們可以將其寫成[定理一]。 

定理一：當𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3時，(𝑦𝑎, 𝑦𝑏 , 𝑦𝑐) = {
(1,0,2) , 𝑖𝑓 𝑥 >

3𝑛−1

2

(2,0,1) , 𝑖𝑓 𝑥 ≤
3𝑛−1

2

 

(2)  觀察 𝑦值相同下𝑥𝑎  ,  𝑥𝑏 ,  𝑥𝑐的關係 

接著以重新定義後的三相異點 𝑃1 , 𝑃2 , 𝑃3探討 𝑦值相同的情況，設𝑦1 = 𝑦2 = 𝑦3 = 𝑦，三 

角形面積可改寫成下式： 

1

2
[(3𝑛 − 1)2 − 2𝑦(3𝑛 − 1) + 2𝑦2 − (3𝑛 − 1)(𝑥𝑎 + 𝑥𝑏) + 𝑥𝑏(𝑥𝑎 + 𝑥𝑐) + 𝑦(𝑥𝑎 − 𝑥𝑐)] 

觀察三角形面積公式，發現在兩個三角形相減時，部分公式相減後為零。 

1

2
[(3𝑛 − 1)2 − 2𝑦(3𝑛 − 1) + 2𝑦2] 

因此只須比較剩餘部分即可。 

1

2
[−(3𝑛 − 1)(𝑥𝑎 + 𝑥𝑏) + 𝑥𝑏(𝑥𝑎 + 𝑥𝑐) + 𝑦(𝑥𝑎 − 𝑥𝑐)] 

同樣假設△ 𝑃𝑎′′𝑃𝑏𝑃𝑐′為六種三角形中最大面積三角形，觀察𝑃𝑎 , 𝑃𝑏 , 𝑃𝑐三點間關係。 

設 𝑦 = 0，將△ 𝑃𝑎′′𝑃𝑏𝑃𝑐′減去△𝑃𝑐′′𝑃𝑏𝑃𝑎′： 

1

2
[−(3𝑛 − 1)(𝑥𝑎 + 𝑥𝑏) + 𝑥𝑏(𝑥𝑎 + 𝑥𝑐) + 0 × (𝑥𝑎 − 𝑥𝑐)]

−
1

2
[−(3𝑛 − 1)(𝑥𝑐 + 𝑥𝑏) + 𝑥𝑏(𝑥𝑐 + 𝑥𝑎) + 0 × (𝑥𝑐 − 𝑥𝑎)]

=
1

2
[−(3𝑛 − 1)(𝑥𝑎 + 𝑥𝑏) + (3𝑛 − 1)(𝑥𝑐 + 𝑥𝑏)] =

1

2
(3𝑛 − 1)(𝑥𝑐 − 𝑥𝑎)

  

 ∵ 
1

2
(3𝑛 − 1)(𝑥𝑐 − 𝑥𝑎) ≥ 0, 𝑛 ≥ 2  ∴ 𝑥𝑐 > 𝑥𝑎 
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將△ 𝑃𝑎′′𝑃𝑏𝑃𝑐′減去△ 𝑃𝑏′′𝑃𝑎𝑃𝑐′： 

1

2
[−(3𝑛 − 1)(𝑥𝑎 + 𝑥𝑏) + 𝑥𝑏(𝑥𝑎 + 𝑥𝑐) + 0 × (𝑥𝑎 − 𝑥𝑐)]

−
1

2
[−(3𝑛 − 1)(𝑥𝑏 + 𝑥𝑎) + 𝑥𝑎(𝑥𝑏 + 𝑥𝑐) + 0 × (𝑥𝑎 − 𝑥𝑐)]

=
1

2
[𝑥𝑏(𝑥𝑎 + 𝑥𝑐) − 𝑥𝑎(𝑥𝑏 + 𝑥𝑐)] =

1

2
𝑥𝑐(𝑥𝑏 − 𝑥𝑎)

 

∵ 
1

2
𝑥𝑐(𝑥𝑏 − 𝑥𝑎) ≥ 0, 𝑥𝑐 > 0 ∴ 𝑥𝑏 > 𝑥𝑎 

將△ 𝑃𝑎′′𝑃𝑏𝑃𝑐′減去△ 𝑃𝑎′′𝑃𝑐𝑃𝑏′： 

1

2
[−(3𝑛 − 1)(𝑥𝑎 + 𝑥𝑏) + 𝑥𝑏(𝑥𝑎 + 𝑥𝑐) + 0 × (𝑥𝑎 − 𝑥𝑐)]

−
1

2
[−(3𝑛 − 1)(𝑥𝑎 + 𝑥𝑐) + 𝑥𝑐(𝑥𝑎 + 𝑥𝑏) + 0 × (𝑥𝑎 − 𝑥𝑏)]

=
1

2
[(3𝑛 − 1)(𝑥c − 𝑥𝑏) + 𝑥𝑎(𝑥𝑏 − 𝑥𝑐)] =

1

2
(3𝑛 − 1 − 𝑥𝑎)(𝑥c − 𝑥𝑏)

 

∵ 
1

2
(3𝑛 − 1 − 𝑥𝑎)(𝑥c − 𝑥𝑏) ≥ 0, 𝑥𝑎 ≤ 3𝑛 − 4 ∴ 𝑥𝑐 > 𝑥𝑏 

由以上三點可以求得當 𝑦 = 0時，𝑥𝑐 > 𝑥𝑏 > 𝑥𝑎 ⇒ (𝑥𝑎 , 𝑥𝑏 , 𝑥𝑐) = (𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3)。 

設 𝑦 = 1，將△ 𝑃𝑎′′𝑃𝑏𝑃𝑐′減去△𝑃𝑐′′𝑃𝑏𝑃𝑎′： 

1

2
[−(3𝑛 − 1)(𝑥𝑎 + 𝑥𝑏) + 𝑥𝑏(𝑥𝑎 + 𝑥𝑐) + 1 × (𝑥𝑎 − 𝑥𝑐)]

−
1

2
[−(3𝑛 − 1)(𝑥𝑐 + 𝑥𝑏) + 𝑥𝑏(𝑥𝑐 + 𝑥𝑎) + 1 × (𝑥𝑐 − 𝑥𝑎)]

=
1

2
[−(3𝑛 − 1)(𝑥𝑎 + 𝑥𝑏) + (3𝑛 − 1)(𝑥𝑐 + 𝑥𝑏) + 2(𝑥𝑎 − 𝑥𝑐)] =

1

2
(3𝑛 − 3)(𝑥𝑐 − 𝑥𝑎)

  

 ∵
1

2
(3𝑛 − 3)(𝑥𝑐 − 𝑥𝑎) ≥ 0, 𝑛 ≥ 2 ∴𝑥𝑐 > 𝑥𝑎 

將△ 𝑃𝑎′′𝑃𝑏𝑃𝑐′減去△ 𝑃𝑏′′𝑃𝑎𝑃𝑐′： 

1

2
[−(3𝑛 − 1)(𝑥𝑎 + 𝑥𝑏) + 𝑥𝑏(𝑥𝑎 + 𝑥𝑐) + 1 × (𝑥𝑎 − 𝑥𝑐)]

−
1

2
[−(3𝑛 − 1)(𝑥𝑏 + 𝑥𝑎) + 𝑥𝑎(𝑥𝑏 + 𝑥𝑐) + 1 × (𝑥𝑎 − 𝑥𝑐)]

=
1

2
[𝑥𝑏(𝑥𝑎 + 𝑥𝑐) − 𝑥𝑎(𝑥𝑏 + 𝑥𝑐)] =

1

2
𝑥𝑐(𝑥𝑏 − 𝑥𝑎)

 

∵ 
1

2
𝑥𝑐(𝑥𝑏 − 𝑥𝑎) ≥ 0 ,  𝑥𝑐 > 0 ∴ 𝑥𝑏 > 𝑥𝑎 

將△ 𝑃𝑎′′𝑃𝑏𝑃𝑐′減去△ 𝑃𝑎′′𝑃𝑐𝑃𝑏′： 
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1

2
[−(3𝑛 − 1)(𝑥𝑎 + 𝑥𝑏) + 𝑥𝑏(𝑥𝑎 + 𝑥𝑐) + 1 × (𝑥𝑎 − 𝑥𝑐)]

−
1

2
[−(3𝑛 − 1)(𝑥𝑎 + 𝑥𝑐) + 𝑥𝑐(𝑥𝑎 + 𝑥𝑏) + 1 × (𝑥𝑎 − 𝑥𝑏)]

=
1

2
[(3𝑛 − 1)(𝑥𝑐 − 𝑥𝑏) + 𝑥𝑎(𝑥𝑏 − 𝑥𝑐) + (𝑥𝑏 − 𝑥𝑐)] =

1

2
(3𝑛 − 2 − 𝑥𝑎)(𝑥𝑐 − 𝑥𝑏)

 

∵ 
1

2
(3𝑛 − 2 − 𝑥𝑎)(𝑥𝑐 − 𝑥𝑏) ≥ 0 ,  𝑥𝑎 ≤ 3𝑛 − 4  ∴ 𝑥𝑐 > 𝑥𝑏 

由以上三點可以求得當 𝑦 = 1時，𝑥𝑐 > 𝑥𝑏 > 𝑥𝑎 ⇒ (𝑥𝑎, 𝑥𝑏 , 𝑥𝑐) = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)。 

設 𝑦 = 2，將△ 𝑃𝑎′′𝑃𝑏𝑃𝑐′減去△𝑃𝑐′′𝑃𝑏𝑃𝑎′： 

1

2
[−(3𝑛 − 1)(𝑥𝑎 + 𝑥𝑏) + 𝑥𝑏(𝑥𝑎 + 𝑥𝑐) + 2 × (𝑥𝑎 − 𝑥𝑐)]

−
1

2
[−(3𝑛 − 1)(𝑥𝑐 + 𝑥𝑏) + 𝑥𝑏(𝑥𝑐 + 𝑥𝑎) + 2 × (𝑥𝑐 − 𝑥𝑎)]

=
1

2
[−(3𝑛 − 1)(𝑥𝑎 + 𝑥𝑏) + (3𝑛 − 1)(𝑥𝑐 + 𝑥𝑏) + 4(𝑥𝑎 − 𝑥𝑐)] =

1

2
(3𝑛 − 5)(𝑥𝑐 − 𝑥𝑎)

  

 ∵
1

2
(3𝑛 − 5)(𝑥𝑐 − 𝑥𝑎) ≥ 0, 𝑛 ≥ 2 ∴𝑥𝑐 > 𝑥𝑎 

將△ 𝑃𝑎′′𝑃𝑏𝑃𝑐′減去△ 𝑃𝑏′′𝑃𝑎𝑃𝑐′： 

1

2
[−(3𝑛 − 1)(𝑥𝑎 + 𝑥𝑏) + 𝑥𝑏(𝑥𝑎 + 𝑥𝑐) + 2 × (𝑥𝑎 − 𝑥𝑐)]

−
1

2
[−(3𝑛 − 1)(𝑥𝑏 + 𝑥𝑎) + 𝑥𝑎(𝑥𝑏 + 𝑥𝑐) + 2 × (𝑥𝑎 − 𝑥𝑐)]

=
1

2
[𝑥𝑏(𝑥𝑎 + 𝑥𝑐) − 𝑥𝑎(𝑥𝑏 + 𝑥𝑐)] =

1

2
𝑥𝑐(𝑥𝑏 − 𝑥𝑎)

 

∵ 
1

2
𝑥𝑐(𝑥𝑏 − 𝑥𝑎) ≥ 0, 𝑥𝑐 > 0  ∴ 𝑥𝑏 > 𝑥𝑎 

將△ 𝑃𝑎′′𝑃𝑏𝑃𝑐′減去△ 𝑃𝑎′′𝑃𝑐𝑃𝑏′： 

1

2
[−(3𝑛 − 1)(𝑥𝑎 + 𝑥𝑏) + 𝑥𝑏(𝑥𝑎 + 𝑥𝑐) + 2 × (𝑥𝑎 − 𝑥𝑐)]

−
1

2
[−(3𝑛 − 1)(𝑥𝑎 + 𝑥𝑐) + 𝑥𝑐(𝑥𝑎 + 𝑥𝑏) + 2 × (𝑥𝑎 − 𝑥𝑏)]

=
1

2
[(3𝑛 − 1)(𝑥𝑐 − 𝑥𝑏) + 𝑥𝑎(𝑥𝑏 − 𝑥𝑐) + 2(𝑥𝑏 − 𝑥𝑐)] =

1

2
(3𝑛 − 3 − 𝑥𝑎)(𝑥𝑐 − 𝑥𝑏)

 

∵ 
1

2
(3𝑛 − 3 − 𝑥𝑎)(𝑥𝑐 − 𝑥𝑏) ≥ 0, 𝑥𝑎 ≤ 3𝑛 − 4 ∴ 𝑥𝑐 > 𝑥𝑏 

由以上三點可以求得當 𝑦 = 2時，𝑥𝑐 > 𝑥𝑏 > 𝑥𝑎 ⇒ (𝑥𝑎 , 𝑥𝑏 , 𝑥𝑐) = (𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3)。 

因此我們可以得出，當𝑦1 = 𝑦2 = 𝑦3時，△ 𝑃1′′𝑃2𝑃3′有六種三角形中最大面積，將其寫 

成[定理二]。 
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定理二：當𝑦1 = 𝑦2 = 𝑦3時，△ 𝑃1′′𝑃2𝑃3′有六種三角形中最大面積。 

(3)  證明 𝑃𝑎 , 𝑃𝑏 , 𝑃𝑐 的 𝑥值關係必定為𝑥𝑎 ≤ 𝑥𝑏 ≤ 𝑥𝑐 

由前述可以得知，三角形面積為： 

1

2
[(3𝑛 − 1)2 − (3𝑛 − 1)(𝑥𝑎 + 𝑥𝑏 + 𝑦𝑏 + 𝑦𝑐) + 𝑥𝑎𝑥𝑏 + 𝑦𝑎𝑦𝑏 + 𝑥𝑏𝑥𝑐 + 𝑦𝑏𝑦𝑐 + 𝑥𝑎𝑦𝑐 − 𝑥𝑐𝑦𝑎] 

 且𝑃1(𝑥1 , 𝑦1) , 𝑃2(𝑥2 , 𝑦2) , 𝑃3(𝑥3 , 𝑦3)分別為 𝑃𝑎(𝑥𝑎 , 𝑦𝑎) , 𝑃𝑏(𝑥𝑏 , 𝑦𝑏) , 𝑃𝑐(𝑥𝑐, 𝑦c)三點中一點。 

觀察三角形面積公式，發現在兩個三角形相減時，部分公式相減後為零。 

1

2
((3𝑛 − 1)2) 

因此只須比較剩餘部分即可。 

1

2
[−(3𝑛 − 1)(𝑥𝑎 + 𝑥𝑏 + 𝑦𝑏 + 𝑦c) + 𝑥𝑎𝑥𝑏 + 𝑦𝑎𝑦𝑏 + 𝑥𝑏𝑥𝑐 + 𝑦𝑏𝑦𝑐 + 𝑥𝑎𝑦𝑐 − 𝑥𝑐𝑦𝑎] 

同樣假設△ 𝑃𝑎′′𝑃𝑏𝑃𝑐′為六種三角形中最大面積三角形。 

 

以[定理一]、[定理二]結果證明 𝑥𝑎 ≤ 𝑥𝑏 ≤ 𝑥𝑐。 

① 證明𝑥𝑎 ≤ 𝑥𝑐，將△ 𝑃𝑎′′𝑃𝑏𝑃𝑐′減去△ 𝑃𝑐′′𝑃𝑏𝑃𝑎′ 

1

2
[−(3𝑛 − 1)(𝑥𝑎 + 𝑥𝑏 + 𝑦𝑏 + 𝑦c) + 𝑥𝑎𝑥𝑏 + 𝑦𝑎𝑦𝑏 + 𝑥𝑏𝑥𝑐 + 𝑦𝑏𝑦𝑐 + 𝑥𝑎𝑦𝑐 − 𝑥𝑐𝑦𝑎]

−
1

2
[−(3𝑛 − 1)(𝑥𝑐 + 𝑥𝑏 + 𝑦𝑏 + 𝑦𝑎) + 𝑥𝑐𝑥𝑏 + 𝑦𝑐𝑦𝑏 + 𝑥𝑏𝑥𝑎 + 𝑦𝑏𝑦𝑎 + 𝑥𝑐𝑦𝑎 − 𝑥𝑎𝑦𝑐]

=
1

2
[(3𝑛 − 1)(𝑥𝑐 − 𝑥𝑎 + 𝑦𝑎 − 𝑦c) + 2(𝑥𝑐𝑦𝑎 − 𝑥𝑎𝑦𝑐)]

=
3𝑛 − 1

2
(𝑥𝑐 − 𝑥𝑎) + 𝑦𝑎 (

3𝑛 − 1

2
− 𝑥𝑐) + 𝑦c (𝑥𝑎 −

3𝑛 − 1

2
) ≥ 0

 

    假設𝑥𝑐 > 𝑥𝑎，在 𝑥𝑐 ≥
3𝑛−1

2
≥ 𝑥𝑎  , 𝑦𝑎 = 𝑦𝑐 = 2 時有最小值。 

3𝑛 − 1

2
(𝑥𝑐 − 𝑥𝑎) + 2 (

3𝑛 − 1

2
− 𝑥𝑐) + 2 (𝑥𝑎 −

3𝑛 − 1

2
) =

3𝑛 − 5

2
(𝑥𝑐 − 𝑥𝑎) 

   ∵ 𝑥𝑐 > 𝑥𝑎  ∴  
3𝑛−5

2
(𝑥𝑐 − 𝑥𝑎) > 0 

   假設 𝑥𝑎 > 𝑥𝑐，在 𝑥𝑎 ≥
3𝑛−1

2
≥ 𝑥𝑐  , 𝑦𝑎 = 𝑦𝑐 = 2 時有最大值。 

3𝑛 − 1

2
(𝑥𝑐 − 𝑥𝑎) − 2 (𝑥𝑐 −

3𝑛 − 1

2
) − 2 (

3𝑛 − 1

2
− 𝑥𝑎) = −

3𝑛 − 5

2
(𝑥𝑎 − 𝑥𝑐) 
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   ∵𝑥𝑎 > 𝑥𝑐  ∴−
3𝑛−5

2
(𝑥𝑎 − 𝑥𝑐) < 0 

    假設𝑥𝑎 = 𝑥𝑐 = 𝑥，由[定理一]可知： 

{
𝑦𝑐 ≥ 𝑦𝑎 , 𝑖𝑓 𝑥𝑎 = 𝑥𝑐 >

3𝑛 − 1

2

𝑦𝑎 ≥ 𝑦𝑐  , 𝑖𝑓 
3𝑛 − 1

2
> 𝑥𝑎 = 𝑥𝑐

 

    則我們可以發現 

3𝑛 − 1

2
(𝑥𝑐 − 𝑥𝑎) + 𝑦𝑎 (

3𝑛 − 1

2
− 𝑥𝑐) + 𝑦𝑐 (𝑥𝑎 −

3𝑛 − 1

2
) = (𝑦𝑎 − 𝑦𝑐) (

3𝑛 − 1

2
− 𝑥) ≥ 0 

    因此𝑥𝑐 ≥ 𝑥𝑎。 

②  證明𝑥𝑎 ≤ 𝑥𝑏，將△𝑃𝑎′′𝑃𝑏𝑃𝑐′減去△ 𝑃𝑏′′𝑃𝑎𝑃𝑐′ 

1

2
[−(3𝑛 − 1)(𝑥𝑎 + 𝑥𝑏 + 𝑦𝑏 + 𝑦𝑐) + 𝑥𝑎𝑥𝑏 + 𝑦𝑎𝑦𝑏 + 𝑥𝑏𝑥𝑐 + 𝑦𝑏𝑦𝑐 + 𝑥𝑎𝑦𝑐 − 𝑥𝑐𝑦𝑎]

−
1

2
[−(3𝑛 − 1)(𝑥𝑏 + 𝑥𝑎 + 𝑦𝑎 + 𝑦𝑐) + 𝑥𝑏𝑥𝑎 + 𝑦𝑏𝑦𝑎 + 𝑥𝑎𝑥𝑐 + 𝑦𝑎𝑦𝑐 + 𝑥𝑏𝑦𝑐 − 𝑥𝑐𝑦𝑏]

=
1

2
[(3𝑛 − 1)(𝑦𝑎 − 𝑦b) + (𝑥𝑏𝑥𝑐 + 𝑦𝑏𝑦𝑐 + 𝑥𝑎𝑦𝑐 − 𝑥𝑐𝑦𝑎 − 𝑥𝑎𝑥𝑐 − 𝑦𝑎𝑦𝑐 − 𝑥𝑏𝑦𝑐 + 𝑥𝑐𝑦𝑏)]

=
1

2
[𝑥𝑐(𝑥𝑏 − 𝑥𝑎) + 𝑦𝑐(𝑥𝑎 − 𝑥𝑏) + 𝑦𝑎(3𝑛 − 1 − 𝑥𝑐 − 𝑦𝑐) + 𝑦𝑏(−3𝑛 + 1 + 𝑥𝑐 + 𝑦𝑐)]

=
1

2
[(𝑥𝑐 − 𝑦𝑐)(𝑥𝑏 − 𝑥𝑎) + (𝑦𝑎 − 𝑦𝑏)(3𝑛 − 1 − 𝑥𝑐 − 𝑦𝑐)] ≥ 0

 

∵(𝑥𝑐 − 𝑦𝑐) ≥ 0 , (3𝑛 − 1 − 𝑥𝑐 − 𝑦𝑐) ≥ 0 

∴

{
 
 

 
 𝑥𝑏 ≥ 𝑥𝑎 − 2 +

2(3𝑛−1−2𝑦𝑐)

𝑥𝑐−𝑦𝑐
 , 𝑖𝑓 𝑦𝑎 − 𝑦𝑏 = 2

𝑥𝑏 ≥ 𝑥𝑎 − 1 +
3𝑛−1−2𝑦𝑐

𝑥𝑐−𝑦𝑐
 , 𝑖𝑓 𝑦𝑎 − 𝑦𝑏 = 1

𝑥𝑏 ≥ 𝑥𝑎 , 𝑖𝑓 𝑦𝑎 ≤ 𝑦𝑏

 

由下證明可知因(1 −
3𝑛−1−2𝑦𝑐

𝑥𝑐−𝑦𝑐
) <

1

2
，所以𝑥𝑏 ≥ 𝑥𝑎。 

(1 −
3𝑛 − 1 − 2𝑦𝑐
𝑥𝑐 − 𝑦𝑐

) <
1

2
⇒ [2 −

2(3𝑛 − 1 − 2𝑦𝑐)

𝑥𝑐 − 𝑦𝑐
] < 1 ⇒

2(3𝑛 − 1 − 2𝑦𝑐)

𝑥𝑐 − 𝑦𝑐
> 1

⇒
3𝑛 − 1 − 2𝑦𝑐
𝑥𝑐 − 𝑦𝑐

>
1

2
⇒ 2(3𝑛 − 1 − 2𝑦𝑐) > 𝑥𝑐 − 𝑦𝑐 ⇒ 2(3𝑛 − 1) > 𝑥𝑐 + 3𝑦𝑐

 

∵0 ≤ 𝑥𝑐 + 3𝑦𝑐 ≤ 3𝑛 − 2 + 2𝑦𝑐 ≤ 3𝑛 + 2 < 2(3𝑛 − 1)∴(1 −
3𝑛−1−2𝑦𝑐

𝑥𝑐−𝑦𝑐
) <

1

2
 

 ③ 證明𝑥𝑏 ≤ 𝑥𝑐，將△𝑃𝑎′′𝑃𝑏𝑃𝑐′減去△ 𝑃𝑎′′𝑃𝑐𝑃𝑏′  
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1

2
[−(3𝑛 − 1)(𝑥𝑎 + 𝑥𝑏 + 𝑦𝑏 + 𝑦c) + 𝑥𝑎𝑥𝑏 + 𝑦𝑎𝑦𝑏 + 𝑥𝑏𝑥𝑐 + 𝑦𝑏𝑦𝑐 + 𝑥𝑎𝑦𝑐 − 𝑥𝑐𝑦𝑎]

−
1

2
[−(3𝑛 − 1)(𝑥𝑎 + 𝑥𝑐 + 𝑦𝑐 + 𝑦𝑏) + 𝑥𝑎𝑥𝑐 + 𝑦𝑎𝑦𝑐 + 𝑥𝑐𝑥𝑏 + 𝑦𝑐𝑦𝑏 + 𝑥𝑎𝑦𝑏 − 𝑥𝑏𝑦𝑎]

=
1

2
[(3𝑛 − 1)(𝑥𝑐 − 𝑥𝑏) + (𝑥𝑎𝑥𝑏 + 𝑦𝑎𝑦𝑏 + 𝑥𝑎𝑦𝑐 − 𝑥𝑐𝑦𝑎 − 𝑥𝑎𝑥𝑐 − 𝑦𝑎𝑦𝑐 − 𝑥𝑎𝑦𝑏 + 𝑥𝑏𝑦𝑎)]

=
1

2
[(3𝑛 − 1)(𝑥𝑐 − 𝑥𝑏) + 𝑥𝑎(𝑥𝑏 − 𝑥𝑐 + 𝑦𝑐 − 𝑦𝑏) + 𝑦𝑎(𝑥𝑏 − 𝑥𝑐 + 𝑦𝑏 − 𝑦𝑐)]

=
1

2
[(𝑥𝑐 − 𝑥𝑏)(3𝑛 − 1 − 𝑥𝑎 − 𝑦𝑎) + (𝑥𝑎 − 𝑦𝑎)(𝑦𝑐 − 𝑦𝑏)] ≥ 0

 

∵(3𝑛 − 1 − 𝑥𝑎 − 𝑦𝑎) ≥ 0 , (𝑥𝑎 − 𝑦𝑎) ≥ 0 

∴

{
 
 

 
 𝑥𝑐 ≥ 𝑥𝑏 − 2 +

2(3𝑛−1−2𝑦𝑎)

3𝑛−1−𝑥𝑎−𝑦𝑎
 , 𝑖𝑓 𝑦𝑐 − 𝑦𝑏 = 2

𝑥𝑐 ≥ 𝑥𝑏 − 1 +
3𝑛−1−2𝑦𝑎

3𝑛−1−𝑥𝑎−𝑦𝑎
 , 𝑖𝑓 𝑦𝑐 − 𝑦𝑏 = 1

𝑥𝑐 ≥ 𝑥𝑏 , 𝑖𝑓 𝑦𝑐 ≥ 𝑦𝑏

 

由下證明可知因(1 −
3𝑛−1−2𝑦𝑎

3𝑛−1−𝑥𝑎−𝑦𝑎
) <

1

2
，所以𝑥𝑐 ≥ 𝑥𝑏。 

(1 −
3𝑛 − 1 − 2𝑦𝑎

3𝑛 − 1 − 𝑥𝑎 − 𝑦𝑎
) <

1

2
⇒ [2 −

2(3𝑛 − 1 − 2𝑦𝑎)

3𝑛 − 1 − 𝑥𝑎 − 𝑦𝑎
] < 1 ⇒

2(3𝑛 − 1 − 2𝑦𝑎)

3𝑛 − 1 − 𝑥𝑎 − 𝑦𝑎
> 1

⇒
3𝑛 − 1 − 2𝑦𝑎

3𝑛 − 1 − 𝑥𝑎 − 𝑦𝑎
>
1

2
⇒ 2(3𝑛 − 1 − 2𝑦𝑎) > 3𝑛 − 1 − 𝑥𝑎 − 𝑦𝑎

⇒ 3𝑛 − 1 > −𝑥𝑎 + 3𝑦𝑎

 

∵ −(3𝑛 − 2) + 4𝑦𝑎 ≤ −𝑥𝑎 + 3𝑦𝑎 ≤ 0 + 2𝑦𝑎 ≤ 4 < 3𝑛 − 1 

∴ 1 −
3𝑛−1−2𝑦𝑎

3𝑛−1−𝑥𝑎−𝑦𝑎
<

1

2
 

統整以上三點，並寫成[定理三]。 

定理三：設三相異點𝑃1, 𝑃2, 𝑃3使得 

              𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 ∈

{
 
 

 
 

(𝑥𝑘 , 𝑦𝑘)|

|

0 ≤ 𝑥𝑘 ≤ (3𝑛 − 4), 𝑖𝑓𝑦𝑘 = 0

1 ≤ 𝑥𝑘 ≤ (3𝑛 − 3), 𝑖𝑓𝑦𝑘 = 1

2 ≤ 𝑥𝑘 ≤ (3𝑛 − 2), 𝑖𝑓𝑦𝑘 = 2
0 ≤ 𝑦𝑘 ≤ 2
𝑥𝑘, 𝑦𝑘 ∈ ℤ }

 
 

 
 

, 𝑛 ≥ 2且𝑥1 ≤ 𝑥2 ≤ 𝑥3， 

以(
3𝑛+1

2
,
3𝑛+1

2
)為旋轉中心，將𝑃1, 𝑃2, 𝑃3分別旋轉 

𝜋

2
, −

𝜋

2
後，從旋轉 

𝜋

2
, 0, −

𝜋

2
三種中各 

取一點作為頂點，且三頂點分別為𝑃1, 𝑃2, 𝑃3的旋轉點的六種三角形中，△ 𝑃1′′𝑃2𝑃3′ 

必定存在最大面積。 

4. 證明(2)3 個正方形選取的全等三角形，其 3 頂點在不同範圍時有最大值。 
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接續前述三個相異點的定義，進一步定義出四個點集合。 

    設三相異點𝑃1, 𝑃2, 𝑃3，使得𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 ∈ 𝑆1 =

{
 
 

 
 

(𝑥𝑘, 𝑦𝑘)|

|

{
 
 

 
 
0 ≤ 𝑥𝑘 ≤ (3𝑛 − 4), 𝑖𝑓𝑦𝑘 = 0

1 ≤ 𝑥𝑘 ≤ (3𝑛 − 3), 𝑖𝑓𝑦𝑘 = 1

2 ≤ 𝑥𝑘 ≤ (3𝑛 − 2), 𝑖𝑓𝑦𝑘 = 2
0 ≤ 𝑦𝑘 ≤ 2
𝑥𝑘, 𝑦𝑘 ∈ ℤ }

 
 

 
 

 , 

         𝑛 ≥ 2且𝑥1 ≤ 𝑥2 ≤ 𝑥3，定義 𝑆1, 𝑆2, 𝑆3如下： 

    𝑆2 =

{
 
 

 
 

(𝑥𝑘, 𝑦𝑘)|

|

{
 
 

 
 
0 ≤ 𝑦𝑘 ≤ (3𝑛 − 2), 𝑖𝑓𝑥𝑘 = 3𝑛 − 1

1 ≤ 𝑦𝑘 ≤ (3𝑛 − 3), 𝑖𝑓𝑥𝑘 = 3𝑛 − 2

2 ≤ 𝑦𝑘 ≤ (3𝑛 − 4), 𝑖𝑓𝑥𝑘 = 3𝑛 − 3

(3𝑛 − 2) ≤ 𝑥𝑘 ≤ (3𝑛 − 4)
𝑥𝑘, 𝑦𝑘 ∈ ℤ }

 
 

 
 

； 

 

        𝑆3 =

{
 
 

 
 

(𝑥𝑘, 𝑦𝑘)|

|

{
 
 

 
 
1 ≤ 𝑥𝑘 ≤ (3𝑛 − 1), 𝑖𝑓𝑦𝑘 = 3𝑛 − 1

2 ≤ 𝑥𝑘 ≤ (3𝑛 − 2), 𝑖𝑓𝑦𝑘 = 3𝑛 − 2

3 ≤ 𝑥𝑘 ≤ (3𝑛 − 3), 𝑖𝑓𝑦𝑘 = 3𝑛 − 3
(3𝑛 − 3) ≤ 𝑦𝑘 ≤ (3𝑛 − 1)
𝑥𝑘, 𝑦𝑘 ∈ ℤ

,

}
 
 

 
 

； 

       𝑆4 =

{
 
 

 
 

(𝑥𝑘, 𝑦𝑘)|

|

{
 
 

 
 
1 ≤ 𝑦𝑘 ≤ (3𝑛 − 1), 𝑖𝑓𝑥𝑘 = 0

2 ≤ 𝑦𝑘 ≤ (3𝑛 − 2), 𝑖𝑓𝑥𝑘 = 1

3 ≤ 𝑦𝑘 ≤ (3𝑛 − 3), 𝑖𝑓𝑥𝑘 = 2
0 ≤ 𝑥𝑘 ≤ 2
𝑥𝑘, 𝑦𝑘 ∈ ℤ }

 
 

 
 

。 

 

 

 

 

 

 

 

圖 17 

    並將𝑃1, 𝑃2, 𝑃3以(
3𝑛+1

2
,
3𝑛+1

2
)為旋轉中心，旋轉 

𝜋

2
, 𝜋,

3𝜋

2
 後，分別落在𝑆2, 𝑆3, 𝑆4三個點集合
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中，並設旋轉𝜋、落在𝑆3的三點𝑃1′′′(3n − 1 − 𝑥1, 3n − 1 − 𝑦1), 𝑃2′′′(3n − 1 − 𝑥2, 3n − 1 − 𝑦3), 

𝑃3′′′(3n − 1 − 𝑥3, 3n − 1 − 𝑦3)。 

為了證明全等三角形 3 頂點必定分別位於不同點集合時才存在最大面積，我們將四個全

等三角形可能的形狀分為以下三種： 

(1)  全等三角形 3 頂點落在同一點集合 

此情形只會有一種作圖結果，即為△ 𝑃1𝑃2𝑃3，其面積可由行列式求得： 

1

2
|
𝑥3 − 𝑥2 𝑥1 − 𝑥2
𝑦3 − 𝑦2 𝑦1 − 𝑦2

| =
1

2
[(𝑥3 − 𝑥2)(𝑦1 − 𝑦2) − (𝑥1 − 𝑥2)(𝑦3 − 𝑦2)]

=
1

2
(𝑥1𝑦2 − 𝑥1𝑦3 − 𝑥2𝑦1 + 𝑥2𝑦3 + 𝑥3𝑦1 − 𝑥3𝑦2)

 

(2)  全等三角形 3 頂點落在兩個點集合 

因每種全等三角形皆有四個，為了避免相同的三角形重複計算，故設點集合𝑆1存在兩頂 

點，剩餘一頂點落於𝑆2, 𝑆3, 𝑆4其中之一，因只有一頂點旋轉，故將剩餘頂點稱為旋轉 

點，可得九種作圖結果。 

① 旋轉點落於𝑆2或𝑆4時，共有六種作圖結果。 

      旋轉點位於𝑆2時，三頂點坐標為𝑃𝑎(𝑥𝑎, 𝑦𝑎) , 𝑃𝑏(𝑥𝑏 , 𝑦𝑏) , 𝑃𝑐′(3n − 1 − 𝑦𝑐  , 𝑥𝑐)，其面積為 

1

2
||
𝑥𝑏 − 𝑥𝑎 3n − 1 − 𝑦𝑐 − 𝑥𝑎
𝑦𝑏 − 𝑦𝑎 𝑥𝑐 − 𝑦𝑎

|| =
1

2
|(𝑥𝑏 − 𝑥𝑎)(𝑥𝑐 − 𝑦𝑎) − (3n − 1 − 𝑦𝑐 − 𝑥𝑎)(𝑦𝑏 − 𝑦𝑎)|

=
1

2
|(3n − 1)(𝑦𝑎 − 𝑦𝑏) − 𝑥𝑎𝑥c + 𝑥𝑏𝑥c − 𝑦𝑎𝑦𝑐 + 𝑦𝑏𝑦𝑐 + 𝑥𝑎𝑦𝑏 − 𝑥𝑏𝑦𝑎|

 

旋轉點位於𝑆4時，三頂點坐標為𝑃𝑎(𝑥𝑎, 𝑦𝑎) , 𝑃𝑏(𝑥𝑏 , 𝑦𝑏) , 𝑃𝑐′′′(𝑦c, 3n − 1 − 𝑥c)，其面積為 

1

2
||

𝑦𝑐 − 𝑥𝑏 𝑥𝑎 − 𝑥𝑏
3n − 1 − 𝑥𝑐 − 𝑦𝑏 𝑦𝑎 − 𝑦𝑏

|| =
1

2
| (𝑦c − 𝑥𝑏)(𝑦𝑎 − 𝑦𝑏) − (3n − 1 − 𝑥𝑐 − 𝑦𝑏)(𝑥𝑎 − 𝑥𝑏)|

=
1

2
|(3n − 1)(𝑥𝑏 − 𝑥𝑎) + 𝑥𝑎𝑥𝑐 − 𝑥𝑏𝑥𝑐 + 𝑦𝑎𝑦𝑐 − 𝑦𝑏𝑦𝑐 + 𝑥𝑎𝑦𝑏 − 𝑥𝑏𝑦𝑎|

 

② 旋轉點落於𝑆3時，共有三種作圖結果。 

   三頂點坐標分別為𝑃𝑎(𝑥𝑎, 𝑦𝑎) , 𝑃𝑏(𝑥𝑏 , 𝑦𝑏) , 𝑃𝑐′′(3n − 1 − 𝑥𝑐  , 3n − 1 − 𝑦𝑐)，其面積為 
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1

2
|
𝑥𝑎 + 𝑥c − (3𝑛 − 1) 𝑥𝑏 + 𝑥𝑐 − (3𝑛 − 1)

𝑦𝑎 + 𝑦c − (3𝑛 − 1) 𝑦𝑏 + 𝑦𝑐 − (3𝑛 − 1)
|

=
1

2
{[𝑥𝑎 + 𝑥c − (3𝑛 − 1)][𝑦𝑏 + 𝑦𝑐 − (3𝑛 − 1)] − [𝑥𝑏 + 𝑥c − (3𝑛 − 1)][𝑦𝑎 + 𝑦𝑐 − (3𝑛 − 1)]}

=
1

2
[(3n − 1)(𝑥𝑎 − 𝑥𝑏 − 𝑦𝑎 + 𝑦𝑏) + 𝑥𝑎(𝑦𝑏 + 𝑦𝑐) − 𝑥𝑏(𝑦𝑎 + 𝑦𝑐) − 𝑥𝑐(𝑦𝑎 − 𝑦𝑏)]

 

③ 相同旋轉點 3 種三角形面積之比較 

    因相同旋轉點 3 種三角形的大小關係在三相異點𝑃1, 𝑃2, 𝑃3改變座標時會不同，故考慮 

       在不同情況下 3 種三角形的大小關係。 

 下列討論將以𝑃3作為旋轉點，討論△ 𝑃1𝑃2𝑃3
′  , △ 𝑃1𝑃2𝑃3

′′ , △ 𝑃1𝑃2𝑃3′′′的大小關係。 

因△ 𝑃1𝑃2𝑃3
′  , △ 𝑃1𝑃2𝑃3′′′兩三角形面積公式有絕對值，且兩者大小關係會因三相異點

𝑃1, 𝑃2, 𝑃3改變座標時而有所不同，因此假設△ 𝑃1𝑃2𝑃3
′   , △ 𝑃1𝑃2𝑃3′′′兩三角形面積公式中絕對

值為正，且△ 𝑃1𝑃2𝑃3′′′面積大於△ 𝑃1𝑃2𝑃3′面積，以縮小三相異點𝑃1 , 𝑃2 , 𝑃3的座標範圍。 

{
 
 

 
 △ 𝑃1𝑃2𝑃3

′面積 =
1

2
[(3n − 1)(𝑦1 − 𝑦2) − 𝑥1𝑥3 + 𝑥2𝑥3 − 𝑦1𝑦3 + 𝑦2𝑦3 + 𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1]

△ 𝑃1𝑃2𝑃3
′′′面積 =

1

2
[(3n − 1)(𝑥2 − 𝑥1) + 𝑥1𝑥3 − 𝑥2𝑥3 + 𝑦1𝑦3 − 𝑦2𝑦3 + 𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1]

△ 𝑃1𝑃2𝑃3′′′面積大於△ 𝑃1𝑃2𝑃3′面積

⬚

 ⇒

{
  
 

  
 𝑥3 ≥

(𝑦2 − 𝑦1)(3n − 1 − 𝑦3 − 𝑥1)

𝑥2 − 𝑥1
+ 𝑦1

(3n − 1 − 𝑥3) ≥
(𝑦2 − 𝑦1)(𝑦3 − 𝑥1)

𝑥2 − 𝑥1
+ 𝑦1

1

2
[(3n − 1)(𝑥2 − 𝑥1 + 𝑦2 − 𝑦1) + 2𝑥3(𝑥1 − 𝑥2) + 2𝑦3(𝑦1 − 𝑦2)] ≥ 0

 

 以△ 𝑃1𝑃2𝑃3′′減去△ 𝑃1𝑃2𝑃3′′′，由上述假設三條件可得下面不等式關係。 

1

2
[(3n − 1)(𝑥1 − 𝑥2 − 𝑦1 + 𝑦2) + 𝑥1(𝑦2 + 𝑦3) − 𝑥2(𝑦1 + 𝑦3) − 𝑥3(𝑦1 − 𝑦2)]

−
1

2
[(3n − 1)(𝑥2 − 𝑥1) + 𝑥1𝑥3 − 𝑥2𝑥3 + 𝑦1𝑦3 − 𝑦2𝑦3 + 𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1]

=
1

2
[(3𝑛 − 1)(𝑦1 − 𝑦2) − 𝑥1𝑥3 + 𝑥2𝑥3 − 𝑦1𝑦3 + 𝑦2𝑦3 + 𝑥1𝑦3 − 𝑥2𝑦3 − 𝑥3𝑦1 + 𝑥3𝑦2]

≥ (−𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1) + 𝑥1𝑦3 − 𝑥2𝑦3 − 𝑥3𝑦1 + 𝑥3𝑦2
= (𝑥2 − 𝑥3)𝑦1 + (𝑥3 − 𝑥1)𝑦2 + (𝑥1 − 𝑥2)𝑦3

 

 上式在(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) = (0,0,0), (1,1,1), (2,2,2), (0,1,0), (0,2,0), (1,1,0), (0,1,1), (1,2,0), (0,2,1) 

, (2,2,0), (0,2,2), (1,2,1), (2,2,1), (1,2,2)共 14 種情況時大於等於 0，代表在上述 14 種情況時△
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𝑃1𝑃2𝑃3′′大於等於△𝑃1𝑃2𝑃3′′′恆成立，剩下的 13 種情況分別為上式小於 0 (11 種)與無法確定

其正負(兩種)。 

 將剩下的 13 種情況代入△ 𝑃1𝑃2𝑃3′′減去△ 𝑃1𝑃2𝑃3′′′後，可以發現除了(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) =

(0,1,2)外，其餘的情況皆大於 0，△ 𝑃1𝑃2𝑃3′′大於等於△𝑃1𝑃2𝑃3′′′恆成立。 

 接著我們討論(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) = (0,1,2)的情況，因𝑥2 − 𝑥1 > 𝑥3 − 𝑥2時上式可能為負，故設

2𝑥2 > 𝑥1 + 𝑥3，並將(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) = (0,1,2)代入△𝑃1𝑃2𝑃3′′減去△ 𝑃1𝑃2𝑃3′′′。 

(3𝑛 − 1)(0 − 1) − 𝑥1𝑥3 + 𝑥2𝑥3 − 0 × 2 + 1 × 2 + 𝑥1 × 2 − 𝑥2 × 2 − 𝑥3 × 0 + 𝑥3 × 1

= −(3𝑛 − 1) + 𝑥3(𝑥2 − 𝑥1) + 2 − 2(𝑥2 − 𝑥1) + 𝑥3
= −(3𝑛 − 1) + (𝑥3 − 2)(𝑥2 − 𝑥1) + 𝑥3 + 2

 

 

圖 18 

從前述的條件我們可以推得圖 18 的相似關係，進一步得出： 

−(3𝑛 − 1) + (𝑥3 − 2)(𝑥2 − 𝑥1) + 𝑥3 + 2 ≥ 2𝑥1 − 2𝑥2 + 𝑥3 

由2𝑥2 − 𝑥1 − 𝑥3 > 0可知𝑥2 − 𝑥1 ≥ 2，得出當𝑥3 ≥
3𝑛+1

3
時，△ 𝑃1𝑃2𝑃3′′ ≥△ 𝑃1𝑃2𝑃3′′′恆成 

立，而當𝑥3 <
3𝑛+1

3
時，因上述不等式成立範圍改變，所以𝑥2 − 𝑥1可以表示如下： 

𝑥2 − 𝑥1 ≥
3𝑛 − 3

𝑥3
−
2𝑥1
𝑥3

 

求𝑥1最大值並將不等式右側以𝑥3表示： 

𝑥1 ≤
𝑥3𝑥2 − (3𝑛 − 3)

𝑥3 − 2
 

不等式成立範圍中，𝑥2 = 𝑥3 − 1時有𝑥1最大值。 

𝑥1 ≤
𝑥3(𝑥3 − 1) − (3𝑛 − 3)

𝑥3 − 2
=
𝑥3

2 − 𝑥3 − (3𝑛 − 3)

𝑥3 − 2
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當𝑥3 <
1+√12𝑛−11

2
時，𝑥1最大值為負，由以下公式解可知： 

𝑥3
2 − 𝑥3 − (3𝑛 − 3) = 0, 𝑥3 =

12 ±√1 + 4(3𝑛 − 3)

2
 

因𝑥3 <
1+√12𝑛−11

2
時，不存在合理的𝑥1，所以𝑥3 ≥

1+√12𝑛−11

2
。 

將𝑥1最大值代回𝑥2 − 𝑥1可得 

𝑥2 − 𝑥1 ≥ −
2(𝑥3(𝑥3 − 1) − (3𝑛 − 3))

𝑥3(𝑥3 − 2)
+
3𝑛 − 3

𝑥3
 

將𝑥2 − 𝑥1的最小值代入△𝑃1𝑃2𝑃3′′減去△ 𝑃1𝑃2𝑃3′′′。 

−(3𝑛 − 1) + (𝑥3 − 2)(𝑥2 − 𝑥1) + 𝑥3 + 2

= −(3𝑛 − 1) + (𝑥3 − 2) [−
2(𝑥3(𝑥3 − 1) − (3𝑛 − 3))

𝑥3(𝑥3 − 2)
+
3𝑛 − 3

𝑥3
] + 𝑥3 + 2

= −(3𝑛 − 1) + [−
2(𝑥3(𝑥3 − 1) − (3𝑛 − 3)) − (𝑥3 − 2)(3𝑛 − 3)

𝑥3
] + 𝑥3 + 2

= −(3𝑛 − 1) − 2(𝑥3 − 1) +
2(3𝑛 − 3) + (𝑥3 − 2)(3𝑛 − 3)

𝑥3
+ 𝑥3 + 2

= −(3𝑛 − 1) − 2(𝑥3 − 1) + (3𝑛 − 3) + 𝑥3 + 2 = −𝑥3 + 2

 

由上可得當𝑥3 ≤ 2且𝑥3 ≥
1+√12𝑛−11

2
時，△ 𝑃1𝑃2𝑃3′′大於等於△ 𝑃1𝑃2𝑃3′′′恆成立，但因 

𝑛 ≥ 2，所以𝑥3 ≤ 2與𝑥3 ≥
1+√12𝑛−11

2
的交集為空集合，將上述統整為[定理四]。 

定理四：假設△ 𝑃1𝑃2𝑃3′,△ 𝑃1𝑃2𝑃3′′′兩三角形面積公式中絕對值為正，且△𝑃1𝑃2𝑃3′′′面積大於

                  △ 𝑃1𝑃2𝑃3′面積，即以下條件的情況下， 

{
  
 

  
 𝑥3 ≥

(𝑦2 − 𝑦1)(3n − 1 − 𝑦3 − 𝑥1)

𝑥2 − 𝑥1
+ 𝑦1

(3n − 1 − 𝑥3) ≥
(𝑦2 − 𝑦1)(𝑦3 − 𝑥1)

𝑥2 − 𝑥1
+ 𝑦1

1

2
[(3n − 1)(𝑥2 − 𝑥1 + 𝑦2 − 𝑦1) + 2𝑥3(𝑥1 − 𝑥2) + 2𝑦3(𝑦1 − 𝑦2)] ≥ 0

 

                  △ 𝑃1𝑃2𝑃3′′與△ 𝑃1𝑃2𝑃3′′′大小關係可以表示如下： 

{△ 𝑃1𝑃2𝑃3′′ <△ 𝑃1𝑃2𝑃3′′′, 𝑖𝑓(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) = (0,1,2) ∧
1 + √12𝑛 − 11

2
≤ 𝑥3 <

3𝑛 + 1

3
 

△ 𝑃1𝑃2𝑃3′′ ≥△ 𝑃1𝑃2𝑃3′′′, 𝑒𝑙𝑠𝑒
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(3)  全等三角形3頂點落在三個不同點集合 

   依照前述[定理三]，當三角形 3 頂點落在三個不同點集時，最大三角形必為△ 𝑃1′′𝑃2𝑃3′， 

   面積為 

1

2
[(3𝑛 − 1)2 − (3𝑛 − 1)(𝑥1 + 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑦3) + 𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2 + 𝑥2𝑥3 + 𝑦2𝑦3 + 𝑥1𝑦3 − 𝑥3𝑦1] 

 

四、 觀察𝟖𝒏𝟑格點體積最大可能總和之特徵並提出最大可能總和之猜想 

將𝐹改為平行六面體組成的集合，將8𝑛3格點題目敘述如下： 

設𝑛為一固定正整數，並令𝑆為空間直角坐標系中，座標𝑥, 𝑦, 𝑧均小於2𝑛的格點集合，

 𝑆 =  {(𝑥, 𝑦, 𝑧)|0 ≤ 𝑥, 𝑦, 𝑧 < 2𝑛 ∧  𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℤ} , |𝑆| = 8𝑛3。假設𝐹是由𝑛3個平行六面體組成的集

合，使得它們的所有頂點皆在𝑆中，而𝑆中的每個點恰好是𝐹中的一個平行六面體的頂點。確

定所有𝑛3個平行六面體體積的最大可能總和。 

針對8𝑛3格點原題，觀察後發現其規律，並寫出以下[猜想二]。 

[猜想二]：8𝑛3格點體積最大可能總和為底面為最大面積和的形式，再乘上最大的高總和。 

    

圖 19                        圖 20 

圖 19、20 為𝑛 = 2的作圖結果，左圖為底面形式，右圖為具有最大高總和的作圖結果。 

五、 探討𝟖𝒏𝟑格點最大可能總和猜想公式 

(一) [猜想二]圖形特徵討論 

  觀察[猜想二]做出之圖形後，我們可以整理出以下特徵： 

1. 作圖方法為先決定底面為最大面積和之形式，再由此底面做出最大的高總和，即可
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完整做出最大可能體積之立體圖形。 

2. 圖中所有平行六面體皆有兩相對面之法向量與其他平行六面體平行。 

(二) [猜想二]圖形體積討論 

  因8𝑛3立體格點具對稱性，故可就平面𝐸: 𝑧 = 0來討論。 

  在此定義下列名詞： 

𝑉1：設所有的平行六面體皆有兩面與平面𝐸平行，則以𝑉1表示所有平行六面體之體積  

    總和。 

𝑉2：設所有的平行六面體皆至少有兩面垂直ℝ3的單位行向量，則以𝑉2表示所有平行 

    六面體之體積總和。 

𝑉3：設至少有一個平行六面體，其六個面的法向量均非ℝ3的單位行向量，則以𝑉3表 

    示所有平行六面體之體積總和。 

透過計算𝑉1之最大值來得出[猜想二]之最大體積總和。 

因𝑉1中的平行六面體皆有兩面與平面𝐸平行，故可將𝑧 = 0, 1, … , 2𝑛 − 1共2𝑛個平面 

上，各4𝑛2個點，分成𝑛2個平行四邊形，再將這些平行四邊形與其餘平面上全等的平 

行四邊形組成平行六面體，可得 

 𝑉1 ≤ (最大的底面面積總和) × (最大的高總和) 

1. 最大底面積總和 

由4𝑛2的格點原題的結論可知，當所有多邊形都是正方形，且皆以(
2𝑛−1

2
,
2𝑛−1

2
)為重心 

時，其面積和最大值為 
1

3
𝑛2(2𝑛 − 1)(2𝑛 + 1)。 

而當所有多邊形皆為平行四邊形時，其最大值依然成立。 

推論四：最大的底面積總和為 
1

3
𝑛2(2𝑛 − 1)(2𝑛 + 1)。  

2. 最大高總和 

  最大高的總和等價於有2𝑛個間隔1單位的點排成一列且將其兩兩連線，長度總和之最 

  大值為𝑛2以下使用數學歸納法證明。 

(1) 當𝑛 = 1時，兩點間距離為1 = 12 
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(2) 設當𝑛 = 𝑘，𝑘 ∈ ℕ 時命題成立，即長度總和之最大值為 𝑘2 

        當𝑛 = 𝑘 + 1時，新增兩點分別填入原本2𝑘個點的兩側，如圖 21。 

 

圖 21 

   此時連線有三種可能的變化： 

  第一種：新加入的兩點𝑃, 𝑄直接相連，長度總和多出[2(𝑘 + 1) − 1] = 2𝑘 + 1 

  第二種：其中任意兩個點之間的連線斷開，令此兩點之距離為𝑥，左側的點連接𝑃， 

          右側的點連接𝑄，長度總和多出−𝑥 + [2(𝑘 + 1) − 1 − 𝑥] = 2𝑘 + 1 − 2𝑥。 

  第三種：其中任意兩個點之間的連線斷開，令此兩點之距離為𝑥，左側的點連接𝑄， 

          右側的點連接𝑃，長度總和多出−𝑥 + [2(𝑘 + 1) − 1 + 𝑥] = 2𝑘 + 1。 

因第一、第三種長度總和均增加(2𝑘 + 1)，而第二種的長度總和增加(2𝑘 + 1 − 2𝑥)，又 

2𝑘 + 1 − 2𝑥 < 2𝑘 + 1，故 𝑛 = 𝑘 + 1時長度總和之最大值為𝑘2 + 2𝑘 + 1 = (𝑘 + 1)2。 

(3) 根據(1)、(2)，由數學歸納法可知：∀𝑛 ∈ ℕ，命題均成立，故得證。 

        將上述寫為[推論五]。 

推論五：最大的高總和為𝑛2。  

由[推論四]、[推論五]可知： 

 𝑉1 ≤ (最大的底面積總和) × (最大的高總和) =
1

3
𝑛2(2𝑛 − 1)(2𝑛 + 1) × 𝑛2

=
1

3
𝑛4(2𝑛 − 1)(2𝑛 + 1)

 

將其統整為[推論六]： 

推論六：∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑉1 ≤ 
1

3
𝑛4(2𝑛 − 1)(2𝑛 + 1)。 

六、 分析𝟖𝒏𝟑格點最大可能總和猜想特徵與證明 

對[猜想二]提出以下證明步驟： 
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(一) 證明 𝑉2 ≤  𝑉1 

在平行六面體中取三個互不平行的面，令其法向量分別為 𝑛1, 𝑛2, 𝑛3，並設 

𝑇 = {(𝑘, 0,0), (0, 𝑘, 0), (0,0, 𝑘), 𝑘 ∈ ℝ} 

欲滿足𝑉2的條件，有以下三種可能的情況： 

1.  𝑛1, 𝑛2, 𝑛3只有一個屬於𝑇，即𝑛1, 𝑛2, 𝑛3僅有一個為(𝑘, 0, 0) ∨ (0, 𝑘, 0) ∨ (0, 0, 𝑘)。 

2.  𝑛1, 𝑛2, 𝑛3有二個屬於𝑇，即𝑛1, 𝑛2, 𝑛3有二個分別為(𝑘, 0, 0)及(0, 𝑘, 0)，(0, 𝑘, 0)及

(0, 0, 𝑘)，或(0, 0, 𝑘)及(𝑘, 0, 0)。 

3.  𝑛1, 𝑛2, 𝑛3 皆屬於𝑇，即𝑛1, 𝑛2, 𝑛3為(𝑘, 0, 0), (0, 𝑘, 0), (0, 0, 𝑘)的一種排列。 

以圖 22 為例，藍色的平行六面體之體積為√5 × √5 × 3 = 15，而橙色的平行六面體之

體積為2 × 3 × 3 = 18，若將藍色轉換至橙色，體積會增大或維持不變，又因藍色滿足𝑉2的

條件，橙色滿足𝑉1的條件，可以得知所有滿足𝑉2條件的平行六面體皆能藉由類似的變換，轉

換至滿足𝑉1條件的平行六面體而不使用重複的格點，故轉換後的體積，會較轉換前的體積來

得大，因此我們可以得到𝑉2 ≤  𝑉1。 

 

 

 

 

 

 

圖 22 

(二) 證明 𝑉3 ≤  𝑉2 

以圖 23 為例，藍色的平行六面體之體積為3，而橙色的平行六面體之體積亦為3，若將

藍色轉換至橙色，體積將會增大或維持不變，又因藍色滿足𝑉3的條件，橙色滿足𝑉2的條件，

且容易得知所有滿足𝑉3條件的平行六面體皆能藉由類似的變換，轉換至滿足𝑉2條件的平行六

面體而不使用重複格點，故轉換後的體積，會比轉換前的體積來得大。因此可得𝑉3 ≤  𝑉2。 
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圖 23 

綜上所述可以得出 𝑉3 ≤  𝑉2 ≤  𝑉1，又由[推論六]可知 

 𝑉1 ≤ 
1

3
𝑛4(2𝑛 − 1)(2𝑛 + 1) 

將其統整為[定理五]。 

定理五：∀𝑛 ∈ ℕ, 8𝑛3格點體積的最大可能總和為 
1

3
𝑛4(2𝑛 − 1)(2𝑛 + 1)。 

伍、 研究結果 

一、9𝑛2平面格點第 1、2、3 圈面積最大可能總和 

由[推論一]可知，∀𝑛 ≥ 2, 𝑛 ∈ ℕ, 9𝑛2格點第 1、2、3 圈面積最大可能總和為 

2(23𝑛3 − 69𝑛2 + 92𝑛 − 49) 

二、9𝑛2 平面格點面積最大可能總和 

由[推論二]可知，∀𝑛 ≥ 2, 𝑛 ∈ ℕ, 9𝑛2格點面積最大可能總和可表示如以下： 

{
 

 
23𝑛4 − 12𝑛

4
 , 𝑖𝑓 𝑛 𝑖𝑠 𝑒𝑣𝑒𝑛.

23𝑛4 − 12𝑛 + 5

4
 , 𝑖𝑓 𝑛 𝑖𝑠 𝑜𝑑𝑑.

 

三、 9𝑛2平面格點上當𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3時，𝑦𝑎 , 𝑦𝑏 , 𝑦𝑐的關係 

由[定理一]可知，有三點 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3，使得  
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𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 ∈

{
 
 

 
 

(𝑥𝑘, 𝑦𝑘)|

|

0 ≤ 𝑥𝑘 ≤ (3𝑛 − 4), 𝑖𝑓𝑦𝑘 = 0

1 ≤ 𝑥𝑘 ≤ (3𝑛 − 3), 𝑖𝑓𝑦𝑘 = 1

2 ≤ 𝑥𝑘 ≤ (3𝑛 − 2), 𝑖𝑓𝑦𝑘 = 2
0 ≤ 𝑦𝑘 ≤ 2
𝑥𝑘, 𝑦𝑘 ∈ ℤ }

 
 

 
 

, 𝑛 ≥ 2且𝑥1 ≤ 𝑥2 ≤ 𝑥3， 

以(
3𝑛+1

2
,
3𝑛+1

2
)為旋轉中心，將𝑃1, 𝑃2, 𝑃3分別旋轉 

𝜋

2
, −

𝜋

2
後，從旋轉 

𝜋

2
, 0, −

𝜋

2
三種中各取 

一點作為頂點，可作出六種三角形，設△ 𝑃𝑎′′𝑃𝑏𝑃𝑐′為最大面積三角形， 

當𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3時，則(𝑦𝑎, 𝑦𝑏 , 𝑦𝑐) = {
(1,0,2) , 𝑖𝑓 𝑥 >

3𝑛−1

2

(2,0,1) , 𝑖𝑓 𝑥 ≤
3𝑛−1

2

 

四、9𝑛2平面格點上當𝑦1 = 𝑦2 = 𝑦3時，𝑥𝑎 , 𝑥𝑏 , 𝑥𝑐 的關係 

由[定理二]可知，有三點 𝑃1 , 𝑃2 , 𝑃3，使得 

 𝑃1 , 𝑃2 , 𝑃3 ∈

{
 
 

 
 

(𝑥𝑘, 𝑦𝑘)|

|

0 ≤ 𝑥𝑘 ≤ (3𝑛 − 4), 𝑖𝑓𝑦𝑘 = 0

1 ≤ 𝑥𝑘 ≤ (3𝑛 − 3), 𝑖𝑓𝑦𝑘 = 1

2 ≤ 𝑥𝑘 ≤ (3𝑛 − 2), 𝑖𝑓𝑦𝑘 = 2
0 ≤ 𝑦𝑘 ≤ 2
𝑥𝑘, 𝑦𝑘 ∈ ℤ }

 
 

 
 

, 𝑛 ≥ 2且𝑥1 ≤ 𝑥2 ≤ 𝑥3， 

以(
3𝑛+1

2
,
3𝑛+1

2
)為旋轉中心，將𝑃1, 𝑃2, 𝑃3分別旋轉 

𝜋

2
, −

𝜋

2
 後，從旋轉 

𝜋

2
, 0, −

𝜋

2
 三種中各取 

一點作為頂點，可作出六種三角形，設△ 𝑃𝑎′′𝑃𝑏𝑃𝑐′為最大面積三角形，當𝑦1 = 𝑦2 = 𝑦3 

時，則𝑥𝑎 = 𝑥1 , 𝑥𝑏 = 𝑥2 , 𝑥𝑐 = 𝑥3 

因此可以推得當𝑦1 = 𝑦2 = 𝑦3時，△ 𝑃1′′𝑃2𝑃3′有六種三角形中最大面積。 

五、9𝑛2平面格點中9點選取三角形3頂點的最大面積 

由[定理三]可知，有三點𝑃1, 𝑃2, 𝑃3，使得 

𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 ∈

{
 
 

 
 

(𝑥𝑘, 𝑦𝑘)|

|

0 ≤ 𝑥𝑘 ≤ (3𝑛 − 4), 𝑖𝑓𝑦𝑘 = 0

1 ≤ 𝑥𝑘 ≤ (3𝑛 − 3), 𝑖𝑓𝑦𝑘 = 1

2 ≤ 𝑥𝑘 ≤ (3𝑛 − 2), 𝑖𝑓𝑦𝑘 = 2
0 ≤ 𝑦𝑘 ≤ 2
𝑥𝑘, 𝑦𝑘 ∈ ℤ }

 
 

 
 

, 𝑛 ≥ 2且𝑥1 ≤ 𝑥2 ≤ 𝑥3， 

以(
3𝑛+1

2
,
3𝑛+1

2
)為旋轉中心，將𝑃1, 𝑃2, 𝑃3分別旋轉 

𝜋

2
, −

𝜋

2
 後，從旋轉 

𝜋

2
, 0, −

𝜋

2
 三種中各取 

一點作為頂點，且三頂點分別為𝑃1 , 𝑃2 , 𝑃3的旋轉點的六種三角形中，△ 𝑃1′′𝑃2𝑃3′必定存 

在最大面積。 
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六、9𝑛2平面格點中△𝑃1𝑃2𝑃3′′與△ 𝑃1𝑃2𝑃3′′′在△ 𝑃1𝑃2𝑃3′′′ >△ 𝑃1𝑃2𝑃3′條件下的大小關係 

由[定理四]可知，假設△ 𝑃1𝑃2𝑃3′,△ 𝑃1𝑃2𝑃3′′′兩三角形面積公式中絕對值為正，且 

△ 𝑃1𝑃2𝑃3′′′面積大於△ 𝑃1𝑃2𝑃3′面積，即以下條件 

{
  
 

  
 𝑥3 ≥

(𝑦2 − 𝑦1)(3n − 1 − 𝑦3 − 𝑥1)

𝑥2 − 𝑥1
+ 𝑦1

(3n − 1 − 𝑥3) ≥
(𝑦2 − 𝑦1)(𝑦3 − 𝑥1)

𝑥2 − 𝑥1
+ 𝑦1

1

2
[(3n − 1)(𝑥2 − 𝑥1 + 𝑦2 − 𝑦1) + 2𝑥3(𝑥1 − 𝑥2) + 2𝑦3(𝑦1 − 𝑦2)] ≥ 0

 

    的情況下，△ 𝑃1𝑃2𝑃3′′與△ 𝑃1𝑃2𝑃3′′′大小關係可以表示如下： 

{△ 𝑃1𝑃2𝑃3′′ <△ 𝑃1𝑃2𝑃3
′′′ , 𝑖𝑓 (𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) = (0,1,2) ∧

1 + √12𝑛 − 11

2
≤ 𝑥3 <

3𝑛 + 1

3
 

△ 𝑃1𝑃2𝑃3′′ ≥△ 𝑃1𝑃2𝑃3
′′′ , 𝑒𝑙𝑠𝑒

 

七、8𝑛3立體格點最大的底面積總和 

由[推論四]可知，最大的底面積總和為 
1

3
𝑛2(2𝑛 − 1)(2𝑛 + 1)。 

八、8𝑛3立體格點最大的高總和 

由[推論五]可知，最大的高總和為𝑛2。 

九、8𝑛3立體格點的𝑉1最大值 

由[推論六]可知，∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑉1 ≤ 
1

3
𝑛4(2𝑛 − 1)(2𝑛 + 1)。 

十、8𝑛3格點體積的最大可能總和 

由[定理五]可知，∀𝑛 ∈ ℕ, 8𝑛3格點體積的最大可能總和為 
1

3
𝑛4(2𝑛 − 1)(2𝑛 + 1)。 

陸、 創見性及其未來應用 

當維度為 2 時，我們針對三角形的最大覆蓋進行探討，發現其與四邊形有著密不可分的

關係；維度為 3 時，我們則探討平行六面體的最大覆蓋，亦發現其與四邊形之間的巧妙關

聯。素知行列式值在 n 維空間有獨特的意義，我們希望未來也能朝向這方面發展。 

柒、 討論與結論 

    我們從 IMO Shortlist 2021 一道幾何題出發，將問題中的四邊形推廣到三角形與平行 
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六面體，平時利用 Geogebra 軟體不斷的試驗並計算的面積，猜想可能的面積和公式，過程

中發現了 x , y 值相同時三相異點的關係，最終也找到了定理三，發現從 9 點取三角形 3 頂點

的最大面積為三角形△ 𝑃1′′𝑃2𝑃3′，這解決四個全等三角形頂點位於不同範圍時有面積總和最

大值的問題；而在平行六面體的方面，我們已經提出體積總和最大值猜想，未來能繼續完整

證明出猜想二，以及期望向往更高維度發展。 

捌、 參考文獻 

一、IMO Shortlist 2021。取自 https://www.imo-official.org/problems/IMO2021SL.pdf 

https://www.imo-official.org/problems/IMO2021SL.pdf


【評語】010038  

給定 3nx3n 格子點，作者將其三個一組分成 3n^2 組，而後以各

組頂點做三角形，試圖最大化這些三角形的面積和。作者也將問題

推廣到三維的情況。證明手法精簡，問題分類清楚。成果豐碩。但

關於某些設計是否取得最大值，數學的嚴謹性有待釐清。 
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