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中文摘要 

本研究延續自作者前一年的研究「連通圖上行走步數期望值之研究」，原題為在

一個六面體中，有一隻螞蟻位於其中一個頂點並沿著邊行走，每當牠走到頂點時就會

選擇一條邊繼續行走，且牠前往任何方向之機率皆相同，但不可走回頭路，求螞蟻回

到出發點時經過邊數之期望值。本研究將題目延伸出了以下幾個問題，得出結論後並

證明。結果如下： nK  (n - complete graph)、任意 tree、 nm CC ★ 、 nm KK ★  中，螞蟻

從其中一點 iv  出發，第一次走到另一點 jv  時經過邊數之期望值通式。除了研究不

同的圖上點到點經過邊數期望值通式，針對圖論中經常用的距離 (點到點的最短路徑

經過邊數) 與點到點的期望長度最大者進行比較，探討在圖上之性質。 

 

英文摘要 

    This study is a continuation of the author’s research from the previous year's research 

titled "A Study on the Expected Number of Steps for Walking on a Connected Graph." The 

original problem involves an ant located at one of the vertices of a cube, which moves along 

the edges. Each time it reaches a vertex, it randomly chooses an edge to continue walking, 

with equal probability in all directions, except it cannot go back to the previous vertex. The 

goal is to find the expected number of edges the ant will traverse before returning to the 

starting point. This study extends the original problem to address several new questions, 

deriving conclusions and providing proofs. The results are as follows: nK  (n - complete 

graphs), tree graph, and nm CC ★ , nm KK ★ . In addition to deriving general formulas for the 

expected number of edges traversed between points on different types of graphs, the study 

also compares these expectations with commonly used distances in graph theory, such as the 

shortest path length (in terms of the number of edges) between two points, and the 

maximum expected number of edges. The properties of these comparisons are explored to 

understand their characteristics on various graphs. 
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壹、研究動機 

一、研究發想 

    本研究延續自作者前一年的研究「連通圖上行走步數期望值之研究」[2]，原題

敘述如下：在一個正六面體中，有一隻螞蟻位於其中一個頂點，每當牠到達頂點時，

牠就會以均等的機率選擇一條邊並走到下一個頂點，但不可走回

頭路，求當螞蟻第一次回到出發點時，經過邊數之期望值？ 

 

    一開始在研究原題該如何求解時，透過樹狀圖列舉後不難解

出答案。但在與指導老師討論的過程中發現，其實將原題的正六

面體視為圖論中的平面圖，從簡單連通圖的角度出發，改變

原題的圖的結構，會有哪些值得探討的環節？ 

 

二、前篇研究結果 

(一) 任意簡單連通圖中，螞蟻從其中一點 iv  出發，螞蟻往任何方向之機率皆相

同，無論螞蟻可走回頭路時與不可走回頭路時，螞蟻第一次回到出發點時經

過邊數之期望值為 
)deg(

2

iv

邊數
。 

(二) n 點連通路徑圖 nP  中螞蟻從點 iv  出發第一次走到點 jv ，經過邊數之期

望值為：














ji

v

n

jiijij

E

i

ij   , 
)deg(

22

 , 2222

，   jiiEE ijj   , 1
2

1 ，

  2 , 1
2

1  jjE j 。 

(三) n 點循環圖 nC  中，螞蟻從點 iv  出發，第一次走到點 jv ，其中 

dvvd ji ) , ( ，其經過邊數之期望值 dE  為：









1 , )(

0,            

ddnd

dn
Ed 。 

 

貳、研究目的 

一、針對 n 點完全圖 nK  (n - complete graph)、任意樹 (tree)、 nm CC ★ 、 nm KK ★ 。

螞蟻從任意一點 iv  出發，第一次走到 jv  時，經過邊數之期望值。 

二、研究任意連通圖中，點到點經過邊數期望值通式。 

圖 (一)：正六面體平面圖 

圖片來源：研究者自製 
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三、將點到點經過邊數期望值視為一種距離並將其稱為期望長度，比較期望長度和點

到點最短路徑經過邊數在連通圖上的性質。 

 

參、研究過程或方法及進行步驟 

一、名詞解釋 

(一) 簡單連通圖：沒有迴圈及重邊且連通的圖。 

(二) 圖上與點 iv  連接的邊數 (度數) 以 )deg( iv  表示。 

(三) nP ：n 點連通路徑圖 (n - path graph)。其中 nP  有 n 個點 (依序為 

nvvv  , ...... ,  , 21 )， 1n  個邊， 1)deg()deg( 1  nvv ， 2)deg( iv  ( ni 1 ) 且

點 iv  與點 1iv  相連 ( ni 1 )。 

(四) nC ：n 點循環圖 (n - cycle graph)。其中 nC  上有 n 個點，n 個邊，

2)deg( iv  ( ni 1 ) 且點 iv  與點 1iv  相連 ( ni 1 )、點 nv  與點 1v  

相連。 

(五) ) , ( ji vvd ：表示點 iv  與點 jv  中最短路徑相連的邊數。 

(六) 從點 iv  出發，第一次走到點 jv  時 (其中 dvvd ji ) , ( )，經過邊數之期望

值以 dE  表示。 0E  即表示從點 iv  出發，第一次回到點 iv  經過邊數之期

望值。 

(七) nK ：n 點完全圖 nK  (n – complete graph)，其中 nK  上有 n 個點，

2

)1( nn
 個邊， 1)deg(  nvi  ( ni 1 )。 

(八) nm CC ★ ：兩個 cycle mC  以及 nC  連接 (共用其中一個點)。 

(九) nm KK ★ ：兩個完全圖 mK  以及 nK  連接 (共用其中一個點)。 

(十) 可走回頭路時，從點 iv  出發，第一次走到點 jv  經過邊數之期望值以 ijE  

表示。不可回頭時則以 


ijE  表示。 
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(十一) ) , (' ji vvd ：為了後續研究方便與 ) , ( ji vvd  比較距離的相關性質，定義 

) , (' ji vvd  表示點 iv  到點 jv  經過邊數期望值，且在討論距離時以期望長

度代稱。 

(十二)點 v 到點最短路徑經過邊數中最大者稱為離心率，以 )(ve  表示。點 v 

第一次到達各點時經過邊數期望值中最大者，則以 )(' ve  表示。 

(十三)若圖 G 上的一點 v 的 )(ve  不大於圖中其它所有點 u 的 )(ue ，則稱該

點為由距離形成的中心點。 

(十四)若圖 G 上的一點 v 的 )(' ve  不大於圖中其它所有點 u 的 )(' ue ，則稱該

點為由期望長度形成的中心點。 

(十五)圖 G 中所有點的 )(ve  最大值定義為直徑 )(Gdiam ，最小值定義為半徑 

)(Grad 。所有點的 )(' ve  最大值則以 )(' Gdiam  表示，最小值以 )(' Grad

表示。 

 

二、探討 nK  上螞蟻從點 iv  出發第一次到點 jv  時經過邊數期望值 

 

    由於 nK  中任意兩點皆連接一個邊，因此經過邊數期望值僅需要探討終點

是否為走回出發點以及螞蟻可否走回頭路。 

 

【定理一】n 點完全圖 nK  中，螞蟻從點 iv  出發，第一次走到點 jv  時經過

邊數期望值 









jin

jin
Eij

 ,1

 ,
, 
















ji

n

nn

jin

Eij  ,
1

33

 ,
2*

 

證明： 

（一）探討 nK  與 ijE   

 

1. ji   

    由於完全圖 nK  中每一個點的 degree 皆為 1n ，且圖的邊數為 

2

)1( nn
，透過前篇研究結果 (一) 即可得知 n

n

nn

Eij 






1

2

)1(
2

 

 

2. ji   
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    一開始螞蟻位在點 iv  時，螞蟻第一步走到點 jv  的機率為 
1

1

n
，

因此經過邊數期望值為 1
1

1


n
。第二步走到點 jv  的機率則為 

1

1

1

2








nn

n
 是因為螞蟻第一步不走到點 jv  的機率為 

1

2





n

n
，此時下一

步走到點 jv  的機率為 
1

1

n
，因此經過邊數期望值為 2

1

1

1

2









nn

n
。

後續以此類推，因此螞蟻第一次走到點 jv  的經過邊數期望值如下： 

)1...(3
)1(

)2(
2

)1(

2
1

1

1
3

2

2















n

n

n

n

n
Eij  

)2...(3
)1(

)2(
2

)1(

)2(
1

)1(

2

1

2
3

3

3

2

2





















n

n

n

n

n

n
E

n

n
ij  

...
)1(

)2(

)1(

2

1

1

1

1
)2()1(

3

2

2


















n

n

n

n

n
E

n
ij  

1

1

2
1

1

1

1

1












n

n
nE

n
ij   1 nEij  

（二）探討 nK  與 
*

ijE  

 

1. ji   

    透過前篇研究結果 (一) 可以知道，無論螞蟻可否走回頭路，牠第

一次回到出發點時經過邊數期望值皆相同，因此 nEE ijij 
*

 

 

2. ji   

    一開始螞蟻位在點 iv  時，螞蟻第一步走到點 jv  的機率為 
1

1

n
，

因此經過邊數期望值為 1
1

1


n
。第二步走到點 jv  的機率則為 

2

1

1

2








nn

n
 是因為螞蟻第一步不走到點 jv  的機率為 

1

2





n

n
，此時下一
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步走到點 jv  的機率為 
2

1

n
，因此經過邊數期望值為 

2
2

1

1

2









nn

n
，第三步走到點 jv  的機率則為

2

1

2

3

1

2













nn

n

n

n
，因

此經過邊數期望值為 3
2

3

1

1







 n

n

n
。後續以此類推，因此螞蟻第一次

走到點 jv  的期望值如下： 

...3
)2)(1(

3
2

1

1
1

1

1*













nn

n

nn
Eij  

   





































 . . .4

2

3
3

2

3

1

1

1

3
2

n

n

n

n

nn
 

   
1

3

1

3 2









n

nn

n 1

332






n

nn
 

 

    至此本研究成功得到完全圖 nK  中 ijE  及 
*

ijE  之通式，即為  










jin

jin
Eij

 ,1

 ,
, 
















ji

n

nn

jin

Eij  ,
1

33

 ,
2*

 

 

三、探討樹上螞蟻從點 iv  出發第一次到點 jv  時經過邊數期望值 

 

    起初在研究樹 (tree) 時，為了簡化問題本研究先針對結構較為單純的完美二

元樹進行討論。由於樹 (tree) 中，從任意一點到另外一點的最短行走路徑唯一，

因此本研究只會探討螞蟻可走回頭路時，從任意一點第一次走到另外一點時，經

過邊數期望值。 

 

（一）探討完美二元樹 

    以圖 (二) 為例，本研究嘗試計算 12E  及 14E ，並嘗試找出兩數值之關

聯。 

1. 計算 12E  
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    當螞蟻位在點 1v  時，螞蟻有 
2

1
 

的機率走一步到達點 2v ，因此期望值

為 1
2

1
 ，

2

1
 的機率走往點 3v  走，

由前篇研究結果 (一) 可知再次走到點 

1v  時經過邊數期望值為 6
1

32



，此

時螞蟻又有 
2

1
 的機率走一步到達點 

2v ，但這是建立在螞蟻一開始選擇走向點 3v  的情況下，因此發生此情

況的機率 
4

1
，經過邊數則是 16 ，所以經過邊數期望值為 7

4

1
 。後

續以此類推，因此期望值算式如下： 

)1...(13
8

1
7

4

1
1

2

1
12 E  

)2...(13
16

1
7

8

1
1

4

1

2

1
12  E  









 ...

16

1

8

1

4

1
6

2

1

2

1
)2()1( 12E  

2

7
3

2

1

2

1
1

4

1

6
2

1

2

1
12 





















 E   712  E  

 

2. 計算 14E  

    由於螞蟻在走到點 4v  前一定會先走到點 2v ，因此 14E  可以改寫

為 2412 EE  ，即為 247 E 。而 24E  的計算與計算 12E  的方法類似。

當螞蟻位在點 2v  時，螞蟻有 
3

1
 的機率走一步到達點 

4
v ，因此期望值

為 1
3

1
 ，

3

2
 的機率走向點 1v  或點 5v ，由前篇研究結果 (一) 可知再

圖 (二)：完美二元樹 

圖片來源：研究者自製 
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次走到點 2v  時經過邊數期望值為 
) (deg 

2

出發點

邊數
，由於在此情況中，螞

蟻僅能選擇走向點 1v  或點 5v ，因此要將出發點 degree 視為 2，邊數

則為點 2v  往點 4v  以外的方向延伸出的邊數，因此當螞蟻再次走到點 

2v  時經過邊數期望值為 
2

52
，此時螞蟻又有 

3

1
 的機率走一步到達點 

4v ，但這是建立在螞蟻一開始選擇走向點 1v  或點 5v  的情況下，所以

發生此情況之機率為 
3

1

3

2
 ，經過邊數為 15 ，因此經過邊數期望值為 

6
9

2
 。後續以此類推，因此期望值算式如下： 

)1...(11
27

4
6

9

2
1

3

1
24 E  

)2...(11
81

8
6

27

4
1

9

2

3

2
24  E  









 ...

81

8

27

4

9

2
5

3

1

3

1
)2()1( 24E  

3

11

3

10

3

1

3

2
1

9

2

5
3

1

3

1
24 





















 E  

1124  E   18117241214  EEE  

    透過計算圖 (二) 中的 12E  及 14E ，本研究發現 132712 E ，其

中 3 為點 1v  往點 2v  以外的方向延伸出的邊數， 1521124 E ，其中 

5 為點 2v  往點 4v  以外的方向延伸出的邊數。 
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    本研究查詢相關文獻後發現在樹 (tree) 中任意兩點中一定只有一條最短

路徑，因此可以將期望值進行拆分，以圖 (三) 為例，從點 2v  走到點 7v  

時一定要依序經過點 4v 、 5v ，所以螞蟻從點 

2v  走到點 7v  時經過邊數期望值 27E  即為 

574524 EEE  ，因此只要獲得一條邊上其中

一點走到另一點之經過邊數期望值通式即可

完成 tree 中，螞蟻從任意一點出發走到任意

一點時經過邊數期望值。 

 

（二）探討任意一點 iv  第一次走到與其相鄰的點 jv ，經過邊數期望值 

 

【定理二】一個邊上連接著點 iv  與點 jv ，若點 iv  往點 jv  以外的方向延

伸出的邊數為 t (紅框內)，則 12  tEij  

證明： 

    如圖 (四)，假設 kvi )deg( 。 

當螞蟻位在點 iv  時，牠有 
k

1
 的機率

走一步到達點 jv ，
k

k 1
 的機率走向

紅框內的邊並返回點 iv ，且透過前篇

研究結果 (一) 可以知道此時經過邊數

期望值為 
1

2

k

t
，接下來螞蟻又有 

k

1
 

的機率走一步到達點 jv ，但由於此情

況是建立在螞蟻一開始在點 iv  時選擇走向紅框內的邊，因此發生此情況的

機率為 
kk

k 11



，因此經過邊數期望值為 1

11




kk

k
。後續依此類推，因

此期望值算式如下： 

圖 (三)：樹 

圖片來源：研究者自製 

圖 (四)：定理二證明用 

圖片來源：研究者自製 
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1
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1

1
1

1
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
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






















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

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
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
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  12
1

2
111 


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k
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kEij  

 

四、探討 nm CC ★  上螞蟻從點 iv  出發第一次到點 jv  時經過邊數期望值 

 

    後續本研究也希望針對 nm CC ★  進行探討， nm CC ★  為兩個 cycle mC  以及 

nC  連接 (共用其中一個點)。其中將共用點以 1v  命名，接著將 1v  左上方連接

的點命名為 2v ，後續以逆時針方向依序命名點座標。 

 

(一) 33★CC  

    如圖 (五)，由於 33★CC  是一種以結構對稱的圖，因此計算各點到另外

一點經過邊數期望值時會有許多重複的變

數，例如： 1412 EE  ， 4523 EE  ，因此需要列

出的期望值算式如下： 

























351525

1323

3121

32425212

2

1

2

1
1

2

1
1

2

1
1

4

1

4

1

4

1
1

EEE

EE

EE

EEEE

圖 (五)：  

圖片來源：研究者自製 
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

























521252

1223

5151

522312

2

1

2

1
1

2

1
1

2

1
1

2

1

4

1
1

EEE

EE

EE

EEE

 

    將計算後的期望值皆標示在圖 (五) 中。 

 

(二) nm CC ★  

    在說明完 33★CC  後，透過解聯立的手段，將 m 與 n 分別為 3、4、5

時的情況列出，得到表 (一)。 

 

透過表 (一) 可以發現將分母通分為 m 後，橫列的方向看分子皆為等

差數列，令 
m

b
E

nm,

12  ，當 3m  時可觀察到分子的公差為 4 且首項為 

18，因此猜測 64,3  nb n 。以直行的方向觀察分子可發現，當 3n  時，

分子之間的差呈等差數列，為 12, 14； 4n  時，分子之間的差則為 14 ,  

16； 5n  時，分子之間的差則為 16 , 18。因此猜測分子間的差為 62 n 、

82 n 、 102 n 、...。透過上述觀察，本研究對 12E  有了表 (一) 中鄰近項

的遞迴關係式猜測： )22(2,1,   mnbb nmnm  

 


























 )22(2)

102

82

62

64

,1,

,5,6

,4,5

,3,4

,3

mnbb

nbb

nbb

nbb

nb

nmnm

nn

nn

nn

n



 

)1(2)1(,  mmnmb nm

nmmnmb nm 222
,   

m

nmmnm
E

222

12


  

 3 4 5 

3 
3

18
 

3

22
 

3

26
 

4 
4

30
 

4

36
 

4

42
 

5 
5

44
 

5

52
 

5

60
 

m 

表 (一)：  中  

n 
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【定理三】兩個 cycle mC  以及 nC  連接 (共用其中一個點)，將共用點以 

1v  命名，接著將位於 mC  且與 
1v  連接的點命名為 2v ，可得到

m

nmmnm
E

222

12


  

證明： 

    列出 322 ,12  ,..., , EEE mm   的算式，如下 





























2423

523242

2 ,2 ,22 ,1

2 ,1122

2

1
1

2

1

2

1
1

2

1

2

1
1

2

1

2

1
1

EE

EEE

EEE

EEE

mmm

mm

  

將 32E  代入到 42E  可得 2524 263 EE   

將 42E  代入到 52E  可得 2625 3124 EE   

將 52E  代入到 62E  可得 2726 4205 EE   

  

    透過反覆的迭代過程可猜測  

2 ,12 )2()2)(1()1(  aa EaaaEa ，接下來利用數學歸納法證明。 

當 4a  

5242 263 EE   

假設 14 ,  mkka  成立 

2 ,12 )2()2)(1()1(  kk EkkkEk  

當 1 ka  

2 ,222 ,1
2

1

2

1
1   kkk EEE  

2 ,22 ,12 ,1
1

2
222  




 kkk EE

k

k
kE  

  2 ,22 ,1 )1()1(222   kk EkkkEkk  

圖 (六)： nm CC ★  

圖片來源：研究者自製 
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2 ,22 ,1 )1()1(   kk EkkkkE  

12

2

2 )2(23)1( EmmmEm m   

12

2

12 )2(23)1)(22()22( EmmmnmEm   

232222 2

12  mmnmmnmE  

m

mnnmm
E

222

12


  

 

五、探討 nm KK ★  上螞蟻從點 iv  出發第一次到點 jv  時經過邊數期望值 

 

    接著本研究針對 nm KK ★  進行探討， nm KK ★  為兩個完全圖 mK  以及 nK  

連接 (共用其中一個點)。其中將共用點以 1v  命名。 

 

    由於完全圖中任意一點到另外一點經過邊數期望值皆相同，因此需要探討的

期望值變數僅有 mK  中 1v  到 mK  中一點 (以下以 2v  代稱) 以及考慮出發點

為 3v  ( 3v  為 mK  中不同於 1v 、 2v  的一點)，終點為 2v  之情況。若終點為 1v  

則可透過完全圖的研究結果得知，且在此不考慮 mK  到 nK  的情況是因為此情

況可拆分成走到 1v  再走到終點。 

【定理四】兩個完全圖 mK  以及 nK  連接 (共用其中一個點) 將共用點以 1v  

命名，其中 2v  和 3v  為 mK  中不同於 1v  的兩點，則 
m

mnmn
E




22 22

12 、

m

nnm
E




22

32  

證明： 

    由於螞蟻位在點 1v  時有 
2

1

 nm
 的機率走一步到 2v ，

2

2





nm

m
 的機率

走到 mK  中不為 2v  的點，以及 
2

1





nm

n
 的機率走到 nK  中的點，因此列式
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如下： 

    )1...(
2

1
1

2

2
1

2

1
123212 En

nm

n
E

nm

m

nm
E 












  

同理可列出 32E ，如下： 

   123232 1
1

1
1

1

3
1

1

1
E

m
E

m

m

m
E 










  

     123232 11311 EEmEm   

)2...(
2

1 12
32

Em
E


  

整理 (1) 後將 (2) 代入可得 

      12

2

3212 12212 EnnnEmmEnm   

 
  

2

12
11 122

12

Emn
mnnEm


  

    12

22

12 222222222 EmmmmmnnEm   

mnmnmE  22 22

12  

m

mnmn
E




22 22

12  

將其代入 (2) 可得 

mnmnmmmE  222 222

32  

m

nnm
E




22

32  

 

六、比較點到點最短路徑經過邊數與點到點經過邊數期望值 

 

    在後續閱讀文獻的過程中，本研究發現一種任意連通圖中，點到點經過邊數

期望值通式 (詳情請見本作品說明書伍、討論)。雖然目前尚未證明了該期望值通

式，但本研究希望能尋找不同於先前的研究方向。 

 

    為了找尋其它的延伸方向，我花費了不少時間在閱讀張鎮華老師的《演算法

觀點的圖論》，學習到了以點到點最短路徑經過邊數定義下的距離、離心率、半

徑、直徑、中心點等知識。由於我先前的研究領域是點到點經過邊數期望值，又

因為在任意樹中點到點經過邊數期望值與點到點最短路徑經過邊數接滿足正定性

及三角不等式，意思是對於圖上所有相異的三點 kji vvv  , , ， 0),( ji vvd ；
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),(),(),( kikjji vvdvvdvvd  (已知)、 0),(' ji vvd ； ),('),('),(' kikjji vvdvvdvvd 

(待證明)。首先圖上任兩點經過邊數期望值顯然大於 0，因此 0),(' ji vvd  成

立， ),('),('),(' kikjji vvdvvdvvd   證明過程如下。 

 

(一) 證明任意樹中 ),('),('),(' kikjji vvdvvdvvd   

由於樹中任兩點必有唯一路徑，因此僅需考慮以下兩種情況 

1. 點 iv  到點 kv  的路徑中包含點 jv  

    在此情況下，由於要從點 iv  走到點 kv  必定要經過點 jv ，因此

),('),('),(' kikjji vvdvvdvvd   

2. 點 iv  到點 kv  的路徑中不包含點 jv  

    假設點 iv  到點 kv  的路徑中與點 jv  的路徑經過邊數最少的點 

mv  連接至點 jv ，則 ),('),('),(' kmmiki vvdvvdvvd  ，又因為

),('),('),(' jmmiji vvdvvdvvd  、 ),('),('),(' kmmjkj vvdvvdvvd  ， 

因此 ),('),('),('),('),(' mjjmkjjiki vvdvvdvvdvvdvvd   

),('),('),(' kjjiki vvdvvdvvd   

    綜合上述兩點討論，可得到 ),('),('),(' kikjji vvdvvdvvd   

(二) 樹中由 ),(' ji vvd  定義的中心點數量 

    定義距離為點到點的最短路徑經過邊數時，一個已知的定理為任意樹的

中心點只有一個或是相鄰的兩點。由於在樹中， 0),(' ji vvd  與 ),(' ji vvd

),(' kj vvd ),(' ki vvd  皆成立，因此我將點到點經過邊數期望值視為一種距

離，探討由 ),(' ji vvd  定義的中心點數量是否會一樣。將每個點到各點的經
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過邊數期望值最大者也就是由 ),(' ji vvd  列出的離心率 )(' ve  列出，觀察離

心率與該圖的半徑相等的點後本研究發現中心點只可能有一點或是相鄰的兩

點，因此開始了以下證明： 

 

【定理四】任意樹由 ),(' ji vvd  定義的中心點只有一個或是相鄰的兩點。 

 

證明： 

 

如圖 (七)，顯然任意樹中必定會存在中心點，因此

令 0v  為中心點，其相鄰的點為 nvvv ,...,, 21 ，劃分

區域為 nAAA ,...,, 21 ，不失一般性假設 1A  中存在一

點 mv  使得 )(' 00 veE m  ，由於 nAAA ,..., , 32  中的

任何一點 nv  到點 mv  前都要經過 0v ，所以 )(' 000 veEEE mnnm  ，因此 

nAAA ,..., , 32  中不會存在中心點。假設 1v  為中心點，不失一般性假設 av  位於 

2A  使 )(' 01 veE a  ，所以 1A  中的任意一點 bv  都可以列出 

)(' 011 veEEE abba  ，因此 1A  中只有 1v  可能為中心點。 

 

肆、研究結果 

一、探討以下圖中，螞蟻從點到點經過邊數期望值 

(一) n 點完全圖 
nK  中，螞蟻從點 

iv  出發，第一次走到點 jv ，其經過邊數之

期望值為：









jin

jin
Eij

 ,1

 ,
, 
















ji

n

nn

jin

Eij  ,
1

33

 ,
2* 。 

(二) 樹 (tree) 中一個邊上連接著點 iv  與點 jv ，若點 iv  往點 jv  以外的方向

延伸出的邊數為 t，則 12  tEij 。 

(三) 兩個 cycle mC  以及 nC  連接 (共用其中一個點)，將共用點以 1v  命名，將 

圖 (七)：定理四證明用 

圖片來源：研究者自製 
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mC  中與 1v  連接的點命名為 2v ，可得到 
m

nmmnm
E

222

12


 。 

(四) 兩個完全圖 mK  以及 nK  連接 (共用其中一個點) 將共用點以 1v  命名，

其中 2v  和 3v  為 mK 中的兩點，則 
m

mnmn
E




22 22

12 、

m

nnm
E




22

32 。 

二、由於在樹中， 0),(' ji vvd  與 ),(' ji vvd ),(' kj vvd ),(' ki vvd  皆成立，因此將點

到點經過邊數期望值視為距離，任意樹由 ),(' ji vvd  定義的中心點只有一個或是

相鄰的兩點。 

 

伍、討論 

一、另一個期望值通式 

    在研究的過程中，我閱讀到一篇有關連通圖上點 iv  經過點 jv  後回到點 

iv  時經過邊數期望值通式 [7] 如下： 

    令矩陣 L 為 Laplacian matrix，其中矩陣 L 的主對角線每個元素

)deg( iii v ，其餘位置 ij  放置點 iv  與 jv  相連邊數的負值。則可得到從點 

iv  經過點 jv  後回到點 iv  時經過邊數期望值為 
  

    jiL

jijiL
ji

|det1

,|,det2




邊數
，其中

分母代表的組合意義為 spanning tree 數量，分子則是 邊數2  乘上將點 iv  與 

jv  分在兩個不同的 subtree，而這兩個 subtree 要包含到所有點的方法數。 

    由於點 iv  經過點 jv  後回到點 iv  可以拆分成從點 iv  到點 jv  與從點 

jv  到點 iv ，因此令矩陣 A 中每個元素 ija  為點 iv  到 jv  的經過邊數期望

值，則 
treespanning

treevvforestspanning
aa

ji

jiij
 #

)    ( #2 在不同的和邊數
 。 

    由於 邊數2  即為圖中所有點的 degree 相加，因此本研究為了得到矩陣 
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A 中的元素 ija  之通式 (即為點到點經過邊數期望值通式) 開始思考，同樣地將 

iv  與 jv  分在兩個不同的 tree 後，是否可將拆分手段是否能將 邊數2  (所有

點的 degree 相加) 之值分開，使其分別代表 ija  及 jia ，接著本研究有了以下猜

想。 

 

【猜想一】任意連通圖中

































  


treevv
forestspanningtree

treev
v

kij

ji i

k

v
treespanning

E

位在不同的和使
之含兩個

的含有
中位在F  F

)deg(
 #

1
。 

舉例： 

    分母為生成樹數量，分子則是將圖切成兩個

tree，其中  iv 和  jv 在不同的 tree，將含有  jv 的

tree 切除，計算剩下的圖每個點原本的 degree 和。

以右圖為例，計算方法是按照以下步驟。 

    先計算 spanning tree 數量      8|det1 


jiL
ji

 

分子則是如下圖，將圖切成兩個 tree 其中點旁邊的

數字代表該點原本的 degree。需要相加的數字為紅

色的數字，相加後會得到 32，因此 4
8

32
12 E  ( 12E 之值實際上就等於 4)。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

二、期望值通式之文獻（HAO XU, SHING-TUNG YAU (2014)） 

    後續在查找文獻的過程中本研究發現有一個已知的期望值通式如下 [8]，且

此通式與上述討論中提到的期望值猜想有相同的分母，分子則都是點的 degree 在

進行加總。 

通式如下： 

圖 (八)：猜想一說明用 

圖片來源：研究者自製 

圖 (九)：分割後的圖 

圖片來源：研究者自製 
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   
 
 


)( ,

)},,{(
1

GVu PvuvP
Gjuij

jiG

dvPGRd
G

E


 

    其中 vd  表點 v 的 degree，  G  是圖 G 的生成樹數量， ),( jiG vv  表所

有 iv  到 jv  的路徑集合， }),/{()},,{( jGj vPGdvPGR   代表圖 G 中收縮路

徑 P 與點 jv  後的圖的生成樹數量。 

    收縮 iv  與 jv ：將兩點視作同一個點後再畫出與

其它點的關係。若是要收縮路徑 P 與點 jv ，則是將

路徑 P 每個點與點 jv  視為同一個點，接著畫出與

其它點的關係 

    以下說明此通式之計算流程，並和【猜想一】進

行比較以圖 (十) 為例： 

 

 

 

 

 




















































PvvvP
Gv

PvvvP
Gv

PvvvP
Gv

PvvvP
Gv

G

G

G

G

dvPGRd

dvPGRd

dvPGRd

dvPGRd

G
E

241

4

231

3

221

2

211

1

,
2

,
2

,
2

,
2

12

)},,{(

)},,{(

)},,{(

)},,{(

1


 

(一) 
 





PvvvP

Gv

G

dvPGRd
211

1

,
2 )},,{(  

    收縮路徑 P 與點 jv 後的圖如圖 (十一)，其生成樹如圖 

(十二)，且畫出的每個生成樹都可和前述提到的期望值猜想

一一對應。 

 

 

 

 

 

 

圖 (十一) 收縮後的圖 

圖片來源：研究者自製 

圖 (十)：期望值計算示範 

圖片來源：研究者自製 
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    在 1vu   時，可以發現 
1vd  被紀錄到的次數和原先期望值猜想一樣，如上

圖 (十二)，在原先的期望值猜想中，包含 1v  的 tree 中能夠對應到利用此通式

列出的 spanning tree。 

 

(二) 
 





PvvvP

Gv

G

dvPGRd
221

2

,
2 )},,{(  

    在此討論中，路徑 P 的起點和終點分別為 1v  與 2v ，但是 2v  在路徑

P 上是不能被算進去的，因此此情況下圖的生成樹數量為 0。 

 

(三) 
 





PvvvP

Gv

G

dvPGRd
231

3

,
2 )},,{(  

    1v  到 3v  且不經過 2v  的路徑有 ),( 31 vv  和 ),,( 341 vvv ，分開討論後如

下： 

圖 (十二之二)：與圖 (十二之一) 對應圖 (九) 中的圖 

圖片來源：研究者自製 

圖 (十二之一)：圖 (十一) 的所有生成樹  

圖片來源：研究者自製 
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1. ),( 31 vv  

    圖 (十三) 的生成樹有以下兩種，而這兩種樹補上

),( 31 vv  後也能和原本的期望值猜想進行比對。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. ),,( 341 vvv  

    圖 (十五) 的生成樹只有一種，而樹在

補上 ),,( 341 vvv  後也能和原本的期望值猜想

進行比對。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 (十三) 收縮後的圖 

圖片來源：研究者自製 

圖 (十四之一)：圖 (十三) 的所有生成樹  

圖片來源：研究者自製 

圖 (十四之二)：與圖 (十四之一) 對應圖 (九) 中的圖 

圖片來源：研究者自製 

圖 (十六之一)：圖 (十五) 的所有生成樹  

圖片來源：研究者自製 

圖 (十六之二)：與圖 (十六之一) 對應圖 (九) 中的圖 

圖片來源：研究者自製 

圖 (十五) 收縮後的圖 

圖片來源：研究者自製 
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    在 3vu   時，可以發現 3vd  被紀錄到的次數和原先期望值猜想一樣，

如上圖，在原先的期望值猜想中，包含 3v  的 tree 中能夠對應到利用此通

式列出的 spanning tree，因此點 3v  的 degree 被計算到的次數與【猜想一】

相同。 

 

(四) 
 





PvvvP

Gv

G

dvPGRd
241

4

,
2 )},,{(  

    1v 到 4v 且不經過 2v 的路徑有 ),( 41 vv  和 ),,( 431 vvv ，分開討論後如下： 

1. ),( 41 vv  

    與先前討論方式相同，在生成樹中補上路徑 ),( 41 vv  

後與先前期望值猜想進行比較。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 (十七) 收縮後的圖 

圖片來源：研究者自製 

圖 (十八之一)：圖 (十七) 的所有生成樹  

圖片來源：研究者自製 

圖 (十八之二)：與圖 (十八之一) 對應圖 (九) 中的圖 

圖片來源：研究者自製 



23 

 

2. ),,( 431 vvv  

    在生成樹中補上路徑 ),( 41 vv  後與先前期望值

猜想進行比較，如圖 (二十)。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    在 4vu   時，可以發現 
4vd  被紀錄到的次數和原先期望值猜想一樣，

如上圖，在原先的期望值猜想中，包含 4v  的 tree 中能夠對應到利用此通

式列出的圖。觀察以下討論後會發現每個點的 degree 被算到的次數皆一

樣。 

 

    透過上述討論可以發現，兩個通式中的分母為相同，分子則是可一一對應，由於

討論二的通式為已知，因此能夠說明【猜想一】的正確性，不過兩個通式在計算同一

個值時，利用討論一的方法只需切分為五種圖進行加總，討論二則需要切分為更多種

圖，除此之外討論二的通式證明過程相當複雜，且需要利用較高階的知識，如特徵

值。因此本研究希望在未來能夠利用較為簡單的手段證明討論一的通式，也是未來研

究方向之一。除此之外，有些圖因為結構單一期望值通式可直接計算得到，例如完全

圖，但是這種結構單一的圖若利用【猜想一】的計算方法反而會耗費大量心力。換言

之，即便有了期望值通式，也不表示每一個不同的圖都需要利用通式計算。 

 

 

 

圖 (十九) 收縮後的圖 

圖片來源：研究者自製 

圖 (二十之二)：與圖 (二十之一) 對應圖 (九) 中的圖 

圖片來源：研究者自製 

圖 (二十之一)：圖 (十九) 的所有生成樹  

圖片來源：研究者自製 
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陸、未來展望 

一、證明【猜想一】的期望值通式。 

二、找出 )(' Grad  和 )(' Gdiam  之間的關係。 

三、探討中心點數量是否和半徑或直徑相關。 
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【評語】010036  

針對樹圖、循環圖、完全圖等圖形及其結合圖形，計算從某點

出發到某點所需花費步數的期望值，作者得到一些結果，尤其在充

分利用圖的性質簡化計算過程，此構思值得肯定，未來可將此更加

發展得到更一般性的結論。 
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