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摘要 

本篇研究以探討多重訊號同時輸入時的訊號干擾問題出發，類比至國立臺灣師範大學數

學系游森棚教授所提出的數學問題： 飛到西飛到東」，希望藉由導出多質點移動速率與其距

原點間的位置關係，找出訊號重疊程度之峰值條件，藉此有望應用於硬體接收器的訊號輸出

處理，或類比至電路設計與物流規劃等，達到避免相互干擾與提升傳輸效率的功用。 

在內文中我們先以分段討論的方式解決期刊問題，並導出在任意系統中可快速辨別物體

運動狀態之高斯函數。隨後以參數化曲線路徑與向量式的質點位置，拓展主題可適用範圍的

自由度，再以高斯函數法和傅立葉級數法得出解型式之聯立組，最後利用數系之封閉性，將

主題進一步約化處理。 

Abstract 

This research explores signal interference when multiple signals are inputted simultaneously. 

Analogous to a mathematical problem: "Fly to the west to fly to the east" raised by Professor Yu Senpeng 

of the Department of Mathematics at the National Taiwan Normal University, we hope to find the peak 

condition of signal overlaps by analyzing the signal overlap of multiple particles at different speeds and 

the positional relationship between the origins. This may have applications in improving transmission 

efficiency in the signal output of hardware receivers, circuitry design or logistics by avoiding mutual signal 

interference. 

We first derive the ability to quickly identify objects in any system by solving the journal problem 

through piecewise functions. Subsequently, we increase the number of degrees of freedom through 

parameterized curved equations and vector particle positions. Afterward, we use Gaussian functions and 

Fourier series to express the solution in simultaneous equations, and finally discuss the closedness of the 

system. 
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壹、前言 

一、研究動機 

這次的研究展開[1]來源於一篇有關 FPS29.97 的網路文章，內容提及在黑白電視轉換彩色

電視的那個年代，工程師面臨到在原有的黑白畫面亮度訊號（Luminance）、聲音廣播之輸出

訊號間再加入色彩訊號（Chrominance）時接收器的解析問題。後透過幀率壓縮與配合訊號峰

值錯置（輸出時間差）與壓縮波形寬度等方式，避免訊號間干擾與讀值逆分解的不可行性，

並產生一系列高度獨立的連續訊號，使硬體解碼能夠順利進行。 

值得慶幸的是，上述訊號的頻率皆固定且相同，才使得該手法順利地進行。藉此我們好

奇，如果今天訊號的頻率不同，導致隨著時間遞進而使訊號重疊所造成的影響程度及其與時

間之關係為何，並藉此有利於未來分析相關應用時所用。隨著資料的不斷學習與檢索下，我

們發現在[2]游森棚教授於2022年 02月撰寫在國立臺灣科學教育館科學研習期刊中的 飛到西

飛到東」這項數學問題有很意外的相似性。不過因為題目整體的複雜性，在我們這篇研究

中，將動機中的目的調整為討論重疊程度最嚴重之處的時間與訊號位置，並類比為期刊中的

問題，以簡化問題的可行性。 

二、研究目的 

（一）解決期刊問題 

（二）高斯函數聯立解 

（三）傅立葉級數三角波聯立解 

（四）數系的封閉性與頻率的約化處理 

  



3 

三、文獻回顧 

經資料查詢後，我們找到兩篇基於森棚教官數學題──飛到西飛到東的延伸性研究，希

望藉由探討前人的研究結果，能對這項主題做出不同的觀點與產出。 

（一）[3]小蜜蜂相逢總有時 

此篇研究源自於臺南市 111 年度國中學生獨立研究競賽之作品，該作品先以兩質

點速度比 𝑎 ∶ 𝑏  之運動形形，條列出不同速度比下兩質點相遇的位置，接著再以數學

歸納法做統整。首先討論兩質點同向相遇與異向相遇時，兩質點之移動距離與相遇的

位置是否具有重複性，最後加入第三與第四個質點的相遇形形並討論相遇位置。 

最後在該篇研究中，歸納出當速度比 𝑎 ∶ 𝑏  為最簡整數比時，𝑎 + 𝑏  之和的奇性性

會如何影響其相遇位置，比較可惜的是作者導出之結論複雜性相當高，未能將結果有

效簡化，同時複雜度隨運動質點數遽增。以及窮舉條列的方式較難以說明是否能夠將

變數產生之所有可能的影響皆納入考量。此為我們能夠嘗試加以改進之處。 

（二）[4] 飛到西，飛到東」之延伸與研究 

屏東縣第 63 屆中小學科學展覽會之作品，該篇以圖解搭配窮舉法，討論出速度

比為等比數列、等差數列、費氏數列等經典數列之比例形式，並分別以五種速度比之

相遇位置做變數分析，將其位置關係以數學歸納法化為一般式。 

此篇研究結論同樣借鑑前項研究之內容加以延伸，不過簡化至僅三隻蜜蜂的形

況，並捨棄相向性之分析方向，將題目衍伸至各種不同數列的 初次相遇」時間和位

置聯立解，其結論之簡潔性與推導的嚴謹性較前者來的更完善，只是應用上的限制顯

著縮小了許多。同時此主題的困難性在於系統持續運動時的各種聯立解，若僅討論

 初次相遇」則變得有些離題。 
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我們可以發現文獻中前人的研究過程通常是先訂定待討論之實際速度比，接著透過窮舉

法列出所有相遇的時間與相遇座標，再以數學歸納法加以導出一般式。雖說這些方法在特定

速度比例下有解答，但其嚴謹性與通用性尚有不足，因此本研究希望能以不同的觀點切入，

增加較為完備的系統與變數定義過程，同時盡可能使討論的主題能在減少變數範圍限制與較

多變數自由度的前提下，找出此問題的通用解法，提供一種更全面的方法來解決蜜蜂相遇的

問題。 

貳、研究設備與器材 

筆記型電腦、計算紙、原子筆、GeoGebra、Wolfram Alpha、Excel、Word、Canva。 

參、研究過程與方法 

一、研究流程圖 

 

圖 01：研究流程圖，研究者以 Canva 自製。 
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二、研究原理 

[5]數系封閉性 

給定任一集合 𝑆 ，且若在此集合中的元素間給定一個運算 ∗ 」，使得 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 ∧ 𝑎 ∗ 𝑏 ∈

𝑆，則該性質即稱為封閉性（closed）。 

肆、研究結果 

一、解決期刊問題 

 

圖 02：[2]森棚教官數學題──飛到西飛到東。 

根據科學研習期刊中的命題，我們在一維歐式空間中的座標軸上，假設一段長度為 𝐷 

之線段 𝐿 ，其端點分別定義為 𝑒𝑖 、𝑒𝑓 ，並稱之為始端點（即蜂巢）與終端點（即花朵）。因

為在等速率往返運動中蜜蜂的速度方向會依照其 速率」量值之不同，而在不同時間點做運

動方向的切換，故令三隻蜜蜂的速度分別為 𝑉1(𝑡) 、𝑉2(𝑡) 、𝑉3(𝑡) ，速率分別為 𝑣1 、𝑣2 、𝑣3 。

最後再令編號 𝑛 且速率為 𝑣𝑛 之蜜蜂，完成一次端點來回所花費時間為 𝑇𝑛，即 𝑇𝑛 =
2𝐷

𝑣𝑛
。 

 

圖 03：期刊命題與變數定義示意圖，研究者以GeoGebra 自製。 
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Question 01：如果三隻蜜蜂的速度比為 1: 2: 4 ，有沒有可能在某個時刻，三隻蜜蜂剛好飛到

介於蜂巢與花之間的同一點？ 

已知： 

𝑣1 ∶ 𝑣2 ∶ 𝑣3 = 1 ∶ 2 ∶ 4 =
2𝐷

𝑇1
∶
2𝐷

𝑇2
∶
2𝐷

𝑇3
 

⇒ 𝑇1 ∶ 𝑇2 ∶ 𝑇3 =
2𝐷

𝑣1
∶
2𝐷

𝑣2
∶
2𝐷

𝑣3
=

1

1
∶
1

2
∶
1

4
= 4 ∶ 2 ∶ 1 

⇒ {
 𝑇1 = 4𝑟
 𝑇2 = 2𝑟
 𝑇3 = 1𝑟

, (𝑟 ∈ ℝ+) ，此處以所討論之完全系統之各蜜蜂週期最簡整數比做為比例常數 𝑟 

之設立基準。 

定義  τ{1,2}  為編號 1、2 之蜜蜂所組成之運動系統的週期，其中  τ{1,2} = 𝑙𝑐𝑚(𝑇1, 𝑇2) =

𝑙𝑐𝑚(4𝑟, 2𝑟) = 4𝑟。藉此可推得編號 1、2 之蜜蜂在任意起始時間 𝑡′所經歷的一個週期中（即

 ∀ 𝑡′ ∈ ℝ+ ，𝑡 ∈ (𝑡′, 𝑡′ + τ{1,2}] ）共會切換方向  𝓉1(τ{1,2}) =  2 ×
τ{1,2}

𝑇1
= 2  次，及  𝓉2(τ{1,2}) =

2 ×
τ{1,2}

𝑇2
= 4 次，即 𝓉𝑛(τA) =  2 ×

τA

𝑇𝑛
=

𝑣𝑛

𝐷
𝜏𝐴 = 2𝑓𝑛𝜏𝐴。 

又因為每次切換方向後到下次切換方向所需行經之距離、運動速率不變，因此各蜜蜂逐

次切換方向所經過的時間間隔等距，藉此我們不失一般性（WLOG）地假設 𝑡′ = 0 ，使編號

為 1、2 之蜜蜂皆共同於始端點開始運動。緊接著我們透過蜜蜂切換方向（即運動方程式改

變瞬間）的時間點做切割，分段討論以先處理編號 1、2之蜜蜂的相遇形形，並定義 𝑑𝑛(𝑡) 為

編號 𝑛 之蜜蜂與始端點 𝑒𝑖 之間的距離，可得以下聯立方程組： 
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⇒

{
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

𝑡 ∈ (0,
τ{1,2}

4
] , {

𝑑1(𝑡) = 𝑣1𝑡 =
𝐷

2𝑟
𝑡

𝑑2(𝑡) = 𝑣2𝑡 =
𝐷

𝑟
𝑡

⇒ 𝑑1(𝑡) = 𝑑2(𝑡) = 0,𝑤ℎ𝑒𝑛 𝑡 = 0 ∉ (0,
τ{1,2}

4
]

𝑡 ∈ (
τ{1,2}

4
,
τ{1,2}

2
] , {

𝑑1(𝑡) =
𝐷

2
+ 𝑣1 (𝑡 −

τ{1,2}

4
) =

𝐷

2𝑟
𝑡

𝑑2(𝑡) = 𝐷 − 𝑣2 (𝑡 −
τ{1,2}

4
) = −

𝐷

𝑟
𝑡 + 2𝐷

⇒ 𝑑1(𝑡) = 𝑑2(𝑡) =
2𝐷

3
,𝑤ℎ𝑒𝑛 𝑡 =

4

3
𝑟 ∈ (

τ{1,2}

4
,
τ{1,2}

2
]

𝑡 ∈ (
τ{1,2}

2
,
3τ{1,2}

4
] , {

𝑑1(𝑡) = 𝐷 − 𝑣1 (𝑡 −
τ{1,2}

2
) = −

𝐷

2𝑟
𝑡 + 2𝐷

𝑑2(𝑡) = 𝑣2 (𝑡 −
τ{1,2}

2
) =

𝐷

𝑟
𝑡 − 2𝐷

⇒ 𝑑1(𝑡) = 𝑑2(𝑡) =
2𝐷

3
,𝑤ℎ𝑒𝑛 𝑡 =

8

3
𝑟 ∈ (

τ{1,2}

2
,
3τ{1,2}

4
]

𝑡 ∈ (
3τ{1,2}

4
, τ{1,2}] , {

𝑑1(𝑡) =
𝐷

2
− 𝑣1 (𝑡 −

3τ{1,2}

4
) = −

𝐷

2𝑟
𝑡 + 2𝐷

𝑑2(𝑡) = 𝐷 − 𝑣2 (𝑡 −
3τ{1,2}

4
) = −

𝐷

𝑟
𝑡 + 4𝐷

⇒ 𝑑1(𝑡) = 𝑑2(𝑡) = 0,𝑤ℎ𝑒𝑛 𝑡 = 4𝑟 ∈ (
3τ{1,2}

4
, τ{1,2}]

 

故可得編號 1、2 之蜜蜂相遇位置與時間關係  (𝑑, 𝑡)  依為為 (
2𝐷

3
,
4𝑟

3
+ 4𝑘𝑟) 、(

2𝐷

3
,
8𝑟

3
+

4𝑘𝑟)、(0,4𝑟 + 4𝑘𝑟)，等同於 (
2𝐷

3
,
τ{1,2}

3
+ 𝑘τ{1,2})、(

2𝐷

3
,
2τ{1,2}

3
+ 𝑘𝜏{1,2})、(0, τ{1,2} + 𝑘τ{1,2})。 

接著我們先導出以下變數供後續做使用： 

𝜏{1,2,3} = 𝑙𝑐𝑚(𝑇1, 𝑇2, 𝑇3) = 𝑙𝑐𝑚(4𝑟, 2𝑟, 𝑟) = 4𝑟 

⇒ 𝓉3(τ{1,2,3}) = 2 ×
𝜏{1,2,3}

𝑇3
= 8 (次) 

定義 𝑇𝑛 = 𝜏{𝑛}，則 ∀ 𝐴 ⊆ 𝑆 ∧ 𝐴 ≠ 𝛷 可得出 𝜏𝐴 ≤ 𝜏𝑆 = 𝑚𝜏𝐴, (𝑚 ∈ ℕ)。 

再由此處 𝑚 =
𝜏𝑆

𝜏𝐴
=

𝜏{1,2,3}

𝜏{1,2}
=

4𝑟

4𝑟
= 1 得出，在整個系統（由編號 1、2、3 之蜜蜂所組成）

的單個運動週期中，編號 1、2 蜜蜂所組成之小系統週期共完整運行 1 次。接著將上述三組

可行解執行 𝑚 = 1  次週期之時為列解代入編號 3 蜜蜂的運動方程中，亦即討論 𝑘 = 0  至

 (𝑚 − 1) 之所有形形： 
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⇒

{
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 𝑡 ∈ (0,

𝜏{1,2,3}

8
] , 𝑑3(𝑡) = 𝑣3𝑡 =

2𝐷

𝑟
𝑡

𝑡 ∈ (
𝜏{1,2,3}

8
,
𝜏{1,2,3}

4
] , 𝑑3(𝑡) = 𝐷 − 𝑣3 (𝑡 −

𝜏{1,2,3}

8
) = −

2𝐷

𝑟
𝑡 + 2𝐷

𝑡 ∈ (
𝜏{1,2,3}

4
,
3𝜏{1,2,3}

8
] , 𝑑3(𝑡) = 𝑣3 (𝑡 −

𝜏{1,2,3}

4
) =

2𝐷

𝑟
𝑡 − 2𝐷

𝑡 ∈ (
3𝜏{1,2,3}

8
,
𝜏{1,2,3}

2
] , 𝑑3(𝑡) = 𝐷 − 𝑣3 (𝑡 −

3𝜏{1,2,3}

8
) = −

2𝐷

𝑟
𝑡 + 4𝐷

𝑡 ∈ (
𝜏{1,2,3}

2
,
5𝜏{1,2,3}

8
] , 𝑑3(𝑡) = 𝑣3 (𝑡 −

𝜏{1,2,3}

2
) =

2𝐷

𝑟
𝑡 − 4𝐷

𝑡 ∈ (
5𝜏{1,2,3}

8
,
3𝜏{1,2,3}

4
] , 𝑑3(𝑡) = 𝐷 − 𝑣3 (𝑡 −

5𝜏{1,2,3}

8
) = −

2𝐷

𝑟
𝑡 + 6𝐷

𝑡 ∈ (
3𝜏{1,2,3}

4
,
7𝜏{1,2,3}

8
] , 𝑑3(𝑡) = 𝑣3 (𝑡 −

3𝜏{1,2,3}

4
) =

2𝐷

𝑟
𝑡 − 6𝐷

𝑡 ∈ (
7𝜏{1,2,3}

8
, 𝜏{1,2,3}] , 𝑑3(𝑡) = 𝐷 − 𝑣3 (𝑡 −

7𝜏{1,2,3}

8
) = −

2𝐷

𝑟
𝑡 + 8𝐷

 

⇒ 𝑚 = 1, 𝑘 = 0,

{
 
 

 
 𝑑3 (

4𝑟

3
) = 𝑑3 (

𝜏{1,2,3}

3
) =

2𝐷

3
= 𝑑1 (

4𝑟

3
) = 𝑑2 (

4𝑟

3
)

𝑑3 (
8𝑟

3
) = 𝑑3 (

2𝜏{1,2,3}

3
) =

2𝐷

3
= 𝑑1 (

8𝑟

3
) = 𝑑2 (

8𝑟

3
)

𝑑3(4𝑟) = 𝑑3(𝜏{1,2,3}) = 0 = 𝑑1(4𝑟) = 𝑑2(4𝑟)

 

故可得編號 1、2、3 之蜜蜂相遇位置（與  𝑒𝑖  點之距離）和時間關係  (𝑑, 𝑡)  依為為

(
2𝐷

3
,
4𝑟

3
+ 4𝑘𝑟) 、(

2𝐷

3
,
8𝑟

3
+ 4𝑘𝑟) 、(0,4𝑟 + 4𝑘𝑟) ，等同於  (

2𝐷

3
,
τ{1,2,3}

3
+ 𝑘τ{1,2,3}) 、(

2𝐷

3
,
2τ{1,2,3}

3
+

𝑘𝜏{1,2,3})、(0, τ{1,2,3} + 𝑘τ{1,2,3})，其中 𝑘 ∈ ℤ+。 

Question 02：如果三隻蜜蜂的速度比為 1 ∶ 3 ∶ 9，有沒有可能在某個時刻，三隻蜜蜂剛好飛到

介於蜂巢與花之間的同一點？ 

已知： 

𝑣1 ∶ 𝑣2 ∶ 𝑣3 = 1 ∶ 3 ∶ 9 =
2𝐷

𝑇1
∶
2𝐷

𝑇2
∶
2𝐷

𝑇3
 

⇒ 𝑇1 ∶ 𝑇2 ∶ 𝑇3 =
2𝐷

𝑣1
∶
2𝐷

𝑣2
∶
2𝐷

𝑣3
=

1

1
∶
1

3
∶
1

9
= 9 ∶ 3 ∶ 1 

⇒

{
 
 

 
 𝑇1 = 9𝑝, 𝑣1 =

2𝐷

9𝑝

𝑇2 = 3𝑝, 𝑣2 =
2𝐷

3𝑝

𝑇3 = 𝑝, 𝑣3 =
2𝐷

𝑝

  , (𝑝 ∈ ℝ+) ，此處以所討論之完全系統之各蜜蜂週期最簡整數比做為比

例常數 𝑝 之設立基準。 
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⇒ 𝜏{1,2} = 𝑙𝑐𝑚(𝑇1, 𝑇2) = 𝑙𝑐𝑚(9𝑝, 3𝑝) = 9𝑝 

⇒

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝓉1(𝜏{1,2}) = 2 ×

𝜏{1,2}

𝑇1
= 2

𝓉2(𝜏{1,2}) = 2 ×
𝜏{1,2}

𝑇2
= 6

𝑓1 =
𝓉1(𝜏{1,2})

2𝜏{1,2}
=

1

9𝑝

𝑓2 =
𝓉2(𝜏{1,2})

2𝜏{1,2}
=

1

3𝑝

   ,   ∀ 𝑡′ ∈ ℝ+, 𝑡 ∈ (𝑡′, 𝑡′ + 𝜏{1,2}] 

∵ 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝐷 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

WLOG 假設 𝑡′ = 0，則可列出下列聯立式： 

⇒

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑡 ∈ (
0

6
𝜏{1,2},

1

6
𝜏{1,2} ] ,

{
 

 𝑑1(𝑡) = 𝑑1 (
0

6
𝜏{1,2}) + 𝑣1 (𝑡 −

0

6
𝜏{1,2}) = 0 +

2𝐷

9𝑝
𝑡

𝑑2(𝑡) = 𝑑2 (
0

6
𝜏{1,2}) + 𝑣2 (𝑡 −

0

6
𝜏{1,2}) = 0 +

2𝐷

3𝑝
𝑡

⇒ 𝑑1(𝑡) = 𝑑2(𝑡) = 0,𝑤ℎ𝑒𝑛 𝑡 = 0 ∉ (
0

6
𝜏{1,2},

1

6
𝜏{1,2} ]

𝑡 ∈ (
1

6
𝜏{1,2},

2

6
𝜏{1,2}] ,

{
 

 𝑑1(𝑡) = 𝑑1 (
1

6
𝜏{1,2}) + 𝑣1 (𝑡 −

1

6
𝜏{1,2}) = 0 +

2𝐷

9𝑝
𝑡

𝑑2(𝑡) = 𝑑2 (
1

6
𝜏{1,2}) − 𝑣2 (𝑡 −

1

6
𝜏{1,2}) = 2𝐷 −

2𝐷

3𝑝
𝑡

⇒ 𝑑1(𝑡) = 𝑑2(𝑡) =
𝐷

2
,𝑤ℎ𝑒𝑛 𝑡 =

9𝑝

4
∈ (

1

6
𝜏{1,2},

2

6
𝜏{1,2}]

𝑡 ∈ (
2

6
𝜏{1,2},

3

6
𝜏{1,2}] ,

{
 

 𝑑1(𝑡) = 𝑑1 (
2

6
𝜏{1,2}) + 𝑣1 (𝑡 −

2

6
𝜏{1,2}) = 0 +

2𝐷

9𝑝
𝑡

𝑑2(𝑡) = 𝑑2 (
2

6
𝜏{1,2}) + 𝑣2 (𝑡 −

2

6
𝜏{1,2}) = −2𝐷 +

2𝐷

3𝑝
𝑡

⇒ 𝑑1(𝑡) = 𝑑2(𝑡) = 𝐷,𝑤ℎ𝑒𝑛 𝑡 =
9𝑝

2
∈ (

2

6
𝜏{1,2},

3

6
𝜏{1,2}]

𝑡 ∈ (
3

6
𝜏{1,2},

4

6
𝜏{1,2}] ,

{
 

 𝑑1(𝑡) = 𝑑1 (
3

6
𝜏{1,2}) − 𝑣1 (𝑡 −

3

6
𝜏{1,2}) = 2𝐷 −

2𝐷

9𝑝
𝑡

𝑑2(𝑡) = 𝑑2 (
3

6
𝜏{1,2}) − 𝑣2 (𝑡 −

3

6
𝜏{1,2}) = 4𝐷 −

2𝐷

3𝑝
𝑡

⇒ 𝑑1(𝑡) = 𝑑2(𝑡) = 𝐷,𝑤ℎ𝑒𝑛 𝑡 =
9𝑝

2
∉ (

3

6
𝜏{1,2},

4

6
𝜏{1,2}]

𝑡 ∈ (
4

6
𝜏{1,2},

5

6
𝜏{1,2}] ,

{
 

 𝑑1(𝑡) = 𝑑1 (
4

6
𝜏{1,2}) − 𝑣1 (𝑡 −

4

6
𝜏{1,2}) = 2𝐷 −

2𝐷

9𝑝
𝑡

𝑑2(𝑡) = 𝑑2 (
4

6
𝜏{1,2}) + 𝑣2 (𝑡 −

4

6
𝜏{1,2}) = −4𝐷 +

2𝐷

3𝑝
𝑡

⇒ 𝑑1(𝑡) = 𝑑2(𝑡) =
𝐷

2
,𝑤ℎ𝑒𝑛 𝑡 =

27𝑝

4
∈ (

4

6
𝜏{1,2},

5

6
𝜏{1,2}]

𝑡 ∈ (
5

6
𝜏{1,2},

6

6
𝜏{1,2}] ,

{
 

 𝑑1(𝑡) = 𝑑1 (
5

6
𝜏{1,2}) − 𝑣1 (𝑡 −

5

6
𝜏{1,2}) = 2𝐷 −

2𝐷

9𝑝
𝑡

𝑑2(𝑡) = 𝑑2 (
5

6
𝜏{1,2}) − 𝑣2 (𝑡 −

5

6
𝜏{1,2}) = 6𝐷 −

2𝐷

3𝑝
𝑡

⇒ 𝑑1(𝑡) = 𝑑2(𝑡) = 0,𝑤ℎ𝑒𝑛 𝑡 = 9𝑝 ∈ (
5

6
𝜏{1,2},

6

6
𝜏{1,2}]

 

故可得編號 1、2 之蜜蜂相遇位置與時間關係  (𝑑, 𝑡)  依為為  (
𝐷

2
,
9𝑝

4
+ 9𝑝𝑘) 、(𝐷,

9𝑝

2
+

9𝑝𝑘)、(
𝐷

2
,
27𝑝

4
+ 9𝑝𝑘)、(0,9𝑝 + 9𝑝𝑘) 四組。 

此處 𝑚 =
𝜏{1,2,3}

𝜏{1,2}
=

𝑙𝑐𝑚(𝑇1,𝑇2,𝑇3)

9𝑝
=

𝑙𝑐𝑚(9𝑝,3𝑝,𝑝)

9𝑝
= 1 可得出，在整個系統（由編號 1、2、3 之
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蜜蜂所組成）的單個運動週期中，編號 1、2 蜜蜂所組成之小系統週期共完整運行 1 次。接

著將上述三組可行解執行 𝑚 = 1 次週期之時為列解代入編號 3蜜蜂的運動方程中，亦即討論

 𝑘 = 0~𝑚 − 1 之所有形形。 

首 先 根 據 Mathematical Induction 我 們 可 推 得  ∀ 𝑡 ∈ (
𝑎

𝓉𝑛(𝜏𝐴)
𝜏𝐴,

𝑎+1

𝓉𝑛(𝜏𝐴)
𝜏𝐴] ⇒ 𝑑𝑛(𝑡) =

(−1)𝑎 (𝑣𝑛𝑡 − 2𝐷 [
𝑎+1

2
]) , (𝑎 ∈ ℤ+) 。又  𝓉3(𝜏{1,2,3}) = 2 ×

𝜏{1,2,3}

𝑇3
= 18 ，故當  𝑚 = 1, 𝑘 = 0  時可

推導出下聯立式： 

⇒

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝑡 =

9𝑝

4
=

4.5

18
𝜏{1,2,3} ⇒ 𝑑3(𝑡) = (−1)4 (𝑣3𝑡 − 2𝐷 [

4 + 1

2
]) =

2𝐷

𝑝
𝑡 − 4𝐷

𝑡 =
9𝑝

2
=

9

18
𝜏{1,2,3} ⇒ 𝑑3(𝑡) = (−1)8 (𝑣3𝑡 − 2𝐷 [

8 + 1

2
]) =

2𝐷

𝑝
𝑡 − 8𝐷

𝑡 =
27𝑝

4
=

13.5

18
𝜏{1,2,3} ⇒ 𝑑3(𝑡) = (−1)13 (𝑣3𝑡 − 2𝐷 [

13 + 1

2
]) = −

2𝐷

𝑝
𝑡 + 14𝐷

𝑡 = 9𝑝 =
18

18
𝜏{1,2,3} ⇒ 𝑑3(𝑡) = (−1)17 (𝑣3𝑡 − 2𝐷 [

17 + 1

2
]) = −

2𝐷

𝑝
𝑡 + 18𝐷

 

⇒

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝑑3 (

9𝑝

4
) =

2𝐷

𝑝
×

9𝑝

4
− 4𝐷 =

𝐷

2
= 𝑑1 (

9𝑝

4
) = 𝑑2 (

9𝑝

4
)

𝑑3 (
9𝑝

2
) =

2𝐷

𝑝
×

9𝑝

2
− 8𝐷 = 𝐷 = 𝑑1 (

9𝑝

2
) = 𝑑2 (

9𝑝

2
)

𝑑3 (
27𝑝

4
) = −

2𝐷

𝑝
×

27𝑝

4
+ 14𝐷 =

𝐷

2
= 𝑑1 (

27𝑝

4
) = 𝑑2 (

27𝑝

4
)

𝑑3(9𝑝) −
2𝐷

𝑝
× 9𝑝 + 18𝐷 = 0 = 𝑑1(9𝑝) = 𝑑2(9𝑝)

 

故可得編號 1、2、3 之蜜蜂相遇位置（與  𝑒𝑖  點之距離）和時間關係  (𝑑, 𝑡)  依為為

 (
𝐷

2
,
9𝑝

4
+ 9𝑝𝑘)、(𝐷,

9𝑝

2
+ 9𝑝𝑘)、(

𝐷

2
,
27𝑝

4
+ 9𝑝𝑘)、(0,9𝑝 + 9𝑝𝑘)。 

Question 03：如果三隻蜜蜂的速度比為 1 ∶
3

2
∶

9

4
，有沒有可能在某個時刻，三隻蜜蜂剛好飛到

介於蜂巢與花之間的同一點？ 

𝑣1 ∶ 𝑣2 ∶ 𝑣3 = 1 ∶
3

2
∶
9

4
=

2𝐷

𝑇1
∶
2𝐷

𝑇2
∶
2𝐷

𝑇3
 

⇒ 𝑇1 ∶ 𝑇2 ∶ 𝑇3 =
2𝐷

𝑣1
∶
2𝐷

𝑣2
∶
2𝐷

𝑣3
=

1

1
∶
2

3
∶
4

9
= 9 ∶ 6 ∶ 4 
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⇒

{
 
 

 
 𝑇1 = 9𝑞, 𝑣1 =

2𝐷

9𝑞

𝑇2 = 6𝑞, 𝑣2 =
2𝐷

6𝑞

𝑇3 = 4𝑞, 𝑣3 =
2𝐷

4𝑞

  , (𝑞 ∈ ℝ+) ，此處以所討論之完全系統之各蜜蜂週期最簡整數比做為比

例常數 𝑞 之設立基準。 

⇒ 𝜏{1,2} = 𝑙𝑐𝑚(𝑇1, 𝑇2) = 𝑙𝑐𝑚(9𝑞, 6𝑞) = 18𝑞 

⇒ 𝜏{1,2,3} = 𝑙𝑐𝑚(𝑇1, 𝑇2, 𝑇3) = 𝑙𝑐𝑚(9𝑞, 6𝑞, 4𝑞) = 36𝑞 

⇒

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝓉1(𝜏{1,2}) = 2 ×

𝜏{1,2}

𝑇1
= 4

𝓉2(𝜏{1,2}) = 2 ×
𝜏{1,2}

𝑇2
= 6

𝑓1 =
𝓉1(𝜏{1,2})

2𝜏{1,2}
=

1

9𝑞

𝑓2 =
𝓉2(𝜏{1,2})

2𝜏{1,2}
=

1

6𝑞

   ,   ∀ 𝑡′ ∈ ℝ+, 𝑡 ∈ (𝑡′, 𝑡′ + 𝜏{1,2}] 

∵ 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝐷 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

WLOG 假 設 𝑡′ = 0 ， 則 可 由 式 ∀ 𝑡 ∈ (
𝑎

𝓉𝑛(𝜏𝐴)
𝜏𝐴,

𝑎+1

𝓉𝑛(𝜏𝐴)
𝜏𝐴] ⇒ 𝑑𝑛(𝑡) = (−1)𝑎 (𝑣𝑛𝑡 −

2𝐷 [
𝑎+1

2
]) , (𝑎 ∈ ℤ+) 列出下方聯立式： 
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⇒

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑡 ∈ (
0

6
𝜏{1,2},

1

6
𝜏{1,2} ] =

{
 

 𝑑1(𝑡) = 0 +
2𝐷

9𝑞
𝑡

𝑑2(𝑡) = 0 +
2𝐷

6𝑞
𝑡

⇒ 𝑑1(𝑡) = 𝑑2(𝑡) = 0,𝑤ℎ𝑒𝑛 𝑡 = 0 ∉ (
0

6
𝜏{1,2},

1

6
𝜏{1,2} ]

𝑡 ∈ (
1

6
𝜏{1,2},

1

4
𝜏{1,2} ] =

{
 

 𝑑1(𝑡) = 0 +
2𝐷

9𝑞
𝑡

𝑑2(𝑡) = 2𝐷 −
2𝐷

6𝑞
𝑡

⇒ 𝑑1(𝑡) = 𝑑2(𝑡) =
4𝐷

5
,𝑤ℎ𝑒𝑛 𝑡 =

18𝑞

5
∈ (

1

6
𝜏{1,2},

1

4
𝜏{1,2} ]

𝑡 ∈ (
1

4
𝜏{1,2},

2

6
𝜏{1,2} ] =

{
 

 𝑑1(𝑡) = 2𝐷 −
2𝐷

9𝑞
𝑡

𝑑2(𝑡) = 2𝐷 −
2𝐷

6𝑞
𝑡

⇒ 𝑑1(𝑡) = 𝑑2(𝑡) = 2𝐷,𝑤ℎ𝑒𝑛 𝑡 = 0 ∉ (
1

4
𝜏{1,2},

2

6
𝜏{1,2} ]

𝑡 ∈ (
2

6
𝜏{1,2},

3

6
𝜏{1,2} ] =

{
 

 𝑑1(𝑡) = 2𝐷 −
2𝐷

9𝑞
𝑡

𝑑2(𝑡) = −2𝐷 +
2𝐷

6𝑞
𝑡

⇒ 𝑑1(𝑡) = 𝑑2(𝑡) =
2𝐷

5
,𝑤ℎ𝑒𝑛 𝑡 =

36𝑞

5
∈ (

2

6
𝜏{1,2},

3

6
𝜏{1,2} ]

𝑡 ∈ (
3

6
𝜏{1,2},

4

6
𝜏{1,2} ] =

{
 

 𝑑1(𝑡) = −2𝐷 +
2𝐷

9𝑞
𝑡

𝑑2(𝑡) = 4𝐷 −
2𝐷

6𝑞
𝑡

⇒ 𝑑1(𝑡) = 𝑑2(𝑡) =
2𝐷

5
,𝑤ℎ𝑒𝑛 𝑡 =

54𝑞

5
∈ (

3

6
𝜏{1,2},

4

6
𝜏{1,2} ]

𝑡 ∈ (
4

6
𝜏{1,2},

3

4
𝜏{1,2} ] =

{
 

 𝑑1(𝑡) = −2𝐷 +
2𝐷

9𝑞
𝑡

𝑑2(𝑡) = −4𝐷 +
2𝐷

6𝑞
𝑡

⇒ 𝑑1(𝑡) = 𝑑2(𝑡) = 2𝐷,𝑤ℎ𝑒𝑛 𝑡 = 18𝑞 ∉ (
4

6
𝜏{1,2},

3

4
𝜏{1,2} ]

𝑡 ∈ (
3

4
𝜏{1,2},

5

6
𝜏{1,2} ] =

{
 

 𝑑1(𝑡) = 4𝐷 −
2𝐷

9𝑞
𝑡

𝑑2(𝑡) = −4𝐷 +
2𝐷

6𝑞
𝑡

⇒ 𝑑1(𝑡) = 𝑑2(𝑡) =
4𝐷

5
,𝑤ℎ𝑒𝑛 𝑡 =

72𝑞

5
∉ (

3

4
𝜏{1,2},

5

6
𝜏{1,2} ]

𝑡 ∈ (
5

6
𝜏{1,2},

6

6
𝜏{1,2} ] =

{
 

 𝑑1(𝑡) = 4𝐷 −
2𝐷

9𝑞
𝑡

𝑑2(𝑡) = 6𝐷 −
2𝐷

6𝑞
𝑡

⇒ 𝑑1(𝑡) = 𝑑2(𝑡) = 0,𝑤ℎ𝑒𝑛 𝑡 = 18𝑞 ∈ (
5

6
𝜏{1,2},

6

6
𝜏{1,2} ]

 

故可得編號 1、2 之蜜蜂相遇位置與時間關係 (𝑑, 𝑡) 依為為 (
4𝐷

5
,
18𝑞

5
+ 18𝑞𝑘)、(

2𝐷

5
,
36𝑞

5
+

18𝑞𝑘)、(
2𝐷

5
,
54𝑞

5
+ 18𝑞𝑘)、(

4𝐷

5
,
72𝑞

5
+ 18𝑞𝑘)、(0,18𝑞 + 18𝑞𝑘) 五組。 

此處 𝑚 =
𝜏{1,2,3}

𝜏{1,2}
=

𝑙𝑐𝑚(𝑇1,𝑇2,𝑇3)

18𝑞
=

𝑙𝑐𝑚(9𝑞,6𝑞,4𝑞)

18𝑞
= 2 可得出，在整個系統（由編號 1、2、3 之

蜜蜂所組成）的單個運動週期中，編號 1、2 蜜蜂所組成之小系統週期共完整運行 2 次。接

著將上述三組可行解執行 𝑚 = 2 次週期之時為列解代入編號 3蜜蜂的運動方程中，亦即討論

 𝑘 = 0  至  𝑚 − 1  之所有形形，其中  𝓉3(𝜏{1,2,3}) = 2 ×
𝜏{1,2,3}

𝑇3
= 18  且  𝑓3 =

𝓉3(𝜏{1,2,3})

2𝜏{1,2,3}
=

1

4𝑞
 ，將

 𝑑3(𝑡) 代入上式中，即可推得以下聯立式： 
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⇒ 𝑚 = 2, 𝑘 = 0,

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 𝑡 =

18𝑞

5
=

1.8

18
𝜏{1,2,3} ⇒ 𝑑3 (

1.8

18
𝜏{1,2,3}) = (−1)1 (𝑣3𝑡 − 2𝐷 [

1 + 1

2
]) = −

2𝐷

4𝑞
𝑡 + 2𝐷 =

𝐷

5
≠ 𝑑1, 𝑑2

𝑡 =
36𝑞

5
=

3.6

18
𝜏{1,2,3} ⇒ 𝑑3 (

3.6

18
𝜏{1,2,3}) = (−1)3 (𝑣3𝑡 − 2𝐷 [

3 + 1

2
]) = −

2𝐷

4𝑞
𝑡 + 4𝐷 =

2𝐷

5
= 𝑑1 = 𝑑2

𝑡 =
54𝑞

5
=

5.4

18
𝜏{1,2,3} ⇒ 𝑑3 (

5.4

18
𝜏{1,2,3}) = (−1)5 (𝑣3𝑡 − 2𝐷 [

5 + 1

2
]) = −

2𝐷

4𝑞
𝑡 + 6𝐷 =

3𝐷

5
≠ 𝑑1, 𝑑2 

𝑡 =
72𝑞

5
=

7.2

18
𝜏{1,2,3} ⇒ 𝑑3 (

7.2

18
𝜏{1,2,3}) = (−1)7 (𝑣3𝑡 − 2𝐷 [

7 + 1

2
]) = −

2𝐷

4𝑞
𝑡 + 8𝐷 =

4𝐷

5
= 𝑑1 = 𝑑2

𝑡 = 18𝑞 =
9

18
𝜏{1,2,3} ⇒ 𝑑3 (

9

18
𝜏{1,2,3}) = (−1)8 (𝑣3𝑡 − 2𝐷 [

8 + 1

2
]) =

2𝐷

4𝑞
𝑡 − 8𝐷 = 𝐷 ≠ 𝑑1, 𝑑2

 

⇒ 𝑚 = 2, 𝑘 = 1,

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 𝑡 =

18𝑞

5
+ 18𝑞 =

10.8

18
𝜏{1,2,3} ⇒ 𝑑3 (

10.8

18
𝜏{1,2,3}) = (−1)10 (𝑣3𝑡 − 2𝐷 [

10 + 1

2
]) =

2𝐷

4𝑞
𝑡 − 10𝐷 =

4𝐷

5
= 𝑑1 = 𝑑2

𝑡 =
36𝑞

5
+ 18𝑞 =

12.6

18
𝜏{1,2,3} ⇒ 𝑑3 (

12.6

18
𝜏{1,2,3}) = (−1)12 (𝑣3𝑡 − 2𝐷 [

12 + 1

2
]) =

2𝐷

4𝑞
𝑡 − 12𝐷 =

3𝐷

5
≠ 𝑑1, 𝑑2

𝑡 =
54𝑞

5
+ 18𝑞 =

14.4

18
𝜏{1,2,3} ⇒ 𝑑3 (

14.4

18
𝜏{1,2,3}) = (−1)14 (𝑣3𝑡 − 2𝐷 [

14 + 1

2
]) =

2𝐷

4𝑞
𝑡 − 14𝐷 =

2𝐷

5
= 𝑑1 = 𝑑2

𝑡 =
72𝑞

5
+ 18𝑞 =

16.2

18
𝜏{1,2,3} ⇒ 𝑑3 (

16.2

18
𝜏{1,2,3}) = (−1)16 (𝑣3𝑡 − 2𝐷 [

16 + 1

2
]) =

2𝐷

4𝑞
𝑡 − 16𝐷 =

𝐷

5
≠ 𝑑1, 𝑑2

𝑡 = 18𝑞 + 18𝑞 =
18

18
𝜏{1,2,3} ⇒ 𝑑3 (

18

18
𝜏{1,2,3}) = (−1)17 (𝑣3𝑡 − 2𝐷 [

17 + 1

2
]) = −

2𝐷

4𝑞
𝑡 + 18𝐷 = 0 = 𝑑1 = 𝑑2

 

故可得編號 1、2、3 之蜜蜂相遇位置（與  𝑒𝑖  點之距離）和時間關係  (𝑑, 𝑡)  依為為

 (
2𝐷

5
,
36𝑞

5
+ 36𝑞𝑘) 、 (

4𝐷

5
,
72𝑞

5
+ 36𝑞𝑘) 、 (

4𝐷

5
,
108𝑞

5
+ 36𝑞𝑘) 、 (

2𝐷

5
,
144𝑞

5
+ 36𝑞𝑘) 、 (0,36𝑞 +

36𝑞𝑘) 五組。 

二、高斯函數聯立解 

對任意實數 𝑥 ，其高斯函數表示為 [𝑥]  並滿足 [𝑥] = 𝑚𝑖𝑛{𝑎 ∈ ℤ|𝑥 ≤ 𝑎} 。舉例來說，我們

假設今天有 𝑛  隻蜜蜂，在[6]虧格數 ℊ = 0  的線段路徑 𝒞  上進行往返運動，其中 𝒞: (𝑥, 𝑦, 𝑧) =

(𝒳(𝑢),𝒴(𝑢), 𝒵(𝑢))，並定義 𝒞 之兩端點為 𝑒𝑖、𝑒𝑓，其中 WLOG 令 𝑒𝑖 = (0,0,0) 為路徑起點，

且 𝑒𝑓 = (𝑥𝑓 , 𝑦𝑓 , 𝑧𝑓)  為路徑終點，並將位置向量分別定義為由 𝑒𝑖  為起點之向量 𝑟1⃑⃑⃑  (𝑡) 、𝑟2⃑⃑  ⃑(𝑡) 、

𝑟3⃑⃑  ⃑(𝑡) 、… 、 𝑟𝑛⃑⃑  ⃑(𝑡) ，則我們能夠以參數化表示蜜蜂之位置向量式為  𝑟𝑛(𝑡)⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 𝒞(𝑓𝑛𝑡) =

𝒳(𝑓𝑛𝑡)  𝑖̂ + 𝒴(𝑓𝑛𝑡)  𝑗̂ + 𝒵(𝑓𝑛𝑡)  𝑘̂。
[7]其中曲線 𝒞 之線段長度計算如下： 

𝑠(𝒞) = | ∫ √(
𝑑𝒳(𝑢)

𝑑𝑢
)
2

+ (
𝑑𝒴(𝑢)

𝑑𝑢
)
2

+ (
𝑑𝒵(𝑢)

𝑑𝑢
)
2

𝑑𝑢

𝑒𝑓=(𝑥𝑓,𝑦𝑓,𝑧𝑓)

𝑒𝑖=(0,0,0)

| 

接著我們歸一化 𝑠(𝒞) 為一單位長之路徑，將蜜蜂運動路徑長以百分制表示，來回一趟
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為 200%，兩趟則為 400%，依此類推。則蜜蜂之 運動路徑行徑百分」可表示為 𝑝𝑛(𝑡) =

𝑣𝑛𝑡

|∫ √(
𝑑𝒳(𝑢)

𝑑𝑢
)
2
+(

𝑑𝒴(𝑢)

𝑑𝑢
)
2
+(

𝑑𝒵(𝑢)

𝑑𝑢
)
2
𝑑𝑢

𝑒𝑓
𝑒𝑖

|

。 

接著我們知道，蜜蜂每經過 200% 之移動路徑後，位移值與運動規律就會重置。而對於

 𝑛 隻蜜蜂所組成的系統而言，我們假設 𝜏𝐴 為此 𝑛 隻蜜蜂往返運動系統之循環週期，則系統

狀態 𝑆(𝑡 + 𝜏𝐴) = 𝑆(𝑡)，即所有蜜蜂會回歸到 𝜏𝐴 時刻前相同的運動狀態。因此我們使用高斯

地板函數與定義 位置百分座標值  𝑑𝑛
′ (𝑡)」來以數學式描述此運動過程。其中  𝑑𝑛

′ (𝑡) =

|∫ √(
𝑑𝒳(𝑢)

𝑑𝑢
)
2
+(

𝑑𝒴(𝑢)

𝑑𝑢
)
2
+(

𝑑𝒵(𝑢)

𝑑𝑢
)
2
𝑑𝑢

𝑟𝑛(
𝑢
𝑓𝑛

)
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑

𝑒𝑖
|

𝑠(𝒞)
= (−1)

[𝑝𝑛(𝑡)−2[
𝑝𝑛(𝑡)

2
]]

× (𝑝𝑛(𝑡) − 2 [
𝑝𝑛(𝑡)

2
]) + 2 (𝑝𝑛(𝑡) −

2 [
𝑝𝑛(𝑡)

2
]) ∈ [0, 100%]。 

其中我們定義 殘餘百分值」 ℓ𝑛(𝑡) = 𝑝𝑛(𝑡) − 2 [
𝑝𝑛(𝑡)

2
] ∈ [0,200%)，表示當蜜蜂在 𝑡 時

刻內未能完成的最後一趟往返運動中已完成的運動路徑行經百分值。則上式可改寫為

 𝑑𝑛
′ (𝑡) = 2[ℓ𝑛(𝑡)] + ℓ𝑛(𝑡) × (−1)[ℓ𝑛(𝑡)]，並且 𝑑𝑛(𝑡) = 𝐷 × 𝑑𝑛

′ (𝑡)。如此一來原題即可等價為

尋找該 𝑛 隻蜜蜂所對應的 𝑡、𝑑𝑛(𝑡) 相同時之解，亦即找出某些時刻  𝑡𝑒 使滿足 ∀ 𝑖, 𝑗 ∈ ℕ ∩

[1, 𝑛]  𝑠. 𝑡.  𝑑𝑖(𝑡𝑒) = 𝑑𝑗(𝑡𝑒)。並且得出以下推導： 

𝑑𝑖(𝑡𝑒) = 𝐷 (2[ℓ𝑖(𝑡𝑒)] + ℓ𝑖(𝑡𝑒) × (−1)[ℓ𝑖(𝑡𝑒)]) = 𝐷 (2[ℓ𝑗(𝑡𝑒)] + ℓ𝑗(𝑡𝑒) × (−1)[ℓ𝑗(𝑡𝑒)]) = 𝑑𝑗(𝑡𝑒) 

⇒ 2([ℓ𝑖(𝑡𝑒)] − [ℓ𝑗(𝑡𝑒)]) = (ℓ𝑗(𝑡𝑒) × (−1)[ℓ𝑗(𝑡𝑒)]) − (ℓ𝑖(𝑡𝑒) × (−1)[ℓ𝑖(𝑡𝑒)]) 

⇒ {
ℓ𝑖(𝑡𝑒) − ℓ𝑗(𝑡𝑒) = 2([ℓ𝑖(𝑡𝑒)] − [ℓ𝑗(𝑡𝑒)])

𝑜𝑟
ℓ𝑖(𝑡𝑒) + ℓ𝑗(𝑡𝑒) = 2([ℓ𝑖(𝑡𝑒)] + [ℓ𝑗(𝑡𝑒)])

, ∀ 𝑖, 𝑗 ∈ ℕ ∩ [1, 𝑛] 

最後將該聯立解代入題目給定之 𝑛 隻蜜蜂速率條件 {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, … , 𝑣𝑛} 以及路徑長度 𝐷，

即可推得相遇時間 𝑡𝑒 與位置 𝑑𝑛(𝑡𝑒) 為列。 
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三、傅立葉級數三角波聯立解 

根據蜜蜂運動狀態之位置與時間關係圖之呈現（𝑑 ∈ [0, 𝐷]  之等速率端點返返運動），我

們可知該圖形為一種斜率為 ±𝑣𝑛 之三角波，藉此我們引入 Fourier series 來使得每隻蜜蜂的運

動軌跡函數可以連續的形式呈現，避免三角波在結果一中大量分段討論之形形。 

[8]首先我們考慮一般三角波圖形，設其振幅值為 1 ，週期為 2𝐿 ，並且為一奇函數。藉此

可推得下述聯立條件： 

{
 
 

 
 

𝑎0 = 0                                                                                                                                                                     
𝑎𝑛 = 0                                                                                                                                                                     

𝑏𝑛 =
2

𝐿
(∫

2𝑥

𝐿
sin (

𝑛𝜋𝑥

𝐿
)𝑑𝑥

𝐿
2

0

+ ∫ (1 −
2

𝐿
(𝑥 −

𝐿

2
)) sin (

𝑛𝜋𝑥

𝐿
)𝑑𝑥

𝐿

𝐿
2

 ) =
32

𝑛2𝜋2
cos (

𝑛𝜋

4
) sin3 (

𝑛𝜋

4
)
 

⇒ {
𝑏𝑛 =

8

𝑛2𝜋2
× (−1)

𝑛−1
2 ,   𝑓𝑜𝑟 𝑛 ∈ 𝑜𝑑𝑑

𝑏𝑛 = 0                            ,   𝑓𝑜𝑟 𝑛 ∈ 𝑒𝑣𝑒𝑛
 

⇒ 𝑓(𝑥) =
8

𝜋2
∑

(−1)𝑘

(2𝑘 + 1)2
sin (

(2𝑘 + 1)𝜋𝑥

𝐿
)

∞

𝑘=0

 

藉此我們將此結果調換變數成 𝑥 − 𝑡 圖所用，並將函數向上調整 1 單位，函數絕對值調

整為 
1

2
 倍，相位角向前調整 90° 得出以下符合此研究之蜜蜂運動過程之三角波函數： 

𝑑𝑛
′ (𝑡) =

1

2
+

4

𝜋2
∑

(−1)𝑘

(2𝑘 + 1)2
sin(

(2𝑘 + 1)𝜋 (𝑡 −
𝑇𝑛

4 )

𝑇𝑛/2
)

∞

𝑘=0

 

又因 𝑇𝑛 =
2𝐷

𝑉𝑛
=

1

𝑓𝑛
 ，結合路徑長度 𝐷 之條件與上式做統整，我們改寫為下述表示式： 
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⇒

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝑑𝑛(𝑡) =

𝐷

2
+

4𝐷

𝜋2
∑

(−1)𝑘

(2𝑘 + 1)2
sin ((𝑘 +

1

2
)𝜋 (

2𝑉𝑛𝑡

𝐷
− 1))

∞

𝑘=0

𝑑𝑛(𝑡) =
𝐷

2
+

4𝐷

𝜋2
∑

(−1)𝑘

(2𝑘 + 1)2
sin ((𝑘 +

1

2
) 𝜋(4𝑓𝑛𝑡 − 1))

∞

𝑘=0

𝑑𝑛(𝑡) =
𝐷

2
+

4𝐷

𝜋2
∑

(−1)𝑘

(2𝑘 + 1)2
sin ((𝑘 +

1

2
)𝜋 (

4𝑡

𝑇𝑛
− 1))

∞

𝑘=0

 

同樣，我們的目標即是找出在哪些時刻  𝑡𝑒  與 位移值能夠滿足  ∀ 𝑖, 𝑗 ∈ ℕ ∩

[1, 𝑛]  𝑠. 𝑡.  𝑑𝑖(𝑡𝑒) = 𝑑𝑗(𝑡𝑒) 。此處，我們利用蜜蜂位移值與正弦函數相位角能夠一一對應的特

性（[9]對射映成函數），如 𝑓𝑛𝑡 = 𝑘𝑛(𝑡) +
𝜙𝑛(𝑡)

2𝜋
 （𝑘𝑛(𝑡) 為滿足該式之最大整數，解析解不會用

到故先在此忽略）等表示式，將問題等價為： 

𝜙𝑖 = 𝜙𝑗  , ∀ 𝑖, 𝑗 ∈ ℕ ∩ [1, 𝑛] 

⇒ 𝑑𝑖(𝑡𝑒) = 𝑑𝑗(𝑡𝑒) 

⇒ 𝑑𝑖 (
𝑘𝑖(𝑡𝑒) +

𝜙𝑖(𝑡𝑒)
2𝜋

𝑓𝑖
) = 𝑑𝑗 (

𝑘𝑗(𝑡𝑒) +
𝜙𝑗(𝑡𝑒)

2𝜋
𝑓𝑗

) 

⇒

{
 
 

 
 
𝜙𝑖(𝑡𝑒)

2𝜋
+

𝜙𝑗(𝑡𝑒)

2𝜋
= 1

𝑜𝑟
𝜙𝑖(𝑡𝑒)

2𝜋
−

𝜙𝑗(𝑡𝑒)

2𝜋
= 0

 

⇒ {
𝑡𝑒(𝑓𝑖 − 𝑓𝑗) = 𝑚(𝑡𝑒)

𝑜𝑟
𝑡𝑒(𝑓𝑖 + 𝑓𝑗) = 𝑚(𝑡𝑒)

  ,     (𝑚(𝑡𝑒) ∈ ℤ+) 

最後將該聯立解代入題目給定之 𝑛 隻蜜蜂速率條件 {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, … , 𝑣𝑛} 以及路徑長度 𝐷，

即可推得相遇時間 𝑡𝑒 與位置 𝑑(𝑡𝑒) 為列。 
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四、數系的封閉性與頻率的約化處理 

自先前在研究結果中的討論，我們其實不難發現影響蜜蜂是否同時交會的條件皆為 

 𝑑𝑛
′ (𝑡) ，尤其移動路徑總長度 𝐷  僅為解方程中的比例常數，也就是說該問題之變數將可減化

至 {𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, … , 𝑓𝑛} 。故先將條件轉換為 𝑓𝑛 （𝑣𝑛 = 2𝐷𝑓𝑛 ）再來處理，將能夠更直覺且快速地

解決問題。 

接著我們討論 𝑓𝑛  所處數系的性質，首先已知 𝜏{1,2,3,…,𝑛} =
𝑘1

𝑓1
=

𝑘2

𝑓2
=

𝑘3

𝑓3
= ⋯ =

𝑘𝑛

𝑓𝑛
 （ ∀ 𝑖 ∈

ℕ ∩ [1, 𝑛], 𝑘𝑖 ∈ ℤ+, 𝑓𝑛 ∈ ℝ+ ），由於數系封閉性之性質，且  𝑘𝑖   皆為整數，則所有的  𝑓𝑖  、

𝜏{1,2,3,…,𝑛} 需同時皆為理理數，且為如 𝜋 、√3 、𝑒2 ……  之同類方根，才能使得該式成立。但若

今天所有的 𝑓𝑖   皆某某同類方根 𝜉 （𝜉 > 0 ），則可將該系統之運動模式等價為 𝑓𝑖′  皆為有理數

之運動模式加快 𝜉  倍進行，其中有理數部分由前者各項 𝑓𝑖   之係數而定，如 𝑓𝑖 =
8

5
𝜉 ，則 𝑓𝑖

′ =

8

5
 ，依此類推。接著將其代回結果一至結果三中的各式解法，皆可得出若 𝑓𝑖

′  系統之解依為為

 (𝑑′(1), 𝑡(1)), (𝑑′(2), 𝑡(2)), (𝑑′(3), 𝑡(3)), … , (𝑑′(𝑝), 𝑡(𝑝)) ，可推得  𝑓𝑖   系統之解依為為  (𝑑′(1),
𝑡(1)

𝜉
) ,

(𝑑′(2),
𝑡(2)

𝜉
) , (𝑑′(3),

𝑡(3)

𝜉
) , … , (𝑑′(𝑝),

𝑡(𝑝)

𝜉
)。 

再進一步限縮條件，我們也可將全某有理數之 𝑓𝑖
′  系統，視為全某整數之 𝑓𝑖

′′  系統進行倍

速處理。同樣代回前述結果聯立式做檢驗，我們令某個能透過一次相乘來將 𝑓𝑖
′  中全數頻率

通分為整數之最小常數定為  𝜌 （ 𝜌 > 0 ），則若  𝑓𝑖
′  系 統之解依為為  (𝑑′(1), 𝑡(1)),

(𝑑′(2), 𝑡(2)), (𝑑′(3), 𝑡(3)), … , (𝑑′(𝑝), 𝑡(𝑝)) ， 可 推 得  𝑓𝑖
′′  系 統 之 解 依 為 為  (𝑑′(1),

𝑡(1)

𝜌
) ,

(𝑑′(2),
𝑡(2)

𝜌
) , (𝑑′(3),

𝑡(3)

𝜌
) , … , (𝑑′(𝑝),

𝑡(𝑝)

𝜌
)。 

根據上述的論證過程，我們得出只需提供初始條件 {𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, … , 𝑓𝑛} ，即可推導出該系統

之運動型態，再配合常數 𝐷、加倍係數 𝜁 = 𝜌𝜉 即可處理所有可行解。 
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伍、討論 

在這次的研究之中我們成功利用三種方式解決蜜蜂相遇之時間與位置間的關係為列聯立

解之關係函式，包含用於分段判別蜜蜂運動方程之通用函式、高斯函數解、傅立葉三角波型

解。同時論證與導出該題目可行解之數域，以及變數與聯立解間的約化處理過程。 

在此份研究目前的規劃中，由於目前僅討論完全影響之交會形形的緣故，使得我們仍需

進一步討論該現象用於訊號間的影響程度之連續關係，藉此才得以解決動機中的疑問。同時

我們也將持續尋找是否能夠以更高維度之觀點，如循環數、環狀排列等規則來更加減化聯立

組的應用與複雜性。 

此外，以目前著手嘗試的方向中大略已知，若三隻以上蜜蜂之初始條件 {𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, … , 𝑓𝑛} 

處於非同類方根時，後續訊號間的影響程度能透過調整參數，從而呈現出類似於物理中常見

的幾種混沌型態，這是一項值得未來延伸討論的進階研究方向。 
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陸、結論 

一、解決期刊問題 

（一）Question 01：當速率比為 1 ∶ 2 ∶ 4  時，三隻蜜蜂相遇位置（與 𝑒𝑖  點之距離）和時間關

係 (𝑑, 𝑡) 依為為 (
2𝐷

3
,
4𝑟

3
+ 4𝑘𝑟)、(

2𝐷

3
,
8𝑟

3
+ 4𝑘𝑟)、(0,4𝑟 + 4𝑘𝑟)，其中 𝑘 ∈ ℤ+。 

（二）Question 02：當速率比為 1 ∶ 3 ∶ 9  時，三隻蜜蜂相遇位置（與 𝑒𝑖  點之距離）和時間關

係 (𝑑, 𝑡)  依為為  (
𝐷

2
,
9𝑝

4
+ 9𝑝𝑘) 、(𝐷,

9𝑝

2
+ 9𝑝𝑘) 、(

𝐷

2
,
27𝑝

4
+ 9𝑝𝑘) 、(0,9𝑝 + 9𝑝𝑘) ，其中

 𝑘 ∈ ℤ+。 

（三）Question 03：當速率比為 1 ∶ 3/2 ∶ 9/4  時，三隻蜜蜂相遇位置（與 𝑒𝑖  點之距離）和時

間關係  (𝑑, 𝑡)  依 為 為  (
2𝐷

5
,
36𝑞

5
+ 36𝑞𝑘) 、 (

4𝐷

5
,
72𝑞

5
+ 36𝑞𝑘) 、 (

4𝐷

5
,
108𝑞

5
+ 36𝑞𝑘) 、

(
2𝐷

5
,
144𝑞

5
+ 36𝑞𝑘)、(0,36𝑞 + 36𝑞𝑘) 五組。 

（四）用於分段判別蜜蜂運動方程之通用函式：  ∀ 𝑡 ∈ (
𝑎

𝓉𝑛(𝜏𝐴)
𝜏𝐴,

𝑎+1

𝓉𝑛(𝜏𝐴)
𝜏𝐴] ⇒ 𝑑𝑛(𝑡) =

(−1)𝑎 (𝑣𝑛𝑡 − 2𝐷 [
𝑎+1

2
]) , (𝑎 ∈ ℤ+)。 

二、高斯函數聯立解 

（一） 運動路徑行徑百分 𝑝𝑛(𝑡)」=
𝑣𝑛𝑡

|∫ √(
𝑑𝒳(𝑢)

𝑑𝑢
)
2
+(

𝑑𝒴(𝑢)

𝑑𝑢
)
2
+(

𝑑𝒵(𝑢)

𝑑𝑢
)
2
𝑑𝑢

𝑒𝑓
𝑒𝑖

|

。 

（二） 殘餘百分值 ℓ𝑛(𝑡)」：ℓ𝑛(𝑡) = 𝑝𝑛(𝑡) − 2 [
𝑝𝑛(𝑡)

2
] ∈ [0,200%)。 

（三） 位置百分座標值 𝑑𝑛
′ (𝑡)」=

|∫ √(
𝑑𝒳(𝑢)

𝑑𝑢
)
2
+(

𝑑𝒴(𝑢)

𝑑𝑢
)
2
+(

𝑑𝒵(𝑢)

𝑑𝑢
)
2
𝑑𝑢

𝑟𝑛(
𝑢
𝑓𝑛

)
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑

𝑒𝑖
|

𝑠(𝒞)
=

𝑑𝑛(𝑡)

𝐷
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= ((−1)
[𝑝𝑛(𝑡)−2[

𝑝𝑛(𝑡)
2

]]
× (𝑝𝑛(𝑡) − 2 [

𝑝𝑛(𝑡)

2
]) + 2(𝑝𝑛(𝑡) − 2 [

𝑝𝑛(𝑡)

2
])) 

=  2[ℓ𝑛(𝑡)] + ℓ𝑛(𝑡) × (−1)[ℓ𝑛(𝑡)] ∈ [0, 100%]。 

（四）聯立方程組之解型式：{
ℓ𝑖(𝑡𝑒) − ℓ𝑗(𝑡𝑒) = 2([ℓ𝑖(𝑡𝑒)] − [ℓ𝑗(𝑡𝑒)])

𝑜𝑟
ℓ𝑖(𝑡𝑒) + ℓ𝑗(𝑡𝑒) = 2([ℓ𝑖(𝑡𝑒)] + [ℓ𝑗(𝑡𝑒)])

, ∀ 𝑖, 𝑗 ∈ ℕ ∩ [1, 𝑛]。 

三、傅立葉級數三角波聯立解 

（一） 位置座標值 𝑑𝑛(𝑡)」 =

{
 
 

 
 𝑑𝑛(𝑡) =

𝐷

2
+

4𝐷

𝜋2
∑

(−1)𝑘

(2𝑘+1)2
sin ((𝑘 +

1

2
)𝜋 (

2𝑉𝑛𝑡

𝐷
− 1))∞

𝑘=0

𝑑𝑛(𝑡) =
𝐷

2
+

4𝐷

𝜋2
∑

(−1)𝑘

(2𝑘+1)2
sin ((𝑘 +

1

2
) 𝜋(4𝑓𝑛𝑡 − 1))∞

𝑘=0

𝑑𝑛(𝑡) =
𝐷

2
+

4𝐷

𝜋2
∑

(−1)𝑘

(2𝑘+1)2
sin ((𝑘 +

1

2
) 𝜋 (

4𝑡

𝑇𝑛
− 1))∞

𝑘=0

。 

（二）聯立方程組之解型式：{
𝑡𝑒(𝑓𝑖 − 𝑓𝑗) = 𝑚(𝑡𝑒)

𝑜𝑟
𝑡𝑒(𝑓𝑖 + 𝑓𝑗) = 𝑚(𝑡𝑒)

  ,     (𝑚(𝑡𝑒) ∈ ℤ+)。 

四、數系的封閉性與頻率的約化處理 

對於所有可行解問題，即 {𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, … , 𝑓𝑛}  僅能皆某同類方根（含有理數），此時我們得

以約化解題複雜度，將同類方根系條件 {𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, … , 𝑓𝑛}  約化為整數系條件 {𝑓1
′′, 𝑓2

′′, 𝑓3
′′, … 𝑓𝑛

′′} 

配合常數 𝐷、加倍係數 𝜁 = 𝜌𝜉 即可處理所有應用條件。 
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【評語】010021  

本作品探討 n 隻蜜蜂以不同速度等速在蜂巢和花之間直線飛

行，問 n 隻蜜蜂何時會恰好同時在同一點。對此，作者對於幾個特

定的蜜蜂飛行速度比，以直接求解聯立方程式的方法得到解答。由

於蜜蜂相遇時，每隻蜜蜂可能在去程或返程，因此作者分成許多小

區間去討論，並創造一些簡便符號，讓解較為清晰。作者又將直線

飛行沿空間曲線飛行，但似乎沒有辦法確定問題的基本設定, 比如

是沿著同一個曲線還是不同曲線等等問題設定都無法講清楚，導致

計算出來的結果難以解釋。又將蜜蜂的運動方程式以三角波的傅立

葉級數做展開，嘗試對解給出另外一種詮釋。同樣的這是處理直線

還是曲線還是空間上的問題也說明不清，並且用傅立葉級數定義過

程的描述則不夠清楚。整體而言雖然動機的問題相當有趣，但是作

品開展中處理的問題未能解釋清楚, 是不足的地方。 
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