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教授、老師及同學大家好！我是黃偲安，就讀永春高中數理資優班二年級，

數學是我從小到大最感興趣的科目，時常能在學習數學的過程中感到快樂，我也

會時常參加數學類的檢定及比賽，增進自己的數學實力。高中是我第一次接觸數

學科展，在指導老師的教導下，讓我認識數學分成了許多不同領域，其中我對於

組合這塊領域是最感興趣的。因此在看國際科展歷屆作品時，我選擇閱讀「乾坤

大挪移」進而發現一些值得研究的部分，延伸成自己的研究。我也在做研究的過

程中得到愉悅感，時常發現到某定理並證明出來而成就感滿滿。自己時常留校研

究到天黑，加上指導老師的用心指導，讓我這次有機會參加2024國際科展，是對

我研究最大的鼓勵，我會好好把握這次機會，讓更多人了解我的研究。 
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摘要 

本研究主要探討，有 n 位教授要在一個圓桌上舉行會議，其中每位教授都有自

己的編號 (1 ~ n 號)，同時圓桌的 n 個位置上也有各自的名牌編號 (1 ~ n 號) 以順時

針擺放置圓桌上與教授們的編號對應。其中第一個進來的 1 號教授坐到了圓桌上 k 

號位，此後的教授們亂序一個一個進入，若發現與自己編號相同的位置是空的，就直

接入座；若與自己編號相同的位置被占走了，就以逆時針方向尋找空位，直到有空入

座。在這樣的遊戲規則下，本研究探討了，有 n 位教授，且 1 號教授坐到 k 號

位，如何給定一組教授入場的順序，就能即刻的找出對應的坐法，以及計算坐錯人數

的期望值和坐錯人數次數分佈表等等，後續再將遊戲規則改為，1 號教授不限定為第

一個入場的人，同樣的探討上述問題。 

Abstract 

This research primarily investigates a scenario in which there are n professors 

convening a meeting at a round table. Each professor has their own number (ranging from 1 

to n), and simultaneously, there are nameplates with corresponding numbers (1 to n) placed 

in a clockwise manner on the n positions around the table to correspond with the 

professors's numbers. The first professor to enter, Professor 1, sits at seat number k on the 

round table. Subsequently, the other professors enter in a random order. If they find an 

unoccupied seat with a matching number to their own, they sit down directly. If a seat with 

their number is already taken, they search counterclockwise for an unoccupied seat until 

they find one to sit in. Under these game rules, this study explores how to determine the 

order in which a group of professors enter when there are n professors, and Professor 1 

takes seat number k on the round table. This investigation seeks to find an immediate 

corresponding seating arrangement, calculate the expected number of misseated professors, 

and create a distribution table for the frequency of misseated professors. Furthermore, the 

study extends its examination to scenarios where Professor 1 is not restricted to being the 

first to enter. The same issues mentioned above are explored in this modified context. 
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壹、 前言 

 

一、研究動機 

 

    2018 年國際科展三等獎作品「乾坤大挪移」的原始題目為：有 12 位

教授要在一個圓桌上舉行會議，其中每位教授都有自己的編號 (1~12 號)，

圓桌的 12 個位置也有各自對應的名牌 (即位置編號 1~12 號) 以順時針擺

放在圓桌上，每一位教授的編號與每一個位置編號若一一對應代表教授坐

到了正確的位置。該研究之初 1 號教授坐錯位置坐到了 2 號位，之後的

教授們逐一亂序進入會場找位置入座。若發現與自己編號相同的位置是空

的就直接入座；若與自己編號相同的位置已被占走了，就以順時針方向尋

找空位，直到有空位才入座。這剩下的十一位教授分別進入時有很多種不

同的入座順序，而又有多少種不同的坐法？ 

 

    原作者解決了上述的問題，並將教授人數推廣至 n 位時的坐法循環總

數之通解，(例如：坐法循環 (1 , 3 , 4) 是指 1 號教授坐到 3 號位；3 號

教授坐到 4 號位；4 號教授坐到 1 號位)。另外還解決了以下三點： 

 

(一) 直接從入座順序得出坐法循環的方法。 

(二) 得出坐法循環方法數。意即同一個坐法循環有多少種不同的入座順序與

之對應。 

(三) 計算出坐錯位置人數的期望值。 

 

    原規則為名牌 (即位置編號) 以順時針擺放，若與自己編號相同的位置

被占走時，就以順時針方向尋找最近的空位入坐。本研究之初先從名牌 (位

置編號) 依然是順時針擺放，但若自己的位置被占了，就以逆時針尋找空

位，看看找尋空位的方向從順時針變為逆時針方向後，其結果會與原作者的

研究結果有什麼不同，並著重於討論坐錯人數的次數分佈。後續再將 1 號

教授改為不限定是第一個入場的人，再次探討相關結論。 
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二、研究目的 

 

(一) 若共有 n 位教授，且 1 號教授坐到 k 號位，1 號教授為第一個入場

的前提下，探討如何從入座順序找出坐法循環、坐法循環的總數、坐法

循環方法數、坐錯人數的次數分佈、期望值和標準差。 

(二) 若共有 n 位教授，且 1 號教授想坐到 k 號位，1 號教授不限定為第

一個入場的前提下，探討如何從入座順序找出坐法循環、坐法循環的總

數、和坐錯人數的次數分佈。 

 

貳、研究方法或過程 

 

一、 名詞解釋 

 

(一) 假設 n 人的圓桌問題，教授入座的順序 
nn

aaaa    ......   
121
、、、、

  
稱為入座

順序，記載方式：
nn

aaaa  ......
121



。 

(二) 假設 n 人的圓桌問題，坐錯位置的教授有 m 人 ( nm  )，其中 1
b  號

教授坐到 2
b  號位，.......， 1m

b
 
號教授坐到 

m
b  

號位，
m

b  號教授坐 1 

號位稱為坐法循環，記載方式： ) ,  ,......,  , (
121 mmn

bbbb


，其中 )  (
n  代表

沒人坐錯位置。 

(三) 假設 n 人的圓桌問題，有幾種的入座順序能造成相同的坐法循環，稱

為坐法循環方法數，記載方式： ) ,  ,......,  , (
121 mmn

bbbb


＃ 。 

(四) 假設 n 人的圓桌問題，且 1 號教授坐到 k 號位，設隨機變數 X 表坐

錯位置的人數，且 )(XE
k  為坐錯位置人數的期望值。 

(五) 假設 n 人的圓桌問題，且 1 號教授坐到 k 號位，記 xk
a

 ,  為 x 人坐

錯的方法數。 

 

    假設今天有五位教授要開會，且 1 號教授坐到 2 號位，入座順序 

35241   根據遊戲規則 1 號教授會坐到 2 號位；4 號教授進來時，

因為自己的位置是空的，所以坐 4 號位；2 號教授進來時，因為自己的座
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位被 1 號教授所坐，所以以逆時針方向

到 1 號位入座；最後入場的 5 號教授和 

3 號教授同樣依照逆時針分向尋找空位十

會與 4 號教授相同，因為自己的位置是

空的，因此都會坐到自己的位置，即分別

坐到 5 號位以及 3 號位。因此，入座順

序 35241   中，僅有 1 號教授坐

到 2 號位，以及 2 號教授坐到 1 號

位，其餘三位教授均坐在自己對應的位

置，其坐法循環為 )2 , 1(
5

。然而，上述的入座順序僅是造成這樣的坐法循環

的其中一種方法，事實上，會造成坐法循環為 )2 , 1(
5

 的入座順序一共有 24 

種方法，即坐法循環方法數 24)2 , 1(
5

＃ 。(待公式出來就可計算得知) 

 

二、 研究過程 

 

(一) 如何從入座順序，找出坐法循環。 

 

    假設一個 n 人的圓桌問題且 1 號教授坐到 k 號位，1 號教授為第

一個入場的前提下。 

 

1. 2k ： 

    當 2n  時，入座順序 21  將導致 1 號教授坐到 2 號位，

且 2 號教授坐到 1 號位，坐法循環為 )2 , 1(
2

。當 3n  時，無論

入座順序為 321   或 231  ，顯然坐法循環皆為 )2 , 1(
3

。當 

4n  時，無論入座順序為 4321   或 3421   或 …… (共 

6 種不同的入座順序)，顯然坐法循環皆為 )2 , 1(
4

。從上述討論可以

發現，無論 n 的大小如何改變，只要指定了 2k ，代表 1 號教

授坐到 2 號位，後續在 2 號進場時由於自己的位置被坐，在逆時

針方向找尋空位時，必定使得 2 號教授坐到 1 號位，且其餘編號

的教授無論何時進場，都必會坐到自己對應編號的位置。意即只要

圖 (一) 入座順序  

 對應的座位 
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給定 k 之值，無論 n 的大小為何，都不會產生新的坐法循環。 

【定理一】：n 人的圓桌問題，1 號教授為第一個入場且坐到 k 號位， 

1k ， kn  ，不會因為人數增加 ( n 的數值變大)，就產生新的坐法循

環。 

證明：因為名牌是以順時針擺放在圓桌上，而 k 號教授進場時，會由 k 

號位以逆時針尋找位置，因此編號比 k 大的教授，不會加入坐法循環，

因此不會因為 n 的數值變大，就產生更多的坐法循環。 

 

下方表 (一) 與表 (二) 為列舉 kn   的情況。 

 

2. 3 , 3  kn  

 

 

 

 

 

 

3. 4 , 4  kn  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    列到表 (二) 時，發現坐法循環必為 )...... ,, 1(  k 
n

 的形式，其中在 

k 之後的編號皆比 k 小。坐法循環 3) , 4 , 1(
4  對應的兩種入座順序分別

入座順序 321   
入座順序 231   

坐法循環 )3 , 1(
3  坐法循環 )2 , 3 , 1(

3  

方法數 1)3 , 1(
3

＃  方法數 1)2 , 3 , 1(
3

＃  

入座順序 
4321  、 

4231   

入座順序 
3421  、 

3241   

坐法循環 )4 , 1(
4

 坐法循環 )3 , 4 , 1(
4  

方法數 2)4 , 1(
4

＃  方法數 2)3 , 4 , 1(
4

＃  

入座順序 2431   入座順序 2341   

坐法循環 )2 , 4 , 1(
4  坐法循環 )2 , 3 , 4 , 1(

4  

方法數 1)2 , 4 , 1(
4

＃  方法數 1)2 , 3 , 4 , 1(
4

＃  

表 (一)   

 

表 (二)   
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為 3421  、 3241  。 3421   這組入座順序 4 的後方只有 

3 ，所以不難想像坐法循環為 3) , 4 , 1(
4 ； 3241   這組入座順序 4 

的後方依序為 2 和 3 ，4 號教授並非坐到緊接在他入場順序後的 2 號

教授對應的位置，而是坐到了 3 號位。原因可能是因為編號 3 號比 2 

號大。本研究猜測：1 號教授會坐到 k 號位，k 號教授會坐到入座順序

中在他之後入場編號比他小的最大數，後續以此類推，直到在入座順序

中找不到這樣的數。 

 

【定理二】：給定 1 個 n 人的圓桌問題，且 1 號教授第一個入場坐到 

k 號位 (即 1
1
b )，坐法循環為 ) ,  , ...... ,  , 1(

12 mmn
bbb


，其中 kb 

2 ，

1i
b  為在入座順序中在 

i
b  之後且比 

i
b  小的最大數，反覆操作直到找

不到這樣的 
1i

b  為止，其中 2i 。 

 

上述定理說明如下：當 

7 , 7  kn ， 4253761   

這組入座順序的坐法循環找法為：根

據【定理二】可知 kb 
2 ，所以 

7
2
b ，而 3

b  為在 2
b  之後且比 2

b  

小的最大數，所以 5
3
b ，最後 4

b  

為在 3
b  之後且比 3

b  小的最大數，

所以 4
4
b ，因此入座順序 

4253761   對應的坐法循環

為 )4 , 5 , 7 , 1(
7 。 

 

證明：1 號教授進來時坐到了 k 號教授的位置，即 1
1
b 。這時在場只

有 k 號教授的位置被坐，所以在 k 號教授入座之前，其餘編號的教授

們皆能坐到自己的位置。當 k 號教授入場時，會因為自己的座位被坐了 

( k 號教授坐錯位置，必進入坐法循環中，即 kb 
2 )，以逆時針方向找

尋新位置，尋找的過程中，因為名牌是以順時針方向擺放，所以 k 號教

授位置的逆時針方向之座位編號皆比 k 小且由大到小排列。因為 k 號

圖 (二) 入座順序 

 對應的座位 
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教授由逆時針方向找離自己座位編號最近的座位入坐，扣除在 k 號教授

之前入座的人 (這些人都已坐到自己的座位)，要坐到剩餘座位編號中的

最大號位，故此座位編號 3
b  即為在 k 之後比 k 小的最大數， 3

b  號教

授入座時也要尋找比它小的最大數 4
b ，後續以此類推，直到找不到這

樣的數為止。 

 

(二) 探討坐法循環的總數。 

 

解決如何直接從入座順序找出坐法循環後，本研究猜想 1 號教授坐

到 1k  號位與 1 號教授坐到 k 號位的坐法循環總數有著固定的關

係。 

           觀察： 

           2k  

  

 

           3k  

 

 

 

 

           4k
 

 

 

 

       5k  

 

 

 

 

 

圖 (三)  

 

圖 (四)  

圖 (五)  

 

圖 (六)  
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由圖 (三) 至圖 (六) 的觀察可以發現 1 號教授坐到 k 號位的坐法

循環總數會是 1 號教授坐到 1k  號位的坐法循環總數的 2 倍。假設 

k
c  表 1 號教授坐到 k 號位，其坐法循環的總數。將上述觀察利用一 

階遞迴式表示為 









3 , 2

1

1

2

kcc

c

kk

。至於造成此遞迴式成立的原因，以

下透過 4k  和 5k  進行說明。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

可以發現在 4
c  示意圖中的藍色框線結構與 5

c  示意圖中的紅色框

線結構是相同的。藍色框線部分是 )...... ,4, 1(   
n  開頭的坐法循環，所以

後面只能接比 4 小的數字 3 和 2，坐法循環共計是 4 種。紅色框線部

分是 )...... ,5, 1(   
n

 開頭的坐法循環，5 後面接比 5 小的數字 3 和 2，

所以藍、紅色框線結構相同。 

 

類似地，綠色框線之結構也與藍色框線之結構相同。因為綠色框線

的結構是以 )...... , 4 ,5, 1(   
n

 開頭的坐法循環，後面只能接比 4 小的數

字 3 和 2。因此其結構與藍色框線之結構相同。所以 k
c  會是 1k

c  的 

2 倍 (1 號教授坐到 k 號位的坐法循環總數會是坐到 1 k  號位的坐法

圖 (七)  示意圖 

 

圖 (八)  示意圖 
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循環總數的 2 倍)，又因為 1
2
c ，因此可將 1 號教授坐到 k 號位的

坐法循環總數 k
c  視為以 1 為首項，2 為公比的等比數列，即 

211

2
22   kk

k
cc 。 

 

【定理三】：給定 1 個 n 人的圓桌問題，且 1 號教授為第一個入場坐

到 k 號位，其坐法循環總數為 
22 k 。 

證明：考慮 )...... ,, 1(  k 
n

 開頭的坐法循環，在 k 的後方有 

2 , 3 , 4 , ...... , 2 , 1  kk  共 2k  個數字可能加入坐法循環中，而這 

2k  個數字每一個都有加入或不加入坐法循環兩種選擇，在確定了加

入坐法循環的數字後，再由大到小的順序擺放，意即排列順序已確定，

因此坐法循環總數為 
22 k 。 

 

(三) 計算坐法循環方法數。 

1. 對於坐法循環方法數公式，本研究先以坐錯人數最少的坐法循環進

行計算，如 2) , 1(
n  和 2 , ) , 1( kk

n 。 

 

    首先 2) , 1(
n  代表的是 1 號教授坐到 2 號位，2 號教授坐到 

1 號位，不在坐法循環之中的有 3、4、…、n，共 2n  位教授，

也就代表這 2n  位教授都坐到了自己的位置，接著考慮這 2n  

位教授該在何時入場才能導致坐法循環為 2) , 1(
n 。根據 【定理

二】(坐法循環為 ) ,  , ...... ,  , 1(
12 mmn

bbb


，其中 2
2
b ，

1i
b  為在入

座順序中在 
i

b  之後且比 
i

b  小的最大數，反覆操作直到找不到這

樣的 
1i

b  為止) 可以得知，由於這 2n  位教授編號都比 2 大，

所以他們無論在 2 號教授前或後入場，坐法循環皆為 2) , 1(
n 。計

算坐法循環為 2) , 1(
n  的入座順序分法數符號定義為 2)1( ,

n
＃ ，為了

計算總共有幾種不同的入座順序使得坐法循環為 2) , 1(
n ，考慮在 1 

與 2 之間，以及 2 之後共有兩個空隙能放這 2n  位教授進入座

順序。因為這 2n  位教授有先後順序的差異，所以方法數計算時

應乘以 ！ )2( n ；又因為每個空隙可能放進不止 1 位教授，可將其

視為相同物之重複組合，算法為 H n

2

2
 


。由以上所述可知： 
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! )1(
! )2(! 1

! )1(
  )2(  )2(  )2(2)1(

1

2

2

2










n

n

n
nnn, CH

n

nnn
　

！！！＃
 

 

    接著考慮坐法循環 2 ) , 1( kk
n

， 。不在坐法循環當中且編號比 

k 小的教授有 2、3、…、 1k ，共 2k  位教授，而不在坐法循環

當中且編號比 k 大的教授有 1k 、 2k 、…、 n  共 kn  位教

授，根據 【定理二】(坐法循環為 ) ,  , ...... ,  , 1(
12 mmn

bbb


，其中 

kb 
2 ，

1i
b  為在入座順序中在 

i
b  之後且比 

i
b  小的最大數，反覆

操作直到找不到這樣的 
1i

b  為止) 可以得知，那些編號比 k 小的 

2k  位教授都要在 k 號教授入場前入座，才能使得這些教授都坐

到自己的位置。所以放這 2k  位教授進入座順序時，只能放在 1 

與 k 之間。如同前述的算法，其算法為 H k
k

1

2
  )2(


 ！ ；接著考慮

編號比 k 大的那 kn  位教授，他們可以放在入座順序中除了 1 

以前的任何地方，在放進了比 k 小的那 2k  位教授後，將會產生

共計 k 個空隙可以放進入座順序，因此算法為 H
k

kn
kn


   )( ！ 。由

以上所述可知： 

CCHH
n

kn

k

k

k

knkn
knkknk,k

12

2

1

2
  )(  )2(  )(  )2()1(








 ！！！！＃  ( 2k ) 

              
1

! )1(

! )1( ! )(

! )1(
  )(

! )2( ! 1

! )2(
  )2(
















k

n

kkn

n
kn

k

k
k ！！ ， 2k  

 

綜合以上， ! )1(2)1(  n,
n

＃ ， 2 , 
1

! )1(
)1( 




 k

k

n
,k

n
＃ 。可得： 

2 , 
1

! )1(
)1( 




 k

k

n
,k

n
＃  

 

2. 推導一般坐法循環的方法數公式。 

 

【公式一】：給定 1 個 n 人的圓桌問題，且 1 號教授第一個入場

坐到 k 號位，坐法循環為 ) ,  ,......,  , 1(
12 mmn

bbb


，令 11  iii bbd  
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，其方法數為 PP
n

kn

m

i

dbk

dmmn

ii

i

bbb
1

1

2
12

)  ,  ,......,  , 1(











＃  

 

在證明此公式之前，以下舉一個例子說明方法數的算法邏輯。 

 

舉例：若坐法循環為

2) , 5 , 6 , 7 , 0 1 , 11 , 12 , (1
12 ，可

以發現 10 與 7 號教授之間

缺漏了 8 號及 9 號教授不在

坐法循環當中，因此這兩位教

授要在 10 號教授之前入場，

才能坐到自己的位置。圖 

(九) 可知共 3 個空隙可以放 

進 8 與 9，同時他們有先後順序的差異，算法為 H 
3

2
  2 ！ 。 5 與 

2 號教授之間缺漏了 3 號以及 4 號教授，圖 (十) 可知有 8 個空

隙可以放進 3 與 4 號教授，同理可知算法為 H 
8

2
  2 ！ ，最後根據

乘法原理將兩段方法數相乘，可得到總方法數。 

 

證明：此公式的算法邏輯為將不在坐法循環當中的教授，也就是坐

到自己位置的教授們，在合適的位置放進，即可得到所有的入座順

序，也就是方法數。其中 id  代表的是 ib  與 1ib  中間缺漏的人，

算法為 11  iii bbd ，根據【定理二】(坐法循環為 

) ,  , ...... ,  , 1(
12 mmn

bbb


，其中 kb 
2 ，

1i
b  為在入座順序中在 

i
b  之

後且比 
i

b  小的最大數，反覆操作直到找不到這樣的 
1i

b  為止) 得

知，共 id  位教授，想要坐到自己的位置，他們必須要在 ib  教授

之前入場，考慮在 ib  前有幾個空隙可以放進 id  位教授，顯然在 

ib  前有 k 到 1ib  號教授，總共有 ii bkbk  1)1(  位教授，

而 ibk   位教授共會產生 1 ibk  個空隙可以放進 id  位教授，

同時 id  有先後順序的差異，所以方法數計算時應乘以 ！ 
i

d 。且一

個空隙可以放進不只一位教授故用重覆組合符號 H 來計算，因此

圖 (九) 放入 8 和 9 的示意圖 

 

圖 (十) 放入 3 和 4 的示意圖 
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算法為 H
i

i

bk

di
 d

1
  


！ 。 i 變量從 2 到 1m ，因此可以用連乘符 

號表示數量為 H
i

i

bk

d

m

i

i
 d

1
1

2

  






 ！ 。 

 

    最後考慮編號比 k 還大的 kn  位教授，他們可以放在入座順

序中除了 1 以前的任何地方，所以在 1 號後共有 1k  位教授產 

生 k  個空隙，算法為 H
k

kn
 kn


    )( ！ 。 

至此可以得知 )  ,  ,......,  , 1(
12 mmn

bbb


＃  

               HH
k

kn

bk

d

m

i

i
kn d i

i 






   ! )(   
1

1

2

！  

              CC
n

kn

dbk

d

m

i

i
kn d ii

i

1
1

2

  ! )(   









 ！  

      
)!1( )!(

)!1(
   )(]

! )( ! 

! )(
  [

1

2 







 



 kkn

n
 kn

bkd

dbk
d

ii

ii
m

i

i
！！  

      
)!1( 

)!1(
 ]

! )(

! )(
[

1 







 

 k

n
 

bk

dbkv

i i

ii  

       PP
n

kn

m

i

dbk

d

ii

i

1
1

2










  

    至此本研究發現，透過階乘與重覆組合符號 H 來計算的公

式，最後卻能化簡成相當乾淨只有排列符號 P 的連乘。因此本研究

試圖找到另一種直觀的解釋，解釋只有排列符號 P 的公式。 

 

    排列符號 P 的公式的解釋：同上述證明，在 ib  前有 k 到 

1ib  號教授，總共有 ii bkbk  1)1(  位教授，而 ibk   位教

授共會產生 1 ibk  個空隙可以放進 id  個人，而這 id  個人可以

放進同一個空隙，為了滿足 1 個空隙最多可放進 id  個人的情況，

將原本 1 ibk  個空隙，額外加上 1id  個空隙，再加上空隙後

共有 ii dbk   個空隙， id  個人排列，算法為 P
ii

i

dbk

d


，i 變量從  

2 到 1m ，因此可以用連乘符號表示數量為 





1

2

m

i

dbk

dP
ii

i
。放入編 
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號比 k 大的人，同理原有 k 個空隙要補上 1 kn  個空隙，所以

補完以後共有 1n  個空隙， kn   個人排列，算法為 P
n

kn

1


。根據 

乘法原理將方法數相乘，即可得總方法數為 PP
n

kn

m

i

dbk

d

ii

i

1
1

2










 。 

(四) 計算坐錯人數的期望值並探討坐錯人數的次數分佈為何。 

1. 解釋期望值的數值會被 k 所決定。 

 

    首先根據【定理一】(不會因為人數增加 ( n 的數值變大)，就

產生新的坐法循環) 可知坐法循環個數是被 k 的數值所決定，事實

上期望值的數值，也會被 k 所決定。 

     

【定理四】：設隨機變數 X 表坐錯位置的人數， kn   時的期望

值，與 Nttkn   ,  時的期望值相同，也就是期望值的數值是被 

k 所決定的證明：列出表 (三) 可計算當 kn   時的期望值。 

 

 

 

 

 

 

)!1(
...

)!1(
3

)!1(
2)(

,3,2,










k

a
k

k

a

k

a
XE

kkkk
 

            
 


k

x

xk

k

a
x

2

,

)!1(
 

列出表 (四) 可計算出當 Nttkn   ,  時的期望值 

 

 

 

 

x 2 3 … k 

x
P  

! )1(

2,

k

a
k

 
! )1(

3,

k

a
k

 … 
! )1(

,

k

a
kk

 

表 (三) kn   機率分佈表 
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    根據【定理二】(坐法循環為 ) ,  , ...... ,  , 1(
12 mmn

bbb


，其中 

kb 
2 ，

1i
b  為在入座順序中在 

i
b  之後且比 

i
b  小的最大數，反覆

操作直到找不到這樣的 
1i

b  為止) 可知，由於 tkk  ~1  號教授

們編號都比 k 號還大，所以他不管在何時進場，必定會坐到自己的

位置，不會加入坐法循環當中。在 kn   時，共有 k 個空隙可以

放進 1k  號教授，而放完 1k  號教授後，又有 1k  個空隙可

以放進 2k  號教授，以此類推最後共有 1 tk  個空隙可以放進 

tk   號教授。因此可以想成在 kn   時的 xk
a

, ，因為 tkk  ~1  

號教授們的放進，都乘以 )1)...(1(  tkkk ，因此得到的機率分佈

表化簡後會與表 (三) kn   時相同，故期望值也會相同。 


 




k

x

xk

tk

tkkka
xXE

2

,

! )1(

)1()...1(
)(

 

            
 


k

x

xk

k

a
x

2

,

! )1(
 

    至此本研究得知當 kn   和  tkn   的期望值 )(XE  皆相

等，所以期望值的數值，是被 k 的大小所決定。 

 

2. 探討坐錯人數的次數分佈表。 

    本研究製作了一個 1 號教授坐到 k 號位，x 位教授坐錯位置

的次數分佈表。( kx  ) 

2 , 2
a ： 1)2 , 1(

2
＃  1

2 , 2
a  

2 , 3
a ： 13) , 1(

3
＃  1

2 , 3
a  

3 , 3
a ： 12) , 3 , 1(

3
＃  1

3 , 3
a  

2 , 4
a ： 24) , 1(

4
＃  2

2 , 4
a  

x 2 … k 

x
P  

! )1(

)1)...(1(
2,





tk

tkkka
k

 … 
! )1(

)1)...(1(
,





tk

tkkka
kk

 

表 (四) Nttkn   ,  機率分佈表 
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3 , 4
a ： 23) , 4 , 1(

4
＃ 、 12) , 4 , 1(

4
＃  321

3 , 4
a  

4 , 4
a ： 12) , 3 , 4 , 1(

4
＃  1

4 , 4
a  

2 , 5
a ： 65) , 1(

5
＃  6

2 , 5
a  

3 , 5
a ： 64) , 5 , 1(

5
＃ 、 33) , 5 , 1(

5
＃ 、 22) , 5 , 1(

5
＃  

       11236
3 , 5

a  

4 , 5
a ： 33) , 4 , 5 , 1(

5
＃ 、 22) , 4 , 5 , 1(

5
＃ 、 12) , 3 , 5 , 1(

5
＃  

       6123
4 , 5

a  

5 , 5
a ： 12) , 3 , 4 , 5 , 1(

5
＃  1

5 , 5
a  

2 , 6
a ： 246) , 1(

6
＃  24

2 , 6
a  

3 , 6
a ： 245) , 6 , 1(

6
＃ 、 124) , 6 , 1(

6
＃ 、 83) , 6 , 1(

6
＃ 、 

     62) , 6 , 1(
6

＃  50681224
3 , 6

a  

4 , 6
a ： 124) , 5 , 6 , 1(

6
＃ 、 83) , 5 , 6 , 1(

6
＃ 、 62) , 5 , 6 , 1(

6
＃ 、 

     43) , 4 , 6 , 1(
6

＃ 、 32) , 4 , 6 , 1(
6

＃ 、 22) , 3 , 6 , 1(
6

＃  

       352346812
4 , 6

a  

5 , 6
a ： 43) , 4 , 5 , 6 , 1(

6
＃ 、 32) , 4 , 5 , 6 , 1(

6
＃ 、 

     22) , 3 , 5 , 6 , 1(
6

＃ 、 12) , 3 , 4 , 6 , 1(
6

＃  

       101234
5 , 6

a  

6 , 6
a ： 12) , 3 , 4 , 5 , 6 , 1(

6
＃  1

6 , 6
a  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    此時，本研究發現此次數分佈與 stirling numbers of the first kind 

有著相同的次數分佈，因此本研究將先了解 stirling numbers of the 

   x 

k 
2 3 4 5 6 

2 1     

3 1 1    

4 2 3 1   

5 6 11 6 1  

6 24 50 35 10 1 

表 (五)  1 號教授坐到 k 號位，x 人坐錯的次數分佈表 
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first kind 以及與它有著相同的次數分佈的統計量。 

 

首先本研究先了解 stirling numbers of the first kind 是如何計算的。 

 

對稱群 }   ~1 { 的所有直線排列nSn   

當 3n ， } 321 , 312 , 231 , 213 , 132 , 123 {3 S

} cycles    | {  個有令 iπSπ＃S nn , i   

)(cyc  ： 中的 cycles 數量 

當 3n  

3)cyc((1)(2)(3))(3 2 1 123

123
   

2)cyc((1)(23))(2 3 1 123

132
   

2)cyc((12)(3))(3 1 2 123

213
   

1)cyc((123))(1 3 2 123

231
   

1)cyc((132))(2 1 3 123

312
   

2)cyc((13)(2))(1 2 3 123

321
   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

其中存在著一個遞迴式：  , in , inn , i
SnSS

111
)1(


 。 

證明：主要分為兩類來討論，第一類為 n 自成一個 cycle，第二類

為 n 跟在 1~1 n  其中一個數字後方。對於第一類從 11   , in
S  加

入 (n)，會多加一個 cycle，變為 n , i
S ，而對於第二類從  , in

S
1  中

i 1 2 3 

次數 2 3 1 

     i  

n  
1 2 3 4 5 

1 1     

2 1 1    

3 2 3 1   

4 6 11 6 1  

5 24 50 35 10 1 

表 (六) 3n  cycles 次數分佈表 

 

 

表 (七)  stirling numbers of the first kind 次數分佈表 
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加入 n 可以跟在 1~1 n  其中一個數字後方，形成 cycle，故有 

1n  種選擇，所以乘以 1n  倍。因此 

 , in , inn , i
SnSS

111
 )1(


 。 

 

    認識 stirling numbers of the first kind 之後在查找文獻時，同時

認識了 4 種統計量 

 

)lrmin( ：由左至右的選取比前面還小的數字，如：7 8 6 4 9 2，

5)lrmin(   

 

)lrmax( ：由左至右的選取比前面還大的數字，如：7 8 6 4 9 2，

3)lrmax(   

 

)rlmin( ：由右至左的選取比前面還小的數字，如：7 8 6 4 9 2，

1)rlmin(   

 

)rlmax( ：由右至左的選取比前面還大的數字，如：7 8 6 4 9 2，

2)rlmax(   

 

    這四種統計量，都會跟 stirling numbers of the first kind 有著相

同的次數分佈。後續本篇研究將先說明以下幾個統計量皆同分佈，

即 rlmaxrlminlrmaxlrmincyc ～～～～ 。 

 

【引理一】：lrmin～rlmin 

證明：首先舉 } 321 , 312 , 231 , 213 , 132 , 123 {3 S  計算 lrmin 

1 2 3， 1)lrmin(   

1 3 2， 1)lrmin(   

2 1 3， 2)lrmin(   

2 3 1， 2)lrmin(   

3 1 2， 2)lrmin(   
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3 2 1， 3)lrmin(   

接著將每一組排列倒過來寫計算 lrmin 

3 2 1， 3)lrmin(   

2 3 1， 2)lrmin(   

3 1 2， 2)lrmin(   

1 3 2， 1)lrmin(   

2 1 3， 2)lrmin(   

1 2 3， 1)lrmin(   

 

    事實上倒過來寫計算 lrmin 這個動作其實就是計算

} 321 , 312 , 231 , 213 , 132 , 123 {3 S  的 rlmin，可以發現將數字倒過

來寫後，6 種排列只是調換了位置，統計出的結果勢必會相同，因

此 rlminlrmin～ 。 

 

【引理二】：lrmax～rlmax 

證明：置換手法與【引理一】相同，同樣是將所有排列倒過來寫，

可以得到  r l m a xl r m a x～ 。 

 

【引理三】：lrmin～lrmax 

證明：首先舉 5 7 1 10 3 8 9 4 6 2 這組排列計算 lrmin  和 lrmax  

 

5 7 1 10 3 8 9 4 6 2， 2)lrmin(   

5 7 1 10 3 8 9 4 6 2， 3)lrmax(   

 

    置換方法為將最大數以及最小數交換位置，也就是 10 和 1 兩

數的位置交換，再將第二大數以及第二小數交換位置，也就是 9 和 

2 兩數的位置交換。將數字 i 與 in 1  兩數交換位置，可以得到 

6 4 10 1 8 3 2 7 5 9 此組新的排列，同樣將此組排列計算 lrmin 和 

lrmax。 
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6 4 10 1 8 3 2 7 5 9， 3)lrmin(   

6 4 10 1 8 3 2 7 5 9， 2)lrmax(   

 

透過此置換手法，置換過後取到的數字 i 剛剛好是交換後的數

字 in 1 ，也就是原先排列的排列取到 5，置換過後新的排列取

到 6 ; 原先的排列取到 1，置換過後新的排列取到 10 ; 原先的排列

取到 7，置換過後新的排列取到 4，置換過後的 lrmin 和 lrmax 剛

好相反。因此置換前的 )lrmin(  會與置換後的 )lrmax(  相同，

意即 lrmaxlrmin～ ，根據【引理一】( rlminlrmin～ ) 和【引理二】

( rlmaxlrmax～ ) 可以得知 rlmaxrlminlrmaxlrmin ～～～ 。 

 

【引理四】：cyc～lrmin 

說明：首先舉 } 321 , 312 , 231 , 213 , 132 , 123 {3 S  計算 cyc 

 

3)cyc((1)(2)(3))(3 2 1 123

123
   

2)cyc((1)(23))(2 3 1 123

132
   

2)cyc((12)(3))(3 1 2 123

213
   

1)cyc((123))(1 3 2 123

231
   

1)cyc((132))(2 1 3 123

312
   

2)cyc((13)(2))(1 2 3 123

321
   

 

    置換手法為將 cycle 裡的數字由小排到大，後續將 cycle 按照

最左邊的數的大小，將 cycle 由大排到小，去掉括號再計算 

lrmin。下方為置換過程和計算 lrmin。 

 

 )1)(2)(3(3)cyc((1)(2)(3))(3 2 1 123

123
 3 2 1， 3)lrmin( 

 (23)(1)2)cyc((1)(23))(2 3 1 123

132
 2 3 1， 2)lrmin( 

 (3)(12)2)cyc((12)(3))(3 1 2 123

213
 3 1 2， 2)lrmin( 

 (123)1)cyc((123))(1 3 2 123

231
 1 2 3， 1)lrmin( 

 (123)1)cyc((132))(2 1 3 123

312
 1 2 3， 1)lrmin( 
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 (2)(13)2)cyc((13)(2))(1 2 3 123

321
 2 1 3， 2)lrmin(   

 

    由此可知置換過後的 )lrmin(  數量剛好與置換前的 )cyc(  

相同，因此 lrmincyc～ ，至此本研究了說明

rlmaxrlminlrmaxlrmincyc ～～～～ 。 

 

    上述【引理一】至【引理四】雖都是已知結果，但為了方便閱

讀，將其證明過程一一陳述。 

 

【定理五】：X 人坐錯的坐法循環，入座順序的 1)rlmax(  X ，

且坐錯人數與 rlmax 造成相同的次數分佈。 

證明：本研究舉 0,7,6,5,2)(1,12,11,1
12

 這組 8 人坐錯的坐法循環之

其中一組對應的入座順序進行說明，比如：

256734101181291   將這組入座順序計算 

rlmax。1 9 12 8 11 10 4 3 7 6 5 2， 7)rlmax(  ，可以發現選取到的

數字剛好會是坐法循環除了 1 以外的數字，所以 X 人坐錯的坐法

循環，入座順序的 1)rlmax(  X 。 

 

    造成此現象的原因為，根據【定理二】(坐法循環為 

) ,  , ...... ,  , 1(
12 mmn

bbb


，其中 kb 
2 ，

1i
b  為在入座順序中在 

i
b  之

後且比 
i

b  小的最大數，反覆操作直到找不到這樣的 
1i

b  為止) 可

知，3 和 4 號教授要在 5 號教授之前入場，所以計算 rlmax 時從

右到左一定會先取到 5，後續選取過程 3 和 4 號編號都小於 5 ，

所以一定不會被 rlmax 選取到，而 8 和 9 號教授同理可知一定不

會被 rlmax 選取到。因此 rlmax 不會選取到坐到自己位置的教授

們對應的編號，換句話說 rlmax 會選取到坐法循環中除了 1 以外

的數字。透過這個例子，不難知道一般性坐法循環也會滿足此規

則。故 X 人坐錯的坐法循環，入座順序的 1)rlmax(  X ，同時

也說明本研究坐錯人數的次數分佈與 stirling numbers of the first kind 

有著相同的次數分佈。 
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    靠著【定理五】(本篇研究坐錯人數與 rlmax 造成相同的次數

分佈) 可知 X 人坐錯的坐法循環， 1)rlmax(  X ，因此

1,1, 


inxk
Sa ，遞迴式為：  , xk , xkk , x

akaa
111

 )2(


 。 

 

3. 計算坐錯位置的人數之期望值與標準差。 

 

【定理六】：
1

1)(
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表 (八) 機率分佈表 
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【定理七】： 2
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(五) 1 號教授不限定在第一個入場，如何從入座順序，找出坐法循環。 

     

    研究至此可以發現，研究目的 (一) 中，不管是「坐法循環方法數

公式」或是「算出坐錯人數之期望值，並探討次數分佈」，都會運用到

「從入座順序得出坐法循環的方法」。因此本研究認為從入座順序得出坐

法循環的方法，將會是至關重要的條件，所以對於研究目的 (二)「1 號

教授不限定在第一個入場」，在此遊戲規則下，要如何從入座順序得出坐

法循環，為了後續研究說明的順暢性，此問題應當優先解決。 
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【定理八】：給定 1 個 n 人的圓桌問題，且 1 號教授想要坐在 k 號

位，1 號教授不限定在第一個入場，坐法循環為 ) ,  , ...... ,  , ( 121 mmn bbbb  ，

若 k 號教授在 1 號教授之後入場，則如同【定理二】「 1
1
b ，

kb 
2 ，

1i
b  為在入座順序中在 

i
b  之後且比 

i
b  小的最大數，反覆操作

直到找不到這樣的 
1i

b  為止。」。若 k 號教授在 1 號教授之前入場，

則 2
b  為入座順序中 1 號教授之後且編號比 1 大但比 k 小的最大編號

位，而後續 
1i

b  為入座順序中在 
i

b  之後且比 
i

b  小之最大數，直到找

不到這樣的 
1i

b  為止。若 1 號教授在最後一位入場，則坐法循環為 

)  (
n 。 

證明：首先在 1 號教授之前進場的人必定會坐到自己的位置，若 k 號

教授在 1 號教授之後入場，則代表 1 號教授進場時 k 號位是空的，1

號教授會坐到 k 號位，後續會發生與【定理二】同樣的現象 k 號教授

會坐到比他小的最大編號位置，之後同理類推。若 k 號教授在 1 之前

入場，則代表 k 號教授會坐到自己的位置，因為此時 1 號教授尚未進

場，而當 1 號教授入場時，則會與【定理二】的現象雷同，差在 1 號

教授會坐到比 1 大但比 k 小中最大編號位。而若 1 號教授為最後一位

入場，則代表其餘的 1n  位教授都坐到了自己的位置上，所以 1 號教

授進場時，必定會坐到自己的 1 號位，因此坐法循環為 )  (
n

。 

以下我們舉幾個例子 

 

當 5 , 5  kn  

)4,5,1( 43512
5

 ：k 在 1 後方 

)3,4,1( 34215
5

 ：k 在 1 前方 

)  ( 15234
5

 ：1 在最後 

 

(六) 1 號教授不限定在第一個入場，探討坐法循環的總數。 

 

    在研究目的 (一) 的遊戲規則下，坐法循環總數為 
22 k
 是 2 的冪

次。本研究好奇，若 1 號教授不限定為第一個入場的人，坐法循環總數

是否一樣為 2 的冪次？ 
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【定理九】：給定 1 個 n 人的圓桌問題，且 1 號教授想要坐到 k 號

位，1 號教授不限定在第一個入場，坐法循環總數為 
12 k
 種。 

證明：將 4~2k  的所有坐法循環列舉說明 

 

 

 

 

 

 

 

可以發現 4k  的坐法循環就會是原先 1 號教授第一個入場的坐

法循環加上此限制條件下 3k  的所有坐法循環，同樣的在此限制條件

下 3k  與 2k  的坐法循環也有這樣的關係存在。導致這樣的現象

的原因為：原先 1 號教授第一個入場 4k  的情況下 4 號教授一定在 

1 號教授後方入場，則坐法循環會有原先 1 號教授第一個入場的坐法循

環，而若 4 號教授在 1 號教授之前入場，1 號教授就有可能會坐到 3 

號位或 2 號位，會新增此規則下 3k  與 2k  的坐法循環，而此規

則下 3k  時的坐法循環包含了此規則下 2k  的坐法循環，因此 

4k  的坐法循環為原先 1 號教授第一個入場的坐法循環加上 3k  

的所有坐法循環，又因為 2k  時有 
12  種，k 與 1k  有著 2 倍關

係，因此 1 號坐到 k 時，坐法循環總數為 
12 k
 種。 

 

(七) 1 號教授不限定在第一個入場，探討坐錯人數之次數分佈。 

 

    接續本研究之前的研究，繪製出了一個 1 號教授坐到 k 號位，x 

位教授坐錯位置的次數分佈表。( kx  )，並有著驚人的發現。 

 

 

 

 

        2k   )  (
2 、 )2,1(

2  

       3k   )  (
3 、 )2,1(

3 、 )3,1(
3 、 )2,3,1(

3  

       4k  
 )  (

4 、 )2,1(
4 、 )3,1(

4 、 )4,1(
4 、 

)2,3,1(
4 、 )3,4,1(

4 、 )2,4,1(
4 、 )2,3,4,1(

4  

表 (九) 4~2k  的坐法循環 
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    此分佈表一樣會與 stirling numbers of the first kind 有著相同的次數

分佈表，而有著之前【定理五】的經驗，本研究猜想原因一樣會與 

rlmax 有關，而本研究也確實發現若只取入座順序 1 之右方的排列計算 

rlmax，會是導致同分佈的原因，但在證明這件事之前需要【定理十】，

說明在入座順序 1 之右方的排列計算 rlmax 之分佈，也會與 stirling 

numbers of the first kind 同分佈。 

 

【定理十】：令 a
rlmax  為在排列中，指定一個數字 a，在它的右方切一

刀，計算 rlmax (只對其右邊的排列計算) 會與原本的 rlmax 有著相同的

次數分佈。 

證明：首先舉對稱群 4
S ， 2

rlmax 來進行說明。 

1. 2 在第一位 

   2|134， 1rlmax
2
  2|143， 2rlmax

2
  

   2|314， 1rlmax
2
  2|341， 2rlmax

2
  

   2|413， 2rlmax
2
  2|431， 3rlmax

2
  

 

2. 2 在第二位 

      12|34， 1rlmax
2
  32|41， 2rlmax

2
  

      12|43， 2rlmax
2
  42|13， 1rlmax

2
  

      32|14， 1rlmax
2
  42|31， 2rlmax

2
  

 

   x 

k 
0 2 3 4 5 

2 1 1    

3 2 3 1   

4 6 11 6 1  

5 24 50 35 10 1 

2
rlmax  1 2 3 

個數 2 3 1 

2
rlmax  1 2 

個數 3 3 

表 (十) 1 號教授坐到 k 號位，x 人坐錯的次數分佈表 

 

 

表 (十一) 2 在第一位 

2
rlmax  統計表 

 

 

表 (十二) 2 在第二位 

2
rlmax  統計表 
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3. 2 在第三位 

   132|4， 1rlmax
2
  342|1， 1rlmax

2
  

   142|3， 1rlmax
2
 412|3， 1rlmax

2
  

   312|4， 1rlmax
2
 432|1， 1rlmax

2
  

4. 2 在第四位 

      1342|， 0rlmax
2
  3412|， 0rlmax

2
  

      1432|， 0rlmax
2
  4132|， 0rlmax

2
  

      3142|， 0rlmax
2
  4312|， 0rlmax

2
  

 

 

    上述表列可以發現 2 在第一位的統計表，正好是 stirling numbers of 

the first kind 的第 3 列，而 2 在第二位的統計表，正好是 3 倍的

stirling numbers of the first kind 的第 2 列，而 2 在第三位的統計表，正

好是 6 倍的 stirling numbers of the first kind 的第 1 列。而 2 在第四位

的統計表是 6 非常顯然。因為 
2

rlmax  只可能等於 0，而把 2 擺在第

四位，所以個數為 3 !。 

    將各個分段討論 
2

rlmax  的個數加總起來，其過程如下： 

 

1rlmax
2
 ： 11161321   

2,41,11,21,3
! 1

! 3

! 2

! 3

! 3

! 3
111

! 1

! 3
1

! 2

! 3
2

! 3

! 3
SSSS 

2rlmax
2
 ： 61331   

3,42,22,3
! 2

! 3

! 3

! 3
61

! 2

! 3
3

! 3

! 3
SSS 

 

3rlmax
2
 ： 111   

4,43,3
! 3

! 3
11

! 3

! 3
SS 

 

類似地可以得到一般式，共 n 個數字進行排列： 1rlmax  i
a

iniiinin
SS

i

n
S

n

n
S

n

n
,1,11,21,1

! )1(

! )1(
...

! )2(

! )1(

! )1(

! )1(

















  

2
rlmax  1 

個數 6 

2
rlmax  0 

個數 6 

表 (十三) 2 在第三位 

2
rlmax  統計表 

 

 

表 (十四) 2 在第四位 

2
rlmax  統計表 
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    此時本研究發現了一些有趣的性質，猜想在 stirling numbers of the 

 first kind 的分佈表上，還存在一個遞迴式： 







1

1

1,

,
!

! )1(
n

ik

ik

in
k

S
nS ，當 

此遞迴式存在，就可以說明【定理十】是正確無誤的，因為加起來後的

數仍會落在分佈表上，以及 0rlmax
2
  時，分佈表上第一行的數值一

定是 ! )1( k ，也與 stirling numbers of first kind 的次數分佈表第一行的

數值相同。 

 

【定理十一】： 







1

1

1,

,
!

! )1(
n

ik

ik

in
k

S
nS ， 2 , in ， ni  ， Nin  ,  

證明：利用數學歸納法證明 

(i) 當 22  in  

    1
1,12,2
 SS ，成立 

 

(ii) 假設 ) , 2( Ntttn  ，成立 

       代表 







1

1

1,

,
!

! )1(
t

ik

ik

it
k

S
tS  

(iii) 當 1 tn  

       左式 it
S

,1
  

              itit
StS

,1,


  

              









1

1

1,

1,
!

 ! 
t

ik

ik

it
k

S
tS  

              



t

ik

ik

k

S
t

1

1,

!
 !  

              右式  

因此， Nnn   , 2 ，根據數學歸納法，原式成立。 

 

    至此本研究成功的證明出此遞迴式，於是 rlmax~rlmax
a ，【定理

十】成立。透過【定理十一】就可以說明為什麼給定 1 個 n 人的圓桌

問題，且 1 號教授想要坐到 k 號位，1 號教授不限定在第一個入場的

次數分佈表會是 stirling numbers of the first kind 了。 
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【定理十二】：給定 1 個 n 人的圓桌問題，且 1 號教授想要坐到 k 號

位，1 號教授不限定在第一個入場，坐錯人數與 rlmax 在 1 的右方切

一刀造成相同的次數分佈。 

 

證明：當 8 , 8  kn ，入座順序為 24573186  ，根據【定

理八】(若 k 號教授在 1 之前入場，則代表 k 號教授會做到自己的位

置，因為此時 1 號教授尚未進場，而當 1 號教授入場時，則會與【定

理二】的現象雷同，差在 1 號教授會坐到比 1 大但比 k 小中最大編號

位。) 可知它對應的坐法循環為 )2,4,5,7,1(
10

，將入座順序計算 1
rlmax  

會為 3 7 5 4 2 4rlmax
1
 ，可以發現選取到的數字又剛好會是除了 1 

以外其餘坐錯的編號，與【定理五】有異曲同工之妙。在 2 與 4 之間

缺少的 3 根據【定理八】知道它一定要在 4 號教授之前入場才會做到自

己的位置，因此不會被選取到。因此 1
rlmax  會選取到坐法循環除了 1 

以外的數字，不難知道一般性坐法循環也會滿足此規則。 

 

參、研究結果與討論 

 

一、研究結果 

(一) 給定 1 個 n 人的圓桌問題，且 1 號教授第一個入場坐到 k 號位。 

1. 坐法循環為 )  ,  ,......,  , 1(
12 mmn

bbb
 ，其中 kb 

2 ，則 
1i

b  為在入座

順序中在 i
b  之後且比 i

b  小的最大數，反覆操作直到找不到這樣

的 
1i

b  為止。 

2. 坐法循環總數為 
22 k
。 

3. 坐法循環為 ) ,  ,......,  ,1(
12 mmn

bbb


，令 1
1


iii
bbd ，則方法數為 

PP
n

kn

m

i

dbk

dmmn

ii

i

bbb
1

1

2
12

)  ,  ,......,  , 1(











＃ 。 

4. 坐錯人數分佈為 stirling numbers of the first kind，
1

1)(



kk

HXE 、 

2

1

1

2

1

1
)(2









  
k

k

m

m

k
H

m

H
Hσ 。 
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(二) n 人的圓桌問題，且 1 號教授的一個入場想要坐到 k 號位， 

1. 給定 1 個 n 人的圓桌問題，且 1 號教授想要坐在 k 號位，1 號

教授不限定在第一個入場，坐法循環為 ) ,  , ...... ,  , ( 121 mmn bbbb  ，若 

k 號教授在 1 號教授之後入場，則如同【定理二】「 1
1
b ，

kb 
2 ，

1i
b  為在入座順序中在 

i
b  之後且比 

i
b  小的最大數，反覆

操作直到找不到這樣的 
1i

b  為止。」。若 k 號教授在 1 號教授之

前入場， 2
b  為入座順序中 1 號教授之後且編號比 1 大比 k 小的

最大編號位，而 
1i

b  為入座順序中在 
i

b  之後且比 
i

b  小之最大

數，直到找不到這樣的 
1i

b  為止。若 1 號教授在最後一位入場，

則坐法循環為 )  (
n 。 

2. 給定 1 個 n 人的圓桌問題，且 1 號教授想要坐到 k 號位，1 號

教授不限定在第一個入場，坐法循環總數為 
12 k
 種。 

3. 令 a
rlmax  為在排列中，指定一個數字 a，在它的右方切一刀，計

算 rlmax (只對其右邊的排列計算) 會與原本的 rlmax 有著相同的次

數分佈。 

4. 







1

1

1,

,
!

! )1(
n

ik

ik

in
k

S
nS ， 2, in ， ni  ， Nin ,  

5. 給定 1 個 n 人的圓桌問題，且 1 號教授想要坐到 k 號位，1 號

教授不限定在第一個入場，次數分佈表仍與 stirling numbers of the 

first kind 的次數分佈表相同。 

 

二、討論 

 

    其實本篇研究所談的轉圓桌找座位，事實上是一個非常有名的數學問

題：B 型停車場問題 (parking function type B)。B 型停車場問題為：在一個

有 n 個車位的環狀停車場，車位編號 (1 ~ n) 順時針方向由小到大，每位

司機 (1 ~ n) 都有自己想停的車位，且想要的車位可以重複，司機們進入順

序為 (1 ~ n)，若自己想要的停車位被停時，則以順時針方向找尋最近的車

位停車，並探討特定結果，以下舉了其中一項已知研究結果。 
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令 ) ,...,  , (
21 n

www  為 1 ~ n 號司機想要的車位的數對，則有多少種想

要車位的數對，可以使得 1 號司機停到 1 號位，2 號司機停到 2 號

位，……，n 號司機停到 n 號位，而此數列為卡特蘭數 (Catalan 

numbers)。 

 

本篇研究的題目可想成 1 號司機想停到 k 號停車格，而其餘司機想

停到自己編號的停車格，若車位被停時，則以逆時針找尋最近的空位的一

種特定情況的停車場問題。期盼往後繼續研究，有朝一日能將此作品與 B 

型停車場問題結合，並探討更多的組合性質。 

 

本篇研究在【定理十一】發現在 stirling numbers of the first kind 分佈表 

上遞迴式： 







1

1

1,

,
!

! )1(
n

ik

ik

in
k

S
nS ，本研究成功利用數學歸納法證明出這個 

遞迴式是完全正確的。但可惜在本篇研究沒有給出一個直觀的組合解釋，

直接說明此遞迴式的存在。在往後的研究路上，本篇研究會試著對此遞迴

式給出直觀的組合解釋。 

 

肆、結論與應用 

 

一、 結論 

    本篇研究主要探討了如何從入座順序找出坐法循環、坐法循環方法數以

及坐錯人數的分佈為何，並討論了 1 號教授為第一個入場，以及 1 號教授

不限定為第一個入場，共兩種狀況，並發現這兩種情況的坐錯人數分佈，都

會與現今已知的 stirling numbers of the first kind 有著相同的次數分佈，並證

明之。 

 

二、 未來展望 

 

(一) 未來主要希望能與討論所提及的 B 型停車場問題 (parking function type 

B) 結合一起，研究出更多新的組合性質。 
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(二) 圓桌上 n 個號碼牌，以圖論的角度想就是 n 個點的 cycle，所以本篇

研究是在探討在 cycle 上的錯排問題，未來希望朝著不同有向圖探討錯

排問題。 
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【評語】010053 

本作品是一個計數問題，利用聰明地分析一個組合問題，結果相

當完整，而且提出一個新的統計量相當有創意。未來要怎麼發展要再

想一想，應該是有一些更深層的連結可以找到才對。 
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