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作者簡介 

 

 

我是許日峖，目前就讀屏東高級中學二年級。 

從小，數學就是我最喜歡的科目，在解題的過程總能帶給我極大樂趣及成就

感。升上高中進入了數理資優班後，也選擇了數學作為科展的科目。於研究過程

中，培養了自身思考、討論、及合作等能力，我也十分享受與夥伴一同解決難題

的過程，高中的科展時光是我求學旅途中難忘且珍貴的回憶。 

我是林品樺，目前就讀屏東高級中學二年級。 

數學一直以來都是我最感興趣的學科，平時除了學習上課的內容外，也喜歡

在課餘時間與同學和老師研究不同的數學問題。高中進入了數理資優班後，因緣

際會下開始研究數學科展，途中我們雖然遇到不少難題，不過在將它們解決之後

所得到的成就感便會讓我覺得一切的努力都是值得且寶貴的。 
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摘要 

本文的主要結果有兩部分，第一部分，對於固定的𝑏 ∈ 𝑁，以原點 O 為觀測點，𝑓(𝑥) =

𝑎𝑥𝑏 , 𝑎 ∈ 𝑄為觀測視線，觀測目標為格子點陣列𝑉(𝑚) = {(𝑖, 𝑗)|𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤

𝑚 }，研究其中可見點的數量與機率。我們發現可見點的數量與歐拉函數及默比烏斯函數有

關，可見點的機率也與黎曼𝑧𝑒𝑡𝑎函數具有關聯性。第二部分，對於固定的𝑏 ∈ 𝑁，我們在 𝑥 

軸與 𝑦 軸上布置觀測點，以布置的觀測點為新原點，𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥𝑏 , 𝑎 ∈ 𝑄為觀測視線，研究將

目標點集𝑉(𝑚 × 𝑛) = {(𝑖, 𝑗)|𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚}完整觀測的布點方法與數量。得到重要成果

如下，設正整數𝑚 ≥ 6且 𝑇 ⊂ {1, … , 𝑚 + 1}為一個 𝐹(𝑚) −覆蓋，𝑟 為大於 𝑚 的最小質數，

對於目標點集 𝑉(𝑚 × 𝑛)，建構觀測點集 𝑆2  =  {(0, 0), (0, 𝑟)}∪{(𝑡, 0) | 𝑡 ∈ 𝑇}，則 𝑉(𝑚 × 𝑛)為 

𝑆2 −可見。並進一步研究將目標點集改為𝑉(𝑛 × 𝑚) = {(𝑖, 𝑗)|𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚}，發現其所需

要的觀測點數可顯著減少。  

Abstract 

The main results of this article consist of two parts. In the first part, for a fixed value 𝑏 ∈ 𝑁, we 

consider the origin O as the observation point, with the observational line given by 𝑓(𝑥) =

𝑎𝑥𝑏 , 𝑎 ∈ 𝑄, 𝑏 ∈ 𝑁. The observed target is a lattice point array 𝑉(𝑚) = {(𝑖, 𝑗)| 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁, 1 ≤ 𝑖 ≤

𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚}. We study the quantity and probability of visible points. We find that the 

number of visible points, denoted as ℎ𝑏(𝑚), which is related to the Euler function and the 

Möbius function, and the probability of visible points is also related to the Riemann zeta 

function. In the second part, for a fixed value 𝑏 ∈ 𝑁, we arrange observation points on the x-

axis and y-axis. We use 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥𝑏 , 𝑎 ∈ 𝑄 as the observational lines in the coordinate system 

with observation points as the new origin. We study the methods and quantity of complete 

observation point placements for the target point set 𝑉(𝑚 × 𝑛) = {(𝑖, 𝑗)|𝑖, 𝑗, ∈ 𝑁, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚}. 

We obtain important results as follows: assume 𝑚 ≥ 6 and 𝑇 ⊂ {1, … , 𝑚 + 1} is a F(𝑚) −

𝑐𝑜𝑣𝑒𝑟 , 𝑟 be the smallest prime number greater than 𝑚. For the target point set 𝑉(𝑚 × 𝑛), we 

construct the observation point set  𝑆2  =  {(0, 0), (0, 𝑟)}∪{(𝑡, 0) | 𝑡 ∈ 𝑇}. Then, 𝑉(𝑚 × 𝑛) is 
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𝑆2 − 𝑣𝑖𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒. Furthermore, we investigate the placement methods and quantity of observation 

points for the target point set 𝑉(𝑛 × 𝑚) = {(𝑖, 𝑗)|𝑖, 𝑗, ∈ 𝑁, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚} and find that the number 

of observation points can be significantly reduced. 

壹、前言 

一、研究動機 

在閱讀了《Seeing Dots》〔參考文獻 2〕 的文章之後，我們對其中的主題產生了興趣，也認

為此項研究是具有發展性的。接著，指導老師提供了《Lattice Point Visibility on Generalized 

Lines of Sight》〔參考文獻 1〕這篇文章，其內容主要探討對於固定的正整數 b，以𝑓(𝑥) =

𝑎𝑥𝑏 , 𝑎 ∈ 𝑄為觀測視線，從原點 O 觀測第一象限的所有格子點之可見的機率。例如在圖一

中，以𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2, 𝑎 ∈ 𝑄為觀測視線，從原點 O 觀測第一象限的所有格子點，觀測視線上的

第一個格子點為可見點(藍色實心點)，觀測視線上不是第一個出現的格子點皆為不可見點(紅

色空心點)。而在文獻[2]中，則是以𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥, 𝑎 ∈ 𝑄為觀測視線，在𝑥 軸與 𝑦 軸上布置觀測

點，找尋以最少的觀測點方式將格子點陣列完整觀測完畢的方法。雖然主軸大致相同，但研

究的方向及焦點卻放在不同的面向上。因此，我們加以研究、分析、統整兩篇文獻，並將已

有的結果深入研究發展，期望能從中找到更多的研究成果。 

 

          圖一：觀測視線與可見點及不可見點 
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二、研究目的 

(一) 以原點 O 為觀測點，並以𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2, 𝑎 ∈ 𝑄為觀測視線，探討觀測目標點集為

𝑉(𝑚) = {(𝑖, 𝑗)|𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚}時，可見點的數量與機率。 

(二) 對於固定的𝑏 ∈ {1,2, ⋯ 𝑛}，以原點 O 為觀測點，並以𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥𝑏 , 𝑎 ∈ 𝑄為觀測視線，

探討觀測目標點集為𝑉(𝑚) = {(𝑖, 𝑗)|𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚}時，可見點的數量

與機率。 

(三) 研究如何布置最少的觀測點，以𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2, 𝑎 ∈ 𝑄為觀測視線，將目標點集

𝑉(𝑚 × 𝑛) = {(𝑖, 𝑗)|𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚}中的格子點觀測完畢。 

(四) 對於固定的𝑏 ∈ {1,2, ⋯ 𝑛}，研究如何布置最少的觀測點，以𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥𝑏 , 𝑎 ∈ 𝑄為觀測

視線，將目標點集𝑉(𝑚 × 𝑛) = {(𝑖, 𝑗)|𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚}中的格子點觀測完畢。 

三、文獻回顧 

文獻[1]《Lattice Point Visibility on Generalized Lines of Sight》 

首先，我們引用文獻[1]中的定義及推論如下： 

定義 1：設 b 為固定的正整數，點(𝑟, 𝑠) ∈ 𝑁 × 𝑁，若以下兩種情況同時發生即稱(𝑟, 𝑠)為𝑏 −

不可見。 

情況 1：點(𝑟, 𝑠)位於函數圖形𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥𝑏上，𝑎 ∈ 𝑄，即𝑠 = 𝑎𝑟𝑏。 

情況 2：存在整數𝑘 > 1，使得𝑘整除𝑟且𝑘𝑏整除𝑠。 

當點(𝑟, 𝑠)只符合情況 1 但不符合情況 2 時則稱(𝑟, 𝑠)為𝑏 −可見。 

在發展𝑏 −可見的新領域中，文獻[1]的作者將最大公因數的定義做一般化的推廣。 

定義 2：對於固定的正整數 b， 𝑔𝑐𝑑𝑏的定義如下。 

𝑔𝑐𝑑𝑏(𝑟, 𝑠): = 𝑚𝑎𝑥{𝑘 ∈ ℕ ∣ 𝑘|𝑟 且𝑘𝑏|𝑠} 

事實上，當𝑏 = 1時，𝑔𝑐𝑑𝑏即為最大公因數𝑔𝑐𝑑之定義。 

由定義一與定義二可推得，當𝑏 ∈ 𝑁，(𝑟, 𝑠)為𝑏 −可見時，(𝑟, 𝑠)為目標點集𝑉(𝑚)中，觀測視
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線𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥𝑏，𝑎 ∈ Q 上的第一個格子點。並得出下列重要引理。 

引理 1：點(𝑟, 𝑠) ∈ 𝑁 × 𝑁是𝑏 −可見若且唯若𝑔𝑐𝑑𝑏(𝑟, 𝑠) = 1 

證明：首先，請注意對任意一點(𝑟, 𝑠)皆存在一個特定的𝑎 = 𝑠/𝑟𝑏滿足𝑠 = 𝑎𝑟𝑏，即滿足定義 1

的情況 1。根據定義 1，若點(𝑟, 𝑠) ∈ 𝑁 × 𝑁是𝑏 −可見，則𝑠 = 𝑎𝑟𝑏，𝑎 ∈ 𝑄，且不存在一個整

數𝑘 > 1，使得𝑘整除𝑟且𝑘𝑏整除𝑠，得𝑔𝑐𝑑𝑏(𝑟, 𝑠) = 1。 

反之，若𝑔𝑐𝑑𝑏(𝑟, 𝑠) = 1，則當𝑘整除𝑟且𝑘𝑏整除𝑠時，最大的整數𝑘 = 1，因此，點(𝑟, 𝑠)不滿

足定義 1 的情況 2。因此(𝑟, 𝑠)是𝑏 −可見。 

󠄀 

在文獻[1]中，Edary H. Goins 等人運用機率乘法原理及黎曼𝑧𝑒𝑡𝑎函數 ζ(𝑠) = ∑
1

𝑛𝑠
∞
𝑛=1 證明了 

一個非常漂亮的結果，敘述如下。 

對於固定的𝑏 ∈ 𝑁，以原點 O 為觀測點，並以𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥𝑏 , 𝑎 ∈ 𝑄,為觀測視線，點(𝑟, 𝑠) ∈ 𝑁 ×

𝑁的𝑏 −可見機率為
1

ζ(𝑏+1)
。 

其證明請參閱文獻[1]，下表為𝑏 = 1, 2, 3, 4時𝑏 −可見的機率。 

b ζ(𝑏 + 1) 
1

ζ(𝑏 + 1)
 1 −

1

ζ(𝑏 + 1)
 50 × 50 陣列中𝑏 −不可見機率 

1 1.644 0.608 0.392 953/2500≈ 0.381 

2 1.202 0.832 0.168 339/2500≈ 0.160 

3 1.082 0.924 0.076 166/2500≈ 0.066 

4 1.036 0.964 0.035 75/2500≈ 0.030 

表一 

但文獻中沒有提及目標點集𝑉(𝑚)的可見點數量的計算公式，因此我們想進一步研究目標點

集𝑉(𝑚)的可見點數量計算公式。 

 

文獻[2]《Seeing Dots》 

文獻[2]中，作者楊宗諺、陳玟旭證明𝑏 = 1的情況如下 

以原點為觀測點，目標點集為𝑉(𝑚) = {(𝑖, 𝑗)|𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁, 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑚}，以𝑎𝑚表示 𝑉(𝑚)中原點所
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看不到的目標點個數， 下表列出𝑎𝑚的初始值(1 ≤ 𝑚 ≤ 10) 

m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

𝑎𝑚 0 1 2 5 6 13 14 21 26 37 

表二 

以下等式成立，其中符號𝜙(𝑥)表示尤拉函數，  

𝑎𝑚 = 𝑚2 − 1 − 2 ∑ 𝜙(𝑘)

𝑚

𝑘=1

 

上述結果與文獻[1]中𝑏 = 1的情況相關，而且文獻[2]的作者楊宗諺、陳玟旭探討了在原點 O

與兩軸正向上布置最少觀測點將原點 O 不可見的格子點觀測完畢的方法，成果豐富。 

但是𝑏 ≥ 2的情況在文獻中尚無結果，因此，我們想進一步研究𝑏 ≥ 2的情況。此即為我們的

研究目的 1 與研究目的 2。 

 

文獻[3] 《第五講−歐拉函數》 

在文獻[3]中提及歐拉函數的一個性質，此性質如下所述，其證明方法在我們發展新結果時會

引用並加以推廣。 

若𝑎 =  𝑝1
𝛼1    𝑝2

𝛼2 ⋯  𝑝𝑛
𝛼𝑛  是 𝑎 的標準分解式，則  

𝜙(𝑎) = 𝑎 (1 −
1

𝑝1
) (1 −

1

𝑝2
) ⋯ (1 −

1

𝑝𝑛
)。 

證明︰  

因為不超過 𝑎 而為 𝑝1的倍數的正整數，共有 [
𝑎

𝑝1
] =

𝑎

𝑝1
 個，它們分別是 

𝑝1 , 2𝑝1 , 3𝑝1 , ⋯ , [
𝑎

𝑝1
] 𝑝1。 

所以不超過 𝑎，而與 𝑝1互質的正整數的個數為𝑎 −
𝑎

𝑝1
= 𝑎 (1 −

1

𝑝1
)； 

因為不超過 𝑎，而為 𝑝2 的倍數的正整數，共有個[
𝑎

𝑝2
] =

𝑎

𝑝2
 個︰  

𝑝2 , 2𝑝2 , 3𝑝2 , ⋯ , [
𝑎

𝑝2
] 𝑝2。 

但這 
𝑎

𝑝2
 個𝑝2的倍數中，有些已是𝑝1的倍數，在計算𝑝1的倍數，在計算𝑝1時已計算過，這些數

是在 1 , 2 , 3 , ⋯ ,
𝑎

𝑝2
 中，與𝑝1互質的正整數的個數， 它共有

𝑎

𝑝2
(1 −

1

𝑝1
)個。 
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於是，不超過 𝑎，而與𝑝1, 𝑝2 都互質的正整數的個數為 

𝑎 (1 −
1

𝑝1
) −

𝑎

𝑝2
(1 −

1

𝑝1
) = 𝑎 (1 −

1

𝑝1
) (1 −

1

𝑝2
)。 

但這
𝑎

𝑝3
個𝑝3的倍數中，有些也是𝑝1, 𝑝2的倍數，所以要除去它們。 

在此，只須考慮在1,2,3, ⋯ ,
𝑎

𝑝3
中與𝑝1, 𝑝2都互質的個數即可。 

由上述計算方法可知，不超過
𝑎

𝑝3
且與𝑝1, 𝑝2都互質的正整數的個數為： 

𝑎

𝑝3
(1 −

1

𝑝1
) (1 −

1

𝑝2
)。 

於是可知，不超過 a，而與𝑝1, 𝑝2, 𝑝3都互質的正整數的個數為 

𝑎 (1 −
1

𝑝1
) (1 −

1

𝑝2
) −

𝑎

𝑝3
(1 −

1

𝑝1
) (1 −

1

𝑝2
) = 𝑎 (1 −

1

𝑝𝑖
) (1 −

1

𝑝2
) (1 −

1

𝑝3
)。 

按這樣的程序進行下去，因為𝑛是有限數，故得不大於𝑎而與𝑝1, 𝑝2, ⋯ , 𝑝𝑛都互質的正整數的

個數共有𝑎 (1 −
1

𝑝1
) (1 −

1

𝑝2
) ⋯ (1 −

1

𝑝𝑖
)個， 

即𝜙(𝑎) = 𝑎 (1 −
1

𝑝1
) (1 −

1

𝑝2
) ⋯ (1 −

1

𝑝𝑖
)成立。 

󠄀 

貳、研究方法或過程 

 

一、研究目的 1 與目的 2 的探討 

我們發現文獻[2]的定理 9 與文獻[1]的定理 1 兩者的結果間具有關聯性。 

在文獻[2]的定理 9 中提到，以原點 O 作為觀測點，𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥, 𝑎 ∈ 𝑄為觀測視線，目標點集

為𝑉(𝑚)時，其不可見點的數量𝑎𝑚有以下結果，其中符號 𝜙(𝑥) 表示歐拉函數： 

𝑎𝑚 = 𝑚2 − 1 − 2 ∑ 𝜙(𝑘)

𝑚

𝑘=1

 

但我們在計算時發現，其中有所筆誤，應修正為： 

𝑎𝑚 = 𝑚2 + 1 − 2 ∑ 𝜙(𝑘)

𝑚

𝑘=1

 

重新論證後我們得出下列定理。 
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定理 1：以原點 O 為觀測點，𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥, 𝑎 ∈ 𝑄為觀測視線，目標點集𝑉(𝑚)的可見點數量為 

2 ∑ 𝜙(𝑘)

𝑚

𝑘=1

− 1 

證明： 

引用文獻[2]中的定理 9 的證明，目標點集𝑉(𝑚)中不可見點的數量為𝑎𝑚滿足下列遞迴關係

式： 

{
𝑎1 = 0

𝑎𝑚 = 𝑎𝑚−1 + 2𝑚 − 1 − 2𝜙(𝑘)
 

由上述遞迴式及𝜙(1) = 1可得 

𝑎𝑚 = 2(2 + 3 + 4 + ⋯ + 𝑚) − (𝑚 − 1) − 2 ∑ 𝜙(𝑘)

𝑚

𝑘=2

 

= (𝑚 + 2)(𝑚 − 1) − (𝑚 − 1) − 2 ∑ 𝜙(𝑘)

𝑚

𝑘=2

 

= 𝑚2 − 1 − 2 ∑ 𝜙(𝑘)

𝑚

𝑘=2

 

= 𝑚2 + 1 − 2 ∑ 𝜙(𝑘)

𝑚

𝑘=1

 

因此，以原點 O 為觀測點，目標點集𝑉(𝑚)中可見點的數量為 

𝑚2 − 𝑎𝑚 = 2 ∑ 𝜙(𝑘)

𝑚

𝑘=1

− 1 

󠄀 

而文獻[1]的定理 1 證明了，對於固定的𝑏 ∈ 𝑁，同樣以原點 O 作為觀測點，𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥𝑏 , 𝑎 ∈

𝑄, 𝑏 ∈ {1,2, ⋯ 𝑛}為觀測視線，目標點集為第一象限的所有格子點時，其可觀測點的機率為 

1

ζ(𝑏 + 1)
 

其中符號 ζ(𝑠) 表示黎曼𝑧𝑒𝑡𝑎函數ζ(𝑠) = ∑
1

𝑛𝑠
∞
𝑛=1 。 

因此，我們有以下的定理。 
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定理 2：以原點 O 為觀測點，𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥, 𝑎 ∈ 𝑄為觀測視線，目標點集為第一象限的所有格子

點時，其可觀測點的機率為 

𝑙𝑖𝑚
𝑚→∞

2 ∑ 𝜙(𝑘) − 1𝑚
𝑘=1

𝑚2
=

1

𝜁(2)
 

證明： 

證明：引用定理 1，以原點 O 為觀測點，𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥, 𝑎 ∈ 𝑄為觀測視線，目標點集𝑉(𝑚)的可

見點數量為2 ∑ 𝜙(𝑘)𝑚
𝑘=1 − 1，而目標點集𝑉(𝑚)的格子點數量為𝑚2，因此目標點集為第一象

限的所有格子點時，其可見點的機率為 

𝑙𝑖𝑚
𝑚→∞

2 ∑ 𝜙(𝑘) − 1𝑚
𝑘=1

𝑚2
 

而將文獻[1]的結果取𝑏 = 1得第一象限的所有格子點的可見點機率為
1

ζ(2)
，故得證 

𝑙𝑖𝑚
𝑚→∞

2 ∑ 𝜙(𝑘) − 1𝑚
𝑘=1

𝑚2
=

1

ζ(2)
 

 󠄀 

當我們以𝑚 = 100的目標點集𝑉(100)為例時，得出可見點數量為2 ∑ 𝜙(𝑘)100
𝑘=1 − 1 = 6087 ，

因此可見點的機率為0.6087。而𝑏 = 1時，
1

ζ(𝑏+1)
=

1

ζ(2)
 ≈ 0.6079，可知𝑚 = 100時，其可見

點機率與𝑚趨近無窮大時的結果已相當接近。  

在文獻[1]內容中沒有提及可見點的確實數量，而文獻[2]有給𝑏 = 1 時，可見點的實際數量，

但𝑏 ≥ 2時還是未知的領域，因此，接下來我們將探討𝑏 ≥ 2時，可見點數量的公式。 

首先考慮當𝑏 = 2時，以原點 O 為觀測點，𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2, 𝑎 ∈ 𝑄為觀測視線，探討𝑉(𝑚) 為目標

點集時，其可見點數量和機率，也嘗試推演出固定的公式及更一般性的計算方法。 

我們在經過比較後發現，當以𝑏 = 1與𝑏 = 2兩種不同觀測視線𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥與𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2，在觀

測目標點時，可見點的分布有所不同。 
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圖二：𝑏 = 1時可見點數(紅色空心為不可見點)                             圖三：𝑏 = 2時可見點數(紅色空心為不可見點)                       

如圖二、圖三所示，我們以𝐿1: 𝑦 = 𝑥 直線將目標點集分為兩個部分： 

𝑉1(𝑚) = {(𝑖, 𝑗)|𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚}與𝑉2(𝑚) = {(𝑖, 𝑗)|𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚}(兩部分皆包含

𝐿1)，其中𝑉1(𝑚)即為直線𝐿1及其右下等腰直角三角形陣列，𝑉2(𝑚)即為直線𝐿1及其左上等腰

直角三角形陣列。 

當𝑏 = 1時，𝑉1(𝑚)與𝑉2(𝑚)的可見點具有對稱性，且是以𝐿1為對稱軸的圖形，所以在計算可

見點數時可將𝑉1(𝑚)的可見點數× 2 再減 1。(因為𝑉1(𝑚)的可見點數與𝑉2(𝑚)的可見點數相

同，且𝐿1: 𝑦 = 𝑥 直線上的除了點(1, 1)被重複計算了兩次之外，其餘都是不可見點，所以不

會重複計算。) 

而當𝑏 = 2時，因其可見點不具有對稱性，無法以相同的步驟計算可見點，因此我們將𝑉1(𝑚)

與𝑉2(𝑚)分開計算，如下圖所示： 
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圖四：𝑉1(𝑚)的可見點數(紅色空心為不可見點)                           圖五：𝑉2(𝑚)的可見點數(紅色空心為不可見點) 

 

而後我們也發現了𝑉1(𝑚)及𝑉2(𝑚)上的可見點與某些函數具有關聯性，並推導出一些公式。  

為了方便推導，我們有下列定義。 

 

定義 3：下列英文符號都是屬於正整數 

 

(1)   2 次質因數：若 𝑝 為質數，且滿足𝑝2|𝑛 ，則稱 𝑝 為 𝑛 的 2 次質因數。 

(2)   𝑏 次質因數：若 𝑝 為質數，且滿足𝑝𝑏|𝑛 ，則稱 𝑝 為 𝑛 的 𝑏 次質因數。 

(3)   集合𝐴𝑝
𝑛表所有小於或等於 𝑛 的正整數中，含有質因數 𝑝 之正整數的集合。 

即𝐴𝑃
𝑛 = {𝑥|𝑥 ≤ 𝑛且𝑝|𝑥, 𝑝為質數}。 

(4)   集合𝐴
𝑝𝑏
𝑛 表所有小於或等於 𝑛 的正整數中，含有因數 𝑝𝑏 之正整數的集合。 

        即集合𝐴
𝑝𝑏
𝑛 = {𝑥|𝑥 ≤ 𝑛且𝑝𝑏|𝑥}。 

(5)  設 𝑝 為質數， ⋃ 𝐴𝑝
𝑛 表所有滿足 𝑝 為 𝑛 的質因數的 𝐴𝑃

𝑛  的聯集。

𝑝|𝑛

 

(6)  設 𝑝 為質數， ⋃ 𝐴𝑝
𝑛

𝑝𝑏|𝑛

表所有滿足 𝑝𝑏|𝑛 的 𝐴𝑝
𝑛 的聯集。 

(7)   𝐴𝑝
𝑖 = {𝑥|𝑥 ≤ 𝑖,且𝑝|𝑥} 

(8)   𝜓2(𝑥)為小於或等於 𝑥 的正整數中不為 𝑥 之質因數平方的倍數個數。 
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即𝜓2(𝑥) = |{𝑗|𝑗 ≤ 𝑥 且滿足𝑔𝑐𝑑2(𝑥, 𝑗) = 1}|。 

(9)  𝜓𝑏(𝑥)為小於或等於 𝑥 的正整數中不為 𝑥 之質因數 𝑏 次方的倍數個數。 

即𝜓𝑏(𝑥) = |{𝑗|𝑗 ≤ 𝑥 且滿足𝑔𝑐𝑑𝑏(𝑥, 𝑗) = 1}|。 

(10)  |𝐴|表示集合 𝐴 的元素個數。 

 

首先我們希望找出𝑉1(𝑚)之2 −可見點，如圖四所示。我們依序計算𝑉1(𝑚)分別在 

𝑥 = 1,  𝑥 = 2,  𝑥 = 3 ⋯ , 𝑥 = 𝑚上的2 −可見點並求其總和。 

位於𝑉1(𝑚)上的可見點，我們能透過以下方式計算出。 

在直線𝑥 = 1上的點有(1,1)，其為2 −可見點。 

在直線𝑥 = 2上的點有(2,1)，(2,2)，皆為2 −可見點。 

在直線𝑥 = 3上的點有(3,1)，(3,2)，(3,3)，皆為2 −可見點。 

以此類推，在直線𝑥 = 18上的點有(18,1)，(18,2)，(18,3)，⋯，(18,17)，(18,18)，其中 

(18,4)，(18,8)，(18，9)，(18,12)，(18,16)，(18,18)為2 −不可見點，其餘皆為2 −可見

點。 

可看出滿足𝑔𝑐𝑑2(18, 𝑗) = 1的點皆為2 −可見點，滿足𝑔𝑐𝑑2(18, 𝑗) ≠ 1的點皆為2 −不可見

點。 

事實上，由引理 1 可知，在直線𝑥 = 𝑖上滿足𝑔𝑐𝑑2(𝑖, 𝑗) = 1的點皆為2 −可見點，滿足

𝑔𝑐𝑑2(𝑖, 𝑗) ≠ 1的點皆為2 −不可見點。因此，我們藉由定義𝜓2(𝑥)為小於或等於 𝑥 的正整數中

不為 𝑥 之質因數平方的倍數個數，可得位於𝑉1(𝑚)上且在直線𝑥 = 𝑖上的可見點個數為𝜓2(𝑖)。 

藉由文獻[3]的內容中所提到歐拉函數𝜙(𝑛)的計算靈感，利用取捨原理，我們推得計算𝜓2(𝑛)

的公式如下。 

定理 3：設𝑛為正整數，[𝑥]表示高斯符號，則 

𝜓2(𝑛) = 𝑛 − |⋃ 𝐴𝑝2
𝑛

𝑝|𝑛

| 
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證明： 

若 𝑛 = 𝑝1
𝑎1𝑝2

𝑎2 ⋯ 𝑝𝑘
𝑎𝑘是𝑛的標準分解式，由𝜓2(𝑛)的定義及取捨原理可得知 

當𝑛 只有一個質因數𝑝1時， 

𝜓2(𝑛) = 𝑛 − |𝐴𝑝2
𝑛 | = 𝑎 − [

𝑛

𝑝1
2

] 

當𝑛有二個質因數𝑝1、𝑝2時，  

𝜓2(𝑛) = 𝑛 − |𝐴𝑝1
2

𝑛 ∪ 𝐴𝑝2
2

𝑛 | = 𝑛 − [
𝑛

𝑝1
2

] − [
𝑛

𝑝2
2

] + [
𝑛

𝑝1
2𝑝2

2
] 

當𝑛有三個質因數𝑝1、𝑝2、𝑝3時， 

𝜓2(𝑛) = 𝑛 − |𝐴𝑝1
2

𝑛 ∪ 𝐴𝑝2
2

𝑛 ∪ 𝐴𝑝3
2

𝑛 |

= 𝑛 − [
𝑛

𝑝1
2

] − [
𝑛

𝑝2
2

] − [
𝑛

𝑝3
2

] + [
𝑛

𝑝1
2𝑝2

2
] + [

𝑛

𝑝1
2𝑝3

2
] + [

𝑛

𝑝2
2𝑝3

2
] − [

𝑛

𝑝1
2𝑝2

2𝑝3
2

] 

以此類推，當𝑛有𝑘個質因數𝑝1、𝑝2、… 、𝑝𝑘時，我們可得𝜓2(𝑛)之公式如下 

𝜓2(𝑛) = 𝑛 − |⋃ 𝐴𝑝2
𝑛

𝑝|𝑛

| 

󠄀 

𝜓2(𝑛)雖然與𝜙(𝑛)很類似，但因為𝑛不一定是𝑝2的倍數，所以不像𝜙(𝑛)可以有如下的公式。 

若 𝑛 = 𝑝1
𝑎1𝑝2

𝑎2 ⋯ 𝑝𝑛
𝑎𝑛是𝑛的標準分解式，則𝜙(𝑛) = 𝑛 (1 −

1

𝑝1
) (1 −

1

𝑝2
) ⋯ (1 −

1

𝑝𝑛
)。 

 

利用定理 3，我們依序計算𝑉1(𝑚)分別在𝑥 = 1,  𝑥 = 2,  𝑥 = 3 ⋯ , 𝑥 = 𝑚上的2 −可見點並 

求其總和，即可證明𝑉1(𝑚)之2 −可見點數公式如下定理。 

定理 4：以原點 O 為觀測點，𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2, 𝑎 ∈ 𝑄為觀測視線，目標點集𝑉1(𝑚)之2 −可見點數

為 

∑ 𝜓2(𝑘)

𝑚

𝑘=1

=
𝑚(𝑚 + 1)

2
− ∑ |⋃ 𝐴𝑝2

𝑘

𝑝|𝑘

|

𝑚

𝑘=1

 

證明： 

 如圖四所示，依序計算𝑉1(𝑚)分別在直線𝑥 = 1,  𝑥 = 2,  𝑥 = 3 ⋯ , 𝑥 = 𝑚上的 2 − 可 
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見點並求其總和。在直線𝑥 = 𝑘上滿足𝑔𝑐𝑑2(𝑘, 𝑗) = 1的點皆為2 −可見點，滿足𝑔𝑐𝑑2(𝑘, 𝑗) ≠

1的點皆為2 −不可見點，因此，我們藉由定義𝜓2(𝑥) = |{𝑗|𝑗 ≤ 𝑥 且滿足𝑔𝑐𝑑2(𝑥, 𝑗) = 1}|。即

可得在直線𝑥 = 𝑘上滿足𝑔𝑐𝑑2(𝑘, 𝑗) = 1的點的個數為𝜓2(𝑘)，故得𝑉1(𝑚)中 2 −可見點個數總

和為 

∑ 𝜓2(𝑘)

𝑚

𝑘=1

= ∑ (𝑘 − |⋃ 𝐴𝑝2
𝑘

𝑝|𝑘

|)

𝑚

𝑘=1

=
𝑚(𝑚 + 1)

2
− ∑ |⋃ 𝐴𝑝2

𝑘

𝑝|𝑘

|

𝑚

𝑘=1

 

󠄀 

我們利用定理 3 中 𝜓2(𝑛)的公式計算𝑛從 1 到 100 的值如以下結果，其對應在𝑉1(𝑚)中的直線

𝑥 = 1 至 𝑥 = 100  上的可見點數量如下表三： 

+ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

0 1 2 3 3 5 5 7 6 8 8 

10 11 8 13 11 14 12 17 12 19 15 

20 19 17 23 16 24 20 24 21 29 19 

30 31 24 30 26 34 24 37 29 36 29 

40 41 29 43 33 39 35 47 32 48 36 

50 46 39 53 36 53 41 51 44 59 38 

60 61 47 55 48 63 44 67 51 62 50 

70 71 48 73 56 64 57 76 53 79 57 

80 72 62 83 55 82 65 78 66 89 57 

90 90 69 83 71 92 64 97 72 88 72 

表三：𝑉1(𝑚) 中在直線𝑥 = 1 至 𝑥 = 100 上的 2 −可見點數量 

因此利用表三可計算∑ 𝜓2(𝑘)100
𝑘=1 = 4223，此即為在𝑉1(100)中的2 −可見點數量。 

 

我們利用計算𝜓2(𝑛)的結果在OEIS(數列搜尋器)上找到另一個相同的數列 

𝑎(𝑛) = ∑ 𝜇(𝑑) [
𝑛

𝑑2
]

𝑑|𝑛

 

其中𝜇(𝑥)為默比烏斯函數。其定義為 
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𝜇(𝑛) = {
1

(−1)𝑘

0
   

 𝑛 = 1
          若無平方數因數，且𝑛 = 𝑝1𝑝2 ⋯ 𝑝𝑘

若𝑛有大於 1 的平方數因數

 

因此，我們得下列引理 2。 

引理 2： 

𝜓2(𝑛) = ∑ 𝜇(𝑑) [
𝑛

𝑑2
]

𝑑|𝑛

 

證明： 

若 𝑛 = 𝑝1
𝑎1𝑝2

𝑎2 ⋯ 𝑝𝑘
𝑎𝑘是𝑛的標準分解式，由定理 3 與取捨原理及默比烏斯函數定義可得知 

𝜓2(𝑛) = 𝑛 − |𝐴𝑝1
2

𝑛 ∪ 𝐴𝑝2
2

𝑛 ∪ ⋯ ∪ 𝐴𝑝𝑘
2

𝑛 | = ∑ 𝜇(𝑑) [
𝑛

𝑑2
]

𝑑|𝑛

 

󠄀 

利用引理 2，我們可較快速計算𝑉1(𝑚)之2 −可見點數。 

 

在討論完𝑉1(𝑚)上可見點數目的計算方式之後，我們將目標轉為𝑉2(𝑚)上的可見點。首先，

需要如下定義。 

定義 4：𝜙2(𝑛) = |{𝑖|𝑖 ≤ n 且滿足𝑔𝑐𝑑2(𝑖, 𝑛) = 1}|。 

而位於𝑉2(𝑚)上的可見點，則分別求出在直線𝑦 = 1,  𝑦 = 2,  ⋯ , 𝑦 = 𝑚上的2 −可見點並求其 

總和。而𝜙2(𝑛)可利用以下公式計算而得。 

 

定理 5：設𝑛為正整數，𝜙2(𝑛) = |{𝑖|𝑖 ≤ n 且滿足𝑔𝑐𝑑2(𝑖, 𝑛) = 1}|，則 

𝜙2(𝑛) = 𝑛 − |⋃ 𝐴𝑃
𝑛

𝑝2|𝑛

| 

證明：由𝜙2(𝑛)的定義及取捨原理可得知 

當𝑛只有一個 2 次質因數𝑝1時， 

𝜙2(𝑛) = 𝑛 − |𝐴𝑝1
𝑛 | = 𝑛 − [

𝑛

𝑝1
] 

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%97%A0%E5%B9%B3%E6%96%B9%E6%95%B0%E5%9B%A0%E6%95%B0%E7%9A%84%E6%95%B0
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當𝑛有二個 2 次質因數𝑝1、𝑝2時，  

𝜙2(𝑛) = 𝑛 − |𝐴𝑝1
𝑛 ∪ 𝐴𝑝2

𝑛 | = 𝑛 − [
𝑛

𝑝1
] − [

𝑛

𝑝1
] + [

𝑛

𝑝1𝑝2
] 

 

當𝑛有三個 2 次質因數𝑝1、𝑝2、𝑝3時， 

𝜙2(𝑛) = 𝑛 − |𝐴𝑝1
𝑛 ∪ 𝐴𝑝2

𝑛 ∪ 𝐴𝑝3
𝑛 | = 𝑛 − [

𝑛

𝑝1
] − [

𝑛

𝑝2
] − [

𝑛

𝑝3
] + [

𝑛

𝑝1𝑝2
] + [

𝑛

𝑝1𝑝3
] + [

𝑛

𝑝1𝑝3
] − [

𝑛

𝑝1𝑝2𝑝3
] 

以此類推，當𝑛有𝑘個 2 次質因數𝑝1、𝑝2、… 、𝑝𝑘時，我們可得𝜙2(𝑛)之公式如下 

𝜙2(𝑛) = 𝑛 − |⋃ 𝐴𝑝
𝑛

𝑝2|𝑛

| 

󠄀 

將此公式結合文獻[3]中的公式進行推導，亦得以下結論，其中𝑝1、𝑝2 ⋯ 𝑝𝑘為𝑛之所有的 2 次

質因數： 

𝜙2(𝑛) = 𝑛 (1 −
1

𝑝1
) (1 −

1

𝑝2
) ⋯ (1 −

1

𝑝𝑘
) 

請特別注意，此公式與歐拉函數𝜙(𝑛)的不同之處在於公式中的𝑝1、𝑝2 ⋯ 𝑝𝑘必須為𝑛之所有的

2 次質因數。 

利用定理 5 即可證明𝑉2(𝑚)之2 −可見點數公式如下定理。 

定理 6：以原點 O 為觀測點，𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2, 𝑎 ∈ 𝑄為觀測視線，目標點集𝑉2(𝑚)之2 −可見點數

為 

∑ 𝜙2(𝑘)

𝑚

𝑘=1

=
𝑚(𝑚 + 1)

2
− ∑ |⋃ 𝐴𝑝

𝑘

𝑝2|𝑘

|

𝑚

𝑘=1

 

證明： 

如圖五所示，依序計算𝑉2(𝑚)分別在直線𝑦 = 1, 𝑦 = 2, ⋯ , 𝑦 = 𝑚上的2 −可見點並求 

其總和。在直線𝑦 = 𝑘上滿足𝑔𝑐𝑑2(𝑖, 𝑘) = 1的點皆為2 −可見點，滿足𝑔𝑐𝑑2(𝑖, 𝑘) ≠ 1的點皆

為2 −不可見點，因此我們定義𝜙2(𝑛) = |{𝑖|𝑖 ≤ n 且滿足𝑔𝑐𝑑2(𝑖, 𝑛) = 1}|。可得在直線𝑦 = 𝑘

上滿足𝑔𝑐𝑑2(𝑖, 𝑘) = 1的點的個數為𝜙2(𝑘)，故得𝑉2(𝑚)中 2 −可見點個數總和為 
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∑ 𝜙2(𝑘)

𝑚

𝑘=1

= ∑ (𝑘 − |⋃ 𝐴𝑝
𝑘

𝑝2|𝑘

|)

𝑚

𝑘=1

=
𝑚(𝑚 + 1)

2
− ∑ |⋃ 𝐴𝑝

𝑘

𝑝2|𝑘

|

𝑚

𝑘=1

 

󠄀 

 

我們利用定理 5 中 𝜙2(𝑛)的公式計算𝑛從 1 到 100 的值如以下結果，其對應在𝑉2(𝑚)中的直線

𝑦 = 1 至 𝑦 = 100上的可見點數量如下表四： 

+ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

0 1 2 3 2 5 6 7 4 6 10 

10 11 6 13 14 15 8 17 12 19 10 

20 21 22 23 12 20 26 18 14 29 30 

30 31 16 33 34 35 12 37 38 39 20 

40 41 42 43 22 30 46 47 24 42 40 

50 51 26 53 54 55 28 57 58 59 30 

60 61 62 42 32 65 66 67 34 69 35 

70 71 28 73 74 60 38 77 78 79 40 

80 54 82 83 42 85 86 87 44 89 60 

90 91 46 93 94 95 48 97 84 66 35 

表四：𝑉2(𝑚) 中在直線𝑦 = 1 至 𝑦 = 100 上的 2 −可見點數量 

因此利用表四可計算∑ 𝜙2(𝑘)100
𝑘=1 = 4159。此即為在𝑉2(100)中的2 −可見點數量。 

 

在理解𝜙2(𝑛)的公式原理之後，我們推論出𝜙2(𝑛)與默比烏斯函數𝜇(𝑥)也具有關聯性，如下引

理。 

引理 3： 

𝜙2(𝑛) = ∑ 𝜇(𝑑) [
𝑛

𝑑
]

𝑑2|𝑛

 

證明： 

由定理 5 與取捨原理及默比烏斯函數定義可得知，若𝑛有𝑘個 2 次質因數𝑝1、𝑝2、… 、𝑝𝑘時，

我們可得𝜙2(𝑛)之公式如下 
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𝜙2(𝑛) = 𝑛 − |⋃ 𝐴𝑝
𝑛

𝑝2|𝑛

| 

                                       = 𝑛 − |𝐴𝑝1
𝑛 ∪ 𝐴𝑝2

𝑛 ∪ ⋯ ∪ 𝐴𝑝𝑘
𝑛 | 

                                                 = 𝑛 (1 −
1

𝑝1
) (1 −

1

𝑝2
) ⋯ (1 −

1

𝑝𝑘
) 

             = ∑ 𝜇(𝑑) [
𝑛

𝑑
]

𝑑2|𝑛

 

󠄀 

利用引理 3，我們可較快速計算V2(𝑚)之2 −可見點數。 

 

結合定理 4 與定理 6 即可得出𝑚 × 𝑚陣列𝑉(𝑚)上可見點數之公式。 

在觀察𝑉1(𝑚)及𝑉2(𝑚)上兩部分的2 −可見點時，皆包含𝐿1上的2 −可見點，而導致重複計算

因此必須將其扣除，即(1,1), (2,2), (3,3), , (𝑚, 𝑚)中，滿足𝑔𝑐𝑑2(𝑖, 𝑖) = 1的2 −可見點數，也

就是𝑚 − |⋃ 𝐴𝑝2
𝑚

𝑝2≤𝑚 |。因此，我們在整理之後導出下列公式。 

 

定理 7：以原點 O 為觀測點，𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2, 𝑎 ∈ 𝑄為觀測視線，目標點集𝑉(𝑚)之2 −可見點數

為 

∑ 𝜓2(𝑘)

𝑚

𝑘=1

+ ∑ 𝜙2(𝑘)

𝑚

𝑘=1

− (𝑚 − | ⋃ 𝐴𝑝2
𝑚

𝑝2≤𝑚

|) 

= 𝑚2 − ∑ |⋃ 𝐴𝑝2
𝑘

𝑝|𝑘

|

𝑚

𝑘=1

− ∑ |⋃ 𝐴𝑝
𝑘

𝑝2|𝑘

|

𝑚

𝑘=1

+ | ⋃ 𝐴𝑝2
𝑚

𝑝2≤𝑚

| 

證明： 

在計算𝑉1(𝑚)及𝑉2(𝑚)上兩部分的2 −可見點時，皆包含𝐿1上的2 −可見點，而導致重複計算

因此必須將其扣除。即(1,1), (2,2), (3,3), … , (𝑚, 𝑚)中，滿足𝑔𝑐𝑑2(𝑖, 𝑖) = 1的2 −可見點數，也

就是𝑚 − |⋃ 𝐴𝑝2
𝑚

𝑝2≤𝑚 |。此為必須扣除的點數，因此，我們在整理之後導出下列公式。 

𝑉(𝑚)之2 −可見點數為𝑉1(𝑚)及𝑉2(𝑚)上兩部分的2 −可見點數和扣除𝐿1上的2 −可見點數即 
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∑ 𝜓2(𝑘)

𝑚

𝑘=1

+ ∑ 𝜙2(𝑘)

𝑚

𝑘=1

− (𝑚 − | ⋃ 𝐴𝑝2
𝑚

𝑝2≤𝑚

|)                                             

=
𝑚(𝑚 + 1)

2
− ∑ |⋃ 𝐴𝑝2

𝑘

𝑝|𝑘

|

𝑚

𝑘=1

+
𝑚(𝑚 + 1)

2
− ∑ |⋃ 𝐴𝑝

𝑘

𝑝2|𝑘

|

𝑚

𝑘=1

− (𝑚 − | ⋃ 𝐴𝑝2
𝑚

𝑝2≤𝑚

|)

= 𝑚2 − ∑ |⋃ 𝐴𝑝2
𝑘

𝑝|𝑘

|

𝑚

𝑘=1

− ∑ |⋃ 𝐴𝑝
𝑘

𝑝2|𝑘

|

𝑚

𝑘=1

+ | ⋃ 𝐴𝑝2
𝑚

𝑝2≤𝑚

| 

故得證。 

󠄀 

 

當我們以𝑚 = 100的目標點集𝑉(100)為例時，得出可見點數量為∑ 𝜓2(𝑘)100
𝑘=1 + ∑ 𝜙2(𝑘)100

𝑘=1 −

(𝑚 − |⋃ 𝐴𝑝2
𝑚

𝑝2≤𝑚 |) = 8321。因此可見點的機率為0.8321。而𝑏 = 2時，
1

ζ(𝑏+1)
=

1

ζ(3)
 ≈

0.8319，可知𝑚 = 100時，其可見點機率與𝑚趨近無窮大時的結果已相當接近。 

 

雖然上述方法在結果得出了很漂亮的公式，但在計算上卻沒有理想中的簡便。因此我們改變

了計算的方法，將𝑉1(𝑚)及𝑉2(𝑚)合併計算，並分別引用類似於𝜓2和𝜙2的概念，使其函數中

的變數𝑘改為定值𝑚，進而得出想法更為直接的公式。 

 

定理 8：當以原點 O 為觀測點，𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2, 𝑎 ∈ 𝑄為觀測視線，設目標點集𝑉(𝑚)中所有的

2 −可見點數為ℎ2(𝑚)，則 

ℎ2(𝑚) = 𝑚2 − ∑ |⋃ 𝐴𝑝2
𝑚

𝑝|𝑘

|

𝑚

𝑘=1

 

證明： 

在計算目標點集𝑉(𝑚)上的2 −可見點時，我們分別計算𝑥 = 1, 𝑥 = 2, 𝑥 = 3 ⋯ 𝑥 = 𝑚上的2 −

可見點並求其總和。在直線𝑥 = 𝑘上的2 −可見點(𝑘, 𝑗)需滿足𝑔𝑐𝑑2(𝑘, 𝑗) = 1，因此𝑥 = 𝑘上的

2 −可見點個數為小於或等於𝑚中不為𝑘之質因數平方的倍數個數，即|{𝑗|𝑗 ≤ 𝑚 且滿足
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𝑔𝑐𝑑2(𝑘, 𝑗) = 1}| = 𝑚 − |⋃ 𝐴𝑝2
𝑚

𝑝|𝑘 |。 

換言之，在直線𝑥 = 𝑘上滿足𝑔𝑐𝑑2(𝑘, 𝑗) = 1的點皆為2 −可見點，滿足𝑔𝑐𝑑2(𝑘, 𝑗) ≠ 1的點皆

為2 −不可見點，而在直線𝑥 = 𝑘上滿足𝑔𝑐𝑑2(𝑖, 𝑘) = 1的點的個數為𝑚 − |⋃ 𝐴𝑝2
𝑚

𝑝|𝑘 |，故得

𝑉(𝑚)中 2 −可見點個數總和ℎ(𝑚)之公式如下。 

ℎ2(𝑚) = ∑ (𝑚 − |⋃ 𝐴𝑝2
𝑚

𝑝|𝑘

|)

𝑚

𝑘=1

 

          = 𝑚2 − ∑ |⋃ 𝐴𝑝2
𝑚

𝑝|𝑘

|

𝑚

𝑘=1

 

󠄀 

 

我們利用上述公式計算在𝑉(𝑚)中的直線從𝑥 = 1 至 𝑥 = 100  上的2 −可見點數量，如以下結

果： 

+ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

0 100 75 89 75 94 66 98 75 89 72 

10 100 66 100 73 85 75 100 66 100 72 

20 87 75 100 66 94 75 89 73 100 63 

30 100 75 89 75 94 66 100 75 89 72 

40 100 64 100 75 85 75 100 66 98 72 

50 89 75 100 66 94 73 89 75 100 63 

60 100 75 87 75 94 66 100 75 89 70 

70 100 66 100 75 85 75 98 66 100 72 

80 89 75 100 36 94 75 89 75 100 63 

90 98 75 89 75 94 66 100 73 89 72 

表五：𝑥 = 1 至 𝑥 = 100上的2 −可見點 

當以𝑚 = 100為例時，目標點集𝑉(100)的可見點數ℎ(100)為上述表格的總和，即ℎ2(100) =

8321，因此在目標點集𝑉(100)中的可見點機率為0.8321，其結果與使用定理 7 計算之

𝑉(100)的2 −可見點數和2 −可見點機率吻合。 

我們也可以用另一個方式來計算目標點集𝑉(𝑚)上的2 −可見點，如以下定理所示。 
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定理 9：當以原點 O 為觀測點，𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2, 𝑎 ∈ 𝑄為觀測視線，目標點集𝑉(𝑚)中所有的2 −

可見點數ℎ2(𝑚)亦可表示為 

ℎ2(𝑚) = 𝑚2 − ∑ |⋃ 𝐴𝑝
𝑚

𝑝2|𝑘

|

𝑚

𝑘=1

 

證明： 

在計算目標點集𝑉(𝑚)上的2 −可見點時，我們分別計算𝑦 = 1, 𝑦 = 2, 𝑦 = 3 ⋯ , 𝑦 = 𝑚上的2 −

可見點並求其總和。在直線𝑦 = 𝑘上的2 −可見點(𝑖, 𝑘)需滿足𝑔𝑐𝑑2(𝑖, 𝑘) = 1，因此𝑦 = 𝑘上的

2 −可見點個數為小於或等於𝑚的正整數中不為𝑘之2次質因數的倍數個數，即

|{𝑖|𝑖 ≤ 𝑚 且滿足𝑔𝑐𝑑2(𝑖, 𝑘) = 1}| = 𝑚 − |⋃ 𝐴𝑝
𝑚

𝑝2|𝑘 |。換言之，在直線𝑦 = 𝑘上滿足 

𝑔𝑐𝑑2(𝑖, 𝑘) = 1的點皆為2 −可見點，滿足𝑔𝑐𝑑2(𝑖, 𝑘) ≠ 1的點皆為2 −不可見點，而在直線𝑦 =

𝑘上滿足𝑔𝑐𝑑2(𝑖, 𝑘) = 1的點的個數為𝑚 − |⋃ 𝐴𝑝
𝑚

𝑝2|𝑘 |，故得𝑉(𝑚)中 2 −可見點個數總和ℎ2(𝑚)

之公式如下。 

ℎ2(𝑚) = ∑ (𝑚 − |⋃ 𝐴𝑝
𝑚

𝑝2|𝑘

|)

𝑚

𝑘=1

 

        = 𝑚2 − ∑ |⋃ 𝐴𝑝
𝑚

𝑝2|𝑘

|

𝑚

𝑘=1

 

󠄀 

 

我們利用上述公式計算在𝑉(𝑚)中的直線從𝑦 = 1 至 𝑦 = 100  上的2 − 不可見點數量，如以下

結果： 

+ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

0 100 100 100 50 100 100 100 50 67 100 

10 100 50 100 100 100 50 100 67 100 50 

20 100 100 100 50 80 100 67 50 100 100 

30 100 50 100 100 100 33 100 100 100 50 

40 100 100 100 50 67 100 100 50 86 80 

50 100 50 100 67 100 50 100 100 100 50 
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60 100 100 67 50 100 100 100 50 100 100 

70 100 33 100 100 80 50 100 100 100 50 

80 67 100 100 50 100 100 100 50 100 67 

90 100 50 100 100 100 50 100 86 67 40 

表六：𝑦 = 1 至 𝑦 = 100上的可見點 

同樣以𝑚 = 100為例，目標點集𝑉(100)的可見點數ℎ(100)為上述表格的總和，即ℎ2(100) =

8321，因此在目標點集𝑉(100)中的可見點機率亦為0.8321，其結果與使用定理 7 計算之

𝑉(100)的2 −可見點數和2 −可見點機率也吻合。 

 

接下來研究當𝑏為固定的正整數時，以原點 O 為觀測點，𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥𝑏 , 𝑎 ∈ 𝑄為觀測視線，目

標點集𝑉(𝑚)中所有的𝑏 −可見點數。 

將定理 8 與定理 9 的結果推廣可得如下定理。 

 

定理 10： 設𝑏為固定的正整數，以原點 O 為觀測點，𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥𝑏 , 𝑎 ∈ 𝑄為觀測視線，令目標

點集𝑉(𝑚)中所有的𝑏 −可見點數為ℎ𝑏(𝑚)，則 

ℎ𝑏(𝑚) = 𝑚2 − ∑ |⋃ 𝐴
𝑝𝑏
𝑚

𝑝|𝑘

|

𝑚

𝑘=1

= 𝑚2 − ∑ |⋃ 𝐴𝑝
𝑚

𝑝𝑏|𝑘

|

𝑚

𝑘=1

 

證明： 

定理 8 與定理 9 是定理 10 在𝑏 = 2時的情形，將定理 8 與定理 9 的證明過程中的觀測視線

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2, 𝑎 ∈ 𝑄換成𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥𝑏 , 𝑎 ∈ 𝑄，用相同的程序，即可推廣得證。 

󠄀 

順帶一提，由定理 10 可推得下列漂亮恆等式。 

定理 11：設𝑚, 𝑏為固定正整數，𝑝為質數，則 

∑ |⋃ 𝐴
𝑝𝑏
𝑚

𝑝|𝑘

|

𝑚

𝑘=1

= ∑ |⋃ 𝐴𝑝
𝑚

𝑝𝑏|𝑘

|

𝑚

𝑘=1
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而文獻[1]的定理 1 證明了，同樣以原點作為觀測點，𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥𝑏 , 𝑎 ∈ 𝑄, 𝑏 ∈ {1,2, ⋯ 𝑛}為觀測

視線，目標點集為第一象限的所有格子點時，其𝑏 −可見機率為 

1

ζ(𝑏 + 1)
 

其中符號 ζ(𝑥) 表示黎曼zeta函數。因此，我們有以下的定理。 

 

定理 12：設𝑏為固定正整數，以原點 O 為觀測點，𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥𝑏 , 𝑎 ∈ 𝑄為觀測視線，坐標平面

上第一象限中的格子點之𝑏 −可見機率為 

𝑙𝑖𝑚
𝑚→∞

ℎ𝑏(𝑚)

𝑚2
=

1

𝜁(𝑏 + 1)
 

證明： 

引用定理 10，目標點集𝑉(𝑚)的可見點數量為ℎ𝑏(𝑚)，目標點集𝑉(𝑚)的數量為𝑚2，因此坐標

平面上第一象限中的格子點之𝑏 −可見機率為 

𝑙𝑖𝑚
𝑚→∞

ℎ𝑏(𝑚)

𝑚2
 

引用文獻[1]的結果可得第一象限中的格子點之𝑏 −可見機率為
1

ζ(𝑏+1)
，故得證 

𝑙𝑖𝑚
𝑚→∞

ℎ𝑏(𝑚)

𝑚2
=

1

𝜁(𝑏 + 1)
 

󠄀   󠄀 

 

二、研究目的 3 與目的 4 的探討 

接下來我們要討論研究目的 3 與目的 4，設 𝑏為固定正整數，首先討論在將目標點集

𝑉(𝑚 × 𝑛) = {(𝑖, 𝑗)|𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚}中的所有格子點觀測完畢的前提下，將觀測點布置

在原點 O 及 𝑥 軸、𝑦 軸正向上的格子點，以𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥𝑏 , 𝑎 ∈ 𝑄為觀測視線，找尋最少觀測

點，請注意其中𝑛為任意正整數，且𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥𝑏 , 𝑎 ∈ 𝑄, 𝑏 ∈ 𝑁是以觀測點為新原點的坐標

系中的觀測視線。 

接下來，我們將觀測點限制在原點及 𝑥 軸、𝑦 軸上的正向上的格子點。 

定義 5：在以觀測點為新原點的坐標系中的𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥𝑏 , 𝑎 ∈ 𝑄, 𝑏 ∈ 𝑁為觀測視線，對於觀
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測點 𝑡 與目標點 𝑝 而言，若曲線𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥𝑏上在觀測點𝑡與目標點𝑝 之間沒有其他目標點，

則稱 𝑝點為 𝑡 − 𝑏 −可見。同理，對於觀測點集  𝑆𝑏 與目標點集 𝐴 ⊆ 𝑉(𝑚 × 𝑛)而言，若對

每一點 𝑝 ∈ 𝐴 存在一點𝑡 ∈  𝑆𝑏 使得 𝑝 點 為 𝑡 − 𝑏 −可見，則我們稱集合 𝐴 為  𝑆𝑏 −可見。 

 

首先討論𝑏 = 2的情況，得到如下重要引理。 

 

引理 4：以原點 O 為觀測點，𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2, 𝑎 ∈ 𝑄為觀測視線觀察目標點集 V(𝑚 × 𝑛)中的目標

點𝐶(𝑥, 𝑦)，則𝐶點為(0,0) − 2 −可見若且唯若𝑔𝑐𝑑2(𝑥, 𝑦) = 1。 

證明：由引理1取𝑏 = 2可得證。 

󠇕 

 

引理 5：設𝑘, 𝑚為正整數， 

(1)以點(𝑘, 0)為觀測點，觀測直線𝑥 = 𝑚上的目標點𝐶(𝑚, 𝑦)，則𝐶點是(𝑘, 0) − 2 −可見點若且

唯若𝑔𝑐𝑑2(𝑚 − 𝑘, 𝑦) = 1。 

(2)以點(0, 𝑘)為觀測點，觀測直線𝑦 = 𝑚上的目標點𝐶(𝑥, 𝑚)，則𝐶點是(0, 𝑘) − 2 −可見點若且

唯若𝑔𝑐𝑑2(𝑥, 𝑚 − 𝑘) = 1。 

證明： 

(1) 經過平移，以(𝑘, 0)為新原點，則𝐶點的新坐標為(𝑚 − 𝑘, 𝑦)。由引理4得知𝐶點是(𝑘, 0) −

2 −可見點若且唯若𝑔𝑐𝑑2(𝑚 − 𝑘, 𝑦) = 1。 

(2)同理可證。 

󠇕 

圖六顯示，布置原點 O 與(0, 5)為觀測點，即可將目標點集𝑉(3 × 𝑛)中的格子點觀測完畢。 
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圖六：利用原點 O 與(0, 5)觀測𝑉(3 × 𝑛) 

引理 6：設𝑐, 𝑟 ∈ 𝑁, 𝑔𝑐𝑑2(𝑐, 𝑟) = 1，𝑝1,𝑝2, ⋯ , 𝑝𝑠為𝑐的質因數，𝑞 =  𝑝1
2 ×  𝑝2

2 × ⋯ ×  𝑝𝑠
2，則 

對任意𝑛 ∈ 𝑁，𝑔𝑐𝑑2(𝑐, 𝑞𝑛 − 𝑟) = 1恆成立。 

證明： 

設𝑐, 𝑟 ∈ 𝑁, 𝑔𝑐𝑑2(𝑐, 𝑟) = 1，𝑝1,𝑝2, ⋯ , 𝑝𝑠為𝑐的質因數， 

𝑞 =  𝑝1
2 ×  𝑝2

2 × ⋯ ×  𝑝𝑠
2，若存在 𝑛0 ∈ 𝑁 使得𝑔𝑐𝑑2(𝑐, 𝑞𝑛0 − 𝑟) > 1，則存在

𝑝𝑖(𝑖 ∈ {1,2,3 ⋯ 𝑛})，使得𝑝𝑖|𝑐且𝑝𝑖
2|(𝑞𝑛 − 𝑟) -----① 

又 𝑝𝑖
2|𝑞𝑛-----② 

由②、① 得 𝑝𝑖
2|𝑞𝑛 − (𝑞𝑛 − 𝑟)  即 𝑝𝑖

2|𝑟  ，得𝑔𝑐𝑑2(𝑐, 𝑟) ≥ 𝑝𝑖 > 1，此與𝑔𝑐𝑑2(𝑐, 𝑟) = 1矛盾， 

故得證對任意𝑛 ∈ 𝑁，𝑔𝑐𝑑2(𝑐, 𝑞𝑛 − 𝑟) = 1恆成立。 

󠇕 

 

首先，為了方便進行討論，我們有下列定義。 



 

25 
 

定義 6：當以觀測點為新原點的坐標系中的𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2, 𝑎 ∈ 𝑄為觀測視線時，以符號 |𝑆𝑏| 表

示觀測點集合 𝑆𝑏 的元素個數，以符號𝜎𝑏(𝑚)表示可完整觀看V(𝑚 × 𝑛)全體目標點所需的最

小觀測點數，即 𝜎𝑏(𝑚)  =  𝑚𝑖𝑛{|𝑆𝑏| ∶  𝑉(𝑚 × 𝑛)為 𝑆𝑏 − 可見}  

 

當以𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2, 𝑎 ∈ 𝑄為觀測視線，由引理 4 至引理 6 可知，對於 𝑚 <  10 的情形可得出以

下之結論。對於 𝑚 ≥ 10 的情形我們提出一個建構最小觀測點集的方法。 

 

定理 13：設 𝑚 為正整數，下列敘述成立。  

(1) 若 𝑚 = 1，則𝜎2(𝑚) = 1。  

(2) 若 2 ≤ 𝑚 ≤ 5，則𝜎2(𝑚)  =  2。  

(3) 若 𝑚 >  5，則𝜎2(𝑚)  ≥  3。 

證明(1)： 

對於 𝑛 ∈ 𝑁，𝑔𝑐𝑑2(1, 𝑛)  =  1，由引理 4 知目標點(1, 𝑛)均為原點 O −2 −可見。所以當 𝑚 =

 1 時，對於 𝑉(1 × 𝑛)  =  {(1, 𝑛) | 𝑛 ∈ 𝑁}而言，觀測點僅需原點即可全部觀測到。 

以上證明了定理 13 之敘述(1)。 

󠇕 

 

證明(2)： 

當 𝑚 > 1 時，原點 O 不足以將全部的目標點集 𝑉(𝑚 × 𝑛)的點看完，因此𝜎2(𝑚) ≥  2。  

當 𝑚 =  2, 3, 4, 5 時，對於 𝑉(𝑚 × 𝑛)而言，觀測點集 𝑆2  =  {(0, 0), (0, 7)}即能全部觀測完

畢。證明如下： 

由敘述(1)知直線 𝑥 =  1 上的目標點均為原點 O −2 −可見。考慮直線 𝑥 =  2, 3, 4, 5 上那些原

點看不到的點(2, 4𝑛), (3, 9𝑛), (4, 4𝑛), (5, 25𝑛), 𝑛 ∈ 𝑁，這些點將可從 𝑦 軸上的觀測點(0, 7)看

到。原因是，若以觀測點(0, 7)為新原點，這些原點 O −2 −不可見點經過平移後的新坐標分

別為(2, 4𝑛 − 7), (3, 9𝑛 − 7), (4, 4𝑛 − 7), (5, 25n − 7)，由引理 4 知 𝑔𝑐𝑑2(2, 4𝑛 − 7) =
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 𝑔𝑐𝑑2(3, 9𝑛 − 7) = 𝑔𝑐𝑑2(4, 4𝑛 − 7) =  𝑔𝑐𝑑2(5, 25𝑛 − 7) = 1，而由引理 5 之敘述(2)可得這些

點均為(0, 7) − 2 −可見。以上證明了定理 13 之敘述(2)。  

󠇕 

 

證明(3)： 

當 𝑚 >  5 時，包含原點的觀測點數至少需為 3，即 𝜎2(𝑚)  ≥  3。證明如下： 

以𝑉(6 × 𝑛)為例，考慮直線 𝑥 =  6 上非原點可見的目標點(6, 4𝑛), (6, 9𝑛)，對於任意整數 𝑟 

都存在𝑛1 ∈ 𝑁(或 𝑛2 ∈ 𝑁)使得 9 整除 4𝑛1 − 𝑟(或 4 整除 9𝑛2 − 𝑟)，因此對於 𝑦 軸上任意觀測

點(0, 𝑟)，都存在直線 𝑥 =  6 上非原點可見的目標點(6, 4𝑛1)或(6, 9𝑛2)為非(0, 𝑟) − 2 −可

見。 

很明顯，對於 𝑥 軸上的一觀測點(𝑖, 0)，𝑖 ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}，不足以看到全部 𝑉(6 × 𝑛) 的非

原點可見的目標點。因此𝜎2(𝑚)  ≥  3。以上證明了定理 13 之敘述(3)。 

󠇕 

 

為了解決𝑚 >  5時的目標點集 𝑉(𝑚 × 𝑛)，我們引用文獻[2]的方法提出一個建構觀測點集 𝑆2 

的方式。  

將目標點依其所在的直線 𝑥 =  𝑐 加以分類，我們將集合{1, 2, . . . , 𝑚}分割成三個子集  

{1, 2, . . . , 𝑚} =  {1} ∪ 𝑈𝑚∪ 𝑊𝑚  

其中𝑈𝑚是那些質數冪所成的集合，而𝑊𝑚是那些剩下的數所成的集合，即 

𝑈𝑚  =  {𝑐 ∈ 𝑁 | 𝑐 ≤  𝑚, 𝑐 只有 1 個質因數}，  

𝑊𝑚  =  {𝑐 ∈ 𝑁 | 𝑐 ≤  𝑚, 𝑐 有 2 個或 2 個以上質因數}。  

例如當 𝑚 =  15時，𝑈15 = {2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 11, 13}, 𝑊15 = {6, 10, 12, 14, 15}，當 𝑚 =  20 時 

𝑈20 = {2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 11, 13}, 𝑊20 = {6, 10, 12, 14, 15}。  
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此外若 |𝑊𝑚|  =  𝑟，令 𝑊𝑚  =  {𝑤1, 𝑤2 … , 𝑤𝑟}。對於 1 ≤  𝑖 ≤  𝑟，設 𝑤𝑖 有 𝑠(𝑖)個質因數， 並

令這些質因數為𝑝𝑖1, 𝑝𝑖2, … , 𝑝𝑖𝑠(𝑖)，考慮𝑤𝑖所衍生型如 𝑤𝑖 ± 𝑝𝑖𝑗
𝑘 的正整數類型， 定義集合 

𝑓(𝑤𝑖)如下， 𝑓(𝑤𝑖)  =  {𝑤𝑖 ± 𝑝𝑖𝑗
𝑘|1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑠(𝑖)， 𝑘 為任意非負整數}， 並定義 𝐹(𝑚)為所有這

些類型所成的集合，即   

𝐹(𝑚)  = 𝑓(𝑤1)∪𝑓(𝑤2) ∪⋯∪ 𝑓(𝑤𝑟)。 

若正整數 𝑡 可以表示成𝑤𝑖 ± 𝑝𝑖𝑗
𝑘的形式，則稱 𝑡 涵蓋 𝑤𝑖 ± 𝑝𝑖𝑗

𝑘 類型。考慮正整數集 𝑇 ⊂ 

{1, … , 𝑚 + 1}，若對每一類型 𝑤𝑖 ± 𝑝𝑖𝑗
𝑘 ∈ 𝐹(𝑚)，存在 𝑡 ∈ 𝑇 使得 𝑡 涵蓋 𝑤𝑖 ± 𝑝𝑖𝑗

𝑘類型， 則

稱 𝑇 為 𝐹(𝑚) −覆蓋。我們的目的就是利用 𝐹(𝑚) −覆蓋建構 𝑥 軸上的觀測點集。再加上觀

測點集{(0, 0), (0, 𝑟)}，𝑟 為大於 𝑚 的最小質數，即可完整觀測𝑉(𝑚 × 𝑛)。我們可得如下定

理。 

 

定理 14：設正整數𝑚 ≥ 6 且 𝑇 ⊂ {1, … , 𝑚 + 1}為一個 𝐹(𝑚) −覆蓋，𝑟 為大於 𝑚 的最小質

數，對於目標點集 𝑉(𝑚 × 𝑛) = {(𝑖, 𝑗)|𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚}，建構觀測點集 𝑆2  =

 {(0, 0), (0, 𝑟)}∪{(𝑡, 0) | 𝑡 ∈ 𝑇}，則 𝑉(𝑚 × 𝑛)為 𝑆2 −可見。 

 

證明： 

為了證明 𝑉(𝑚 × 𝑛)為𝑆2 −可見，我們將目標點依其所在的直線 𝑥 =  𝑐 分類，因此將集合

{1, 2, . . . , 𝑚}分割成上述三個子集{1}, 𝑈𝑚, 𝑊𝑚，分別討論如下：  

(1) 當 𝑐 =  1 時，很明顯，直線 𝑥 =  1 上所有目標點均為原點 O −2 −可見。  

(2) 當 𝑐 ∈ 𝑈𝑚時，𝑐 只有 1 個質因數 𝑝，考慮直線 𝑥 =  𝑐 上那些非原點可見的目標點 

(𝑐, 𝑝2𝑛), 𝑛 ∈ 𝑁，由引理 6 知對於任意 𝑛 ∈ 𝑁, 𝑔𝑐𝑑2(𝑐, 𝑝𝑛 − 𝑟)  =  𝑔𝑐𝑑2(𝑐, 𝑟)  =  1，因此由引

理 5 之敘述(2)得知這些目標點(𝑐, 𝑝2𝑛)都可被 𝑦 軸上的觀測點(0, 𝑟)所看見。  

(3) 當 𝑐 ∈ 𝑊𝑚時，𝑐 有 2 個或 2 個以上質因數，令這些質因數為{𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑠}。因 𝑇 是一個 

𝐹(𝑚) −覆蓋，故存在 𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑠 ∈ 𝑇 使得 𝑡𝑖涵蓋 𝑐 ±  𝑝𝑖
𝑘 類型 (1 ≤  𝑖 ≤ 𝑠)。  

對於相異的 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑠}，存在 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑁 使得𝑡𝑖 = 𝑐 ±  𝑝𝑖
𝑎，𝑡𝑗 = 𝑐 ±  𝑝𝑗

𝑏。由引理 6 知對
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於任意 𝑛 ∈ 𝑁，當 𝑛 不是 𝑝𝑗的倍數時，𝑔𝑐𝑑2(𝑡𝑗 − 𝑐, 𝑝𝑖𝑛)  = 𝑔𝑐𝑑2(±𝑝𝑗
𝑏 , 𝑝𝑖𝑛)  =  1。同樣的， 

當 𝑛 不是 𝑝𝑖的倍數時，𝑔𝑐𝑑2(𝑡𝑖 − 𝑐, 𝑝𝑗𝑛)  = 𝑔𝑐𝑑2(±𝑝𝑖
𝑎 , 𝑝𝑗𝑛)  =  1。 

考慮直線 𝑥 =  𝑐 上那些非原點 O −2 −可見的目標點(𝑐, 𝑝1
2𝑛), (𝑐, 𝑝2

2𝑛), … , (𝑐, 𝑝𝑠
2𝑛), 𝑛 ∈ 𝑁，

觀測點(𝑡𝑗 , 0) ∈ 𝑆 可看見目標點{(𝑐, 𝑝𝑖
2𝑛) | 𝑛 ∈ 𝑁，𝑛 不是  𝑝𝑗

2的倍數}，但看不見目標點

{(𝑐, 𝑝𝑖
2𝑛) | 𝑛 ∈ 𝑁，𝑛 是  𝑝𝑗

2的倍數}。同樣的，觀測點(𝑡𝑖, 0) ∈ 𝑆 可看見目標點 

{(𝑐, 𝑝𝑗
2𝑛)|𝑛 ∈ 𝑁，𝑛 不是  𝑝𝑖

2的倍數}，但看不見目標點{(𝑐, 𝑝𝑗
2𝑛) | 𝑛 ∈ 𝑁，𝑛 是  𝑝𝑖

2的倍數}。

令𝑞 = 𝑝1 × 𝑝2 × … × 𝑝𝑠， 則直線 𝑥 =  𝑐上只剩下目標點(𝑐, 𝑞2𝑛), 𝑛 ∈ 𝑁 不能被觀測點

{𝑡1, 0), (𝑡2, 0), … , (𝑡𝑠, 0)}所看見，而這些目標點(𝑐, 𝑞2𝑛) 可被 𝑦 軸上的觀測點(0, 𝑟)所看見，理

由是𝑔𝑐𝑑2(𝑐, 𝑞2𝑛 − 𝑟)  =  𝑔𝑐𝑑2(𝑐, 𝑟)  =  1，因此我們證明了 𝑉(𝑚 × 𝑛)為𝑆2 −可見。 

󠇕 

 

舉例來說，當 𝑚 =  6, 7, 8, 9 時，對於 𝑉(6 × 𝑛)而言，觀測點集𝑆2 =  {(0, 0), (5, 0), (0, 11)}即

能將目標點集觀測完畢。說明如下： 

 

若以點(5, 0)為新原點，根據引理 5，其不可見目標點之坐標為(−3, 4𝑛), (−2, 9𝑛), (−1, 4𝑛) 

, (0, 25𝑛)，與原不可見之目標點(2, 4𝑛), (−2, 9𝑛), (−1, 4𝑛), (0, 25𝑛)合併平移後的不可見目標

點得(2, 36𝑛), (3, 36𝑛), (4, 4𝑛), (5, 25𝑛)。故非原點可見且非(5, 0) − 2 −可見的目標點為

(2, 36𝑛), (3, 36𝑛), (4, 4𝑛), (5, 25𝑛), 𝑛 ∈ 𝑁。而這些點將可從 𝑦 軸上的觀測點(0, 11)看到。理由

是，若以點(0, 11)為新原點， 這些點的新坐標分別為(2, 36𝑛 − 11), (3, 36𝑛 − 11), (4, 4𝑛 −

11), (5, 25𝑛 − 11)。由引理 6 知 𝑔𝑐𝑑2(2, 36𝑛 − 11) = 𝑔𝑐𝑑2(3, 36𝑛 − 11) = 𝑔𝑐𝑑2(4, 4𝑛 −

11) = 𝑔𝑐𝑑2(5, 25𝑛 − 11) = 1，由引理 5 之敘述(2) 得知這些點均為(0, 11) − 2 −可見，故 

𝑉(6 × 𝑛)為𝑆2 −可見。 

 

上述 𝑉(𝑚 × 𝑛)的最小觀測點集並不是唯一的，例如，對於 𝑉(𝑚 × 𝑛), 𝑚 =  6, 7, 8, 9 的觀測

點集 𝑆2也可以取 𝑆2  =  {(0, 0), (7, 0), (0, 11)}。 
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接著以 𝑚 =  15 為例時，𝑈15 = {2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 11, 13}, 𝑊15 = {6, 10, 12, 14, 15}，當𝑐 ∈ 𝑈15

時，非原點可見的目標點為(2, 4𝑛), (3, 9𝑛), (4, 4𝑛), (5, 25𝑛), (7, 49𝑛), (8, 4𝑛), (9, 9𝑛) , 

(11, 121𝑛), (13, 169𝑛) ，𝑛 ∈ 𝑁，這些點都是(0, 17) − 2 −可見。  

當 𝑐 ∈ 𝑊15時，非原點可見的目標點有(6, 4𝑛), (6, 9𝑛), (10, 4𝑛), (10, 25𝑛), (12, 4𝑛), (12, 9𝑛),  

(14, 4𝑛), (14, 49𝑛), (15, 9𝑛), (15, 25𝑛) ，𝑛 ∈ 𝑁。 

其中 6 的質因數為{2, 3}，10 的質因數為{2, 5}，12的質因數為{2, 3}，14 的質因數為{2, 7}，

15 的質因數為{3, 5}則這些數分別衍生正整數類型 𝑓(6) = {6 ± 2𝑘 , 6 ± 3𝑘  }，𝑓(10) = {10 ±

2𝑘 , 10 ± 5𝑘 }，𝑓(12) = {12 ± 2𝑘  , 12 ± 3𝑘 }，𝑓(14) = {14 ± 2𝑘 , 14 ± 7𝑘  }，𝑓(15) = {15 ±

3𝑘, 15 ± 5𝑘 }，因此 𝐹(15) = {6 ± 2𝑘, 6 ± 3𝑘 , 10 ± 2𝑘 , 10 ± 5𝑘 , 12 ± 2𝑘, 12 ± 3𝑘 , 14 ± 2𝑘, 14 ±

7𝑘, 15 ± 3𝑘, 15 ± 5𝑘}。  

 

當 𝑘 = 0 時，6 ± 2𝑘= {7, 5}, 6 ± 3𝑘= {7, 5}, 10 ± 2𝑘= {11, 9}, 10 ± 5𝑘= {11, 9}, 12 ± 2𝑘 =

 {13, 11}, 12 ± 3𝑘 = {13, 11}, 14 ± 2𝑘 = {15, 13}, 14 ± 7𝑘 =  {15, 13}, 15 ± 3𝑘 = {16, 14}, 15 ±

5𝑘 = {16, 14}；當 k = 1 時，6 ± 2𝑘 = {8, 4}, 6 ± 3𝑘 = {9, 3}, 10 ± 2𝑘 = {12, 8}, 10 ± 5𝑘 =

 {15, 5} ⋯ 15 ± 5𝑘 = {20, 10}（因 20 >  𝑚 + 1 = 16， 可以捨去），知9涵蓋 6 ± 3𝑘類型與  

12 ± 2𝑘類型，依此類推；當 𝑘 = 2 時，6 ± 2𝑘 = {10, 2}, 6 ± 3𝑘= {7, 5}, 10 ± 2𝑘 =

{14, 6} ⋯ 14 ± 2𝑘 = {18, 10}；當 𝑘 = 3 時，6 ± 2𝑘 = {14, −2}（因 − 2 並非位於第一象限， 

可以捨去）, 14 ± 2𝑘 = {14, 10}。我們將結果整理成下表，以利說明： 

 6 ± 2𝑘 6 ± 3𝑘 10 ± 2𝑘 10 ± 5𝑘 12 ± 2𝑘 12 ± 3𝑘 

 𝑘 = 0 7, 5 7, 5 11, 9 11, 9 13, 11 13, 11 

𝑘 = 1 8, 4 9, 3 12, 8 15, 5 14, 16 15, 9 

𝑘 = 2 10, 2 15 14, 6 超出範圍 8 3 

𝑘 = 3 14      
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 14 ± 2𝑘 14 ± 7𝑘 15 ± 3𝑘 15 ± 5𝑘 

 𝑘 = 0 13, 15 13, 15 14, 16 14, 16 

𝑘 = 1 12, 16 7 6 超出範圍 

𝑘 = 2 10 超出範圍 超出範圍  

𝑘 = 3 6    

表七：𝑚 = 15其𝑊𝑚的衍生型 

 

由表七得知，構成 𝐹(15) −覆蓋的集合 𝑇 有{14, 15}, {7, 9, 16}, {9, 13, 14}, {5, 13, 14},  

{9, 10, 15, 16}, {7, 11, 13, 16} ⋯,等，但{11, 14}不是一個 𝐹(15) −覆蓋，因為6 ± 3𝑘 , 14 ±

2𝑘, 14 ± 7𝑘類型不能被 11 與 14所涵蓋。 

因此若取 𝐹(15) −覆蓋 𝑇 =  {7, 11, 13, 16}知觀測點(7, 0)可看見直線 𝑥 =  6 上的目標點，觀

測點(11, 0)可看見直線𝑥 =  10上的目標點，觀測點(13, 0)可看見直線 𝑥 =  12, 𝑥 = 14 上的

目標點，觀測點(16, 0)可看見直線𝑥 =  15上的目標點，因此建構觀測點集𝑆2  =

 {(0, 0), (7, 0), (11, 0), (13, 0), (15, 0), (0, 17)} 可使 𝑉(15 × 𝑛)為 𝑆2 −可見。  

下表八顯示觀測點集𝑆2中的(7, 0), (11, 0), (13, 0), (15, 0)四個觀測點所分別涵蓋的類型，完整

覆蓋所有類型。 

 6 ± 2𝑘 6 ± 3𝑘 10 ± 2𝑘 10 ± 5𝑘 12 ± 2𝑘 12 ± 3𝑘 

(7, 0) √ √     

(11, 0)   √ √   

(13, 0)     √ √ 

(15, 0)       

 

 14 ± 2𝑘 14 ± 7𝑘 15 ± 3𝑘 15 ± 5𝑘 

(7, 0)     
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(11, 0)     

(13, 0) √ √   

(15, 0)  √ √ √ 

表八：觀測點集𝑆2中，𝑥軸上觀測點所滿足的覆蓋類型 

 

此外，若取 𝐹(15 × 𝑛) −覆蓋 𝑇 =  {14, 15}，則觀測點(14, 0), (15, 0)分別可看見直線 𝑥 =

15, 𝑥 = 14 上的目標點，且觀測點(14, 0)滿足6 ± 2𝑘 , 10 ± 2𝑘 , 12 ± 2𝑘類型；觀測點(15, 0)

滿足6 ± 3𝑘, 10 ± 5𝑘 , 12 ± 3𝑘類型，而直線 𝑥 = 6, 10, 12 上的部份目標點(6, 36𝑛)(10, 100𝑛) 

(12, 144𝑛), 𝑛 ∈ 𝑁 ，根據引理 6 及定理 13 中的證明，雖然這些點不能直接被觀測點(14, 0)及

(15, 0)看見，但均為(0, 17) − 2 −可見，因此建構觀測點集 𝑆2 = {(0, 0), (14, 0), (15, 0) 

, (0, 17)}亦可使𝑉(15 × 𝑛)為𝑆2 −可見。 

 6 ± 2𝑘 6 ± 3𝑘 10 ± 2𝑘 10 ± 5𝑘 12 ± 2𝑘 12 ± 3𝑘 

(14, 0) √  √  √  

(15, 0)  √  √  √ 

 

 14 ± 2𝑘 14 ± 7𝑘 15 ± 3𝑘 15 ± 5𝑘 

(14, 0)   √ √ 

(15, 0) √ √   

表九：觀測點集𝑆2中，𝑥軸上觀測點所滿足的覆蓋類型 

注意，對於 𝑚 ≥ 10，任何一個 𝐹(𝑚) −覆蓋 𝑇 至少包含 2 個元素。 

我們透過上述布點方法得出下列結果  

𝑚 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 

𝜎2(𝑚) 1 2 3 4 5 

  

𝑚 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 
𝜎2(𝑚) 6 7 8 10 

表十：在目標點集𝑉(𝑚 × 𝑛)中𝑚 = 1至𝑚 = 40的最小觀測點數 
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接下來我們將上述結果的觀測視線由𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2, 𝑎 ∈ 𝑄推廣至𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥𝑏 , 𝑎 ∈ 𝑄, 𝑏 ∈ 𝑁，

而引理 4 至引理 6 中的內容，當類推至𝑏次函數時會有相同的結果。同理可推得如下定

理。 

 

定理 15：設正整數𝑚 ≥ 6 且 𝑇 ⊂ {1, … , 𝑚 + 1}為一個 𝐹(𝑚) −覆蓋，𝑟 為大於 𝑚 的最小質

數，對於目標點集 𝑉(𝑚 × 𝑛) = {(𝑖, 𝑗)|𝑖, 𝑗, 𝑛 ∈ 𝑁, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚}，建構觀測點集 𝑆𝑏  =

 {(0, 0), (0, 𝑟)}∪{(𝑡, 0) | 𝑡 ∈ 𝑇}，則 𝑉(𝑚 × 𝑛)為 𝑆𝑏 −可見。 

 

證明： 

定理 14 是定理 15 在𝑏 = 2時的情況，將定理 14 的證明過程中的觀測視線𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2, 𝑎 ∈

𝑄換成𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥𝑏 , 𝑎 ∈ 𝑄，用相同的程序，即可推廣得證。 

󠇕 

 

定理 16：當以觀測點為新原點的坐標系中的𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥𝑏 , 𝑎 ∈ 𝑄, 𝑏 ∈ 𝑁為觀測視線，將所有

目標點集𝑉(𝑚 × 𝑛)中的點觀測完畢使用的最少觀測點數𝜎𝑏(𝑚)如下表所示。 

𝑚 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 

𝜎𝑏(𝑚) 1 2 3 4 5 

  

𝑚 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 
𝜎𝑏(𝑚) 6 7 8 10 

表十一：在目標點集𝑉(𝑚 × 𝑛)中𝑚 = 1至𝑚 = 40的最小觀測點數 

證明： 

當以𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥𝑏 , 𝑎 ∈ 𝑄, 𝑏 ∈ 𝑁為觀測視線，根據引理 1 若滿足𝑔𝑐𝑑𝑏(𝑟, 𝑠) = 1，則稱點(𝑟, 𝑠)

為𝑏 −可見，因此我們將目標點集𝑉(𝑚 × 𝑛)中的不可見點推廣至一般性即表示為 x 坐標含 

一個質因數：(2, 2𝑏𝑛), (3, 3𝑏𝑛), (4, 2𝑏𝑛), (5, 5𝑏𝑛) ⋯；兩個質因數：(6, 2𝑏𝑛), (6, 3𝑏𝑛) 

(10, 2𝑏𝑛), (10, 5𝑏𝑛) ⋯，依此類推，其中𝑛 ∈ 𝑁。 



 

33 
 

當𝑚 = 1 時，與定理 13 中的敘述(1)有相同結果，透過引理 1 即可得證。 

當2 ≤ 𝑚 ≤ 5時，與定理 13 中的敘述(2)有相同結果，原因為當𝑚為只有單一質因數的數

時，根據引理 5， 𝑥 = 𝑚上的不可見點皆為(0, 𝑟) − 𝑏 −可見。  

當𝑚 > 5時，亦可以透過覆蓋𝑇建構觀測點集𝑆𝑏，即定理 15，因此得證。 

󠇕 

討論完目標點集𝑉(𝑚 × 𝑛)後，因為無法找出能有效減少觀測點數的布點方法，因此我們將目

標點集改為𝑉(𝑛 × 𝑚) = {(𝑖, 𝑗)|𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚}，且同樣以𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2, 𝑎 ∈ 𝑄為觀測視線，

探討改變目標點集後對所需最小觀測點數𝜎2(𝑚)的影響。 

 

定理 17：設 𝑚 為正整數，下列敘述成立。  

(1) 若 1 ≤ 𝑚 ≤ 3，則𝜎2(𝑚) = 1。  

(2) 若 4 ≤ 𝑚 ≤ 35，則𝜎2(𝑚)  =  2。  

(3) 若 𝑚 > 35 ，則𝜎2(𝑚)  ≥  3。 

證明(1)： 

當  1 ≤ 𝑚 ≤ 3 時，對於目標點集𝑉(𝑛 × 𝑚) 而言，觀測點僅需原點即可全部觀測到。 

因1, 2, 3皆不具有 2 次質因數，由引理 4 可知對於 𝑛 ∈ 𝑁，𝑔𝑐𝑑2(𝑛, 1) = 𝑔𝑐𝑑2(𝑛, 2) =

𝑔𝑐𝑑2(𝑛, 3) =  1，因此𝑦 = 1, 𝑦 = 2 , 𝑦 = 3上的目標點均為原點 O −2 −可見。以上證明了定

理 17 之敘述(1)。 

󠇕 

證明(2)： 

當 4 ≤ 𝑚 ≤ 35 時，原點 O 不足以將全部的目標點集𝑉(𝑛 × 𝑚)的點看完，因此𝜎2(𝑚) ≥  2。  

由敘述(1)知直線 𝑦 = 1 上的目標點均為原點 O −2 −可見。考慮直線 𝑦 = 4, 𝑦 = 5 , 𝑦 = 6 ⋯ , 

𝑦 = 35  上那些原點 O 看不到的點(2𝑛, 4), (2𝑛, 8), (3𝑛, 9), ⋯ (2𝑛, 32), 𝑛 ∈ 𝑁，這些點將可從 𝑥 

軸上的觀測點(37, 0)看到。原因是，若以點(37, 0)為新原點，這些原點 O −2 −不可見點經過

平移後的新坐標分別為(2𝑛 − 37, 4), (2𝑛 − 37, 8), (3𝑛 − 37,9), ⋯ (2𝑛 − 37, 32)，由引理 4 知
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 𝑔𝑐𝑑2(2𝑛 − 37, 4) =  𝑔𝑐𝑑2(2𝑛 − 37, 8) = 𝑔𝑐𝑑2 (3𝑛 − 37,9) = ⋯ =  𝑔𝑐𝑑2(2𝑛 − 37, 32) = 1，

而由引理 5 之敘述(1)可得這些點均(37, 0) − 2 −可見。以上證明了定理 17 之敘述(2)。  

󠇕 

證明(3)： 

當 𝑚 > 35 時，包含原點 O 的觀測點數至少需為 3，即 𝜎2(𝑚)  ≥  3，說明如下。 

以𝑉(𝑛 × 36)為例，考慮直線 𝑦 =  6 上非原點可見的目標點(2𝑛, 36 ), (3𝑛, 36 )，對於任意整

數 𝑟 都存在𝑛1 ∈ 𝑁(或 𝑛2 ∈ 𝑁)使得 3 整除 2𝑛1 − 𝑟(或 2 整除 3𝑛2 − 𝑟)，因此對於 𝑥 軸上任意

觀測點(𝑟, 0)，都存在直線 𝑦 =  6 上非原點可見的目標點(2𝑛1, 36)或(3𝑛2, 36 )為非(𝑟, 0) −

2 −可見。 

很明顯，對於 𝑥 軸上的一觀測點(𝑖, 0)，𝑖 ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}，不足以看到全部𝑉(𝑛 × 36) 的非

原點 O −2 −可見的目標點。以上證明了定理 17 之敘述(3)。 

󠇕 

為了找出能將目標點集𝑉(𝑛 × 𝑚)觀測完畢的觀測點集𝑆2 =   {(0, 0), (𝑟, 0), (0, 𝑡)}，我們同樣將

目標點所存在的直線𝑦 = 𝑐分為類似的三個子集𝑅𝑚 ∪ 𝑈′𝑚∪ 𝑊′𝑚。 

𝑅𝑚 =  {𝑐 ∈ 𝑁 | 𝑐 ≤  𝑚, 𝑐 無 2 次質因數} 

𝑈′𝑚 =  {𝑐 ∈ 𝑁 | 𝑐 ≤  𝑚, 𝑐 只有 1 個 2 次質因數}，  

𝑊′𝑚 =  {𝑐 ∈ 𝑁 | 𝑐 ≤  𝑚, 𝑐 有 2 個或 2 個以上 2 次質因數} 

例如當 𝑚 = 36時，𝑅𝑚 = {1, 2, 3, 5, 6 ⋯ 34, 35}, 𝑈′𝑚 = {4, 8, 9, 12, 16, 18, 20, 24, 25, 27, 28, 32},

𝑊′𝑚 = {36} 

 

定理 18：當正整數𝑚 ≥ 36，𝑟 為大於 𝑚 的最小質數，對於目標點集 𝑉(𝑛 × 𝑚) =

{(𝑖, 𝑗)|𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚}，可建構觀測點集 𝑆2  = {(0, 0), (𝑟, 0), (0, 𝑡)}，使得 𝑉(𝑛 × 𝑚)為 

𝑆2 −可見若且唯若 𝑐 − 𝑡 ≠ 𝑝𝑖
2𝑘, 𝑘 ∈ 𝑁，其中𝑝𝑖為小於或等於𝑚的正整數的任意質因數。 

證明： 
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為了找出能將目標點集𝑉(𝑛 × 𝑚)觀測完畢的觀測點集𝑆2 =   {(0, 0), (𝑟, 0), (0, 𝑡)}，我們同樣將

目標點所存在的直線𝑦 = 𝑐分為類似的三個子集𝑅𝑚 ∪ 𝑈′𝑚∪ 𝑊′𝑚。 

𝑅𝑚 =  {𝑐 ∈ 𝑁 | 𝑐 ≤  𝑚, 𝑐 無 2 次質因數} 

𝑈′𝑚 =  {𝑐 ∈ 𝑁 | 𝑐 ≤  𝑚, 𝑐 只有 1 個 2 次質因數}，  

𝑊′𝑚 =  {𝑐 ∈ 𝑁 | 𝑐 ≤  𝑚, 𝑐 有 2 個或 2 個以上 2 次質因數} 

 

(1)當𝑐 ∈ 𝑅𝑚時，𝑐 無 2 次質因數，所有目標點均為原點 O −2 −可見。 

(2)當 𝑐 ∈ 𝑈′
𝑚時，𝑐 只有 1 個 2 次質因數 𝑝，直線 𝑦 =  𝑐 上非原點可見的目標點 (𝑝𝑛, 𝑐), 𝑛 ∈

𝑁，由引理 6 可知對於任意 𝑛 ∈ 𝑁, 𝑔𝑐𝑑2(𝑝𝑛 − 𝑟, 𝑐)  =  𝑔𝑐𝑑2(𝑟, 𝑐)  =  1，因此由引理 5 之敘述

(1)得知這些目標點(𝑝𝑛, 𝑐)都可被 𝑥 軸上的觀測點(𝑟, 0)所看見。  

(3)當 𝑐 ∈ 𝑊′
𝑚 時，𝑐 有 2 個或 2 個以上 2 次質因數，令這些 2 次質因數為{𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑠}，

𝑝𝑗 ∈ {𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑠}。考慮直線 𝑦 =  𝑐 上那些非原點可見的目標點

(𝑝1𝑛, 𝑐), (𝑝2𝑛, 𝑐), … , (𝑝𝑠𝑛, 𝑐), 𝑛 ∈ 𝑁，我們希望透過𝑦軸上的觀測點(0, 𝑡)來解決，而這些原點

O −2 −不可見點經過平移後變為(𝑝1𝑛, 𝑐 − 𝑡), (𝑝2𝑛, 𝑐 − 𝑡), … , (𝑝𝑠𝑛, 𝑐 − 𝑡)，假設𝑐 − 𝑡為小於或

等於𝑚的正整數的任意質因數𝑝𝑖平方的倍數，即𝑐 − 𝑡為𝑝𝑖
2𝑘, 𝑘 ∈ 𝑁，則若以(0, 𝑡)為新原點，

直線𝑦 =  𝑐上會產生不可見點(𝑝𝑖𝑝𝑗𝑛, 𝑐 − 𝑡)。因此若要使得點(𝑝𝑖𝑝𝑗𝑛, 𝑐 − 𝑡)為可見點若且唯

若滿足 𝑔𝑐𝑑2(𝑝1𝑛, 𝑐 − 𝑡) =  𝑔𝑐𝑑2(𝑝2𝑛, 𝑐 − 𝑡) = ⋯ = 𝑔𝑐𝑑2(𝑝𝑠𝑛, 𝑐 − 𝑡) = 1，即 𝑐 − 𝑡 ≠ 𝑝𝑖
2𝑘 

, 𝑘 ∈ 𝑁，其中𝑝𝑖為小於或等於𝑚的正整數的任意質因數。 

󠇕 

我們利用上述尋找觀測點的方式，計算出𝑚 ≤ 100中能將目標點集𝑉(𝑛 × 𝑚)觀測完畢的所需

觀測點數𝜎2(𝑚)，發現觀測點數𝜎2(𝑚)可大量減少，如下表所示。 

𝑚 1 2 3 4, 5, 6, 7 ⋯ , 34, 35 36, 37, 38, 39, 40, ⋯ , 99, 100 

𝜎2(𝑚) 1 2 3 

表十二：在目標點集𝑉(𝑛 × 𝑚)中𝑚 = 1至𝑚 = 100的最小觀測點數 
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參、研究結果與討論 

 

一、研究結果 

 

(一) 以原點 O 為觀測點，𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥, 𝑎 ∈ 𝑄為觀測視線，目標點集𝑉(𝑚)的可見點數量為 

 

2 ∑ 𝜙(𝑘)

𝑚

𝑘=1

− 1 

 

而其目標點集𝑉(𝑚)中的格子點之可見機率為 

 

𝑙𝑖𝑚
𝑚→∞

2 ∑ 𝜙(𝑘) − 1𝑚
𝑘=1

𝑚2
=

1

𝜁(2)
 

 

(二) 以原點 O 為觀測點，𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2, 𝑎 ∈ 𝑄為觀測視線，目標點集𝑉1(𝑚)之2 −可見點數為 

 

∑ 𝜓2(𝑘)

𝑚

𝑘=1

=
𝑚(𝑚 + 1)

2
− ∑ |⋃ 𝐴𝑝2

𝑘

𝑝|𝑘

|

𝑚

𝑘=1

 

其中 

𝜓2(𝑛) = ∑ 𝜇(𝑑) [
𝑛

𝑑2
]

𝑑|𝑛

 

目標點集𝑉2(𝑚)之2 −可見點數為 

 

∑ 𝜙2(𝑘)

𝑚

𝑘=1

=
𝑚(𝑚 + 1)

2
− ∑ |⋃ 𝐴𝑝

𝑘

𝑝2|𝑘

|

𝑚

𝑘=1

 

其中 

𝜙2(𝑛) = ∑ 𝜇(𝑑) [
𝑛

𝑑
]

𝑑2|𝑛

 

 

目標點集𝑉(𝑚)之2 −可見點數為 

 

∑ 𝜓2(𝑘)

𝑚

𝑘=1

+ ∑ 𝜙2(𝑘)

𝑚

𝑘=1

− (𝑚 − | ⋃ 𝐴𝑝2
𝑚

𝑝2≤𝑚

|) 
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= 𝑚2 − ∑ |⋃ 𝐴𝑝2
𝑘

𝑝|𝑘

|

𝑚

𝑘=1

− ∑ |⋃ 𝐴𝑝
𝑘

𝑝2|𝑘

|

𝑚

𝑘=1

+ | ⋃ 𝐴𝑝2
𝑚

𝑝2≤𝑚

| 

 

以不同的觀測方法亦得目標點集𝑉(𝑚)之2 −可見點數ℎ2(𝑚)為 

 

ℎ2(𝑚) = 𝑚2 − ∑ |⋃ 𝐴𝑝2
𝑚

𝑝|𝑘

|

𝑚

𝑘=1

= 𝑚2 − ∑ |⋃ 𝐴𝑝
𝑚

𝑝2|𝑘

|

𝑚

𝑘=1

 

 

(三) 當以原點 O 為觀測點，𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥𝑏 , 𝑎 ∈ 𝑄為觀測視線，設目標點集𝑉(𝑚)中所有的𝑏 −可

見點數ℎ𝑏(𝑚)為 

ℎ𝑏(𝑚) = 𝑚2 − ∑ |⋃ 𝐴
𝑝𝑏
𝑚

𝑝|𝑘

|

𝑚

𝑘=1

= 𝑚2 − ∑ |⋃ 𝐴𝑝
𝑚

𝑝𝑏|𝑘

|

𝑚

𝑘=1

 

根據上述公式得 

 

∑ |⋃ 𝐴
𝑝𝑏
𝑚

𝑝|𝑘

|

𝑚

𝑘=1

= ∑ |⋃ 𝐴𝑝
𝑚

𝑝𝑏|𝑘

|

𝑚

𝑘=1

 

 

其目標點集𝑉(𝑚)中的格子點之 b-可見機率為 

 

𝑙𝑖𝑚
𝑚→∞

ℎ𝑏(𝑚)

𝑚2
=

1

𝜁(𝑏 + 1)
 

 

(四) 當以觀測點為新原點的坐標系中的𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2, 𝑎 ∈ 𝑄為觀測視線，目標點集𝑉(𝑚 × 𝑛)中

最小觀測點數𝜎2(𝑚)為 

 

𝑚 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 

𝜎2(𝑚) 1 2 3 4 5 

 

𝑚 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 
𝜎2(𝑚) 6 7 8 10 
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(五) 當以觀測點為新原點的坐標系中的𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2, 𝑎 ∈ 𝑄為觀測視線，目標點集為

𝑉(𝑚 × 𝑛)，可使用與𝑏 = 1及𝑏 = 2相同的布點方式，因此其最小觀測點數𝜎𝑏(𝑚)亦為 

 

𝑚 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 

𝜎𝑏(𝑚) 1 2 3 4 5 

 

𝑚 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 
𝜎𝑏(𝑚) 6 7 8 10 

 

(六) 當以觀測點為新原點的坐標系中的𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥𝑏 , 𝑎 ∈ 𝑄, 𝑏 ∈ 𝑁為觀測視線，目標點集

𝑉(𝑛 × 𝑚)中最小觀測點數𝜎2(𝑚)為 

 

𝑚 1 2 3 4, 5, 6, 7 ⋯ , 34, 35 36, 37, 38, 39, 40, ⋯ , 99, 100 

𝜎2(𝑚) 1 2 3 

 

二、討論 

 

(一)  

在此篇研究的第一部分，首先我們將觀測視線從一次函數提升為二次函數𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2, 𝑎 ∈

𝑄，在計算可見點數與機率時得出了豐富的成果，達成了研究目的 1。得出目標點集𝑉1(𝑚)之

2 −可見點數為   ∑ 𝜓2(𝑘)𝑚
𝑘=1 ，其中𝜓2(𝑛) = ∑ 𝜇(𝑑) [

𝑛

𝑑2]𝑑|𝑛 ，與默比烏斯函數有關。目標點集

𝑉2(𝑚)之2 −可見點數為∑ 𝜙2(𝑘)𝑚
𝑘=1 ，其中𝜙2(𝑛) = ∑ 𝜇(𝑑) [

𝑛

𝑑
]𝑑2|𝑛 ，也與默比烏斯函數有關。 

而接著將觀測視線推廣到𝑏次函數𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥𝑏 , 𝑎 ∈ 𝑄時也有豐碩的成果，完成了研究目的 2。 

其中目標點集𝑉(𝑚)中所有的𝑏 −可見點數ℎ𝑏(𝑚)為 

ℎ𝑏(𝑚) = 𝑚2 − ∑ |⋃ 𝐴
𝑝𝑏
𝑚

𝑝|𝑘

|

𝑚

𝑘=1

= 𝑚2 − ∑ |⋃ 𝐴𝑝
𝑚

𝑝𝑏|𝑘

|

𝑚

𝑘=1

 

我們相信ℎ𝑏(𝑚)應該也與默比烏斯函數有關，這點有待我們繼續研究。 

 

(二)  
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第二部分，對於將目標點集𝑉(𝑚 × 𝑛)完整觀測的方法，我們也成功將觀測視線從一次函數

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥, 𝑎 ∈ 𝑄，推廣至二次𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2, 𝑎 ∈ 𝑄得到完整觀測的布置觀測點方法與定理，完

成了研究目的 3。接著，我們進一步將觀測視線推廣到𝑏次函數𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥𝑏 , 𝑎 ∈ 𝑄，也成功推

得完整觀測的布置觀測點方法與定理，完成了研究目的 4。 

 

(三)  

最後，我們將目標點集從𝑉(𝑚 × 𝑛)改變成𝑉(𝑛 × 𝑚)，兩者的差異在於，𝑉(𝑚 × 𝑛)的橫向寬

度 m 為定值，縱向長度 n 是沿縱軸方向無限延伸的。而𝑉(𝑛 × 𝑚)的橫向寬度 n 是沿橫軸方

向無限延伸的，縱向長度𝑚是定值。這樣的變化，使我們所需布置的觀測點數顯著減少，並

推得新的布置觀測點集方法如定理 18。這部分是值得繼續探討深究的，我們期望能找出更

簡便、直接的布點方式，推廣出更多的成果。 

 

肆、結論與應用 

 

一、結論 

 

首先在第一部分，我們以原點 O 為觀測點，並以𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2, 𝑎 ∈ 𝑄為觀測視線，計算其在觀

測𝑚 × 𝑚陣列之目標點集𝑉(𝑚)的可見點數量與機率。在研究過程中我們發現了文獻[1]中對

於可見點的機率描述與文獻[2]中計算可見點數量的公式具有關聯性，而後我們也透過代數方

法證明了。接著在計算2 −可見點的數目時，因可見點的分布相較於𝑏 = 1 時不具有對稱

性，我們便將目標點集分為𝑉1(𝑚)和𝑉2(𝑚)兩個部分，分開計算其可見點的數量，之後我們

找出可見點的數量與默比烏斯函數有關，使我們可較快速計算𝑉1(𝑚)及𝑉2(𝑚)上的可見點

數，也透過取捨原理的概念證明了其中的關聯性，最後得出一計算目標點集𝑉(𝑚)的公式。

後來我們改良了計算方式，推廣𝜓2和𝜙2的概念直接去計算 𝑥 = 1 至 𝑥 = 𝑚；𝑦 = 1 至 𝑦 = 𝑚

直線上的可見點，最後也成功的簡化了原先較繁瑣的計算過程，且所得出的可見點數與機率
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也與原先的計算方式及文獻[1]中的內容吻合。而接著將觀測視線推廣到𝑏次函數𝑓(𝑥) =

𝑎𝑥𝑏 , 𝑎 ∈ 𝑄時也有豐碩的成果，得出了漂亮的𝑏 −可見點數公式 

ℎ𝑏(𝑚) = 𝑚2 − ∑ |⋃ 𝐴
𝑝𝑏
𝑚

𝑝|𝑘

|

𝑚

𝑘=1

= 𝑚2 − ∑ |⋃ 𝐴𝑝
𝑚

𝑝𝑏|𝑘

|

𝑚

𝑘=1

 

再者，於第二部分，我們同樣以𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2, 𝑎 ∈ 𝑄為觀測視線，找尋以最少觀測點的方法將

所有目標點集𝑉(𝑚 × 𝑛)觀測完畢。在研究的過程，我們成功以類似文獻二的覆蓋的方式來建

構觀測點集，我們也發現在布點時所需的最小觀測點數與使用𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥, 𝑎 ∈ 𝑄為觀測視線

時有相同的結果。最後，我們希望找出能更有效減少觀測點數目的方法，我們嘗試將目標點

集由𝑉(𝑚 × 𝑛)轉為 𝑉(𝑛 × 𝑚)，其結果也符合我們的期望，成功降低了所需的最小觀測點

數， 

如定理 18 與表十二所示，這是重要的成果，我們很期待在這基礎上繼續發展。 

 

二、應用與展望 

 

(一) 應用 

在應用性的方面，雖然曲線為觀測視線在生活中並不常見，不過在天文學及太空領域應該與

其有關聯性，例如當光線遇到重力場時會發生偏移。猜測研究中以曲線為觀測視線的方式能

應用在無法以直線直接觀測的目標物上，以此我們推測其未來可運用在設計太空望遠鏡上，

協助探索更多宇宙中仍未知的領域。 

 

(二) 展望 

首先，我們推測在以原點 O 為觀測點， 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥𝑏 , 𝑎 ∈ 𝑄為觀測視線，並以𝑉(𝑚)為目標點

集，我們所得出的𝑏 −可見點數量公式應該會有與默比烏斯函數相關的表達式。 

而在建構觀測點集的限制上，除了原點及𝑥軸、𝑦軸上的正整數點，將觀測點設置在𝑦 = 𝑥2的

曲線上也是不錯的嘗試，目標點集也可擴展至第二象限甚至是全部四個象限，或許也能在布

點方面有所突破，再有進一步的發現。這些部份我們皆認為還有其他研究的空間，期望能做

出相關的成果。 
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【評語】010007 

作者著手於古老的難題，不易做出新結果，但細看之後發現本作

品將觀測線改成單項式，討論方向及手法不同於之前的文獻，深富創

意。作者也獲致精確且新穎的結果，且深具發展潛力。但因問題本身

的難度，接下來可能要漸進地成長發展。 
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