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作者簡介 

 

我是徐翊芹(右)，就讀彰化女中三年級。對於數學於生活中的應用有興趣，平

時會自己演算許多不同數學題，培養自己對數字的敏銳度。也對於資訊科技領域感

興趣，希望往後能在其領域發揮長才。高一時參加棋藝社認識志同道合的朋友，一

起研究數學並參加科展，是一個很難忘的經驗，透過此次研究不僅增進我們之間的

感情，也對數學更有興趣。 

我是魏郡儀(中)，就讀彰化女中三年級。原本對於數學其實沒有很深的熱忱，

一次在棋藝社社課下棋時與朋友討論象棋走法，開始了對數學與棋子走法的研究，

並對此做深入的探討，在思考當中激發出了不少的想法，從中學到了許多知識和樂

趣，也成了我在數學這條路上的動力。 

我是李采軒(左)，就讀彰化女中三年級。一直以來，數學一科對我來說是一個

很難克服的關卡，面對有關數學的領域常常是避之不及。很感謝此次機會，讓我在

與夥伴們交流中，獲得對數學更進一步的認識，不再害怕面對數學的問題，懂得自

己思辨並解開問題，也在過程中與朋友們培養好默契。 
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摘要 

象棋的馬與西洋棋的騎士走法有異曲同工之妙且棋子的走法似乎有些特殊的規律，

兩者的走法我們稱為同構，因此我們針對這個現象進行研究。 

 

(圖一) 馬步與騎士 

我們得到下面四個結論： 

一、 定理甲：動點𝑃可經由馬步從原點(0,0)走到棋盤上的任意格子點。 

二、 定理乙：平面棋盤的馬步路徑皆可找到起點、終點在同一象限(含軸)，且步數相同的路徑。 

三、 定理丙：每一個最少步數𝐾 ≥ 5，𝐾所對應的總格子數𝑓(𝐾)，數列< 𝑓(𝐾) >為公差7的等

差數列。 

四、 定理丁：給定第一象限(含軸)任意點𝑃(𝑋, 𝑌)，可求得最少步數𝐾。 

 

Abstract 

     Horse of chinese chess and Knight of chess are similar, and there seem to be some special 

rules behind it. What is mentioned above has the same structure, so we conduct research on this 

phenomenon. We get four conclusions from the research: 

 

Theorem One: Moving point can reach any lattice point on the chessboard from the original of 

coordinates through Horse. 

 

Theorem Two: All of Horse’s routes on the chessboard can find the corresponding route that starting 

and ending point in the same quadrant (including axis) and have the same step. 

 

Theorem Three: Each minimum steps 𝐾 ≥ 5, 𝐾 corresponds to total lattice quantity 𝑓(𝐾), 

sequence < 𝑓(𝐾) > is an arithmetic sequence whose common difference is 7. 

 

Theorem Four: Suppose any point 𝑃(𝑋, 𝑌) in the first quadrant (including axis). We can find the 

minimum steps 𝐾. 
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壹、 前言 

我們參加了學校的棋藝社，某次老師講解棋子的走法時，發現象棋的馬與西洋棋的

騎士走法有異曲同工之妙，如(圖二)，並發現棋子的走法似乎有些特殊的規律，兩者的

走法我們稱為同構。為了書寫作業方便，我們採用騎士的走法來完成我們的研究之旅。 

 

(圖二) 馬步與騎士 

一、 研究目的 

(一) 探討馬步以原點為起點可否到達平面棋盤上的任意格子點。 

(二) 探討任意馬步路徑可否在第一象限(含軸)內找到等長的對應路徑。 

(三) 探討每一個最少步數𝐾所對應的總格子數𝑓(𝐾)，數列< 𝑓(𝐾) >是否有規律性。 

(四) 探討由原點到任意點的最少步數。 

貳、 研究方法或過程 

一、研究設備與器材 

(一) 電腦(包括輔助程式) 

(二) 紙、筆 

二、研究過程 

1. 定義𝑃(𝑋, 𝑌) = 𝐾，表示以原點𝑂(0,0)為起點，到達終點為𝑃(𝑋, 𝑌)時，所需馬

步之最少步數為𝐾。 

2. 推導出各𝐾值並列成圖表。在原點可以一步到達的格子填入1，接著再從填入1

的格子，尋找可以到達的格子填入2，以同樣方法填入3、4、5、⋯，如(圖

三)(如遇到已填過的格子則不可再填，因為後填的數字必定比原先的數字大，

這樣就不符合馬步之最少步數。) 
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

0 0 3 2 3 2 3 4 5 4 5 6 7 6 7 8 9 

1 3 4 1 2 3 4 3 4 5 6 5 6 7 8 7 8 

2 2 1 4 3 2 3 4 5 4 5 6 7 6 7 8 9 

3 3 2 3 2 3 4 3 4 5 6 5 6 7 8 7 8 

4 2 3 2 3 4 3 4 5 4 5 6 7 6 7 8 9 

5 3 4 3 4 3 4 5 4 5 6 5 6 7 8 7 8 

6 4 3 4 3 4 5 4 5 6 5 6 7 6 7 8 9 

7 5 4 5 4 5 4 5 6 5 6 7 6 7 8 7 8 

8 4 5 4 5 4 5 6 5 6 7 6 7 8 7 8 9 

9 5 6 5 6 5 6 5 6 7 6 7 8 7 8 9 8 

10 6 5 6 5 6 5 6 7 6 7 8 7 8 9 8 9 

11 7 6 7 6 7 6 7 6 7 8 7 8 9 8 9 10 

12 6 7 6 7 6 7 6 7 8 7 8 9 8 9 10 9 

13 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 9 8 9 10 9 10 

14 8 7 8 7 8 7 8 7 8 9 8 9 10 9 10 11 

15 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 10 9 10 11 10 

(圖三) 15 × 15中馬步之最少步數 

3. 觀看圖形，發現它是有規律的。但我們發現幾個例外的座標點，如(圖四)：(若

可跨象限則𝑃(1,1) = 2，其餘不受影響，故本文不論及此區域規律) 

 𝐻  𝐴  

𝐺    𝐵 

  𝑂   

𝐹    𝐶 

 𝐸  𝐷  

騎士走法：由起點𝑂(0,0)出發，有八種走法如下：𝐴(1,2)、

𝐵(2,1)、𝐶(2,−1)、𝐷(1,−2)、𝐸(−1,−2)、𝐹(−2,−1)、

𝐺(−2,1)、𝐻(−1,−2)。 

(本文探討的所有點均為格子點) 
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 0 1 2 

0 0 3 2 

1 3 4 1 

2 2 1 4 

(圖四) 例外的座標點 

參、 研究結果與討論 

(一) 座標軸公式 

以(0,0)為起點，橫軸為𝑋軸，縱軸為𝑌軸。因𝑋軸和𝑌軸數字相同，以下以𝑋軸來討

論。 

觀察𝑋軸如(圖五)所示。 

 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

0 0 3 2 3 2 3 4 5 4 5 6 7 6 7 8 9 

(圖五) 𝑋軸上馬步之最少步數的情況 

當𝐾(馬步之最少步數)為偶數時則其座標為偶數，當𝐾為奇數時則其座標為奇數。每

個數字依序都會出現兩次，在(1,0)的3不算。我們定義給定𝐾值時𝑋軸上出現的點座標依

序為𝐴(𝑆1, 0)、𝐵(𝑆2, 0)。 

當𝐾為偶數其兩點座標為𝐴(2𝐾 − 2,0)、𝐵(2𝐾, 0)，其中 

𝑆1 = 2𝐾 − 2, 𝑆2 = 2𝐾 

[𝑆 − (2𝐾 − 2)][𝑆 − 2𝐾] = 0 

(𝑆 − 2𝐾 + 2)(𝑆 − 2𝐾) = 0 

得方程式： 

 𝑆2 − (4𝐾 − 2)𝑆 + 4𝐾2 − 4𝐾 = 0 ------------------------------  (1) 

當𝐾為奇數其兩點座標為𝐴(2𝐾 − 3,0)、𝐵(2𝐾 − 1,0) 

𝑆1 = 2𝐾 − 3, 𝑆2 = 2𝐾 − 1 

[𝑆 − (2𝐾 − 3)][𝑆 − (2𝐾 − 1)] = 0 

(𝑆 − 2𝐾 + 3)(𝑆 − 2𝐾 + 1) = 0 
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得方程式： 

 𝑆2 − 4(𝐾 − 1)𝑆 + 4𝐾2 − 8𝐾 + 3 = 0 ---------------------------  (2) 

當𝐾為偶數帶入(1)：𝑆2 − (4𝐾 − 2)𝑆 + 4𝐾2 − 4𝐾 = 0解𝑆 

當𝐾為奇數帶入(2)：𝑆2 − 4(𝐾 − 1)𝑆 + 4𝐾2 − 8𝐾 + 3 = 0解𝑆 

我們稱(1)(2)式為坐標軸公式 

(二) 馬步以原點為起點可否到達平面棋盤上的任意格子點 

1. 定理甲：給定𝑥𝑦-平面棋盤，無範圍限制，以原點(0,0)為起始點。動點𝑃每次

移動向量(𝑎, 𝑏)，則動點𝑃可到達棋盤上的任意格子點的充要條件為：

gcd(𝑎, 𝑏) = 1且𝑎、𝑏為一奇一偶。 

證明過程如下： 

移動向量(𝑎, 𝑏)包括(±𝑎,±𝑏)、(±𝑏, ±𝑎)共8種移動方向 

設移動 (𝑎, 𝑏):𝑚1次，(𝑎, −𝑏):𝑚2次，(𝑏, 𝑎):𝑚3次，(𝑏, −𝑎):𝑚4次 

 (−𝑎,−𝑏):𝑚5次，(−𝑎, 𝑏):𝑚6次，(−𝑏,−𝑎):𝑚7次，(−𝑏, 𝑎):𝑚8次 

設經過總次數𝑖次時到達座標為𝑃(𝑋𝑖 , 𝑌𝑖) 

𝑃(𝑋𝑖 , 𝑌𝑖) = 𝑚1(𝑎, 𝑏) + 𝑚2(𝑎, −𝑏) + 𝑚3(𝑏, 𝑎) + 𝑚4(𝑏, −𝑎) 

= +𝑚5(−𝑎,−𝑏) + 𝑚6(−𝑎, 𝑏) + 𝑚7(−𝑏,−𝑎) + 𝑚8(−𝑏, 𝑎) 

= ((𝑚1 − 𝑚5 + 𝑚2 − 𝑚6)𝑎 + (𝑚3 − 𝑚7 + 𝑚4 − 𝑚8)𝑏 

=, (𝑚3 − 𝑚7 − 𝑚4 + 𝑚8)𝑎 + (𝑚1 − 𝑚5 − 𝑚2 + 𝑚6)𝑏) 

令𝑚1 − 𝑚5 = 𝑛1，𝑚2 − 𝑚6 = 𝑛2，𝑚3 − 𝑚7 = 𝑛3，𝑚4 − 𝑚8 = 𝑛4 

𝑃(𝑋𝑖 , 𝑌𝑖) = ((𝑛1 + 𝑛2)𝑎 + (𝑛3 + 𝑛4)𝑏, (𝑛3 − 𝑛4)𝑎 + (𝑛1 − 𝑛2)𝑏) 

𝑋𝑖 = (𝑛1 + 𝑛2)𝑎 + (𝑛3 + 𝑛4)𝑏 

𝑌𝑖 = (𝑛1 − 𝑛2)𝑏 + (𝑛3 − 𝑛4)𝑎 

推論 1：若要到達棋盤上任意格子點，則gcd(𝑎, 𝑏) = 1 

說明： 

假設gcd(𝑎, 𝑏) = 𝑙 > 1，𝑙|𝑎且𝑙|𝑏，則𝑙|(𝑛1 + 𝑛2)𝑎 + (𝑛3 + 𝑛4)𝑏。 

因此，𝑙|𝑋𝑖，同理𝑙|𝑌𝑖。 
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若要到達棋盤上任意格子點，如𝑃(𝑋𝑖 , 𝑌𝑖) = (𝑙 − 1, 𝑙)， 

此時𝑙|𝑙 − 1且𝑙|𝑙，則𝑙| − 1，所以𝑙 = 1，產生矛盾，即gcd(𝑎, 𝑏) = 1 

推論 2：若要到達棋盤上任意格子點則：𝑎、𝑏必為一奇一偶 

說明： 

首先考慮座標和𝑋𝑖 + 𝑌𝑖 = [(𝑛1 + 𝑛2) + (𝑛3 − 𝑛4)]𝑎 + [(𝑛1 − 𝑛2) + (𝑛3 + 𝑛4)]𝑏 

令𝑛1 + 𝑛3 = 𝛼，𝑛2 − 𝑛4 = 𝛽 

𝑋𝑖 + 𝑌𝑖 = (𝛼 + 𝛽)𝑎 + (𝛼 − 𝛽)𝑏 = (𝑎 + 𝑏)𝛼 + (𝑎 − 𝑏)𝛽 

若𝑎、𝑏同奇(或同偶)則𝑎 + 𝑏，𝑎 − 𝑏都是偶數，因此座標和𝑋𝑖 + 𝑌𝑖恆為偶數， 

到不了座標和為奇數的點，例如點(1,2)，故𝑎、𝑏為一奇一偶。 

由推論 1、推論 2 得知要到達棋盤上任意格子點，則gcd(𝑎, 𝑏) = 1且𝑎、𝑏為一

奇一偶 

引理 1：若gcd(𝑎, 𝑏) = 𝑑則存在𝑚、𝑛為整數，使得𝑚𝑎 + 𝑛𝑏 = 𝑑 

不失一般性，假設|𝑎| ≥ |𝑏| > 0 

𝑎 = 𝑏𝑞1 + 𝑟1，|𝑏| > 𝑟1 > 0 

𝑏 = 𝑟1𝑞2 + 𝑟2，𝑟1 > 𝑟2 > 0 

𝑟1 = 𝑟2𝑞3 + 𝑟3，𝑟2 > 𝑟3 > 0 

⋮ 
因為|𝑏| > 𝑟1 > 𝑟2 > ⋯ ≥ 0 

存在𝑁0為正整數，使得𝑟𝑁0+1 = 0 

𝑟𝑁0−2 = 𝑟𝑁0−1𝑞𝑁0
+ 𝑟𝑁0

，𝑟𝑁0−2 > 𝑟𝑁0−1 > 0 

𝑟𝑁0−1 = 𝑟𝑁0
𝑞𝑁0+1 + 𝑟𝑁0+1 

= 𝑟𝑁0
𝑞𝑁0+1 + 0 

由輾轉相除法原理 

gcd(𝑎, 𝑏) = gcd(𝑏, 𝑟1) 

= gcd(𝑟1, 𝑟2) 

= ⋯ 

= gcd(𝑟𝑁0−1, 𝑟𝑁0
) 
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= gcd(𝑟𝑁0
, 𝑟𝑁0+1) 

= 𝑟N0
= d 

依序代入 

𝑟1 = 𝑎 − 𝑏𝑞1 = 𝑎 − 𝑞1𝑏 

𝑟2 = 𝑏 − 𝑟1𝑞2 = 𝑏 − (𝑎 − 𝑏𝑞1)𝑞2 = −1𝑎 + (1 + 𝑞1𝑞2)𝑏 

𝑟3 = 𝑟1 − 𝑟2𝑞3 = (𝑎 − 𝑏𝑞1) − (−1𝑎 + (1 + 𝑞1𝑞2)𝑏)𝑞3 

= (1 + 𝑞3)𝑎 − (𝑞1 + 𝑞3 + 𝑞1𝑞2𝑞3)𝑏 

⋮ 

必得𝑟N0
= d = 𝑟𝑁0−2 − 𝑟𝑁0−1𝑞𝑁0

= ⋯ = 𝑚𝑎 + 𝑛𝑏之形式，其中𝑚、𝑛為整數 

推論 3：若gcd(𝑎, 𝑏) = 1且𝑎、𝑏為一奇一偶，則動點𝑃可到達棋盤上的任一點 

證明： 

若動點𝑃可移動到(1,0)或(0,1)，則可到達任意點。 

以下證明動點𝑃可移動到(1,0)， 

由引理 1，gcd(𝑎, 𝑏) = 1得到存在𝑚、𝑛為整數，使𝑚𝑎 + 𝑛𝑏 = 1。 

不失一般性假設𝑎為奇，𝑏為偶，則𝑚為奇，𝑛取偶 

令𝑚1 =
𝑚−𝑎

2
，𝑚2 =

𝑚+𝑎

2
，𝑚3 =

𝑛+𝑏

2
，𝑚4 =

𝑛−𝑏

2
，𝑚5 = 0，𝑚6 = 0，𝑚7 = 0，

𝑚8 = 0 

(若𝑚1 =
𝑚−𝑎

2
< 0，則𝑚1(𝑎, 𝑏)視為−𝑚1(−𝑎,−𝑏)，其餘同理) 

(𝑋𝑖 , 𝑌𝑖) = 𝑚1(𝑎, 𝑏) + 𝑚2(𝑎, −𝑏) + 𝑚3(𝑏, 𝑎) + 𝑚4(𝑏, −𝑎) 

= +𝑚5(−𝑎,−𝑏) + 𝑚6(−𝑎, 𝑏) + 𝑚7(−𝑏,−𝑎) + 𝑚8(−𝑏, 𝑎) 

=
𝑚 − 𝑎

2
(𝑎, 𝑏) +

𝑚 + 𝑎

2
(𝑎,−𝑏) +

𝑛 + 𝑏

2
(𝑏, 𝑎) +

𝑛 − 𝑏

2
(𝑏,−𝑎) 

= (𝑚𝑎 + 𝑛𝑏,−𝑎𝑏 + 𝑎𝑏) = (1,0) 

故動點𝑃可到達棋盤上的任一點 

推論 4：馬步走法為(𝑎, 𝑏) = (±1,±2)或(±2,±1)，由推論 3 知動點𝑃可經由馬步從原點

(0,0)走到棋盤上的任一格子點。 
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(三) 任意馬步路徑可否在第一象限(含軸)內找到等長的對應路徑 

1. 定理乙：平面棋盤的任意馬步路徑皆可找到起點、終點在同一象限(含軸)，且

步數相同的路徑。設平面棋盤上𝑂為原點，𝑃為終點且在第一象限(含軸)，則平

面棋盤上最少步數為𝐾且由𝑂到𝑃的任意路徑，在第一象限(含軸)內必可找到由

𝑂到𝑃相對應的路徑且最少步數仍為𝐾。 

說明： 

步驟一 

如(圖六)所示，由原點出發的一個路徑若跨象限到達終點𝑃，則路徑中每次超出終

點𝑃所在象限，必有一個剛出第一象限(含軸)的線段𝐴𝐴′⃑⃑ ⃑⃑⃑⃑  ⃑，一個剛入第一象限(含軸)的線

段𝐵′𝐵⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑。 

 

(圖六) 原馬步路徑 

步驟二 

如(圖七)所示，出線段起點𝐴，入線段終點𝐵以𝐴𝐵中點𝑀為對稱中心將該超出第一象

限(含軸)路徑(紅色段)利用點對稱到𝑃所在象限，如(圖七)所示𝐶對𝑀對稱到𝐶′，𝐴對稱到

𝐵，𝐵對稱到𝐴，如此重複做對稱點，整個紅色段將對稱到綠色段(其中格子點對𝑀的對

稱點必為格子點)，以此路徑取代原路徑。 
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(圖七) 原馬步路徑映射至第一象限(含軸) 

步驟三 

若仍超出則反覆進行(回到步驟一)，過程中不在𝑃所在象限的線段將持續減少，直

到得到相同路徑長且由原點出發到終點𝑃皆在同一個象限之馬步路徑。如(圖八)。 

 

(圖八) 原馬步路徑映射至第一象限(含軸) 

推論 1：相鄰格子點必經奇數個馬步步數到達 

證明： 

假設相鄰格子點可偶數馬步步數到達，不失一般性可考慮 

(1,0) = 𝑚1(1,2) + 𝑚2(1, −2) + 𝑚3(2,1) + 𝑚4(2, −1) 

= +𝑚5(−1, −2) + 𝑚6(−1,2) + 𝑚7(−2,−1) + 𝑚8(−2,1) 

= (𝑚1 + 𝑚2 + 2𝑚3 + 2𝑚4 − 𝑚5 − 𝑚6 − 2𝑚7 − 2𝑚8 

= ,2𝑚1 − 2𝑚2 + 𝑚3 − 𝑚4 − 2𝑚5 + 2𝑚6 − 𝑚7 + 𝑚8) 

假設其中𝑚1 + 𝑚2 + 𝑚3 + 𝑚4 + 𝑚5 + 𝑚6 + 𝑚7 + 𝑚8為偶數， 

由此(𝑚1 + 𝑚2 + 𝑚5 + 𝑚6)、(𝑚3 + 𝑚4 + 𝑚7 + 𝑚8)同奇同偶 

(1) 若𝑚1 + 𝑚2 + 𝑚5 + 𝑚6為偶數，則𝑚1 + 𝑚2、𝑚5 + 𝑚6同奇同偶， 

𝑋分量為(𝑚1 + 𝑚2) × 1 + (𝑚5 + 𝑚6) × (−1) + 2(𝑚3 + 𝑚4 − 𝑚7 − 𝑚8) 

必為偶數，但𝑋分量為1，矛盾 

(2) 若𝑚1 + 𝑚2 + 𝑚5 + 𝑚6為奇數，則𝑚3 + 𝑚4 + 𝑚7 + 𝑚8為奇數， 
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即𝑚3 + 𝑚8、𝑚4 + 𝑚7一奇一偶， 

𝑌分量為(𝑚3 + 𝑚8) × 1 + (𝑚4 + 𝑚7) × (−1) + 2(𝑚1 + 𝑚6 − 𝑚2 − 𝑚5)必

為奇數，但已知𝑌分量為0，矛盾，故推論 1：相鄰格子點必經奇數個馬步

步數到達必成立。 

推論 2：座標和𝑊與最小步數𝐾同奇同偶 

𝑃(𝑋, 𝑌) = 𝐾、𝑊 = 𝑋 + 𝑌，座標和𝑊與最少步數𝐾必同奇同偶。如(圖九)。 

證明： 

若𝑃(𝑋, 𝑌) = 𝐾，由推論 1：相鄰格子點必經奇數個馬步步數到達 

故𝑃(𝑋 + 1, 𝑌) = 𝐾′ = 𝐾 + 奇數。∵𝑃(0,0) = 0，𝑊 = 0 + 0與𝐾 = 0同偶 

若𝑊 = 𝑋 + 𝑌與𝐾同偶，則𝑊′ = (𝑋 + 1) + 𝑌與𝐾′則同奇 

若𝑊 = 𝑋 + 𝑌與𝐾同奇，則𝑊′ = (𝑋 + 1) + 𝑌與𝐾′則同偶 

座標(0,0)時𝑊與𝐾同偶，到(1,0)時𝑊與𝐾同奇，到(2,0)時𝑊與𝐾同偶，⋯ 

由數學歸納法知道任意點𝑃時座標和𝑊與最少步數𝐾必同奇同偶 

 0 1 2 3 

0 0 1 2 3 

1 1 2 3 4 

2 2 3 4 5 

3 3 4 5 6 
 

 0 1 2 3 

0 偶 奇 偶 奇 

1 奇 偶 奇 偶 

2 偶 奇 偶 奇 

3 奇 偶 奇 偶 
 

(圖九) 最少步數𝐾與座標和𝑊同奇同偶  

※由定理乙往後內容皆針對第一象限(含軸)做討論 

(四) 每一個最少步數𝐾所對應的總格子數，數列< 𝑓(𝐾) >是否有規律性 

1. 最少步數𝐾所對應的間隔數𝑃之求法 

(1)當𝐾 = 3時，由𝑆1沿著淺藍的格子

走會經過3個3，恰可到最底端的3。

如(圖十)。 

若由𝑆1經過𝑆2往下走也會經過3個3

到最底端的3。如(圖十一)。 
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(圖十) (圖十一) 

定義𝑃為間隔數：最少步數𝐾 = 3所對應的間隔數𝑃 = 3 

(2)當𝐾 = 4時，由𝑆1沿著紅色的格子

走會經過3個4。恰可到最底端的4。

如(圖十二)。 

若由𝑆1經過𝑆2往下走也會過3個4到

最底端的4。如(圖十三)。 

  

(圖十二) (圖十三) 

最少步數𝐾 = 4所對應的間隔數𝑃 = 3 

當𝐾 = 3時它的𝑃 = 3，當𝐾 = 4時它的𝑃 = 3，同理當𝐾 = 5時𝑃 = 4。 

把𝐾分為奇數和偶數，發現𝐾為奇數或𝐾為偶數，得𝑃都成等差數列，且公差為1。 

我們把它寫成間隔數𝑃的公式： 

𝐾為奇數：𝑃 = (𝐾 + 1) ÷ 2 + 1 

𝐾為偶數：𝑃 = 𝐾 ÷ 2 + 1 
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2. 最少步數𝐾的內界限與外界限 

當𝐾為奇數時，例𝐾 = 5時，𝑆1 = 7、𝑆2 = 9、𝑃 = 4： 

(1) 其外界限為𝑋 < 𝑆2 + 2 = 2𝐾 + 1，同理𝑌 < 𝑆2 + 2 = 2𝐾 + 1，𝑋 + 𝑌 <

3𝐾 + 1 

外界限： 

{
𝑋 < 2 × 5 + 1 = 11
𝑌 < 2 × 5 + 1 = 11

𝑋 + 𝑌 < 3 × 5 + 1 = 16
 

，滿足{
𝑋 < 2𝐾 + 1
𝑌 < 2𝐾 + 1

𝑋 + 𝑌 < 3𝐾 + 1
之區域設為𝐴，此不等式稱為外界限公式 

(2) 其內界限為𝑋 < 𝑆1，同理𝑌 < 𝑆1，𝑋 + 𝑌 < 𝑆1 + 2𝑃 − 4 

內界限： 

{
𝑋 < 7
𝑌 < 7

𝑋 + 𝑌 < 7 + 2 × 4 − 4 = 11
 

，滿足{
𝑋 < 𝑆1

𝑌 < 𝑆1

𝑋 + 𝑌 < 𝑆1 + 2𝑃 − 4
之區域設為𝐵，此不等式稱為內界限公式 

最少步數𝐾 = 5必在𝐴 − 𝐵區內，如(圖十四) 



13 
 

 

(圖十四) 𝐾 = 5的外界限𝐴與內界限𝐵 

 

當𝐾為偶數時，例𝐾 = 4時，𝑆1 = 6、𝑆2 = 8、𝑃 = 3： 

(1) 其外界限為𝑋 < 𝑆2 + 1 = 2𝐾 + 1，同理𝑌 < 𝑆2 + 1 = 2𝐾 + 1，𝑋 + 𝑌 <

3𝐾 + 1 

外界限： 

{
𝑋 < 𝑆2 + 1 = 8 + 1 = 9
𝑌 < 𝑆2 + 1 = 8 + 1 = 9

𝑋 + 𝑌 < 3𝐾 + 1 = 3 × 4 + 1 = 13
 

，滿足{
𝑋 < 2𝐾 + 1
𝑌 < 2𝐾 + 1

𝑋 + 𝑌 < 3𝐾 + 1
之區域設為𝐴，此不等式稱為外界限公式 

(2) 其內界限為𝑋 < 𝑆1 − 1，同理𝑌 < 𝑆1 − 1，𝑋 + 𝑌 < 𝑆1 + 2𝑃 − 4 

內界限： 

{
𝑋 < 5
𝑌 < 5

𝑋 + 𝑌 < 6 + 2 × 3 − 4 = 8
 

，滿足{
𝑋 < 𝑆1 − 1
𝑌 < 𝑆1 − 1

𝑋 + 𝑌 < 𝑆1 + 2𝑃 − 4
之區域設為𝐵，此不等式稱為內界限公式 
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最少步數𝐾 = 4必在𝐴 − 𝐵區內，如(圖十五) 

 

(圖十五) 𝐾 = 4的外界限𝐴與內界限𝐵 
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3. 定理丙：每一個最少步數𝐾 ≥ 5，𝐾所對應的總格子數𝑓(𝐾)，數列< 𝑓(𝐾) >為

公差7的等差數列 

 

(圖十六) 最少步數𝐾在每一列出現次數的分布表(除了(0,0)到(2,2)這3 × 3以外) 

說明： 

(1) 在第0列表中最少步數3有2個、最少步數4有2個、最少步數5有2個，依此

類推 

(2) 設𝑓(𝐾)為最少步數𝐾所分佈的總格子數，如(圖十六)，𝑓(6)為第四行(步數

6)之直行加總，𝑓(7)亦同，𝑓(7)比𝑓(6)多一個2、一個3，且多一個2(由4
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增為6)，故𝑓(7) − 𝑓(6) = 2 + 3 + 2 = 7為定數 

4. 設𝑆𝐾表最小步數小於或等於𝐾之總格子數，求𝑆𝐾 

(1) 先以𝑆6為例，如(圖十七)分為四個區域 I、II、III、IV 

在 I 區中，有62個小於或等於𝐾的格子數， 

在 II 區中有6 × 7個格子數，其中有6個最少步數𝐾 = 7，故小於或等於6的

格子數為6 × 7 − 6 

在 III 區中，如同 II 區，小於或等於6的格子數為6 × 7 − 6 

在 IV 區中共有1 + 2 + 3 + ⋯+ 7的格子數，其中有6個最少步數𝐾 = 7，

故小於或等於的格子數為1 + 2 + 3 + ⋯+ 7 − 6 

因此， 

𝑆6 = 62 + (6 × 7 − 6) + (6 × 7 − 6) + (1 + 2 + ⋯+ 7) − 6 

= 62 + 2 × 6 × 7 + (1 + 2 + ⋯+ 7) − 3 × 6 
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 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

0 0 3 2 3 2 3 4 5 4 5 6 7 6 7 8 9 

1 3 4 1 2 3 4 3 4 5 6 5 6 7 8 7 8 

2 2 1 4 3 2 3 4 5 4 5 6 7 6 7 8 9 

3 3 2 3 2 3 4 3 4 5 6 5 6 7 8 7 8 

4 2 3 2 3 4 3 4 5 4 5 6 7 6 7 8 9 

5 3 4 3 4 3 4 5 4 5 6 5 6 7 8 7 8 

6 4 3 4 3 4 5 4 5 6 5 6 7 6 7 8 9 

7 5 4 5 4 5 4 5 6 5 6 7 6 7 8 7 8 

8 4 5 4 5 4 5 6 5 6 7 6 7 8 7 8 9 

9 5 6 5 6 5 6 5 6 7 6 7 8 7 8 9 8 

10 6 5 6 5 6 5 6 7 6 7 8 7 8 9 8 9 

11 7 6 7 6 7 6 7 6 7 8 7 8 9 8 9 10 

12 6 7 6 7 6 7 6 7 8 7 8 9 8 9 10 9 

13 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 9 8 9 10 9 10 

14 8 7 8 7 8 7 8 7 8 9 8 9 10 9 10 11 

15 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 10 9 10 11 10 

(圖十七) 𝑆6的總格子數 

(2) 再以𝑆7為例，分為如(圖十八)四個區域 I、II、III、IV 

在 I 區中，有72個小於或等於𝐾的格子數， 

在 II 區中有7 × 8個格子數，其中有7個最少步數𝐾 = 8，故小於或等於7的

格子數為7 × 8 − 7 

在 III 區中，如同 II 區，小於或等於7的格子數為7 × 8 − 7 

在 IV 區中共有1 + 2 + 3 + ⋯+ 8的格子數，其中有7個最少步數𝐾 = 8，

故小於或等於7的格子數為1 + 2 + 3 + ⋯+ 8 − 7 

因此， 
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𝑆7 = 72 + (7 × 8 − 7) + (7 × 8 − 7) + (1 + 2 + ⋯+ 8) − 7 

= 72 + 2 × 7 × 8 + (1 + 2 + ⋯+ 8) − 3 × 7 

 

(圖十八) S7的總格子數 

由上述討論知， 

從𝑆6 = 62 + 2 × 6 × 7 + (1 + 2 + ⋯+ 7) − 3 × 6 

可推到𝑆7 = 72 + 2 × 7 × 8 + (1 + 2 + ⋯+ 8) − 3 × 7，具相同規律。 

由數學歸納法知， 

𝑆𝐾 = 𝐾2 + 2𝐾(𝐾 + 1) + (1 + 2 + ⋯+ (𝐾 + 1)) − 3𝐾 =
7𝐾2 + 𝐾 + 2

2
 

故𝑓(𝐾) = 𝑆𝐾 − 𝑆𝐾−1 =
[7𝐾2+𝐾+2]−[7(𝐾−1)2+(𝐾−1)+2]

2
=

14𝐾−6

2
= 7𝐾 − 3 

故數列< 𝑓(𝐾) >為公差7的等差數列，定理丙得證。 

  

  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

0 0 3 2 3 2 3 4 5 4 5 6 7 6 7 8 9 

1 3 4 1 2 3 4 3 4 5 6 5 6 7 8 7 8 

2 2 1 4 3 2 3 4 5 4 5 6 7 6 7 8 9 

3 3 2 3 2 3 4 3 4 5 6 5 6 7 8 7 8 

4 2 3 2 3 4 3 4 5 4 5 6 7 6 7 8 9 

5 3 4 3 4 3 4 5 4 5 6 5 6 7 8 7 8 

6 4 3 4 3 4 5 4 5 6 5 6 7 6 7 8 9 

7 5 4 5 4 5 4 5 6 5 6 7 6 7 8 7 8 

8 4 5 4 5 4 5 6 5 6 7 6 7 8 7 8 9 

9 5 6 5 6 5 6 5 6 7 6 7 8 7 8 9 8 

10 6 5 6 5 6 5 6 7 6 7 8 7 8 9 8 9 

11 7 6 7 6 7 6 7 6 7 8 7 8 9 8 9 10 

12 6 7 6 7 6 7 6 7 8 7 8 9 8 9 10 9 

13 7 8 7 8 7 8 7 8 7 8 9 8 9 10 9 10 

14 8 7 8 7 8 7 8 7 8 9 8 9 10 9 10 11 

15 9 8 9 8 9 8 9 8 9 8 9 10 9 10 11 10 
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(五) 由原點到第一象限(含軸)任意格子點𝑃(𝑋, 𝑌)求點𝑃的最少步數 

 

(圖十九) 最少步數𝐾與座標和𝑊之關係圖 

(圖十九)中，平面區域可以分為三部分分別為，
𝑋

𝑌
> 2、

𝑋

𝑌
<

1

2
、

1

2
≤

𝑋

𝑌
≤ 2 

1. 在
1

2
≤

𝑋

𝑌
≤ 2的區域中，求點𝑃(𝑋, 𝑌)的座標和𝑊與最少步數𝐾之關係 

區域
1

2
≤

X

Y
≤ 2，坐標和𝑊為定值時，點𝑃(𝑋, 𝑌)在𝐿𝑊：𝑋 + 𝑌 = 𝑊的直線上，所對

應之最小步數𝐾恆為定數，如(圖十九)中 

 

𝐿6對應𝐾 = 2，𝐿9對應𝐾 = 3，當𝑊 = 3𝑞 + 0 時，則𝐾 = 𝑞 + 0。

𝐿7對應𝐾 = 3，𝐿10對應𝐾 = 4，當𝑊 = 3𝑞 + 1 時，則𝐾 = 𝑞 + 1。

𝐿8對應𝐾 = 4，𝐿11對應𝐾 = 5，當𝑊 = 3𝑞 + 2 時，則𝐾 = 𝑞 + 2。

} -----  (3) 

因上式(3)中，⌊
𝑊

3
⌋ = 𝑞，(下高斯⌊𝑥⌋：表不大於𝑥之最大整數) 

 

 𝐗 

𝐘
> 𝟐 

𝟏

𝟐
≤

𝐗

𝐘
≤ 𝟐 
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所以，當𝑊 = 3𝑞 + 0 時，𝑊 − 3 ⌊
𝑊

3
⌋ = 𝑊 − 3𝑞 = 0 

當𝑊 = 3𝑞 + 1 時，𝑊 − 3 ⌊
𝑊

3
⌋ = 𝑊 − 3𝑞 = 1 

當𝑊 = 3𝑞 + 2 時，𝑊 − 3 ⌊
𝑊

3
⌋ = 𝑊 − 3𝑞 = 2 

所以在
1

2
≤

𝑋

𝑌
≤ 2的區域中，由上式(3)，點𝑃的最少步數𝐾 = 𝑞 + (𝑊 − 3𝑞) 

 = ⌊
𝑊

3
⌋ + 𝑊 − 3 ⌊

𝑊

3
⌋ 恆成立 

反之，由上式(3)， 

𝑊 = 3𝑞 + 0 時，若𝐾 = 𝑙，則𝑊 = 3𝑙 

𝑊 = 3𝑞 + 1 時，若𝐾 = 𝑙，則𝑊 = 3(𝑙 − 1) + 1 = 3𝑙 − 2 

𝑊 = 3𝑞 + 2 時，若𝐾 = 𝑙，則𝑊 = 3(𝑙 − 2) + 2 = 3𝑙 − 4 

故當𝐾 = 𝑙時，𝐾分布在𝑊 = 3𝑙、3𝑙 − 2、3𝑙 − 4之三條線上。 

例：點𝑃(7,4)之最少步數為何? 

如(圖二十)，𝑃(7,4) = 5，算法如下: 

 

(圖二十) 

(1) 因為
1

2
≤

7

4
≤ 2，其中𝑊 = 7 + 4 = 11，得𝐾 = ⌊

11

3
⌋ + 11 − 3 ⌊

11

3
⌋ = 3 +

11 − 3 × 3 = 5為最少步數 

2. 第一象限(含軸)內，我們定義： 

(1) 座標和公式：當𝑊 = 3𝐾或3𝐾 − 2或3𝐾 − 4時，稱點𝑃(𝑋, 𝑌)符合座標和公

式，如
1

2
≤

𝑋

𝑌
≤ 2中任一點皆符合座標和公式，而不符合座標和公式的點皆

在
𝑋

𝑌
> 2或

𝑋

𝑌
<

1

2
區域內。 
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在每一條斜線𝐿𝑊中我們定義： 

(2) 普通點：符合座標和公式的點(橘色) 

每條斜線𝐿𝑊上普通點所構成的線段，如(圖二十一)，斜線𝐿19中𝐾 = 7所連成的 

橘色線段。 

(3) 特殊點：不符合座標和公式的點(綠色) 

每條斜線𝐿𝑊上特殊點所構成的射線，如(圖二十一)，斜線𝐿19中𝐾 = 9、11、

13… 

所連成的綠色射線。 

 

(圖二十一) 邊界普通點，邊界特殊點  

(4) 邊界普通點：每條斜線中的橘色線段最外側的普通點(橘線邊界如(圖十九)

標示) 

例：(12,6), (14,5), (16,4) 

(5) 邊界特殊點：每條斜線中的綠色射線最內側的特殊點(綠線邊界如(圖十九)

標示) 
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例：(13,5), (15,4), (17,3) 

(6) 變量： 

𝐾′ ：邊界普通點的最少步數 

𝐴 ：每一條斜線上某特殊點和邊界普通點的𝑋座標差 

𝐴′ ：每一條斜線上某特殊點和邊界普通點的𝐾差值 

由於(圖十九)對稱直線𝑌 = 𝑋，所以規定：給定特殊點(𝑋0, 𝑌0)，若𝑋0 ≥ 𝑌0，則取

𝑋 = 𝑋0，𝑌 = 𝑌0，若𝑋0 < 𝑌0，取𝑋 = 𝑌0，𝑌 = 𝑋0 

例如： 

  

 

1

2
≤

𝑋

𝑌
≤ 2 

𝑋

𝑌
> 2 

𝐿18 6 ( )(8,8,8,8)(10,10) 

𝐿19 7 (7,7)(9,9,9,9)(11) 

𝐿20 8 (8,8,8)(10,10,10,10) 

3. 
𝑋

𝑌
> 2時所對應的𝐾值與

1

2
≤

𝑋

𝑌
≤ 2中對應的𝐾值，關係如下： 

在𝐿𝑤斜線上， 

當𝑊 = 3𝑞 + 0時，邊界特殊點與邊界普通點的𝐾值差2，如𝐿18斜線上8 − 6 = 2 

當𝑊 = 3𝑞 + 1時，
𝑋

𝑌
> 2之首二項與

1

2
≤

𝑋

𝑌
≤ 2的𝐾值相同，如𝐿19斜線上7 = 7，

邊界特殊點與邊界普通點的𝐾值差2，如𝐿18斜線上9 − 7 = 2 

當𝑊 = 3𝑞 + 2時，
𝑋

𝑌
> 2之首三項與

1

2
≤

𝑋

𝑌
≤ 2的𝐾值相同，如𝐿20斜線上8 = 8，

邊界特殊點與邊界普通點的𝐾值差2，如𝐿18斜線上10 − 8 = 2 

座標和的關係 

最少步數 
座標𝑃(𝑋, 𝑌)位置 
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(圖二十二) 

(1) 𝑊 = 3𝑞 + 0，
𝑋

𝑌
> 2時，如(圖二十二)由特殊點(𝑋, 𝑌)往左移動𝐴單位，往

下移動𝐴單位到達邊界普通點(𝑋 − 𝐴, 𝑌 + 𝐴)，該點落在
𝑋

𝑌
= 2的線上，所

以得
𝑋−𝐴

𝑌+𝐴
= 2，求得𝐴 

𝐴′ = 2 ⌈
𝐴

4
⌉，𝐾′ = ⌊

𝑊

3
⌋ + 𝑊 − 3 ⌊

𝑊

3
⌋，𝐾 = 𝐾′ + 𝐴′ 

(上高斯⌈𝑥⌉：表不小於𝑥之最小整數) 

(3|𝑊 ⇔ 𝐾′ =
𝑊

3
) 
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例：點𝑃(14,4)之最少步數為何? 

如(圖二十三)，𝑃(14,4) = 8，算法如下: 

 

(圖二十三) 

(1) 
14

4
> 2，座標和𝑊 = 18，若符合座標和公式，3𝐾′ − 4 ≤ 18 ≤ 3𝐾′ 

由
18

3
∈ 𝑍得𝐾’ =

18

3
= 6 

(2) 另因𝑊 = 3 × 6，
𝑋

𝑌
=

14

4
> 2故(14,4)為特殊點 

實際最少步數應調整為𝐾 = 𝐾’ + 𝐴’ 

其中𝐴′ = 2 ⌈
𝐴

4
⌉，𝐴滿足

14−𝐴

4+𝐴
= 2即𝐴 = 2, 𝐴′ = 2 

最少步數𝐾 = 𝐾′ + 𝐴′ = 6 + 2 = 8 

 

(圖二十四) 

2. 𝑊 = 3𝑞 + 1，
𝑋−2

𝑌+1
> 2時，如(圖二十四)由特殊點(𝑋, 𝑌)往左移動𝐴 + 2單位，往

下移動𝐴 + 1單位到達邊界普通點((𝑋 − 2) − 𝐴, (𝑌 + 1) + 𝐴)，該點落在
𝑋

𝑌
= 2



25 
 

的線上，所以得
(𝑋−2)−𝐴

(𝑌+1)+𝐴
= 2，求得𝐴 

𝐴’ = 2 ⌈
𝐴

4
⌉，𝐾′ = ⌊

𝑊

3
⌋ + 𝑊 − 3 ⌊

𝑊

3
⌋，𝐾 = 𝐾’ + 𝐴’ 

(3|𝑊 + 2 ⇔ 𝐾’ =
𝑊 + 2

3
) 

例：點𝑃(15,4)之最少步數為何? 

如(圖二十五)，𝑃(15,4) = 9，算法如下: 

 

(圖二十五) 

(1) 
15

4
> 2，座標和𝑊 = 19，若符合座標和公式，3𝐾′ − 4 ≤ 19 ≤ 3𝐾′ 

由
19+2

3
∈ 𝑍得𝐾′ =

19+2

3
= 7 

(2) 另因𝑊 = 3 × 6 + 1，
𝑋−2

𝑌+1
=

13

5
> 2故(15,4)為特殊點 

實際最少步數應調整為𝐾 = 𝐾’ + 𝐴’ 

其中𝐴′ = 2 ⌈
𝐴

4
⌉，𝐴滿足

13−𝐴

5+𝐴
= 2即𝐴 = 1, 𝐴′ = 2 

最少步數𝐾 = 𝐾’ + 𝐴’ = 7 + 2 = 9 
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(圖二十六) 

3. 𝑊 = 3𝑞 + 2，
𝑋−4

𝑌+2
> 2 時，如(圖二十六)由特殊點(𝑋, 𝑌)往左移動𝐴 + 4單位，

往下移動𝐴 + 2單位到達邊界普通點((𝑋 − 4) − 𝐴, (𝑌 + 2) + 𝐴)，該點落在
𝑋

𝑌
=

2的線上，所以得
(𝑋−4)−𝐴

(𝑌+2)+𝐴
= 2，求得𝐴 

𝐴′ = ⌈
𝐴

4
⌉，𝐾′ = ⌊

𝑊

3
⌋ + 𝑊 − 3 ⌊

𝑊

3
⌋，𝐾 = 𝐾′ + 𝐴′ 

(3|𝑊 + 4 ⇔ 𝐾′ =
𝑊 + 4

3
) 

例：點𝑃(20,0)之最少步數為何? 

如(圖二十七)，𝑃(20,0) = 10，算法如下: 

 

(圖二十七) 

(1) 20 > 2 × 0，座標和𝑊 = 20，若符合座標和公式，3𝐾′ − 4 ≤ 20 ≤ 3𝐾′ 

由
20+4

3
∈ 𝑍得𝐾′ =

20+4

3
= 8 



27 
 

(2) 另因𝑊 = 3 × 6 + 2，
𝑋−4

𝑌+2
=

16

2
= 8 > 2故(20,0)為特殊點 

實際最少步數應調整為𝐾 = 𝐾′ + 𝐴′ 

其中𝐴’ = 2 ⌈
𝐴

4
⌉，𝐴滿足

16−𝐴

2+𝐴
= 2即𝐴 = 1, 𝐴′ = 2 

最少步數𝐾 = 𝐾’ + 𝐴’ = 8 + 2 = 10 

例： 點𝑃(14,5)之最少步數為何? 

如(圖二十八)，𝑃(14,5) = 7，算法如下: 

 

(圖二十八) 

(1) 因為
14

5
> 2，座標和𝑊 = 19若符合座標和公式，3𝐾′ − 4 ≤ 19 ≤ 3𝐾′ 

由
19+2

3
∈ 𝑍得𝐾′ =

19+2

3
= 7 

(2) 另因𝑊 = 3 × 6 + 1，
𝑋−2

𝑌+1
=

12

6
= 2故(14,5)為普通點 

(實際上是邊界普通點)，故𝐾 = 𝐾’ = 7為最少步數 

肆、 結論與應用 

一、 定理甲：給定𝑥𝑦-平面棋盤，無範圍限制，以原點(0,0)為起始點。動點𝑃每次移動向量(𝑎, 𝑏)

則動點𝑃可到達棋盤上的任何一點的充要條件為：gcd(𝑎, 𝑏) = 1且𝑎、𝑏為一奇一偶。而馬

步走法為(𝑎, 𝑏) = (±1,±2)或(±2,±1)，知動點𝑃可經由馬步從原點(0,0)走到棋盤上的任

意格子點。 

二、 定理乙：平面棋盤的馬步路徑皆可找到起點、終點在同一象限(含軸)，且步數相同的路徑。 

設平面棋盤上𝑂為原點，𝑃為終點且在第一象限(含軸)，則平面棋盤上最少步數為𝐾且由𝑂

到𝑃的任意路徑，在第一象限(含軸)內必可找到由𝑂到𝑃相對應的路徑且最少步數仍為𝐾。 

三、 定理丙：每一個最少步數𝐾 ≥ 5，𝐾所對應的總格子數𝑓(𝐾)，數列< 𝑓(𝐾) >為公差7的等
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差數列。 

四、 定理丁：給定第一象限(含軸)任意點𝑃(𝑋0, 𝑌0)，若𝑋0 ≥ 𝑌0，則取𝑋 = 𝑋0, 𝑌 = 𝑌0； 

若𝑋0 < 𝑌0則取𝑋 = 𝑌0，𝑌 = 𝑋0。 

(一) 若
1

2
≤

𝑋

𝑌
≤ 2，座標和𝑊，則最少步數𝐾 = ⌊

𝑊

3
⌋ + 𝑊 − 3 ⌊

𝑊

3
⌋。 

(二) 若
𝑋

𝑌
> 2，座標和𝑊，則𝐾′ = ⌊

𝑊

3
⌋ + 𝑊 − 3 ⌊

𝑊

3
⌋ 

𝑊 = 3𝑞 + 0，
𝑋

𝑌
> 2時，由

𝑋−𝐴

𝑌+𝐴
= 2，求得𝐴 

𝑊 = 3𝑞 + 1，
𝑋−2

𝑌+1
> 2時，由

(𝑋−2)−𝐴

(𝑌+1)+𝐴
= 2，求得𝐴 

𝑊 = 3𝑞 + 2，
𝑋−4

𝑌+2
> 2時，由

(𝑋−4)−𝐴

(𝑌+2)+𝐴
= 2，求得𝐴 

𝐴′ = 2 ⌈
𝐴

4
⌉， 𝐾 = 𝐾′ + 𝐴′(𝑃為特殊點) 

否則，𝐾 = 𝐾′(𝑃為普通點) 
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五、 未來展望 

針對馬步的研究，我們期望未來可以延伸的方向如下： 

(一) 針對第一象限(含軸)走馬步從原點到任一點，最少步數𝐾有幾種走法? 

  

I: 2種 II:2種 

  

III: 3種 IV: 3種 

(圖二十九) 

例從原點走馬步到點(6,2)最少步數為4，而前一步最少步數為3的有4個洞口如(圖二

十九)之 I、II、III、IV，最少步數為3分別有2、2、3、3種，故從原點到(6,2)最少步數為

4的路徑共有2 + 2 + 3 + 3 = 10種。 

(二) 如果馬步改為(2,3)，由定理甲可知動點𝑃仍可由原點(0,0)走到平面座標上任一點。 

1. 最少步數𝐾的總格子數𝑓(𝐾)，數列< 𝑓(𝐾) >是否具有其特性。 

2. 從原點到任一點最少步數𝐾是否有規律性解法。 

  

0 1 2 3 4 5 6

0 0 3 2 3 2 3 4

1 3 4 1 2 3 4 3

2 2 1 4 3 2 3 4

3 3 2 3 2 3 4 3

4 2 3 2 3 4 3 4

5 3 4 3 4 3 4 5

0 1 2 3 4 5 6

0 0 3 2 3 2 3 4

1 3 4 1 2 3 4 3

2 2 1 4 3 2 3 4

3 3 2 3 2 3 4 3

4 2 3 2 3 4 3 4

5 3 4 3 4 3 4 5

0 1 2 3 4 5 6

0 0 3 2 3 2 3 4

1 3 4 1 2 3 4 3

2 2 1 4 3 2 3 4

3 3 2 3 2 3 4 3

4 2 3 2 3 4 3 4

5 3 4 3 4 3 4 5

0 1 2 3 4 5 6

0 0 3 2 3 2 3 4

1 3 4 1 2 3 4 3

2 2 1 4 3 2 3 4

3 3 2 3 2 3 4 3

4 2 3 2 3 4 3 4

5 3 4 3 4 3 4 5
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本文完 
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附錄：𝟏𝟔 × 𝟏𝟔馬步最少步數程式簡介 

 

本程式的功能，為顯示16 × 16棋盤中，在選擇一起點後，到達每一格的最少步數。 

分若干區域介紹： 

A- 顯示滑鼠游標所在的座標 

B- 顯示研究目的(二)中定義的特殊點 

C- 鎖定並顯示輸入座標的可以用騎士走法到達位置 

D- 顯示顏色選單 I：勾選所要的步數，使該步數的格子轉換顏色，供參考 

E- 顯示顏色選單 II：選擇「使用」，並選擇步數。使每點選一次起點，固定轉換選擇步數格

子的顏色。 

F- 統計表：統計點擊起點後，棋盤內的各步數格子個數，並顯示起點位置。 

G- 顯示區：於任意時間點擊起點，並顯示到達棋盤內每一個格子的最少步數。 

 



【評語】010051 

象棋規則中，馬走日。本作品探討，若棋盤為第一象限，馬的

起始點為原點，證明第一象限任何點均可以被馬走過。作者同時證

明，最少需使用 K步可到達的格子數，與最少需使用 K+1步可到

達的格子數，在 k\ge5之後，成為公差為 7的等差數列。最後，作

者給出第一象限座標(x,y)使用馬步可以到達的最少步數的一般式。

本份作品結論相當完整，而且這些結論只基於適切的觀察即可獲得，

令人意外。然而作者應交代，本作品和文獻中第 45屆的作品之差

別。其次，真正的棋盤為 9x10，且起始點並非位於角落，且有雙馬，

作者可以試著推廣本研究到真正的象棋棋盤上。 
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