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研究動機

研究目的

我叫葉均承,在家裡我排行老大,今年準備要上高一。爸爸是數學教授,媽媽是公務員。

我喜歡音樂﹑歷史﹑童軍及數學。因為爸爸常常會拿一些遊戲題目跟我玩,並指導我做

分析,培養我的數學能力和興趣。這次科展的題目,也是從爸爸在去年暑假給我的遊戲題目

中所推廣延伸的。因為我做出一些結果來,所以爸爸建議我拿來參展,沒想到竟然入選了,我

真是太高興了。希望以後能繼續做研究,因為在研究的過程中,不但可以享受到成就感,而且

數學能力也會進步不少哩!

如何移動棋子如何移動棋子如何移動棋子如何移動棋子如何移動棋子 ? ? ? ? ?

有一個遊戲：在一列八個的方格中，由左至右依序編號為1,2,3,....8，在第四個、

第六個、第八個格子中各放置一個棋子。甲、乙二個人按照下列規則輪流移動棋子：甲先

移動棋子，每個人每次只能動一個棋子，而且只能將這個棋子移至左邊最近的空格中(若前

面連續有t個棋子時，可以跳過前面的t個棋子而且只能跳一次)。甲、乙兩個人之中，誰

先將三個棋子中任意一個棋子移到第一個方格，誰就是贏家。

玩這個遊戲時，有時會贏有時會輸，但是經過詳細地邏輯分析之後，得到了如何在這個

遊戲中獲勝的秘密。

作完這個遊戲問題之後，我希望除了將問題推廣到一列n個方格的情況外，同時把這個

問題加以變化，討論另外三種不同“輸贏結果”的規定: 甲、乙兩個人之中，

A.誰先將 k個棋子中任意一個棋子移到第一個方格，誰就是輸家。

B.誰先不能再移動棋子，誰就是贏家。

C.誰先不能再移動棋子，誰就是輸家。

藉著這問題的研究，我希望從很多的例子去觀察現象，先猜測一般的結果、經過分析、

修正，再作證明，進而討論相關問題之間的關係，這樣可以培養我學習歸納和演繹的數學

方法及對數學研究的興趣和耐心。

作者：葉均承

就讀學校：萬芳高中國中部

指導老師：李漱青
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研究過程或方式
((((一一一一))))定義與符號定義與符號定義與符號定義與符號.... 有一個 n×1 的方格表，由左至右依序編號為 n,...,3,2,1 ，在第 1X
個、第 2X 個、⋯、第 kX 個格子中各放置一個棋子，其中 nXXX k ≤<<<< ...211 ，
放置這 k個棋子方格的編號數(簡記為這k個棋子的編號數)所成的集合記為

},...,,{ 21 kXXXS = 。 

1.1.1.1.如果存在有一個使甲必勝的策略，則我們定義函數 =),...,( 2,1 kXXXf 0; 如果存

在有一個使乙必勝的策略，則我們定義函數 =),...,( 2,1 kXXXf 1。有時我們用 )(Sf
來代替 ),...,( 2,1 kXXXf 。 

2.2.2.2.輪到某一個人移動棋子時，我們稱這個人為先手，另一個人為後手。我們用

},...,,{ 21 kXXX → 甲 (或 → 乙 ) },...,,{ 21 kXXX ′′′ 表示:經過甲(或乙)移動棋子

後，這 k 個棋子的編號數所成的集合由原來的 },...,,{ 21 kXXX 變成為

},...,,{ 21 kXXX ′′′ 。而此時原來的先手變成後手，原來的後手反而變成先手。 

3.3.3.3. rS + 表示 },...,,{ 21 rXrXrX k +++ 。 

4.4.4.4.我們定義函數




=
。是偶數如果

是奇數如果
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)(
a
a

aχ  

((((二二二二))))例子例子例子例子與與與與樹狀圖形樹狀圖形樹狀圖形樹狀圖形.... 現在我們討論研究動機所提到的問題，問題中原來三個棋子

的編號數所成的集合為{4,6,8}。由於輪到某一個人移動棋子，如果他把棋子移到

編號為2的方格，對方就會把這個棋子移到編號為1的方格，則他就是輸家。所以

甲、乙兩個人都避免把棋子移到編號為2的方格，除非他被迫把某一個棋子移到編

號為2的方格。如果這三個棋子的編號最小的數目是2，則我們把這三個棋子的編

號記為2xx; 如果三個棋子中編號最小的數目是1，則我們把三個棋子中編號記為

1xx。為了方便描述起見，我們使用 )8,6,4(f 所有可能產生的狀況的樹狀圖形來說明

圖一的樹狀圖形告訴我們放置這三個棋子方格的編號數，經過甲乙兩個人輪流移動後，

所有可能產生的狀況 (為了方便畫圖起見，有些狀況會重複出現)。我們再從 xx1倒推回

去，可以推到出存在有一個使乙必勝的策略，再由乙的觀點出發，去除掉乙不會選擇的狀

況，而得到比較簡單圖形(相同的狀況會統一描述，不會重複出現)。(見圖二)

〈見圖一〉。
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我們將證明存在有一個使乙必勝的策略： 

甲可以移動三個棋子中任意一個棋子， 

1.1.1.1.{4,6,8}→ 甲 {4,6,7}或{4,5,8}或{3,6,8}。 
(a).如果{4,6,8}→ 甲 {4,6,7}，則{4,6,7}→ 乙 {3,6,7}; 
(b).如果{4,6,8}→ 甲 {4,5,8}或{3,6,8}，則乙可以把{4,5,8}或{3,6,8}變成為 
{3,5,8}。  

2.2.2.2.這時甲面對這3個棋子的編號數所成的集合是{3,6,7}或{3,5,8}。由於

{3,6,7}→ 甲 {3,5,6}或{3,5,7} 和 {3,5,8}→ 甲 {3,5,7}或{3,4,8}。 
(a).如果甲把這3 個棋子的編號數所成的集合變成為{3,5,6}，則{3,5,6}  

     → 乙 {3,4,5}; 
(b).如果甲把這3 個棋子的編號數所成的集合變成為{3,5,7}或{3,4,8}，則乙可

以把這3個棋子的編號數所成的集合變成為{3,4,7}。 

如果{3,4,7}→ 甲 {3,4,6}，則{3,4,6}→ 乙 {3,4,5}。 

3.3.3.3.這時甲面對這3個棋子的編號數所成的集合是{3,4,5}。甲被迫把某一個棋子移到編號

為2的方格，即{3,4,5}→ 甲 {2,x,x}，則乙可以把這個編號為2方格中的棋子移到
編號為1的方格，所以乙就是贏家。    

  經過仔細分析圖一和圖二的樹狀圖形後，我們發現不僅知道 1)8,6,4( =f 及

0)8,6,5( =f ，而且我們也可以知道 

1)5,4,3()7,4,3()8,5,3()7,6,3()7,6,5( ===== fffff  和

======= )8,4,3()6,5,3()7,5,3()8,6,3()6,5,4()7,5,4()8,5,4()7,6,4( ffffffff
0)6,4,3( =f 。 

((((三三三三))))觀察現象觀察現象觀察現象觀察現象.    在經過觀察一些例子的樹狀圖之後，我們討論一些比較一般的現象： 
現象現象現象現象1.1.1.1.    由於輪到某一個人移動棋子，如果他看到編號為2的方格有一個棋子，他可以把這個棋

子移到編號為1的方格，則他就是贏家。也就是說如果 S∈2 ，則 =)(Sf 0。 

現象現象現象現象2.2.2.2.當k個棋子的編號數所成的集合為 },...,,{ 21 kXXXS = ，其中 ...211 <<< XX  

nX k ≤< 。輪到先手移動棋子時，如果他把放在編號為 iX 方格的棋子移到它左邊最近的
空格， ki ≤≤1 ，此時我們把移動後的k個棋子的編號數所成的集合記為 iS 。當然每位先
手總希望能贏，希望能找出必勝策略。由於移動棋子後，原來的先手變成後手，原來的後

手反而變成先手。所以我們知道：如果存在有一個 iS 使得 =)( iSf 1，則 =)(Sf 0；如果所

有的 iS 使得 =)( iSf 0，則 =)(Sf 1。也就是說： 

                      }1)(max{1)( kiSfSf i ≤≤−= . 
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((((四四四四))))函數函數函數函數 ),,( cbaf 的值的值的值的值....經過分析，我們對 cba ++ 的值作數學規納法來證明函數

),,( cbaf 的值。令在一列n個的方格中放置k個棋子，令這k個棋子的編號數所成的
集合記為 },...,,{ 21 kXXXS = ，其中 nXXX k ≤<<<≤ ...213 。如果 S∈2 ，則

=)(Sf 0。所以甲、乙兩個人都避免把棋子移到編號為2的方格，所以也就是說大家

都只會把棋子移到編號 3≥ 的方格。如果編號為3的方格已經放置一個棋子，誰移動
這個編號為3的棋子，誰就是輸家。所以甲、乙兩個人都可以把 n×1 的方格表中編號
為3的方格忽略掉，所以 ),...,,()1,...,1,1,3( 2121 kk XXXfXXXf =+++ 。 

((((五五五五))))不同不同不同不同“輸贏結果輸贏結果輸贏結果輸贏結果”問題的研究及它們之間的關係問題的研究及它們之間的關係問題的研究及它們之間的關係問題的研究及它們之間的關係....前面我們討論的“輸贏結果”是：
甲、乙兩個人之中，誰先將三個棋子中任意一個棋子移到第一個方格，誰就是贏家。

在這一部份我們將對“結果規定”加以變化，同時討論不同“輸贏結果”問題之間的關係。
當k個棋子的編號數所成的集合為 },...,,{ 21 kXXXS = ，輪到甲(先手)移動棋子時，如

果他把放在編號為 iX 方格的棋子移到它左邊最近的空格， ki ≤≤1 ，此時我們把移動

後的 k個棋子的編號數所成的集合記為 iS 。由現象2我們知道 

}1)(max{1)( kiSfSf i ≤≤−= . 

    如果存在有一個使甲(先手)必勝的策略，則我們定義函數 =),...,( 2,1 kXXXp 0；如果存

在有一個使乙(後手)必勝的策略，則我們定義函數 =),...,( 2,1 kXXXp 1。我們也有 

}1)(max{1)( kiSpSp i ≤≤−= . 

1. 首先，我們將“輸贏結果”改為：甲、乙兩個人之中，誰先將三個棋子中任意一個棋
子移到第一個方格，誰就是輸家。如果存在有一個使甲必勝的策略，則我們定義函

數 =),...,,( 21 kXXXg 0；如果存在有一個使乙必勝的策略，則我們定義函數

=),...,( 2,1 kXXXg 1。 

為了解答這個問題，我們還是從例子著手。由圖三的 )7,5,3(g 樹狀圖得知 )7,5,3(g ====1; 同

時我們看到圖三與圖二幾乎一樣。從圖二中每個數字都減去1就得到圖三。又觀察了

幾個例子，也都有相同的情形，經過分析與證明，我們發現這個觀察現象是對的。 

2222.再來我們將“輸贏結果”改為：甲、乙兩個人之中，誰先不能再移動棋子(所有棋子
放在編號為1,2,3,…,k，誰就是輸家。如果存在有一個使甲必勝的策略，則我們定
義函數 =),...,,( 21 kXXXu 0；如果存在有一個使乙必勝的策略，則我們定義函數

=),...,( 2,1 kXXXu 1。 

從這個問題的例子我們也看到圖四與圖二幾乎一樣。從圖二中每個數字都減2就得

到圖四。又觀察了幾個例子，也都有相同的情形，同樣地經過分析與證明，我們發

現這個觀察現象是對的。 
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3333.最後我們將“輸贏結果”改為：甲、乙兩個人之中，誰先不能再移動棋子，誰就是輸
家。如果存在有一個使甲必勝的策略，則我們定義函數 =),...,,( 21 kXXXv 0；如果存

在有一個使乙必勝的策略，則我們定義函數 =),...,( 2,1 kXXXv 1。 

從這個問題的例子，我們也期望看到圖五的樹狀圖也可以從圖二中每個數字都減去

某個數就得到。但是我們觀察了幾個例子，它們都大不相同，這個現象使我們感到

失望和興奮。失望的是它們之間沒有明顯的密切關係；興奮的是我們將又面對一個

新的挑戰問題。經過了冗長分析，我們對 cba ++ 的值作數學歸納法來證明函

數 ),,( cbaf 的值。   

研究結果

在一列n個的方格中，由左至右依序編號為 n,...,3,2,1 ，在第 1X 個、第 2X 個、…、
第 kX 個格子中各放置一個棋子，其中 nXXX k ≤<<<< ...211 ，這k個棋子的編
號數所成的集合記為 },...,,{ 21 kXXXS = 。在這個研究中，我們討論四種不同的結果

規定： 
1.甲、乙兩個人之中，誰先將 k個棋子中任意一個棋子移到第一個方格，誰就是贏家，
則 









−=−=≤
−=−<≤−<−=≤

−<−<≤++−
=

.212)(
;212,212)(

;212)(1
),,(

cbaifa
cbacbaifac

cbaifcba
cbaf

χ
χ

χ
或  

而且 )(),( babaf += χ 及 )()( aaf χ= 。 
2.甲、乙兩個人之中，誰先將k個棋子中任意一個棋子移到第一個方格，誰就是輸家，則 









−=−=≤
−=−<≤−<−=≤

−<−<≤++
=

.212)(
;212,212)(

;212)(
),,(

cbaifa
cbacbaifac

cbaifcba
cbag

χ
χ
χ

或  
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結論

參考資料及其它

1.趙文敏. 寓數學於遊戲第一輯. 台北九章出版社， 1981。

2.孫君儀、葉均承、陳天任. 土撥鼠遊戲研究. 中央研究院數學傳播. 第23卷. 第

四期， p.32-38。

3.葉均承. Apex遊戲的推廣.中央研究院數學傳播. 第24卷. 第三期，p.66-83。

討論及應用
1.作完這個研究，我發現樹狀圖的功能很大，大部份我們遇到的遊戲都能夠利用樹狀

圖來找出必勝的策略。

2.在這個研究中，使我更熟悉數學歸納法的運用。

3.甲、乙兩個人之中，誰先不能再移動棋子，誰就是贏家，則 









−=−=≤
−=−<≤−<−=≤

−<−<≤++−
=

.211)(
;211,211)(

;211)(1
),,(

cbaifa
cbacbaifac

cbaifcba
cbau

χ
χ

χ
或    

4.甲、乙兩個人之中，誰先不能再移動棋子，誰就是輸家，則 










−=−=≤
−=−<≤

−<−=≤

−
−

−<−<≤++

=

.2110
;211
,211

)())(1(
))(1)((

;211)(

),,(

cbaif
cbaif
cbaif

ca
ca

cbaifcba

cbav
χχ

αχ
χ

 

5.不同“結果規定”的問題之間的關係有 

=),...,( 2,1 kXXXu )2,...,2,2( 21 +++ kXXXf )1,...,1,1( 21 +++= kXXXg  

我將繼續研究探討的 ),...,( 2,1 kXXXf 之值是多少？ 


