
整數的次方分解鏈 參加新加坡第二屆亞太青年科學節 

 作者簡介 作 者:黎 冠 成 就讀學校:
高雄高中 指導老師:劉 宏 泰 蘇 源 森 我，黎冠成，出生於高雄，也在高雄長大。從小
就喜愛思考新奇的事物。於民國八十六 年進入高雄中學數學資優班就讀。從此奠定
了我對科學方面的興趣與研究能力。 非常興奮能在此次激烈的國家代表選拔中，脫
穎而出。除了對自己努力多時的成果受到 肯定而高興外，我更要感謝永遠支持我的
父母以及師長們，這使我了解到：科學研究是一條漫 長的路，沒有捷徑，更不像平
常的考試般單純，它需要的是更多的耐心與毅力。願藉此與大家 共勉。 一、研究動

機與目的 上課時，老師提出一個問題︰觀察  證明：對於任合正整數
ｎ，ｎ均可表為下列之形式： 引起了我研究此問題的興趣，並考慮將二次推廣為ｒ

次。  

二、研究過程與方法 定義：若一個正整數ｎ可表為： 其中 ，稱為ｎ之 ｋ次正基本分解
鏈。 一、一次及二次基本分解鏈 考慮數列（2－1）,（3－2）,（4－3）．．．得第一階差數
列1,1,1．．． 性質１－１： 定理１－Ａ： 之一次基分解鏈存在 接著在參照性質１－１的
方法，試過幾個數字之後，發現皆可找出其基本分解鏈（表法 不唯一）﹐引入階差觀念，
在實際的寫出前幾項後，順利的發現下述關係。 如果我們取第一階差數列（4－1）,（9－
4）,（16－9）．．．得等差數列3,5,7．．．。但 是這樣一種關係對我們所想要的最終目標
而言是不必要的，因為其前後項均含有相同的一個 項，但在鏈中每一個都只有一項，所以
我們必須把1,2和3,4拆開．．．，就等於在3,5,7,9 這個等差數列之間，將偶數項略去，成為
3,7,11,15．．．這樣一個新的等差數列，將之還原 就得到 ...。由以上的結果，顯然用後項減
前項為公差的概念﹐就 可以寫出[(x+3)2-(x+2)2]-[(x+1)2-x2]= 4 恒等式， 展開後得 (x+3)2-

(x+2)2-(x+1)2+x2=4，其證明如下， 性質１－２ 將性質１－２推廣並應用，不難發現  

    

   

  性質１－３： ,若n的二次基本分解鏈存在,
則n+4的二次基本分解鏈也存在。 證明：若 則 性質１－４：n=1,2,3,4之基本分解鏈存在。 
證明： 於是我們利用性質１－３及來證明其他分 解鏈的存在證明： (1) 若n=4k+1,則 (2) 若
n=4k+2,則 (3) 若n=4k+3,則 (4) 若n=4k+4,則 定理１－Ｂ： ，n的二次基本分解鏈存在 二、三
次基本分解鏈 仿照二次方階差的形態來測試三次方階差，得到以下的結果： 於是就可以得
到 展開後得 性質２－１： 於是，同性質１－３，根據性質２－１得到下面性質２－２ 
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性質２－２： 若n的三次基本分解鏈存在，則n+48的三次基本分解鏈也存在 此時發現要一一找出1～47的三次
本分解鏈，如果使用純人工的手法來進行，似乎並不 可行，且容易有所遺漏，所以便抱著姑且一試的心情，
Ｃ語言寫了一個電腦程式來測試， 結果順利的排出1～47的三次基本分解鏈。 性質２－３：n=1,2,3,...,47之基本
解鏈存在 由性質２－３，並仿性質１－４的方式，可進而得到定理二 定理二： , n的三次基本分解鏈存在 三
次基本分解鏈 首先要找出如性質１－２、２－１的恆等式﹐ 我們從二次階差數列著手觀察﹐發現其數字由小
大的正負號排列"＋－－＋" 非常規律,再看三次階差數列數字由小到的大正負號排列"－＋＋－＋－－＋"也是有
秘的規律性,所以 猜測此數列的由小到大正負號排列有以下的關係。 第k階的排列為：第k-1階的排列全部變號
再 接上原第k-1階的排列 如： 一次方：－＋ 二次方：＋－－＋ 三次方：－＋＋－＋－－＋ 四次方：＋－－＋
＋＋－ －＋＋－＋－－＋ 我們從二次與三次的結果猜測四次方也存在同樣一個恆等式。實際代入任意16個連

數字去 運算，果真如我們所料，其值恆為一常數    

   1536。 在此我們將所猜測的
列規則定義一個新的符 號: 以新符號表示 可知 b2=4, b3=48, b4=1536 其次經由觀察發現4、48、1536這些數字亦
有相當的規律性。於是，著手將之因式分解： 我們發覺ｂｋ似乎存在著以下的神祕關係: 所以可以觀察得有 經

上述一連串的觀察與猜測，我們歸納為性質３－１  

例如：k=3時， 如果將其改寫
餘的形式，則可以得： 性質３
３：這也就是說，我們能夠從
個存在分解鏈的數n 下手，求

模bk所得之數n’亦存在一基本
鏈。現在我們所要做的，就是
出模b k為1,2,3,....,bk-1的基本分
鏈。 觀察基本串列 中各個數
們發覺若改變其中一項元素 的
負號,我們可以得到一串新的鏈

其值為b’當然在選取數X p時
簡單的就是取模bk為１的數了

已知: 性質３－２：若 ，使n的k次基本
分解鏈存在，則n+bn的基本分解鏈亦存
在， 綜合以上所得定理，我們找出了一
項最簡單的方法： 將自然數分類成 的形
式， 其中 當s = 0時,我們只要將t個連續
的基本串列串接在一起，即可排出一分
解鏈。 當s = 1至bk-1時，只要能夠找出s
的基本分解鏈，（為了說明方便，以下
稱 為基本串列）再串接t個連續的基本串
列，即可找出n的分解鏈。 例如：k=2
時，b2=4 上述方法套用在2次方或3次方
的證明時也許是 輕鬆愉快的，但在求高

第 2 頁，共 5 頁未命名1



次方的分解鏈時，我們發現要一一找尋1
～b k-1的分解鏈無疑是一件十分吃力、
費時的事。即使利用電腦程式硬去 求
解，仍然無法達到我們一般化的要求。 
回到原點，於是只好從基本串列 下手。
現在回頭過來觀察性質３－２，我們發
現可以將其重新寫成下列形式： 若n的

基本分解鏈存在 則n+t×b k的基本分
解鏈亦存在，其中 當t小於零時，我們只
要將加在n的分解鏈尾巴 的基本串列變

號即可  
   

  

  

即Xp≣1(mod bk)接下來,改變我
所選取之Xp的正負號,即可得到

(1) (2) 當ａ=1時,bk ≣–2 （mo
bk）則需要再經過適當的變號
可造出模bk為 2的基本串列了

  k  

 

p 

 

 不過，並非所有的基本串列都可以找到一數模 b2
為1。事實上，當b2 =4時,任一串列為連續四數,所以其中必存在一數模b2為1，但 
b3=48時，任一串列為連續8數，所以不一定存在模b3為1的數，因此我們必須連結6個
連續的基 本串列，使之為連續的48個數，而必存在一數模48為1，所以歸納下結果：
一項基本串鏈的 長度為 ，但 ，也就是說每 個連續基本串列必出現一個模bk為1的
數。 例如：取R3中的數3， 3 = 1+ 2‧1 由性質３－３可以造出3的基本分解鏈 經過這
個步驟的構想，我們似乎已經找到通往 解答的道路了，接下來所要做的，便是給出
一般化的證明。為了方便表示類似的串列，我們 再定義下列的符號： 符號 若級數中

不存在模bk為1之項 則     

   例如: 現在我們可以利用先前方
法，將Rk={0,1,2,3,....bk-1中的元素分類成2 t , 2t+1。直觀上似乎可以找出t個模bk為2的
串列，再在其中填入 個基本串列，使其成為一個連續的分解鏈。組合出模bk為2t或2t 
+1的基本分解鏈。 以下是一般化的證明： 1. 若r = 2 t 由性質３－３知 故r存在一基本
分解鏈 2. 若r = 2t + 1 由性質３－３知 故r存在一基本分解鏈 由1. 2.我們可以得到 性質
３－４： ，r的基本分解鏈存在 結合性質３－２、性質３－４，則又可得 
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定理三： ，n的k次基本分解鏈存在 例如 : (1) k = 2，餘數為3時， (2) k = 3，餘數為7時， 
四、分解鏈的推展 在成功證明任意自然數的k次基本分解鏈 存在之後，我們繼續研究推

廣。觀察基本分解鏈中的連續整數1、2、3…，其實就是一個首 項為1，公差為1的等差數
列。我們很直覺地猜測：是否改變其首項，或改變其公差，或甚至 同時改變時，對任意自
然數同樣存在基本分解鏈呢？ 在原始的命題當中，我們根據了三個重要線 索： 性質３－
１： ；性質３－２：n的k次基本分解鏈存在，則 n + bk 的基本分解鏈亦存在；以及定理
三： ，r的基本分解鏈存在。 只要上述三項定理在首項或公差改變時都能成 立，那麼基本
分解鏈就存在了。 定義 v(n,k,a,d)表一值為n，a為首項，d為公差的 k次分解鏈， 其中 (1)先
討論改變首項的情形 很明顯的，單純改變首項對性質３－１、３－ ２並無影響。只要重新

證明定理三即可： 令首項為a，則   

     1. 
若r = 2 t 2. 若r = 2 t + 1 （1） （2） 由（1）、（2），r存在一基本分解鏈 由1.2.知性質３－
４在首項為a時亦成立 可推得 性質４－１： 恆存在 (2)改變公差的情形 由之前對自然數的k
次方階差關係的觀察 可知，即使公差不為1，相鄰等差項之間的階差關係仍然存在。也就是
說bk仍然存在（當然 其值有所變更）。 證明： 令bk(d)表bk假設中 將其代入bk式中 得 也就
是說，性質３－１在此可推廣為 b k(d)為一常數，且 =（d為整數列之公差） 

    

  

而性質３－２亦可以如同公差為1的證明手法證明之。故改變公差對任意自然數而言
仍存在 基本分解鏈。則可推得： 性質４－２： 恆存在 (3)同時改變首項及公差的情況 
我們接下來猜想，是否公差及首項同時改 變時分解鏈也存在呢？顯然，必定有些條
件限制，因為我們很容易就能得到一反例： 取a=2，d=2時，若n為奇數，則v(n,k,2,2)
必不存在那麼如何能夠成立呢？ 我們令整數鏈的首項為a，公差為d且整數鏈的某項q 
= a +（p-1）d 根據性質４－１、４－２中的討論可知，不論a、d為何，性質３－１、
３－２皆能成立。唯 一決定v(n,k,a,d)是否存在的關鍵就在於 的關係是否存在。也就是
說在 之中是否存在x＝x１≣1 （mod bk）。 嘗試以整數解的概念尋找其充要條件： 
若q = a +（p-1）d = bk(d)‧t+1 同義於 : bk(d)‧t - p‧d = a - d - 1 若（p , t）存在整數解
時 則根據整數論定理知： gcd(bk(d), d)整除(a - d - 1) d∣(a - d -1) d∣(a - 1) 令p為直角座
標系之x座標，t為y座標 則直線 bk(d)‧t - p‧d = a - d - 1 因其斜率 ，直線必過第一象

限，故恆存在t , 之解。 即必可找到某項q，使 。則定理三  

     可得到證明。故得 定理四 若 恆存在。三、結論 
經過不斷的探討，從最初的二次基本分解鏈，到三次基本分解鏈的完成，當要推到4 
次、5次甚至次時，就遇到很大的困難，後發現引入同餘理論的概念，再經過不斷的
嘗試、 思考，終於使次基本分解鏈，對每一自然數 得以完成，於是，再接再厲，改
變整數列之公差大於1，如1，3，5，7，．．．亦可證出其成立， 再改變其公差與首
項而求其充要條件。四、評語 代數分析的技巧巧妙、細膩、完整。從一些簡單的例
子自行推廣，做出一般化深入的結 果。可做為高中生研就數學科展主題的典範。本
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問題較缺乏後續發展的空間。   
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