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作者簡介 

 

大家好，我是陳羽莛（左），來自臺北市立永春高中數理資優班。平時喜歡參

加學校的數學徵答活動，並將每個小問題延伸思考。有次和沐婷思考到一個五子棋

的問題，我們也將其延伸，得到了許多有趣的發現。感謝沐婷和我各自發揮所長，

協力進行這份研究，雖然研究過程中遇到許多瓶頸，但我們會彼此扶持、堅持下去。 

我是葉沐婷（右），來自臺北市立永春高中數理資優班。我喜歡思考事物的對

與錯之間的關係，因此我十分享受證明的過程。高中進入數理資優班後，我才開始

長時間的投入數學這領域，甚至有了自己的研究。這篇論文是我跟羽莛兩年來的心

血，雖然內容還有許多不完美之處，但正因如此，學術研究才有意義。 
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Abstract 

 

In the 2021 Taiwan International Science Fair, Huang & Mai (2021) studied in the domination 

number of vertical and horizontal arrangement in a chessboard. However, our study, which is derived 

from Gobang, made significant extension and modification from Huang & Mai’s study. 

 

We plan to find out the minimum number of less than 𝑝 chessmen connecting in the direction 

of the symbol “※” in the 𝑎 × 𝑏 checkerboard. Since limited checkerboard is much complex than 

unlimited one, we discuss “Perfect Type “in unlimited checkerboard first, and define the set Ω as the 

set of 𝑝 for which there is at least one “perfect type”. We found out that obstruction type 𝐷𝑇(𝑝, 𝑑) 

is “Perfect Type” if and only if 𝑝 = 6𝑘 − 1 or 𝑝 = 6𝑘 + 1(𝑘 ∈ 𝑁). Then we apply it to limited 

checkerboard. At first, we discuss upper and lower bounds 𝑓(𝑎, 𝑏; 𝑝) in every integer 𝑝, and then 

discuss all the conditions under Ω. We use the rule “each 1 × 𝑝 checkerboard contains at least one 

obstacle” to inference the lower bound when length or width is 𝑘𝑝(𝑘 ∈ 𝑁) under the “Perfect Type”. 

Several properties have been proposed, and proofs has been made. We find that our upper bound is 

very close to theoretical 𝑓(𝑎, 𝑏; 𝑝). 

 

We also extend the research focus two-dimensional checkerboard to three-dimensional 

checkerboard, find out upper and lower bounds 𝑓(𝑎, 𝑏; 𝑝) in every 𝑝 and the set of 𝑝 that fit the 

obstacle type 𝐷𝑇(𝑝, 𝑑𝑅 , 𝑑ℎ) a “Perfect Type”. In addition, we also find out a necessary condition for 

a strictly diagonal Latin Square corresponding to the “Perfect Type”. 
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摘要 

 

2021年國際科展中，有作品探討鉛直與水平排列的支配數，而本研究從五子棋的想法出

發，將前述研究進行重要的延伸與改變，探討在𝑎 × 𝑏棋盤中，「米」字方向無𝑝子連線時，所

需的阻隔數最小值。由於有界棋盤比無界棋盤複雜許多，因此我們先在無界棋盤中找出符合

阻隔限制的「完美型態」，並找出存在至少一種「完美型態」的𝑝值集合 Ω。研究發現，只要

是可以表示為𝑝 = 6𝑘 − 1或𝑝 = 6𝑘 + 1(𝑘 ∈ 𝑁)的正整數𝑝，皆可以型態𝐷𝑇(𝑝, 𝑑)阻隔。接著我

們推廣至有界棋盤，先探討所有𝑝值的𝑓(𝑎, 𝑏; 𝑝)上界與下界，再針對 Ω中的𝑝值做討論，利用

「任意1 × 𝑝區域至少有 1個阻隔」的性質導出「完美型態」下長或寬為𝑘𝑝(𝑘 ∈ 𝑁)的下界，並

找出非常接近𝑓(𝑎, 𝑏; 𝑝)的上界。我們也將二維的探討方式與結果延伸至三維，找出所有 p 值

的𝑓(𝑎, 𝑏, 𝑐; 𝑝)上下界與可使阻隔型態𝐷𝑇(𝑝, 𝑑𝑅 , 𝑑ℎ)為完美型態的𝑝值集合。另外我們也找出嚴

格對角拉丁方陣可對應成「完美型態」之必要條件。 
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壹、 前言 

 

一、研究動機 

 

五子棋遊戲中，玩家只要在一列、一行或一條斜直線上建構出5顆相連的棋子，就可以獲

勝。我們曾經將整個6 × 6棋盤佈滿白色的棋子，接著將幾顆白棋處阻隔後，使得剩下的白棋

都沒有辦法5子連線。以圖 1為例，將其中11顆白棋處阻隔時，能使剩下的白棋都無法構成5

子連線。 

       

圖 1：從6 × 6的棋盤中取走11顆，使得剩下的棋子都無法構成五子連線 

 

我們感到好奇，11處阻隔會是最少的嗎？如果要使剩下的白棋都無法構成𝑝子連線，最少

要將幾處棋盤格阻隔呢？想到這裡，我們打算把這個問題推廣如下：有一個𝑎 × 𝑏棋盤（𝑎, 𝑏為

正整數且𝑎, 𝑏 ≥ 𝑝），其中每一格皆放一顆白棋，那麼至少要將這𝑎 × 𝑏顆白棋中的幾處阻隔，

才能使剩下的白棋都無法構成𝑝子連線？ 

 

二、研究目的 

 

（一） 在二維無界棋盤中，找出哪些正整數𝑝具有無𝑝子連線的完美型態。 

（二） 在二維𝑎 × 𝑏有界棋盤中，對於所有正整數𝑝，求出無𝑝子連線的最小阻隔函數

𝑓(𝑎, 𝑏; 𝑝)。 

（三） 在三維無界棋盤中，找出哪些正整數𝑝具有無𝑝子連線的完美型態。 

（四） 在三維𝑎 × 𝑏 × 𝑐有界棋盤中，對於所有正整數𝑝，求出無𝑝子連線的最小阻隔函數
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𝑓(𝑎, 𝑏, 𝑐; 𝑝)。 

 

三、文獻回顧 

 

查詢文獻後，我們發現大部分跟棋類有關的研究，都是找出必勝法或是較佳的進攻策略。

舉例來說，陳皓苓、吳嬭宜、蔡昀軒（2009）曾分析研究出各種能先完成三子連線的下法，

並歸納出「活二連線」、「雙死二連線」等棋子的分佈是3 × 3棋盤獲勝的條件，而在4 × 4棋盤

當中，亦發現了許多想要獲勝所需要的條件。黃英綺、余采臻（2021）則探討西洋棋盤，研

究分析出主教攻擊規律及𝑛 × 𝑚棋盤中攻擊滿棋盤所需主教數最大值與最小值以及有解情形

的配置方法。此外，王建詒、呂季桓（2008）探討了限制下的皇后問題，其中探討到的柱面

棋盤與我們的思考上有許多相似之處，但他們研究的是方法數而不是阻隔數。 

 

與阻隔數有關的研究中，黃芷宣、買楷翔（2021）在國際科展中，研究了平面與空間中

無任何𝑚個普通座位相連時所需的防疫座位最小值。但他們在二維中僅考慮 x、y兩個方向，

未考慮斜向是否相連。我們實際考慮斜向後，發現情況複雜了許多，難以將他們得到的定理

推導，因此他們找到的解僅可作為我們的下界參考，無法推導為我們所求的解。而賴永玄、

張彥霆（2015）的研究中，討論到和我們的「完美型態」性質相同，在𝑝 × 𝑝的區域中，每行

每列都恰有一個阻隔的「和平擺法」，找到最大且不包括任何棋子的𝑘 × 𝑘正方形的結論也十

分有利，但依然有不考慮斜向，甚至兩阻隔相距大於𝑝 − 1顆白棋的問題。我們認為這是值得

研究的方向，因此推廣前述國際科展的研究，將阻隔對象擴充為「米」字形，而其中有界範

圍又比無界範圍來得複雜許多，因此我們先研究無界的完美型態，再推廣到有界範圍中。 

 

貳、 研究方法與過程 

 

一、 研究方法 
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圖 2：研究流程圖 

 

二、 名詞定義 

 

（一） 無𝑝子連線：二維棋盤中，白棋在「米」字的四個方向（座標空間中方向向量

(1,0), (0,1), (1,1), (1, −1)）不存在連續𝑝顆或𝑝顆以上白棋相連；三維中間中，白棋在「擴

充米字」的 13個方向（座標空間中方向向量(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (1,1,0), (1,0,1), (0,1,1), 

(1, −1,0), (1,0,−1), (0,1, −1), (1,1,1), (−1,1,1), (1, −1,1), (1,1, −1)）不存在連續𝑝顆或𝑝顆

以上白棋相連。 

 

（二） Zk = {𝑛|0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑘 − 1, 𝑛 ∈ 𝑍} = {0,1,2, … , 𝑘 − 1}。 

 

（三） 最小阻隔函數𝑓(𝑎, 𝑏; 𝑝)：在二維長為𝑎寬為𝑏棋盤中（即𝑎 × 𝑏的棋盤中）無𝑝子連線

時，所需的阻隔數最小值。不失一般性令𝑎 ≤ 𝑏，且𝑝 ≤ 𝑎。 

最小阻隔函數𝑓(𝑎, 𝑏, 𝑐; 𝑝)：在三維中長為𝑎寬為𝑏高為𝑐格狀棋盤（即𝑎 × 𝑏 × c的格狀棋盤

中）無𝑝子連線時，所需的阻隔數最小值。不失一般性令𝑎 ≤ 𝑏 ≤ 𝑐，且𝑝 ≤ 𝑎。 

 

（四） (𝑖, 𝑗)：二維𝑎 × 𝑏棋盤中由上而下第𝑖列(𝑖 ∈ Za)，由左而右第𝑗行(𝑗 ∈ Z𝑏)的棋盤格。 
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(𝑖, 𝑗, ℎ)：三維𝑎 × 𝑏棋盤中由上而下第𝑖列(𝑖 ∈ Za)，由左而右第𝑗行(𝑗 ∈ Zb)，由下而上第ℎ層

(ℎ ∈ Zc)的棋盤格。 

 

（五） 𝑅𝑖 = {(𝑖, 𝑛)|𝑛 ∈ Zb}：二維𝑎 × 𝑏棋盤中由上而下第𝑖列(𝑖 ∈ Za)。 

𝐶𝑗 = {(𝑛, 𝑗)|𝑛 ∈ Za}：二維𝑎 × 𝑏棋盤中由左而右第𝑗行(𝑗 ∈ Zb)。 

 

 

圖 3：𝑅𝑖（左）、𝐶𝑗（右）示意圖 

 

（六） 𝐸𝑗 = {(𝑛, 𝑘)|𝑛 ∈ Za, 𝑘 = 𝑗 + 𝑛(mod 𝑏), 𝑘 ∈ Zb}：二維棋盤中通過(0, 𝑗), 𝑗 ∈ Zb，由左上

至右下所有棋盤格形成的集合。 

𝐹𝑗 = {(𝑛, 𝑘)|, 𝑛 ∈ Za, 𝑘 = 𝑗 − 𝑛(mod 𝑏), 𝑘 ∈ Zb}：二維棋盤中通過(0, j) , 𝑗 ∈ Zb，由右上至左

下所有棋盤格形成的集合。 

 

 

圖 4：𝐸𝑗示意圖 

 

0 1 2 … … b-1 0 1 2 … … b-1

0 0

1 1

2 2

… …

a-1 a-1

0 1 2 … … b-1

0

1

2

…

a-1
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（七） 完美型態：在無界棋盤中，任意阻隔在米字形方向上與其下一個（最近的）阻隔恰

相隔𝑝 − 1個棋盤格，並可使棋盤上無 p子連線的阻隔型態。 

 

 

圖 5：完美型態示意圖 

 

（八） Ω = {𝑝|存在至少一種完美型態的𝑝值}。 

 

（九）𝐷𝑇(𝑝, 𝑑)：一種阻隔型態(dominant Type, DT)，適用於二維棋盤。相鄰兩列阻隔的行差

均為𝑑, 𝑑 ∈ 𝑍所形成的阻隔位置集合。𝐷𝑇(𝑝, 𝑑) = {(𝑖, 𝑑𝑖 + 𝑘𝑝)|𝑖, 𝑘 ∈ 𝑍}。 

𝐷𝑇(𝑝, 𝑑𝑟 , 𝑑ℎ)：一種阻隔型態(dominant Type, DT)，適用於三維棋盤。相鄰兩列阻隔的

層數差均為𝑑𝑟且相鄰兩行阻隔的層數差均為𝑑𝑐所形成的阻隔位置集合。𝐷𝑇(𝑝, 𝑑𝑟 , 𝑑𝑐) =

{(𝑖, 𝑗 + 𝑘𝑝, 𝑑𝑟𝑖 + 𝑑𝑐𝑗)|𝑖, 𝑗, 𝑘, ∈ 𝑍}。 

 

 

圖 6：𝐷𝑇(11,2)示意圖（左）、𝐷𝑇(11,3)示意圖（右） 
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圖 7：𝐷𝑇(11,3,5)俯視圖，其數字表示阻隔位置(𝑖, 𝑗, ℎ)的ℎ值 

 

（十） 𝑎𝑘
′ =(𝑎 mod 𝑘)。當k恰為p時，以𝑎′表示。 

 

參、 研究結果與討論 

 

一、 二維無界棋盤 

 

由於在有界範圍中需探討餘數問題較複雜，因此我們先探討無界範圍的情況。在無界範

圍中，我們先討論𝐷𝑇(𝑝, 𝑑)何時為完美型態。 

 

引理一： 

完美型態必然會形成每𝒑 × 𝒑的正方形棋盤一循環的模樣。 

 

說明： 

    因為任意阻隔在米字形方向上與其下一個（最近的）阻隔必相距𝑝 − 1個棋盤格，所以必

為每𝑝個一循環。 

∎ 

 

0 3 6 9 1 4 7 10 2 5 8

5 8 0 3 6 9 1 4 7 10 2

10 2 5 8 0 3 6 9 1 4 7

4 7 10 2 5 8 0 3 6 9 1

9 1 4 7 10 2 5 8 0 3 6

3 6 9 1 4 7 10 2 5 8 0

8 0 3 6 9 1 4 7 10 2 5

2 5 8 0 3 6 9 1 4 7 10

7 10 2 5 8 0 3 6 9 1 4

1 4 7 10 2 5 8 0 3 6 9

6 9 1 4 7 10 2 5 8 0 3
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為了能更清楚Ω的範圍，我們考慮了從𝑍𝑝到𝑍𝑝的一對一函數𝑓，此時𝑓可滿足行、列部分

的完美型態，為了滿足斜線部分的完美型態，𝑔(𝑘) = 𝑓(𝑘) + 𝑘 , ℎ(𝑘) = 𝑓(𝑘) − 𝑘也必須是𝑍𝑝到

𝑍𝑝的一對一函數。 

 

定理一： 

若存在𝒁𝒑到𝒁𝒑的一對一函數𝒇，使得{𝒇(𝒌) + 𝒌|𝒌 ∈ 𝒁𝒑} = {𝒇(𝒌) − 𝒌|𝒌 ∈ 𝒁𝒑} = 𝒁𝒑，則

𝑺 = {(𝒌, 𝒇(𝒌))|𝒌 ∈ 𝒁𝒑}可擴張成完美型態。 

 

定理二： 

𝑫𝑻(𝒑, 𝒅)為完美型態⇔ (𝒑 = 𝟔𝒌 + 𝟏或𝟔𝒌 − 𝟏)且𝐠𝐜𝐝(𝒅, 𝒑) = 𝐠𝐜𝐝(𝒅 − 𝟏, 𝒑) = 𝐠𝐜𝐝(𝒅 +

𝟏, 𝒑) = 𝟏 

 

證明： 

根據定理一，我們針對{𝑓(𝑘)|𝑘 ∈ 𝑍𝑝} = 𝑍𝑝、{𝑓(𝑘) + 𝑘|𝑘 ∈ 𝑍𝑝} = 𝑍𝑝、{𝑓(𝑘) − 𝑘|𝑘 ∈ 𝑍𝑝} =

𝑍𝑝一一討論。此時我們可不失一般性令𝑓(𝑘) = 𝑑𝑘(mod 𝑝)。 

 

以𝐷𝑇(𝑝, 𝑑)阻隔時，我們可以得到集合𝐷𝑇(𝑝, 𝑑) = {(𝑖, 𝑑𝑖 + 𝑘𝑝)|𝑖, 𝑘 ∈ 𝑍}。其中因為對於任

意阻隔(𝑖, 𝑗)相鄰的八個棋盤格都會與(𝑖, 𝑗)相鄰，不滿足完美型態定義，因此在此不討論𝑑 = 0、

𝑑 = +1與𝑑 = −1。 

 

1. 𝑓(𝑘)為一對一函數時，可以導出gcd(𝑑, 𝑝) = 1。 

 

令gcd(𝑑, 𝑝) = ℎ 

𝑝 = ℎ𝑝1,𝑑 = ℎ𝑑1 

則𝑑 ≡ 𝑑 + 𝑑1𝑝 ≡ 𝑑 + 𝑑1ℎ𝑝1 ≡ 𝑑 + 𝑑𝑝1 ≡ 𝑑(1 + 𝑝1)(mod 𝑝) 

因為𝑓(𝑘)為一對一函數，所以 1+𝑝1 > 𝑝 ⟹ 𝑝1 ≥ 𝑝 ⇒ ℎ = 1 ⟹ gcd(𝑑, 𝑝) = 1 
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2. 𝑔(𝑘) = 𝑓(𝑘) − 𝑘 = (𝑑 − 1)𝑘為一對一函數時，可以導出gcd(𝑑 − 1, 𝑝) = 1。 

 

令gcd(𝑑 − 1, 𝑝) = ℎ 

𝑝 = ℎ𝑝1,𝑑 − 1 = ℎ𝑑1 

則𝑑 − 1 ≡ 𝑑 − 1 + 𝑑1𝑝 ≡ 𝑑 − 1 + 𝑑1ℎ𝑝1 ≡ 𝑑 − 1 + (𝑑 − 1)𝑝1 ≡ (𝑑 − 1)(1 + 𝑝1)(mod 𝑝) 

因為𝑔(𝑘)為一對一函數，所以 1+𝑝1 > 𝑝 ⟹ 𝑝1 ≥ 𝑝 ⇒ ℎ = 1 ⟹ gcd(𝑑 − 1, 𝑝) = 1 

 

3. ℎ(𝑘) = 𝑓(𝑘) + 𝑘 = (𝑑 + 1)𝑘為一對一函數時，可以導出gcd(𝑑 + 1, 𝑝) = 1。 

 

令gcd(𝑑 + 1, 𝑝) = ℎ 

𝑝 = ℎ𝑝1,𝑑 + 1 = ℎ𝑑1 

則𝑑 + 1 ≡ 𝑑 + 1 + 𝑑1𝑝 ≡ 𝑑 + 1 + 𝑑1ℎ𝑝1 ≡ 𝑑 + 1 + (𝑑 + 1)𝑝1 ≡ (𝑑 + 1)(1 + 𝑝1)(mod 𝑝) 

因為ℎ(𝑘)為一對一函數，所以 1+𝑝1 > 𝑝 ⟹ 𝑝1 ≥ 𝑝 ⇒ ℎ = 1 ⟹ gcd(𝑑 + 1, 𝑝) = 1 

 

又∵ 𝑑 − 1, 𝑑, 𝑑 + 1(𝑘 ∈ 𝑁)為連續正整數 

∴根據鴿籠原理，當𝑝為2𝑘或3𝑘(𝑘 ∈ 𝑁)時，無法以𝐷𝑇(𝑝, 𝑑)完美型態排列，其他則可以。 

 

我們定義所有能以完美型態排列的𝑝值集合為Ω，因此{𝑛|𝑛 = 6𝑘 + 1⋁6𝑘 + 5, 𝑘 ∈ 𝑁} ⊆ Ω。 

∎ 

 

我們也好奇是否有𝐷𝑇(𝑝, 𝑑)以外的完美型態，根據定理一寫出了程式碼。經過程式將

每種情況一一運行後，我們知道當𝑝 ≤ 17時，僅有𝑝 = 13與𝑝 = 17存在𝐷𝑇(𝑝, 𝑑)以外的完

美型態，如圖 8，其它p值皆不存在𝐷𝑇(𝑝, 𝑑)以外的完美型態。 

 

我們目前還未找出𝑝 = 2𝑘或𝑝 = 3𝑘的完美型態，由於程式運算複雜度會成指數增長，

因此𝑝 > 17的情況難以以現在的程式探討，需再找更佳的方法。 
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圖 8：𝑝 = 13(左)與𝑝 = 17(右)的非𝐷𝑇(𝑝, 𝑑)完美型態 

 

二、二維𝑎 × 𝑏有界棋盤 

 

（一） 任意𝑝值的最小阻隔數上界與下界 

 

定理三： 

𝒇(𝒂, 𝒃; 𝒑) ≥
𝒂𝒃−𝒂′𝒃′

𝒑
。 

 

證明： 

對任意一個無𝑝子連線的阻隔方式，𝑝 × 1棋盤中至少有一個阻隔點。(𝑎 − 𝑎′) × 𝑏區域可

分割出𝑏 [
𝑎

𝑝
]個獨立的𝑝 × 1區域，所以(𝑎 − 𝑎′) × 𝑏區域的阻隔數至少有𝑏 [

𝑎

𝑝
]個。剩下的𝑎′列中，

每列至少可分割出𝑎′ [
𝑏

𝑝
]個獨立的1 × 𝑝區域，所以這𝑎′列的總阻隔數至少為𝑎′ [

𝑏

𝑝
]。因此，

𝑓(𝑎, 𝑏; 𝑝) ≥ 𝑏 [
𝑎

𝑝
] + 𝑎′ [

𝑏

𝑝
]。將行列的概念互換，同理可得𝑓(𝑎, 𝑏; 𝑝) ≥  𝑎 [

𝑏

𝑝
] + 𝑏′ [

𝑎

𝑝
]。 

 

令 𝑎 = 𝑠𝑝 + 𝑎′, 𝑏 = 𝑡𝑝 + 𝑏′其中 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑁，則 𝑏 [
𝑎

𝑝
] + 𝑎′ [

𝑏

𝑝
] = (tp + b′) (s + [

𝑎′

𝑝
]) + a′(t +
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[
𝑏′

𝑝
])，又a′, b′ < p，因此𝑏 [

𝑎

𝑝
] + 𝑎′ [

𝑏

𝑝
] = (𝑡𝑝 + 𝑏′)(𝑠) + 𝑎′(𝑡) = 𝑠𝑡𝑝 + 𝑠𝑏′ + 𝑎𝑡′ = (𝑠𝑝 + 𝑎′)(𝑡) +

𝑏′(𝑠) = 𝑎 [
𝑏

𝑝
] + 𝑏′ [

𝑎

𝑝
] =

𝑠𝑡𝑝2+𝑎′𝑡𝑝+𝑏′𝑠𝑝+𝑎′𝑏′−𝑎′𝑏′

𝑝
=

(𝑠𝑝+𝑎′)(𝑡𝑝+𝑏′)−𝑎′𝑏′

𝑝
=

𝒂𝒃−𝒂′𝒃′

𝒑
。可得𝑓(𝑎, 𝑏; 𝑝) ≥

 
𝑎𝑏−𝑎′𝑏′

𝑝
。 

∎ 

 

定理四： 

𝒇(𝒂, 𝒃; 𝒑) ≤ 𝒂 ⌊
𝒃

𝒑
⌋ + 𝒃 ⌊

𝒂

𝒑
⌋ − ⌊

𝒂

𝒑
⌋ ⌊
𝒃

𝒑
⌋。 

 

證明： 

對於任意a × b棋盤，將{(𝑖,𝑚𝑝 − 1)|𝑖 ∈ 𝑍𝑎, 𝑚 ∈ 𝑁, 1 ≤ m ≤ ⌊
𝑎

𝑝
⌋}及{(𝑛𝑝 − 1, 𝑗)|𝑗 ∈ 𝑍𝑏 , 1 ≤

n ≤ ⌊
𝑏

𝑝
⌋ , 𝑛 ∈ 𝑁}阻隔，必可使棋子在(1,0)、(0,1)、(1,1)、(1,−1)方向上皆僅有𝑝 − 1子連線，

無𝑝子連線。此時根據排容原理可得，𝑓(𝑎, 𝑏; 𝑝) ≤ 𝑎 ⌊
𝑏

𝑝
⌋ + 𝑏 ⌊

𝑎

𝑝
⌋ − ⌊

𝑎

𝑝
⌋ ⌊
𝑏

𝑝
⌋。 

∎ 

 

 

圖 9：阻隔法示意圖 

 

（二） 𝑝 < 5 

 

𝑝 × 𝑝 
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由於Ω中的最小元素為5，因此我們將𝑝 < 5和𝑝 ≥ 5的情況分開討論。 

 

1. 𝑝 = 1時的最小阻隔數 

 

並無「1子連線」，故本研究中不討論。若要討論，以阻隔的角度可知𝑓(𝑎, 𝑏; 1) = 𝑎 × 𝑏。 

 

2. 𝑝 = 2時的最小阻隔數 

 

𝑝 = 2時任何一顆白棋的上下左右都不可有白棋，即任一顆白棋周圍的8個位置皆須被阻

隔。最佳排列模式如圖 10所示。 

 

 

圖 10：𝑝 = 2時的最佳排列模式 

 

𝒇(𝒂, 𝒃; 𝟐) = 𝒂 ⌊
𝒃

𝟐
⌋ + 𝒃 ⌊

𝒂

𝟐
⌋ − ⌊

𝒂

𝟐
⌋ ⌊
𝒃

𝟐
⌋。 

 

3. 𝑝 = 3時的最小阻隔數 

 

首先我們探討3 × 𝑏棋盤的情況。 

 

引理二： 

在𝟑 × 𝒃棋盤上，如果一符合無𝟑子連線的阻隔方式中，有某連續𝟑行𝑪𝒋−𝟏, 𝑪𝒋, 𝑪𝒋+𝟏只有
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𝟑個阻隔點，則這𝟑個阻隔點的組成一定是｛(𝟎, 𝒋 − 𝟏), (𝟏, 𝒋), (𝟐, 𝒋 + 𝟏)｝或｛(𝟐, 𝒋 −

𝟏), (𝟏, 𝒋), (𝟎, 𝒋 + 𝟏)｝。 

 

證明： 

我們令𝑅𝑖
∗ = {(𝑖, 𝑗 − 1), (𝑖, 𝑗), (𝑖, 𝑗 + 1)}。 

 

若(1, 𝑗)處無阻隔，則不可能角落處((0, 𝑗 − 1)、(0, 𝑗 + 1)、(2, 𝑗 + 1)、(2, 𝑗 − 1))皆無阻隔，

否則𝐸𝑗−1、𝐹𝑗+1皆無法被阻隔，將構成 3子連線。 

 

不失一般性，設角落處的阻隔於(0, 𝑗 − 1)。此時為了使𝐹𝑗+1有阻隔，所以(0, 𝑗 + 1)或(2, 𝑗 −

1)至少有一個為阻隔點。如果(0, 𝑗 + 1)為阻隔點時，因為𝑅1
∗與𝑅2

∗都至少各有一個阻隔點，會

與『𝐶𝑗−1, 𝐶𝑗 , 𝐶𝑗+1有 3個阻隔點』矛盾。而當(2, 𝑗 − 1)為阻隔點時，因為𝐶𝑗與𝐶𝑗+1都至少各有一

個阻隔點，也會與『𝐶𝑗−1, 𝐶𝑗 , 𝐶𝑗+1有 3 個阻隔點』矛盾。因此當有某連續3行𝐶𝑗−1, 𝐶𝑗 , 𝐶𝑗+1只有

3個阻隔點時，(1, 𝑗)處必定有阻隔點。 

 

當(1, 𝑗)處有阻隔點時，𝐶𝑗−1、𝐶𝑗+1、𝑅0
∗、𝑅2

∗還未被阻隔，因此剩下的兩個阻隔必位於

{(0, j − 1)、(2, j + 1)}或{(0, j + 1)、(2, j − 1)}。 

 

 

 

 

圖 11：(1, 𝑗)處無阻隔（左）、(1, 𝑗)處有阻隔（中、右） 

■ 

定理五： 

當𝐛 ≠ 𝟑時，𝒇(𝟑, 𝒃; 𝟑) ≥ ⌊
𝟒

𝟑
𝒃⌋。 

 

證明： 

   

   

   

X  X 

 X  

X  X 
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若某連續 3行 𝐶𝑗−1, 𝐶𝑗 , 𝐶𝑗+1只有 3個阻隔點，由引理二，可假設阻隔點為 {(0, 𝑗 −

1), (1, 𝑗), (2, 𝑗 + 1)}。此時在𝐶𝑗−2與𝐶𝑗+2中的(0, j − 2)、(2, j − 2)、(0, j + 2)、(2, j + 2)都必須為

阻隔點。由此可知，對於任意只有 3個阻隔的3 × 3區域，當其向左或向右延伸一行時，最少

需增加兩個阻隔。 

 

 

 

 

圖 12：任意只有 3個阻隔的3 × 3區域左右延伸示意圖 

 

若(1, 𝑗 + 2)也是阻隔點，因為每行皆至少各有一個阻隔點，此時𝐶𝑗+2, 𝐶𝑗+3, 𝐶𝑗+4總共至少

有5個阻隔點。若(1, 𝑗 + 2)不是阻隔點，則(1, 𝑗 + 3)與(2, 𝑗 + 4)皆為阻隔點。因為每行皆至少

各有一個阻隔點，所以𝐶𝑗+2, 𝐶𝑗+3, 𝐶𝑗+4總共至少有 5個阻隔點。 

 

從上面的推論可知，當𝐶𝑗−1, 𝐶𝑗 , 𝐶𝑗+1只有3個阻隔點且𝐶𝑗+2, 𝐶𝑗+3, 𝐶𝑗+4有5個阻隔點時，𝐶𝑗+4

只有一個阻隔點，所以接下來的連續3行𝐶𝑗+5, 𝐶𝑗+6, 𝐶𝑗+7至少有 4個阻隔點。因此可知： 

 

1. 對於任意3 × 6的區域，至少需要 8個阻隔。 

2. 對於任意3 × 9的區域，若有兩個3 × 3區域皆只有 3個阻隔，至少需要3 + 6 + 3 = 12

個阻隔。 

 

綜合以上兩個敘述可得：當3|𝑏且𝑏 ≠ 3時，𝑓(3, 𝑏; 3) ≥
4

3
𝑏。 

 

由上可知，當𝑏 = 3𝑘時，𝑓(3, 𝑏; 3) ≥
4

3
(3𝑘)。 

 

當𝑏 = 3𝑘 + 1時，可將棋盤視為一個3 × 1的區域與一個3 × 3𝑘的區域，3 × 1的區域最少
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有一個阻隔，3 × 3𝑘的區域阻隔數𝑓(3,3𝑘; 3) ≥
4

3
(3𝑘)，𝑓(3, 𝑏; 3) ≥

4

3
(3𝑘) + 1=⌊

4

3
𝑏⌋。 

當𝑏 = 3𝑘 + 2時，可將棋盤視為一個3 × 2的區域與一個3 × 3𝑘的區域，3 × 2的區域最少

有兩個阻隔，3 × 3𝑘的區域阻隔數𝑓(3,3𝑘; 3) ≥
4

3
(3𝑘)，𝑓(3, 𝑏; 3) ≥

4

3
(3𝑘) + 2=⌊

4

3
𝑏⌋。 

 

綜合以上敘述可得：當𝑏 ≠ 3時，𝑓(3, 𝑏; 3) ≥ ⌊
4

3
𝑏⌋。 

■ 

定理六： 

𝒇(𝟑, 𝒃; 𝟑) = {
𝟑, 𝒃 = 𝟑

⌊
𝟒

𝟑
𝒃⌋ , 𝒃 > 𝟑

 

 

說明： 

我們找到了一種阻隔型態滿足每 3行皆只有 4個阻隔，且每六行為一循環，如圖 13。 

 

 

圖 13：𝑎 = 3且𝑏 > 3時的最佳阻隔型態 

 

在圖 13 的阻隔型態中，我們可以看到當b ≡ 1(mod 3)時，所需阻隔數為
4

3
(𝑏 − 1) + 1；

當b ≡ 2(mod 3)時，所需阻隔數為
4

3
(𝑏 − 2) + 2，因此可得： 

𝑓(3, 𝑏; 3) ≤

{
 
 

 
 

4

3
𝑏, 𝑏 ≡ 0(mod 3) ∧ 𝑏 ≠ 3

4

3
(𝑏 − 1) + 1, 𝑏 ≡ 1(mod 3)

4

3
(𝑏 − 2) + 2, 𝑏 ≡ 2(mod 3)

 

 

當 𝑏 = 3𝑡 + 1, 𝑡 ∈ 𝑁時，
4

3
(𝑏 − 1) + 1 =

4(3𝑡)

3
+ 1 = 4𝑡 + 1 = ⌊(4𝑡 + 1) +

1

3
⌋ = ⌊

4(3𝑡+1)

3
⌋ =
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⌊
4

3
𝑏⌋；當𝑏 = 3𝑡 + 2, 𝑡 ∈ 𝑁時，

4

3
(𝑏 − 2) + 2 =

4(3𝑡)

3
+ 2 = 4𝑡 + 2 = ⌊(4𝑡 + 2) +

2

3
⌋ = ⌊

4(3𝑡+2)

3
⌋ =

⌊
4

3
𝑏⌋，因此可將以上結果改為： 

𝑓(3, 𝑏; 3) ≤ {
3, 𝑏 = 3

⌊
4

3
𝑏⌋ , 𝑏 > 3

 

 

當3 × 𝑏的棋盤以圖 13 的阻隔型態阻隔時，所需的阻隔數上界恰等於下界，因此該阻隔

型態為無 3子連線的最佳阻隔型態之一，且可證實𝑓(3, 𝑏; 3)的精確值為： 

𝑓(3, 𝑏; 3) = {
3, 𝑏 = 3

⌊
4

3
𝑏⌋ , 𝑏 > 3

 

■ 

 

推導完𝑓(3, 𝑏; 3)棋盤的精確值後，我們討論𝑓(𝑎, 𝑏; 3)的值。由定理五可推得當a = 3t, b =

3s(s, t ∈ N)時，𝑓(𝑎, 𝑏; 3) ≥ ⌊
a

3
⌋ ⌊
4

3
𝑏⌋ + 𝑎′ ⌊

b

3
⌋。又⌊

𝑎

3
⌋ ⌊
4

3
𝑏⌋ + 𝑎′ ⌊

b

3
⌋ >

𝒂𝒃−𝒂′𝒃′

𝟑
，因此我們可縮小

𝑓(𝑎, 𝑏; 3)的範圍為： 

 

⌊
𝒂

𝟑
⌋ ⌊
𝟒

𝟑
𝒃⌋ + 𝑎′ ⌊

b

3
⌋ ≤ 𝒇(𝒂, 𝒃; 𝟑) ≤ 𝒂 ⌊

𝒃

𝟑
⌋ + 𝒃 ⌊

𝒂

𝟑
⌋ − ⌊

𝒂

𝟑
⌋ ⌊
𝒃

𝟑
⌋。 

 

4. 𝑝 = 4時的最小阻隔 

 

首先我們探討4 × 𝑏棋盤的情況。 

 

引理三 

在𝟒 × 𝒃棋盤上，如果一符合無𝟒子連線的阻隔方式中，有某連續𝟒行𝑪𝒋−𝟏, 𝑪𝒋, 𝑪𝒋+𝟏, 𝑪𝒋+𝟐

只有𝟒個阻隔點，則這𝟒個阻隔點的組成一定是｛(𝟎, 𝒋 − 𝟏), (𝟐, 𝒋), (𝟑, 𝒋 + 𝟏), (𝟏, 𝒋 + 𝟐)｝的同

構形式或{(𝟎, 𝒋 − 𝟏), (𝟐, 𝒋), (𝟏, 𝒋 + 𝟏), (𝟑, 𝒋 + 𝟐)}的同構形式。 
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證明： 

在連續4行𝐶𝑗−1, 𝐶𝑗 , 𝐶𝑗+1, 𝐶𝑗+2中，𝐸𝑗−1和𝐹𝑗+2中必定各有一個阻隔點。由於無論阻隔點在

(0, 𝑗 − 1)、(0, 𝑗 + 2)、(3, 𝑗 − 1)、(3, 𝑗 + 2)，旋轉後可視為相同，阻隔點在(1, 𝑗)、(1, 𝑗 + 1)、

(1, 𝑗)、(1, 𝑗 + 1)，旋轉後亦可視為相同，因此只須各針對一種情況進行討論即可。 

 

不失一般性設阻隔位於(0, 𝑗 − 1)，則在𝐹𝑗+2中阻隔點只可能在(2, 𝑗), (1, 𝑗 + 1)。由於兩位

置對稱於𝐸𝑗−1，可不失一般性設(2, 𝑗)有阻隔點，則剩下兩個阻隔可能位於{(1, 𝑗 + 1), (3, 𝑗 + 2)}

或 {(3, 𝑗 + 1), (1, 𝑗 + 2)}，此時連續 4行 𝐶𝑗−1, 𝐶𝑗 , 𝐶𝑗+1, 𝐶𝑗+2中，阻隔點的組成為 {(0, 𝑗 −

1), (2, 𝑗), (1, 𝑗 + 1), (3, 𝑗 + 2)}或{(0, 𝑗 − 1), (2, 𝑗), (3, 𝑗 + 1), (1, 𝑗 + 2)}。 

 

       

圖 14：4行𝐶𝑗−1, 𝐶𝑗 , 𝐶𝑗+1, 𝐶𝑗+2只有4個阻隔點的阻隔方式示意圖，綠線分別為𝐸𝑗−1和𝐹𝑗+2。 

 

不失一般性設阻隔點位於(1, 𝑗)，則在𝐹𝑗+2中阻隔點只可能在(3, 𝑗 − 1), (0, 𝑗 + 2)。由於兩

位置對稱於𝐸𝑗−1，可不失一般性設(3, 𝑗 − 1)有阻隔點，則剩下兩個阻隔可能位於{(0, 𝑗 +

1), (2, 𝑗 + 2)}或{(2, 𝑗 + 1), ( 0, 𝑗 + 2)}，此時連續4行𝐶𝑗−1, 𝐶𝑗 , 𝐶𝑗+1, 𝐶𝑗+2中，阻隔點的組成為

{(3, 𝑗 − 1), (1, 𝑗), (0, 𝑗 + 1), (2, 𝑗 + 2)}或{(3, 𝑗 − 1), (1, 𝑗), (2, 𝑗 + 1), (0, 𝑗 + 2)}。 

 

       

圖 15：4行𝐶𝑗−1, 𝐶𝑗 , 𝐶𝑗+1, 𝐶𝑗+2只有4個阻隔點的阻隔方式示意圖，綠線分別為𝐸𝑗−1和𝐹𝑗+2。 

 

其中可以發現 {(0, 𝑗 − 1), (2, 𝑗), (1, 𝑗 + 1), (3, 𝑗 + 2)}和 {(3, 𝑗 − 1), (1, 𝑗), (2, 𝑗 + 1), (0, 𝑗 +
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2)}同構，{(3, 𝑗 − 1), (1, 𝑗), (0, 𝑗 + 1), (2, 𝑗 + 2)}和{(0, 𝑗 − 1), (2, 𝑗), (3, 𝑗 + 1), (1, 𝑗 + 2)}同構。所

以在4 × 𝑏棋盤上，如果一符合無4子連線的阻隔方式中，有某連續4行𝐶𝑗−1, 𝐶𝑗 , 𝐶𝑗+1, 𝐶𝑗+2只有4

個阻隔點，則這4個阻隔點的組成一定是｛(3, 𝑗 − 1), (1, 𝑗), (0, 𝑗 + 1), (2, 𝑗 + 2)｝的同構形式或

{(0, 𝑗 − 1), (2, 𝑗), (1, 𝑗 + 1), (3, 𝑗 + 2)}的同構形式。 

 

引理四： 

在𝟒 × 𝟖的區域中最少有𝟗個阻隔，且阻隔方式只可為{(𝟎, 𝟎), (𝟐. 𝟏), (𝟑, 𝟐), (𝟏, 𝟑), (𝟎, 𝟒) 

, (𝟑, 𝟒), (𝟐, 𝟓), (𝟎, 𝟔), (𝟏, 𝟕)}的同構型式。 

 

引理五： 

符 合 𝒇(𝟒, 𝒃; 𝟒) = 𝒃 的 𝒃 值 最 大 為 𝟔 ， 且 (𝐚, 𝐛) = (𝟒, 𝟔) 時 ， 阻 隔 方 式 必 為

{(𝟎, 𝟎), (𝟑, 𝟏), (𝟏, 𝟐), (𝟐, 𝟑), (𝟎, 𝟒), (𝟑, 𝟓)}的同構型式。 

 

證明： 

根據引理三，若某連續4行𝐶𝑗−1, 𝐶𝑗 , 𝐶𝑗+1, 𝐶𝑗+2只有4個阻隔點，則可假設阻隔點為{(0, 𝑗 −

1), (2, 𝑗), (3, 𝑗 + 1), (1, 𝑗 + 2)}或{(0, 𝑗 − 1), (2, 𝑗), (1, 𝑗 + 1), (3, 𝑗 + 2)}或{(1, 𝑗 − 1), (2, 𝑗), (0, 𝑗 +

1), (3, 𝑗 + 2)}（由於我們是從左右延伸進行討論，因此上下翻轉及左右翻轉視為相同，旋轉視

為不同）。 

 

當𝑪𝒋−𝟏, 𝑪𝒋, 𝑪𝒋+𝟏, 𝑪𝒋+𝟐內阻隔為{(𝟎, 𝒋 − 𝟏), (𝟐, 𝒋), (𝟑, 𝒋 + 𝟏), (𝟏, 𝒋 + 𝟐)}時： 

 

若向右延伸，則(3, 𝑗 + 3)、(0, 𝑗 + 3)都必須為阻隔點使Ej與R0上無4子連線。再向右延伸

一行，則R2中(2, 𝑗 + 4)必為阻隔點。再向右延伸，F𝑗+5中(0, 𝑗 + 5)必為阻隔點。再向右延伸，

R1中(1, 𝑗 + 6)必為阻隔點。此時𝐶𝑗+3, 𝐶𝑗+4, 𝐶𝑗+5, 𝐶𝑗+6中至少需 2+1+1+1=5個阻隔。如圖 16。 
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圖 16 

 

若向左延伸，此時𝐹j+1與R1中(3, 𝑗 − 2)、(1, 𝑗 − 2)必須為阻隔點。若再向左延伸，𝐹j中

(3, 𝑗 − 3)必為阻隔點。再向左延伸，𝐸j−4中(0, 𝑗 − 4)必為阻隔點。再向左延伸，𝐸j−4與R0 (0, 𝑗 −

4)、(2, 𝑗 − 4)必為阻隔點。最後Cj−5中至少需一個阻隔，因此𝐶𝑗−5, 𝐶𝑗−4, 𝐶𝑗−3, 𝐶𝑗−2中至少需

2+1+2+1=6個阻隔。如圖?。若一開始將(2, 𝑗 − 2)也阻隔，則因為𝐶𝑗−5, 𝐶𝑗−4, 𝐶𝑗−3中每行至少需

要一個阻隔，因此最少也需要3 + 1 + 1 + 1 = 6個阻隔。如圖 17。 

 

 

圖 17 

 

當𝑪𝒋−𝟏, 𝑪𝒋, 𝑪𝒋+𝟏, 𝑪𝒋+𝟐內阻隔為{(𝟏, 𝒋 − 𝟏), (𝟐, 𝒋), (𝟎, 𝒋 + 𝟏), (𝟑, 𝒋 + 𝟐)}時： 

 

若向右延伸，此時在Ej與Fj+3和R1中(3, 𝑗 + 3)、(0, 𝑗 + 3)、(1, 𝑗 + 3)都必須為阻隔點。而

𝐶𝑗+4, 𝐶𝑗+5, 𝐶𝑗+6中，每行皆至少需要一個阻隔，所以𝐶𝑗+3, 𝐶𝑗+4, 𝐶𝑗+5, 𝐶𝑗+6中至少需 3+1+1+1=6個

阻隔。如圖 18。 

 

 

圖 18 

 

若向左延伸，此時R3中(3, 𝑗 − 2)必須為阻隔點。接下來分別討論Cj−2中另一個阻隔位於
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(0, 𝑗 − 2)、(1, 𝑗 − 2)、(2, 𝑗 − 2)與僅有(3, 𝑗 − 2)處被阻隔的情況。如圖 19。 

 

 

圖 19 

 

(1) 若Cj−2中(0, 𝑗 − 2)、(3, 𝑗 − 2)被阻隔(如圖 20)。此時在Ej−3中(0, 𝑗 − 3)必須為阻隔點。

若再向左延伸，𝐹j−1與R3中(2, J − 4)、(3, 𝑗 − 4)必為阻隔點。最後Cj−5中至少需一個阻

隔，因此𝐶𝑗−5, 𝐶𝑗−4, 𝐶𝑗−3, 𝐶𝑗−2中至少需2 + 1 + 2 + 1 = 6個阻隔。 

 

 

圖 20 

 

(2) 若Cj−2中(1, 𝑗 − 2)、(3, 𝑗 − 2)被阻隔(如圖 21)。此時在R0中(0, 𝑗 − 3)必須為阻隔點。

若再向左延伸，𝐸j−4與R3中(0, J − 4)、(3, 𝑗 − 4)必為阻隔點。最後Cj−5中至少需一個阻

隔，因此𝐶𝑗−5, 𝐶𝑗−4, 𝐶𝑗−3, 𝐶𝑗−2中至少需2 + 1 + 2 + 1 = 6個阻隔。 

 

 

圖 21 

 

(3) 若Cj−2中(2, 𝑗 − 2)、(3, 𝑗 − 2)被阻隔(如圖 22)。此時在R0中(0, 𝑗 − 3)必須為阻隔點。

若再向左延伸，𝐹j−1中(3, 𝑗 − 4)必為阻隔點。若再向左延伸，𝐹j−2與R1中(3, J − 5)、

(1, 𝑗 − 5)必為阻隔點。因此𝐶𝑗−5, 𝐶𝑗−4, 𝐶𝑗−3, 𝐶𝑗−2中至少需2 + 1 + 1 + 2 = 6個阻隔。 

1
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圖 22 

 

(4) 若Cj−2中僅(3, 𝑗 − 2)被阻隔(如圖 23)。此時在Ej−3中(0, 𝑗 − 3)必須為阻隔點。接下來分

別討論Ej−3中另一個阻隔位於(0, 𝑗 − 2)、(1, 𝑗 − 2)、(2, 𝑗 − 2)與僅有(3, 𝑗 − 2)處被阻隔

的情況。 

 

 

圖 23 

 

a. 若Cj−3中僅(0, 𝑗 − 3)被阻隔(如圖 24)。此時在Ej−4、R2與Fj−1中(0, 𝑗 − 4)、(2, 𝑗 −

4)、(3, 𝑗 − 4)必須為阻隔點。最後Cj−5中至少需一個阻隔，因此𝐶𝑗−5, 𝐶𝑗−4, 𝐶𝑗−3, 𝐶𝑗−2

中至少需1 + 1 + 3 + 1 = 6個阻隔。 

 

 

圖 24 

 

b. 若Cj−3中(0, 𝑗 − 3)、(1, j − 3)被阻隔(如圖 25)。此時在R3與Fj−1中(2, 𝑗 − 4)、(3, 𝑗 −

4)必須為阻隔點。最後Cj−5中至少需一個阻隔，因此𝐶𝑗−5, 𝐶𝑗−4, 𝐶𝑗−3, 𝐶𝑗−2中至少需

1 + 2 + 2 + 1 = 6個阻隔。 
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圖 25 

 

c. 若Cj−3中(0, 𝑗 − 3)、(2, 𝑗 − 3)被阻隔(如圖 26)。此時在Ej−4中(0, 𝑗 − 4)必須為阻隔

點。若再向左延伸， 𝑅1與𝐹j−2中 (1, 𝑗 − 5)、(3, 𝑗 − 5)必為阻隔點。因此

𝐶𝑗−5, 𝐶𝑗−4, 𝐶𝑗−3, 𝐶𝑗−2中至少需1 + 2 + 1 + 2 = 6個阻隔。 

 

 

圖 26 

 

d. 若Cj−3中(0, 𝑗 − 3)、(3, 𝑗 − 3)被阻隔 (如圖 27)。此時在Ej−4與𝑅2中(0, 𝑗 − 4)、

(2, 𝑗 − 4)須為阻隔點。最後Cj−5中至少需一個阻隔，因此𝐶𝑗−5, 𝐶𝑗−4, 𝐶𝑗−3, 𝐶𝑗−2中至

少需1 + 2 + 2 + 1 = 6個阻隔。 

 

 

圖 27 

 

當𝑪𝒋−𝟏, 𝑪𝒋, 𝑪𝒋+𝟏, 𝑪𝒋+𝟐內的阻隔為{(𝟎, 𝒋 − 𝟏), (𝟐, 𝒋), (𝟏, 𝒋 + 𝟏), (𝟑, 𝒋 + 𝟐)}時： 

 

若向右延伸，此時在𝐹j+3與R0中(0, 𝑗 + 3)必為阻隔點。再向右延伸，接下來分別討論另一

個阻隔位於(0, 𝑗 + 3)、(1, 𝑗 + 3)、(2, 𝑗 + 3)與僅有(3, 𝑗 + 3)處被阻隔的情況。如圖 28。 

 

2

 

3
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圖 28 

 

(1) 若Cj+3中僅(0, 𝑗 + 3)被阻隔(如圖 29)。此時在Fj+4、R2與Ej+1中(0, 𝑗 + 4)、(2, 𝑗 + 4)、

(3, 𝑗 + 4) 必 須 為 阻 隔 點 。 而 Cj+5、Cj+6 中 每 行 至 少 需 一 個 阻 隔 ， 因 此

𝐶𝑗+3, 𝐶𝑗+4, 𝐶𝑗+5, 𝐶𝑗+6中至少需1 + 3 + 1 + 1 = 6個阻隔。 

 

 

圖 29 

 

(2) 若Cj+3中(0, 𝑗 + 3)、(1, 𝑗 + 3)被阻隔(如圖 30)。此時在R2與Ej+1中(2, 𝑗 + 4)、(3, 𝑗 + 4)

必須為阻隔點。而Cj+5、Cj+6中每行至少需一個阻隔，因此𝐶𝑗+3, 𝐶𝑗+4, 𝐶𝑗+5, 𝐶𝑗+6中至少

需2 + 2 + 1 + 1 = 6個阻隔。 

 

 

圖 30 

 

(3) 若Cj+3中(0, 𝑗 + 3)、(2, 𝑗 + 3)被阻隔(如圖 31)。此時在Fj+4中(0, 𝑗 + 4)必須為阻隔點。

若再向右延伸，𝑅1與𝐸j+2中(1, 𝑗 + 5)、(3, 𝑗 + 5)必為阻隔點。最後Cj+6中至少需一個阻

隔，因此𝐶𝑗+3, 𝐶𝑗+4, 𝐶𝑗+5, 𝐶𝑗+6中至少需2 + 1 + 2 + 1 = 6個阻隔。 
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圖 31 

 

(4) 若Cj+3中(0, 𝑗 + 3)、(3, 𝑗 + 3)被阻隔(如圖 32)。此時在Fj+4與R2中(0, 𝑗 + 4)、(2, j + 4)

必須為阻隔點。而Cj+5、Cj+6中每行至少需一個阻隔，因此𝐶𝑗+3, 𝐶𝑗+4, 𝐶𝑗+5, 𝐶𝑗+6中至少

需2 + 2 + 1 + 1 = 6個阻隔。 

 

 

圖 32 

 

從前面的討論我們可以得知以下兩點： 

1. 在4 × 8的區域中，最少有4 + 5 = 9個阻隔，且阻隔方式唯一(如圖 16)。 

2. 符合𝑓(4, 𝑏; 4) = 𝑏的𝑏值最大為6，且阻隔方式唯一。 

 

■ 

 

定理七： 

當𝐛|𝟏𝟐時，𝒇(𝟒, 𝒃; 𝟒) ≥
𝟕

𝟔
𝒃。 

 

證明： 

若𝑓(4,12; 4) = 13，則僅有一行可有兩個阻隔點，其餘皆僅可有一個阻隔點。由引理五可

知𝑓(4, 𝑏; 4) = 𝑏的𝑏值最大為6，所以若𝑓(4,12; 4) = 13，(𝐶0的阻隔數, 𝐶1的阻隔數, 𝐶2的阻隔數

, 𝐶3的阻隔數, 𝐶4的阻隔數, 𝐶5的阻隔數, 𝐶6的阻隔數, 𝐶7的阻隔數, 𝐶8的阻隔數, 𝐶9的阻隔數, 𝐶10

3
  

 4
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的阻隔數 , 𝐶11的阻隔數 )必為 (1,1,1,1,1,1,2,1,1,1,1,1)。也就是說 𝑓(4,12; 4) = 13包含了

𝑓(4,6; 4) = 6與𝑓(4,5; 4) = 5且兩組不相鄰。𝑓(4,6; 4) = 6僅有一種阻隔形式(上下與左右翻轉

後視為相同){(0,0), (3,1), (1,2), (2,3), (0,4), (3,5)}，然而此阻隔形式向左或右延伸一行必須3個

阻隔點，因此𝑓(4,12; 4) ≠ 13。 

 

若𝑓(4,12; 4) = 14，(𝐶0到𝐶3的阻隔數, 𝐶4到𝐶7的阻隔數, 𝐶8到𝐶11的阻隔數) = (4,5,5)或

(5,4,5)或(4,6,4)。若(𝐶0到𝐶3的阻隔數, 𝐶4到𝐶7的阻隔數, 𝐶8到𝐶11的阻隔數) = (5,5,4)或(5,4,5)，

則必包含𝑓(4,8; 4) = 9。 

 

若𝑓(4,12; 4) = 14且(𝐶0到𝐶3的阻隔數, 𝐶4到𝐶7的阻隔數, 𝐶8到𝐶11的阻隔數) = (4,5,5)： 

 

將{(0,0), (2,1), (3,2), (1,3), (0,4), (3,4), (2,5), (0,6), (1,7)}向右延伸一行，則(3,8)必須為阻

隔使𝐸5與𝑅3上無4子連線，𝐶9上(0,9)、(2,9)都必須為阻隔點。再向右延伸一行，則F9中(0,10)

必為阻隔點。向右延伸，則(1,11)、(3,11)都必須為阻隔點，使E8與R1上無4子連線。此時須

9 + 6 = 15個阻隔，因此𝑓(4,12; 4) = 14且(𝐶0到𝐶3的阻隔數, 𝐶4到𝐶7的阻隔數, 𝐶8到𝐶11的阻隔

數) = (4,5,5)的阻隔方式不存在。 

 

 

圖 33 

 

若𝑓(4,12; 4) = 14且(𝐶0到𝐶3的阻隔數, 𝐶4到𝐶7的阻隔數, 𝐶8到𝐶11的阻隔數) = (5,4,5)： 

 

將{(0,0), (2,1), (3,2), (1,3), (0,4), (3,4), (2,5), (0,6), (1,7)}向左延伸一行，則(1, −1)、(3, −1)
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都必須為阻隔點使F2與R1上無4子連線。再向左延伸一行，則F1中(3, −2)必為阻隔點。向右延

伸，則(0, −3)、(2, −3)都必須為阻隔點使E−3與R2上無4子連線。此時已需5個阻隔。因此

𝑓(4,12; 4) = 14且(𝐶0到𝐶3的阻隔數, 𝐶4到𝐶7的阻隔數, 𝐶8到𝐶11的阻隔數) = (5,4,5)的阻隔方式

不存在。 

 

 

圖 34 

 

若𝑓(4,12; 4) = 14且(𝐶0到𝐶3的阻隔數, 𝐶4到𝐶7的阻隔數, 𝐶8到𝐶11的阻隔數) = (4,6,4)： 

 

根據引理三的證明，我們可以得到一下結論： 

 

1. 4 × 4區域無4子連線以{(0,0), (2,1), (1,2), (3,3)}阻隔時，若向右延伸兩行，至少(0,4)、

(0,5)、(2,5)、(3,5)需為阻隔點，以構成無4子連線。 

 

2. 4 × 4區域無4子連線以{(1,0), (2,1), (0,2), (3,3)}阻隔時，若向右延伸兩行，至少(0,4)、

(1,4)、(3,4)、(2,5)需為阻隔點，以構成無4子連線。向左延伸兩行，至少(3, −1)、

(0, −2)需為阻隔點，以構成無4子連線。 

 

3. 4 × 4區域無4子連線以{(0,0), (2,1), (3,2), (1,3)}阻隔時，若向右延伸兩行，至少(0,4)、

(3,4)、(2,5)需為阻隔點，以構成無4子連線。向左延伸兩行，至少(1, −1)、(3, −1)、

(3, −2)需為阻隔點，以構成無4子連線。 
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圖 35 

 

由於4 × 4區域無4子連線以{(0,0), (2,1), (1,2), (3,3)}阻隔向右延伸兩行至少需要增加4個

阻隔點，因此若𝑓(4,12; 4) = 14且(𝐶0到𝐶3的阻隔數 , 𝐶4到𝐶7的阻隔數 , 𝐶8到𝐶11的阻隔數) =

(4,6,4)的阻隔方式前四行為 {(0,0), (2,1), (1,2), (3,3)}時，後四行的阻隔方式只可能為

{(1,8), (2,9), (0,10), (3,11)}或{(2,8), (1,9), (3,10), (0,11)}（{(1,8), (2,9), (0,10), (3,11)}上下翻

轉），因為4 × 4區域無4子連線以{(1,8), (2,9), (0,10), (3,11)}阻隔向左延伸兩行至少需要增加2

個阻隔點。然而無論是以{(1,8), (2,9), (0,10), (3,11)}或{(2,8), (1,9), (3,10), (0,11)}阻隔，𝑅1都

不滿足無4子連線，因此若𝑓(4,12; 4) = 14且(𝐶0到𝐶3的阻隔數, 𝐶4到𝐶7的阻隔數, 𝐶8到𝐶11的阻

隔數 ) = (4,6,4)的阻隔方式必不包含 {(0,0), (2,1), (1,2), (3,3)}或 {(3,0), (1,1), (2,2), (0,3)}

（{(0,0), (2,1), (1,2), (3,3)}上下翻轉）。 

 

 

圖 36 

 

 

圖 37 

 

若𝑓(4,12; 4) = 14且(𝐶0到𝐶3的阻隔數, 𝐶4到𝐶7的阻隔數, 𝐶8到𝐶11的阻隔數) = (4,6,4)的阻

隔 方 式 前 四 行 為 {(1,0), (2,1), (0,2), (3,3)} 時 ， 後 四 行 的 阻 隔 方 式 只 可 能 為

{(1,8), (2,9), (0,10), (3,11)}或{(2,8), (1,9), (3,10), (0,11)}（{(1,8), (2,9), (0,10), (3,11)}上下翻
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轉），因為4 × 4區域無4子連線以{(1,8), (2,9), (0,10), (3,11)}阻隔向左延伸兩行至少需要增加2

個阻隔點。然而無論是以{(1,8), (2,9), (0,10), (3,11)}或{(2,8), (1,9), (3,10), (0,11)}阻隔，𝐹5和

𝐸8都不滿足無4子連線，因此若𝑓(4,12; 4) = 14且(𝐶0到𝐶3的阻隔數, 𝐶4到𝐶7的阻隔數, 𝐶8到𝐶11

的阻隔數) = (4,6,4)的阻隔方式必不包含{(1,0), (2,1), (0,2), (3,3)}或{(2,0), (1,1), (3,2), (0,3)}

（{(1,0), (2,1), (0,2), (3,3)}上下翻轉）。 

 

 

圖 38 

 

 

圖 39 

 

接著我們只需討論前四行與後四行皆為{(3, −1),(0, −2), (1,0), (2,1), (0,2), (3,3)}、

{(0,0), (2,1), (3,2), (1,3), (0,4),(3,4),(2,5)}、{(1, −1), (3, −1),(3, −2), (0,0), (2,1), (3,2), (1,3), 

(0,4)}上下左右翻轉組合的2 × 𝐶2
3 + 2 × 3 = 12種情況。 

 

若𝒇(𝟒, 𝟏𝟐; 𝟒) = 𝟏𝟒且(𝑪𝟎到𝑪𝟑的阻隔數, 𝑪𝟒到𝑪𝟕的阻隔數, 𝑪𝟖到𝑪𝟏𝟏的阻隔數) = (𝟒, 𝟔, 𝟒)的阻

隔方式前四行為{(𝟑, 𝟎), (𝟎, 𝟏), (𝟐, 𝟐), (𝟏, 𝟑)}時： 

 

1. 後四行為{(0,8), (2,9), (3,10), (1,11)}時，中間四行至少需要2 + 3 = 5個阻隔，但由於

𝐸6與𝑅2有4子連線，所以最少還需增加兩個阻隔。因此(4,12; 4) = 14且(𝐶0到𝐶3的阻

隔數 , 𝐶4到 𝐶7的阻隔數 , 𝐶8到 𝐶11的阻隔數 ) = (4,6,4)的阻隔方式前四行為

{(3,0), (0,1), (2,2), (1,3)}且後四行為{(0,8), (2,9), (3,10), (1,11)}的阻隔方式不存在。 
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圖 40 

 

2. 後四行為{(3,8), (1,9), (0,10), (2,11)}時，中間四行至少需要2 + 3 = 5個阻隔，但由於

𝐹3與𝐹4與𝑅1有4子連線，所以最少還需增加兩個阻隔。因此(4,12; 4) = 14且(𝐶0到𝐶3

的阻隔數 , 𝐶4到𝐶7的阻隔數 , 𝐶8到𝐶11的阻隔數) = (4,6,4)的阻隔方式前四行為

{(3,0), (0,1), (2,2), (1,3)}且後四行為{(3,8), (1,9), (0,10), (2,11)}的阻隔方式不存在。 

 

 

圖 41 

 

3. 後四行為{(1,8), (3,9), (2,10), (0,11)}時，中間四行至少需要2 + 3 = 5個阻隔，但由於

𝐹3與𝐸6與𝑅1有4子連線，所以最少還需增加兩個阻隔。因此(4,12; 4) = 14且(𝐶0到𝐶3

的阻隔數 , 𝐶4到𝐶7的阻隔數 , 𝐶8到𝐶11的阻隔數) = (4,6,4)的阻隔方式前四行為

{(3,0), (0,1), (2,2), (1,3)}且後四行為{(1,8), (3,9), (2,10), (0,11)}的阻隔方式不存在。 

 

 

圖 42 

 

4. 後四行為{(2,8), (0,9), (1,10), (3,11)}時，中間四行至少需要2 + 3 = 5個阻隔，但由於
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𝐹3與𝐹4與𝐸8與𝑅2有4子連線，所以還需增加兩個阻隔。因此(4,12; 4) = 14且(𝐶0到𝐶3

的阻隔數 , 𝐶4到𝐶7的阻隔數 , 𝐶8到𝐶11的阻隔數) = (4,6,4)的阻隔方式前四行為

{(3,0), (0,1), (2,2), (1,3)}且後四行為{(2,8), (0,9), (1,10), (3,11)}的阻隔方式不存在。 

 

 

圖 43 

 

5. 後四行為{(1,8), (2,9), (0,10), (3,11)}時，中間四行至少需要2 + 2 = 4個阻隔，但由於

𝐹3與𝐸8與𝑅1與𝑅2有4子連線，所以最少還需增加兩個阻隔。因此(4,12; 4) = 14且(𝐶0

到𝐶3的阻隔數, 𝐶4到𝐶7的阻隔數, 𝐶8到𝐶11的阻隔數) = (4,6,4)的阻隔方式前四行為

{(3,0), (0,1), (2,2), (1,3)}且後四行為 {(1,8), (2,9), (0,10), (3,11)}的阻隔方式為

{(3,0), (0,1), (2,2), (1,3), (1,4), (3,4), (0,5), (0,6), (2,6), (3,7), (1,8), (2,9), (0,10), (3,11)}

或

{(3,0), (0,1), (2,2), (1,3), (3,4), (0,5), (2,5), (0,6), (1,7), (3,7), (1,8), (2,9), (0,10), (3,11)}

。 

 

 

圖 44 

 

6. 後四行為{(2,8), (1,9), (3,10), (0,11)}時，中間四行至少需要2 + 2 = 4個阻隔，但由於

𝐹4與𝐸6與𝐸8與𝑅1與𝑅2有4子連線，所以最少還需增加兩個阻隔。因此(4,12; 4) = 14且

(𝐶0到𝐶3的阻隔數, 𝐶4到𝐶7的阻隔數, 𝐶8到𝐶11的阻隔數) = (4,6,4)的阻隔方式前四行為

{(3,0), (0,1), (2,2), (1,3)}且後四行為 {(2,8), (1,9), (3,10), (0,11)}的阻隔方式為
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{(3,0), (0,1), (2,2), (1,3), (3,4), (0,5), (1,5), (2,6), (3,6), (0,7), (2,8), (1,9), (3,10), (0,11)}

。 

 

 

圖 45 

 

若𝒇(𝟒, 𝟏𝟐; 𝟒) = 𝟏𝟒且(𝑪𝟎到𝑪𝟑的阻隔數, 𝑪𝟒到𝑪𝟕的阻隔數, 𝑪𝟖到𝑪𝟏𝟏的阻隔數) = (𝟒, 𝟔, 𝟒)的阻

隔方式前四行為{(𝟎, 𝟎), (𝟐, 𝟏), (𝟑, 𝟐), (𝟏, 𝟑)}時： 

 

1. 後四行為{(1,8), (3,9), (2,10), (0,11)}時，中間四行至少需要3 + 3 = 6個阻隔，但由於

𝐹5與𝐸6與𝑅1有4子連線，所以最少還需增加兩個阻隔。因此(4,12; 4) = 14且(𝐶0到𝐶3

的阻隔數 , 𝐶4到𝐶7的阻隔數 , 𝐶8到𝐶11的阻隔數) = (4,6,4)的阻隔方式前四行為

{(0,0), (2,1), (3,2), (1,3)}且後四行為{(1,8), (3,9), (2,10), (0,11)}的阻隔方式不存在。 

 

 

圖 46 

 

2. 後四行為{(2,8), (0,9), (1,10), (3,11)}時，中間四行至少需要3 + 3 = 6個阻隔，但由於

𝐸8與𝐸6有4子連線，所以還需增加兩個阻隔。因此(4,12; 4) = 14且(𝐶0到𝐶3的阻隔數

, 𝐶4 到 𝐶7 的 阻 隔 數 , 𝐶8 到 𝐶11 的 阻 隔 數 ) = (4,6,4) 的 阻 隔 方 式 前 四 行 為

{(0,0), (2,1), (3,2), (1,3)}且後四行為{(2,8), (0,9), (1,10), (3,11)}的阻隔方式不存在。 
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圖 47 

  

3. 後四行為{(3,8), (1,9), (0,10), (2,11)}時，中間四行至少需要3 + 3 = 6個阻隔，但由於

𝑅1與𝐸8有4子連線，所以最少還需增加兩一個阻隔。因此(4,12; 4) = 14且(𝐶0到𝐶3的

阻隔數 , 𝐶4到 𝐶7的阻隔數 , 𝐶8到𝐶11的阻隔數 ) = (4,6,4)的阻隔方式前四行為

{(0,0), (2,1), (3,2), (1,3)}且後四行為{(1,8), (2,9), (0,10), (3,11)}的阻隔方式不存在。 

 

 

圖 48 

 

4. 後四行為{(0,8), (2,9), (3,10), (1,11)}時，中間四行至少需要3 + 3 = 6個阻隔，但由於

𝐹5與𝐸6有4子連線，所以還需增加兩個阻隔。因此(4,12; 4) = 14且(𝐶0到𝐶3的阻隔數

, 𝐶4 到 𝐶7 的 阻 隔 數 , 𝐶8 到 𝐶11 的 阻 隔 數 ) = (4,6,4) 的 阻 隔 方 式 前 四 行 為

{(0,0), (2,1), (3,2), (1,3)}且後四行為{(0,8), (2,9), (3,10), (1,11)}的阻隔方式不存在。 

 

 

圖 49 

 

若𝒇(𝟒, 𝟏𝟐; 𝟒) = 𝟏𝟒且(𝑪𝟎到𝑪𝟑的阻隔數, 𝑪𝟒到𝑪𝟕的阻隔數, 𝑪𝟖到𝑪𝟏𝟏的阻隔數) = (𝟒, 𝟔, 𝟒)的阻

隔方式前四行為{(𝟏, 𝟎), (𝟑, 𝟏), (𝟐, 𝟐), (𝟎, 𝟑)}時： 
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1. 後四行為{(3,8), (1,9), (0,10), (2,11)}時，中間四行至少需要3 + 3 = 6個阻隔，但由於

𝑅2與𝑅2與𝐹4有4子連線，所以最少還需增加兩個阻隔。因此(4,12; 4) = 14且(𝐶0到𝐶3

的阻隔數 , 𝐶4到𝐶7的阻隔數 , 𝐶8到𝐶11的阻隔數) = (4,6,4)的阻隔方式前四行為

{(1,0), (3,1), (2,2), (0,3)}且後四行為{(3,8), (1,9), (0,10), (2,11)}的阻隔方式不存在。 

 

 

圖 50 

 

2. 後四行為{(0,8), (2,9), (3,10), (1,11)}時，中間四行至少需要3 + 3 = 6個阻隔，但由於

𝑅0與𝑅2有4子連線，所以還需增加兩個阻隔。因此(4,12; 4) = 14且(𝐶0到𝐶3的阻隔數

, 𝐶4 到 𝐶7 的 阻 隔 數 , 𝐶8 到 𝐶11 的 阻 隔 數 ) = (4,6,4) 的 阻 隔 方 式 前 四 行 為

{(1,0), (3,1), (2,2), (0,3)}且後四行為{(0,8), (2,9), (3,10), (1,11)}的阻隔方式不存在。 

 

 

圖 51 

 

由 上 面 的 討 論 可 知 𝑓(4,12; 4) = 14 且 僅 有 三 種 阻 隔 型 式 ：

{(3,0), (0,1), (2,2), (1,3), (1,4), (3,4), (0,5), (0,6), (2,6), (3,7), (1,8), (2,9), (0,10), (3,11)} 、

{(3,0), (0,1), (2,2), (1,3), (3,4), (0,5), (2,5), (0,6), (1,7), (3,7), (1,8), (2,9), (0,10), (3,11)} 、

{(3,0), (0,1), (2,2), (1,3), (3,4), (0,5), (1,5), (2,6), (3,6), (0,7), (2,8), (1,9), (3,10), (0,11)}，因此，

任意4 × 12區域最少須14個阻隔點，所以當𝑏|12時𝑓(4, 𝑏; 4) ≥
7

6
𝑏。 

 

∎ 
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接著我們探討4 × 𝑏棋盤的情況。經過程式運算後，我們發現𝑓(4, 𝑏; 4)每多 3行會多需要

4個阻隔，因此試著找出能使𝑓(4, 𝑏; 4) ≤ ⌊
4

3
𝑏⌋的阻隔型態。 

 

 

圖 52：4 × 𝑏棋盤表阻隔示圖 

 

圖 52是我們找到𝑓(4, 𝑏; 4) = ⌊
4

3
𝑏⌋的阻隔型態之一。由圖 52可以看到，當b ≡ 1(mod 3)

時，所需阻隔數為
4

3
(𝑏 − 1) + 1；當b ≡ 2(mod 3)時，所需阻隔數為

4

3
(𝑏 − 1) + 2，因此可得： 

𝑓(4, 𝑏; 4) ≤

{
 
 

 
 

4

3
𝑏, 𝑏 ≡ 0(mod 3)

4

3
(𝑏 − 1) + 1, 𝑏 ≡ 1(mod 3)

4

3
(𝑏 − 2) + 2, 𝑏 ≡ 2(mod 3)

 

 

將以上結果推導並根據定理四與定理七可以得到： 

{

7

6
𝑏 ≤ 𝑓(4, 𝑏; 4) ≤ ⌊

4

3
𝑏⌋ , 𝑏 ≡ 0(mod 12)

𝑏 ≤ 𝑓(4, 𝑏; 4) ≤ ⌊
4

3
𝑏⌋ , 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

 

 

我們目前尚未找到適用於無 4子連線的𝑎 × 𝑏棋盤之阻隔方式，因此目前𝑓(𝑎, 𝑏; 4)可由定

理四及定理五得知範圍為： 

 

𝒂𝒃 − 𝒂′𝒃′

𝟒
≤ 𝒇(𝒂, 𝒃; 𝟒) ≤ 𝒂 [

𝒃

𝟒
] + 𝒃 [

𝒂

𝟒
] − [

𝒂

𝟒
] [
𝒃

𝟒
] 

 

（三） 𝑝 ≥ 5且𝑝 ∈ Ω 
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定理八： 

若 p∈ 𝛀，則𝒇(𝒂, 𝒃; 𝒑) ≤ {
𝒃 ⌊

𝒂

𝒑
⌋ + 𝒃′ ⌈

𝒃

𝒑
⌉ + (𝒂′ − 𝒃′) ⌊

𝒃

𝒑
⌋ , 𝒂′ ≥ 𝒃′

𝒂 ⌊
𝒃

𝒑
⌋ + 𝒂′ ⌈

𝒂

𝒑
⌉ + (𝒃′ − 𝒂′) ⌊

𝒂

𝒑
⌋ , 𝒃′ > 𝒂′

。 

 

證明： 

對一個完美型態排列，每𝑝 × 𝑏的範圍中可分割成⌊
𝑏

𝑝
⌋個𝑝 × 𝑝正方形與一個𝑏′ × 𝑝矩形。

𝑝 × (𝑏 − 𝑏′)的範圍中每列恰有⌊
𝑏

𝑝
⌋個阻隔。而在𝑝 × 𝑏′範圍中有𝑏′個1 × 𝑝矩形，每個1 × 𝑝矩形

中皆必有一個阻隔，而且這些阻隔不會出現在同一列。因此對於整個範圍，每𝑝列中有𝑏′列的

阻隔數為⌊
𝑏

𝑝
⌋ + 1，𝑝 − 𝑏′列的阻隔數為⌊

𝑏

𝑝
⌋。 

 

對一個完美阻隔排列，(𝑎 − 𝑎′) × 𝑏的範圍中有𝑏個𝑝 ⌊
𝑎

𝑝
⌋ × 1矩形，每個𝑝 ⌊

𝑎

𝑝
⌋ × 1矩形必有

⌊
𝑎

𝑝
⌋個阻隔，因此前𝑎 − 𝑎′列的阻隔數為𝑏 ⌊

𝑎

𝑝
⌋。所以剩下的𝑎′列中，當𝑎′ ≥ 𝑏′時，最多有𝑏′列的

阻隔數為⌈
𝑏

𝑝
⌉，其餘(𝑎′ − 𝑏′)列中每列的阻隔數為⌊

𝑏

𝑝
⌋。因此，𝑓(𝑎, 𝑏; 𝑝) ≤ 𝑏 ⌊

𝑎

𝑝
⌋ + 𝑏′ ⌈

𝑏

𝑝
⌉ + (𝑎′ −

𝑏′) ⌊
𝑏

𝑝
⌋。 

 

將行列的概念互換，同理可得當𝑏′ > 𝑎′時，𝑓(𝑎, 𝑏; 𝑝) ≤  𝑎 ⌊
𝑏

𝑝
⌋ + 𝑎′ ⌈

𝑎

𝑝
⌉ + (𝑏′ − 𝑎′) ⌊

𝑎

𝑝
⌋。 

∎ 

 

當𝑝 ∈ Ω時，我們將整個棋盤分成4個棋盤進行討論。I區有(𝑎 − 𝑎′)(𝑏 − 𝑏′)個完整的矩形

(棋盤中(0,0)至(𝑝 ⌊
𝑎

𝑝
⌋ − 1, 𝑝 ⌊

𝑏

𝑝
⌋ − 1)的矩形棋盤)、II區有𝑏(𝑎 − 𝑎′)個𝑝 × 1矩形(棋盤中(𝑝 ⌊

𝑎

𝑝
⌋ , 0)

至(𝑎 − 1, 𝑝 ⌊
𝑏

𝑝
⌋ − 1)的矩形棋盤)、III區𝑎(𝑏 − 𝑏′)個1 × 𝑝矩形(棋盤中(0, 𝑝 ⌊

𝑏

𝑝
⌋)至(𝑝 ⌊

𝑎

𝑝
⌋ − 1, 𝑏 −

1)的矩形棋盤)與 IV區𝑎′𝑏′個方格(棋盤中(𝑝 ⌊
𝑎

𝑝
⌋ , 𝑝 ⌊

𝑏

𝑝
⌋)至(𝑎 − 1, 𝑏 − 1)的矩形棋盤)，如圖 53。 
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這樣的區分方式可以使我們很輕易的得知 I、II、III 區的最少阻隔數。我們在此定義

𝑓𝑘(𝑎, 𝑏; 𝑝)為完美阻隔情況下，在長為𝑎寬為𝑏棋盤中無𝑝子連線時，第𝑘區所需的阻隔數最小值，

如圖 53。 

 

 

圖 53：I區、II區、III區、IV區棋盤 

 

由於任意1 × 𝑝的矩形最少有一個阻隔，因此 I區最少需
(𝑎−𝑎′)(𝑏−𝑏′)

𝑝
個阻隔，II區與 III區

最少需
𝑏(𝑎−𝑎′)+𝑎(𝑏−𝑏′)

𝑝
個阻隔。 

 

我們以程式計算阻隔方式為𝐷𝑇(𝑝, 2)時，𝑓4(𝑎, 𝑏; 𝑝)之值，將得到的結果製成表格，如圖 53。

我們可以將此表格分為四個區域：皆為 0的區域、兩組公差為 1的區域、2𝑘個𝑘的區域、公差

為1的等差數列區域。 
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圖 54：𝐷𝑇(𝑝, 2)的阻隔形態下，𝑓4(𝑎, 𝑏; 𝑝)數值對照表。橫軸為𝑝 − 𝑎′，縱軸為𝑏
′。 

 

根據表格及觀察的結果，我們求出當阻隔方式為𝐷𝑇(𝑝, 2)時，𝑓4(𝑎, 𝑏; 𝑝)之值為： 

當𝑎′ + 𝑏′ + |𝑎′ − 𝑏′| ≤ 𝑝 −
𝑎′+𝑏′−|𝑎′−𝑏′|

2
時，𝑓4(𝑎, 𝑏; 𝑝) = 0 

當
𝑎′+𝑏′+|𝑎′−𝑏′|

2
< 𝑝 −

𝑎′+𝑏′−|𝑎′−𝑏′|

2
< 𝑎′ + 𝑏′ − |𝑎′ − 𝑏′|時，𝑓4(𝑎, 𝑏; 𝑝) =

𝑎′+𝑏′−|𝑎′−𝑏′|

2
−

⌊
2𝑝−𝑎′−𝑏′−|𝑎′−𝑏′|+2

4
⌋ 

當
𝑎′+𝑏′+|𝑎′−𝑏′|

4
< 𝑝 −

𝑎′+𝑏′−|𝑎′−𝑏′|

2
<

𝑎′+𝑏′+|𝑎′−𝑏′|

2
時 ， 𝑓4(𝑎, 𝑏; 𝑝) =

𝑎′+𝑏′−|𝑎′−𝑏′|

2
−

⌊
2𝑝−𝑎′−𝑏′−|𝑎′−𝑏′|+2

4
⌋ − ⌊

𝑝−|𝑎′−𝑏′|+1

2
⌋ 

當𝑝 −
𝑎′+𝑏′−|𝑎′−𝑏′|

2
≤

𝑎′+𝑏′+|𝑎′−𝑏′|

4
時，𝑓4(𝑎, 𝑏; 𝑝) = 𝑎′ + 𝑏′ − 𝑝。 
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定理九： 

當𝒂′ + 𝒃′ + |𝒂′ − 𝒃′| ≤ 𝒑 −
𝒂′+𝒃′−|𝒂′−𝒃′|

𝟐
時，𝒇(𝒂, 𝒃; 𝒑) =

𝒂𝒃−𝒂′𝒃′

𝒑
。 

 

說明： 

𝑓(𝑎, 𝑏; 𝑝) =
𝑎𝑏−𝑎′𝑏′

𝑝
+ 𝑓4(𝑎, 𝑏; 𝑝)，又𝑎

′ + 𝑏′ + |𝑎′ − 𝑏′| ≤ 𝑝 −
𝑎′+𝑏′−|𝑎′−𝑏′|

2
時，𝑓4(𝑎, 𝑏; 𝑝) =

0，因此
𝑎𝑏−𝑎′𝑏′

𝑝
為精確值。 

∎ 

 

IV區多在𝐷𝑇(𝑝, 2)阻隔形態下有最小值，但有極少數特例在𝐷𝑇(𝑝, 𝑑), 𝑑 ≠ 2的阻隔形態下

有比𝐷𝑇(𝑝, 2)阻隔形態更少的值，因此可將𝐷𝑇(𝑝, 2)阻隔形態下的最小阻隔數視為𝑝 ∈ 𝛺時，

𝑓(𝑎, 𝑏; 𝑝)的上界。 

 

我們可得完整的𝑓(𝑎, 𝑏; 𝑝)範圍為： 

當𝒂′ + 𝒃′ + |𝒂′ − 𝒃′| ≤ 𝒑 −
𝒂′+𝒃′−|𝒂′−𝒃′|

𝟐
時，𝒇(𝒂, 𝒃; 𝒑) =

𝒂𝒃−𝒂′𝒃′

𝒑
 

當
𝒂′+𝒃′+|𝒂′−𝒃′|

𝟐
< 𝒑 −

𝒂′+𝒃′−|𝒂′−𝒃′|

𝟐
< 𝒂′ + 𝒃′ − |𝒂′ − 𝒃′|時，𝒇(𝒂, 𝒃; 𝒑) ≤

𝒂𝒃−𝒂′𝒃′

𝒑
+
𝒂′+𝒃′−|𝒂′−𝒃′|

𝟐
−

⌊
𝟐𝒑−𝒂′−𝒃′−|𝒂′−𝒃′|+𝟐

𝟒
⌋ 

當
𝒂′+𝒃′+|𝒂′−𝒃′|

𝟒
< 𝒑 −

𝒂′+𝒃′−|𝒂′−𝒃′|

𝟐
<

𝒂′+𝒃′+|𝒂′−𝒃′|

𝟐
時 ， 𝒇(𝒂, 𝒃; 𝒑) ≤

𝒂𝒃−𝒂′𝒃′

𝒑
+
𝒂′+𝒃′−|𝒂′−𝒃′|

𝟐
−

⌊
𝟐𝒑−𝒂′−𝒃′−|𝒂′−𝒃′|+𝟐

𝟒
⌋ − ⌊

𝒑−|𝒂′−𝒃′|+𝟏

𝟐
⌋ 

當𝒑 −
𝒂′+𝒃′−|𝒂′−𝒃′|

𝟐
≤

𝒂′+𝒃′+|𝒂′−𝒃′|

𝟒
時，𝒇(𝒂, 𝒃; 𝒑) ≤

𝒂𝒃−𝒂′𝒃′

𝒑
+ 𝒂′ + 𝒃′ − 𝒑。 

 

定理十： 

𝒑 ∈ 𝜴時，𝒇(𝒑, 𝒃; 𝒑) = 𝒃。 
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說明： 

令𝑏 = 𝑡𝑝 + 𝑏′，則由定理八可知𝑓(𝑝, 𝑏; 𝑝) ≤  𝑝 ⌊
𝑏

𝑝
⌋ + 0 × ⌈

𝑝

𝑝
⌉ + (𝑏′ − 0) ⌊

𝑝

𝑝
⌋ = 𝑝 ⌊

𝑡𝑝+𝑏′

𝑝
⌋ +

𝑏′ = 𝑡𝑝 + 𝑏′ = 𝑏，且由定理三可知𝑓(𝑝, 𝑏; 𝑝) ≥
𝑝𝑏−0×𝑏′

𝑝
= 𝑏。綜合兩定理可得：𝑓(𝑝, 𝑏; 𝑝) ≤ 𝑏 ≤

𝑓(𝑝, 𝑏; 𝑝)，因此𝑓(𝑝, 𝑏; 𝑝) = 𝑏。 

■ 

 

定理十一： 

𝒇(𝒂, 𝒃; 𝟓) = ⌊
𝒂𝒃

𝟓
⌋。 

 

證明： 

1. 證明𝑝 = 5有唯一的完美型態： 

 

不失一般性，設(𝑖, 𝑗)處有阻隔，討論以(𝑖, 𝑗)向右及向下擴張的5 × 5區域，並以(𝑖, 𝑗)作為

新基準點(0,0)。設5 × 5區域的阻隔方式𝑆 = {(𝑘, 𝑓(𝑘))|𝑘 ∈ 𝑍𝑝}為完美型態並可擴張成無5子連

線的最佳阻隔方式。根據定理一，𝑓為𝑍𝑝到𝑍𝑝的一對一函數，且{𝑓(𝑘) + 𝑘|𝑘 ∈ 𝑍𝑝} = {𝑓(𝑘) −

𝑘|𝑘 ∈ 𝑍𝑝} = 𝑍𝑝。 

 

因為𝑆 = {(𝑘, 𝑓(𝑘))|𝑘 ∈ 𝑍𝑝}為完美型態，所以𝑓(1) ≠ 1或4、、𝑓(2) ≠ 2或3、𝑓(3) ≠ 3或

2、𝑓(4) ≠ 4或1，我們只需討論1 × (5 − 1 − 2) × (5 − 1 − 2) × (5 − 1 − 2 − 1) × (5 − 1 − 2 −

1) = 1 × 2 × 2 × 1 × 1 = 4種阻隔形式即可。 

 

當 (𝑓(0), 𝑓(1), 𝑓(2), 𝑓(3), 𝑓(4)) = (0,2,1,4,3) 時 ， (𝑓(0) + 0, 𝑓(1) + 1, 𝑓(2) + 1, 𝑓(3) +

3, 𝑓(4) + 4) = (0,3,3,2,2)，不合。 

 

當 (𝑓(0), 𝑓(1), 𝑓(2), 𝑓(3), 𝑓(4)) = (0,2,4,1,3) 時 ， (𝑓(0) + 0, 𝑓(1) + 1, 𝑓(2) + 1, 𝑓(3) +
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3, 𝑓(4) + 4) = (0,3,1,4,2)，(𝑓(0) + 0, 𝑓(1) + 1, 𝑓(2) + 1, 𝑓(3) + 3, 𝑓(4) + 4) = (0,1,2,3,4)  符

合。 

 

當 (𝑓(0), 𝑓(1), 𝑓(2), 𝑓(3), 𝑓(4)) = (0,3,1,4,2) 時 ， (𝑓(0) + 0, 𝑓(1) + 1, 𝑓(2) + 1, 𝑓(3) +

3, 𝑓(4) + 4) = (0,4,3,2,1)，(𝑓(0) + 0, 𝑓(1) + 1, 𝑓(2) + 1, 𝑓(3) + 3, 𝑓(4) + 4) = (0,2,4,1,3)，符

合。 

 

當 (𝑓(0), 𝑓(1), 𝑓(2), 𝑓(3), 𝑓(4)) = (0,3,4,1,2) 時 ， (𝑓(0) + 0, 𝑓(1) + 1, 𝑓(2) + 1, 𝑓(3) +

3, 𝑓(4) + 4) = (0,4,1,4,1)，不合。 

 

其 中 ， (𝑓(0), 𝑓(1), 𝑓(2), 𝑓(3), 𝑓(4)) = (0,2,4,1,3) 及 (𝑓(0), 𝑓(1), 𝑓(2), 𝑓(3), 𝑓(4)) =

(0,3,1,4,2)分別為𝐷𝑇(5,2)及𝐷𝑇(5,3)，恰同構。 

 

2. 最少阻隔數𝑓(𝑎, 𝑏; 5)： 

 

由於𝑝 = 5有唯一的完美型態，我們可以確定： 

當𝑎′ + 𝑏′ + |𝑎′ − 𝑏′| ≤ 𝑝 −
𝑎′+𝑏′−|𝑎′−𝑏′|

2
時，𝑓4(𝑎, 𝑏; 𝑝) = 0 

當
𝑎′+𝑏′+|𝑎′−𝑏′|

2
< 𝑝 −

𝑎′+𝑏′−|𝑎′−𝑏′|

2
< 𝑎′ + 𝑏′ − |𝑎′ − 𝑏′|時，𝑓4(𝑎, 𝑏; 𝑝) =

𝑎′+𝑏′−|𝑎′−𝑏′|

2
−

⌊
2𝑝−𝑎′−𝑏′−|𝑎′−𝑏′|+2

4
⌋ 

當
𝑎′+𝑏′+|𝑎′−𝑏′|

4
< 𝑝 −

𝑎′+𝑏′−|𝑎′−𝑏′|

2
<

𝑎′+𝑏′+|𝑎′−𝑏′|

2
時 ， 𝑓4(𝑎, 𝑏; 𝑝) =

𝑎′+𝑏′−|𝑎′−𝑏′|

2
−

⌊
2𝑝−𝑎′−𝑏′−|𝑎′−𝑏′|+2

4
⌋ − ⌊

𝑝−|𝑎′−𝑏′|+1

2
⌋ 

當𝑝 −
𝑎′+𝑏′−|𝑎′−𝑏′|

2
≤

𝑎′+𝑏′+|𝑎′−𝑏′|

4
時，𝑓4(𝑎, 𝑏; 𝑝) = 𝑎′ + 𝑏′ − 𝑝。 

 

其中，𝑓4(𝑎, 𝑏; 5)恰等於⌊
𝑎′𝑏′

5
⌋，經過化簡後可得𝑓(𝑎, 𝑏; 5) = ⌊

𝑎𝑏

5
⌋。 
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■ 

 

定理十二： 

𝒇(𝒂, 𝒃; 𝟕) = {
⌊
𝒂𝒃

𝟕
⌋ − 𝟏, 𝒂′𝒃′ = 𝟖⋁𝒂′𝒃′ = 𝟏𝟓

⌊
𝒂𝒃

𝟕
⌋ , 𝒂′𝒃′ ≠ 𝟖⋀𝒂′𝒃′ ≠ 𝟏𝟓

。 

 

證明： 

不失一般性，設(𝑖, 𝑗)處有阻隔，討論以(𝑖, 𝑗)向右及向下擴張的7 × 7區域，並以(𝑖, 𝑗)作為

新基準點(0,0)。設7 × 7區域的阻隔方式𝑆 = {(𝑘, 𝑓(𝑘))|𝑘 ∈ 𝑍𝑝}為完美型態並可擴張成無7子連

線的最佳阻隔方式。根據定理一，𝑓為𝑍𝑝到𝑍𝑝的一對一函數，且{𝑓(𝑘) + 𝑘|𝑘 ∈ 𝑍𝑝} = {𝑓(𝑘) −

𝑘|𝑘 ∈ 𝑍𝑝} = 𝑍𝑝。 

 

因為𝑆 = {(𝑘, 𝑓(𝑘))|𝑘 ∈ 𝑍𝑝}為完美型態，所以當𝑓(0) = 0時，𝑓(1) ≠ 1，𝑓(2) ≠ 2，𝑓(3) ≠

3，𝑓(4) ≠ 4，𝑓(5) ≠ 5，𝑓(6) ≠ 6。且𝑓(1) ≠ 6，𝑓(2) ≠ 5，𝑓(3) ≠ 4，𝑓(4) ≠ 3，𝑓(5) ≠ 2，

𝑓(6) ≠ 1。與𝑝 = 5相同，一一討論不同可能的 (𝑓(0), 𝑓(1), 𝑓(2), 𝑓(3), 𝑓(4), 𝑓(5), 𝑓(6))、

(𝑓(0) + 0, 𝑓(1) + 1, 𝑓(2) + 2, 𝑓(3) + 3, 𝑓(4) + 4, 𝑓(5) + 5, 𝑓(6) + 6)、(𝑓(0) + 0, 𝑓(1) −

1, 𝑓(2) − 2, 𝑓(3) − 3, 𝑓(4) − 4, 𝑓(5) − 5, 𝑓(6) − 6)後，可以發現唯有與𝐷𝑇(7,2)同構的阻隔方

式才會是完美型態。因此𝑓(𝑎, 𝑏; 7) =
𝑎𝑏−𝑎′𝑏′

7
+ 𝑓4(𝑎, 𝑏; 7)，其中，當𝑎

′𝑏′ ≠ 8或15時，𝑓4(𝑎, 𝑏; 7)

恰等於⌊
𝑎′𝑏′

7
⌋，經過化簡後可得： 

𝑓(𝑎, 𝑏; 7) = {
⌊
𝑎𝑏

7
⌋ − 1, 𝑎′𝑏′ = 8⋁𝑎′𝑏′ = 15

⌊
𝑎𝑏

7
⌋ , 𝑎′𝑏′ ≠ 8⋀𝑎′𝑏′ ≠ 15

。 

■ 

 

（四） 𝑝 ≥ 5且𝑝 ∉ Ω 

 

我們定義「類完美阻隔」為當𝑝 ∉ Ω時，以𝐷𝑇(𝑝′, 𝑑)的阻隔方式為基底，並將剩餘的𝑝子
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連線處阻隔的阻隔方式。此外我們定義𝑝 = min {𝑝 − 𝑘|𝑘 ∈ , 𝑘 ≤ 𝑝}，意即𝑝與中元素之差

的最小值。 

 

引理六： 

當𝒑 ∉ 𝛀且𝒑 ≥ 𝟓時，相同範圍下「類完美阻隔」的阻隔數≥ 𝑫𝑻(𝒑 − 𝒑, 𝒅)的阻隔數。 

 

證明： 

當𝑝 = 2𝑝1,𝑑 = 2𝑑1(𝑝1, 𝑑1 ∈ 𝑁) 

則𝑑 ≡ 𝑑 + 𝑑1𝑝 ≡ 𝑑 + 2𝑑1𝑝1 ≡ 𝑑 + 𝑑𝑝1 ≡ 𝑑(1 + 𝑝1)(mod 𝑝) 

因為𝐷𝑇(𝑝, 𝑑) = {(𝑖, 𝑓(𝑖))|𝑓(𝑥) = 𝑑𝑥, 𝑖 ∈ 𝑍𝑝}，(1 + 𝑝1) − 1 = 𝑝1 =
𝑝

2
 

所以𝐷𝑇(𝑝, 𝑑)上任意一個阻隔恰存在另一個阻隔與其在相同列上 

 

當𝑝 = 2𝑝1,𝑑 = 2𝑑1 + 1 ⇒ 𝑑 − 1 = 2𝑑1(𝑝1, 𝑑1 ∈ 𝑁) 

則𝑑 − 1 ≡ 𝑑 − 1 + 𝑑1𝑝 ≡ 𝑑 − 1 + 2𝑑1𝑝1 ≡ 𝑑 − 1 + (𝑑 − 1)𝑝1 ≡ (𝑑 − 1)(1 + 𝑝1)(mod 𝑝) 

因為𝐷𝑇(𝑝, 𝑑) = {(𝑖, 𝑓(𝑖))|𝑓(𝑥) = 𝑑𝑥, 𝑖 ∈ 𝑍𝑝}，(1 + 𝑝1) − 1 = 𝑝1 =
𝑝

2
 

所以𝐷𝑇(𝑝, 𝑑)上任意一個阻隔恰存在另一個阻隔與其在相同列上 

 

所以當𝑝 = 2𝑘(𝑘 ∈ 𝑁)時，類完美型態的𝑝 × 𝑝棋盤至少需要𝑝 +
𝑝

2
顆阻隔才能構成無𝑝子連線。 

 

當𝑝 = 2𝑝1 (𝑝1, ∈ 𝑁 )且𝑝 = 1時，𝑝 × 𝑝棋盤無𝑝 − 𝑝子連線阻隔最少需𝑝 − 𝑝 + 2 × 𝑝 = 𝑝 +

1個阻隔。𝑝 +
𝑝

2
≥ 𝑝 + 1 ⇒ 𝑝 ≥ 2 

 

當𝑝 = 2𝑝1 (𝑝1, ∈ 𝑁 )且𝑝 = 3時，𝑝 × 𝑝棋盤無𝑝 − 𝑝子連線阻隔最少需𝑝 − 𝑝 + 2 × 𝑝 = 𝑝 +

3個阻隔。𝑝 +
𝑝

2
≥ 𝑝 + 3 ⇒ 𝑝 ≥ 6 
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當𝑝 = 3𝑝1,𝑑 = 3(𝑝1, 𝑑1 ∈ 𝑁) 

則𝑑 ≡ 𝑑 + 𝑑1𝑝 ≡ 𝑑 + 3𝑑1𝑝1 ≡ 𝑑 + 𝑑𝑝1 ≡ 𝑑(1 + 𝑝1)(mod 𝑝) 

因為𝐷𝑇(𝑝, 𝑑) = {(𝑖, 𝑓(𝑖))|𝑓(𝑥) = 𝑑𝑥, 𝑖 ∈ 𝑍𝑝}，(1 + 𝑝1) − 1 = 𝑝1 =
𝑝

3
 

所以𝐷𝑇(𝑝, 𝑑)上任意一個阻隔恰存在另兩個阻隔與其在相同列上 

 

當𝑝 = 3𝑝1,𝑑 = 3𝑑1 + 1 ⇒ 𝑑 − 1 = 3𝑑1(𝑝1, 𝑑1 ∈ 𝑁) 

則𝑑 − 1 ≡ 𝑑 − 1 + 𝑑1𝑝 ≡ 𝑑 − 1 + 3𝑑1𝑝1 ≡ 𝑑 − 1 + (𝑑 − 1)𝑝1 ≡ (𝑑 − 1)(1 + 𝑝1)(mod 𝑝) 

因為𝐷𝑇(𝑝, 𝑑) = {(𝑖, 𝑓(𝑖))|𝑓(𝑥) = 𝑑𝑥, 𝑖 ∈ 𝑍𝑝}，(1 + 𝑝1) − 1 = 𝑝1 =
𝑝

3
 

所以𝐷𝑇(𝑝, 𝑑)上任意一個阻隔恰存在另兩個阻隔與其在相同列上 

 

當𝑝 = 3𝑝1,𝑑 = 3𝑑1 + 2 ⇒ 𝑑 + 1 = 3𝑑1(𝑝1, 𝑑1 ∈ 𝑁) 

則𝑑 + 1 ≡ 𝑑 + 1 + 𝑑1𝑝 ≡ 𝑑 + 1 + 3𝑑1𝑝1 ≡ 𝑑 + 1 + (𝑑 + 1)𝑝1 ≡ (𝑑 + 1)(1 + 𝑝1)(mod 𝑝) 

因為𝐷𝑇(𝑝, 𝑑) = {(𝑖, 𝑓(𝑖))|𝑓(𝑥) = 𝑑𝑥, 𝑖 ∈ 𝑍𝑝}，(1 + 𝑝1) − 1 = 𝑝1 =
𝑝

3
 

所以𝐷𝑇(𝑝, 𝑑)上任意一個阻隔恰存在另兩個阻隔與其在相同列上 

 

所以當𝑝 = 3𝑘(𝑘 ∈ 𝑁)時，類完美型態的𝑝 × 𝑝棋盤至少需要𝑝 +
2𝑝

3
顆阻隔才能構成無𝑝子連線。 

 

當𝑝 = 3𝑝1 (𝑝1, ∈ 𝑁 )且𝑝 = 1時，𝑝 × 𝑝棋盤無𝑝 − 𝑝子連線阻隔最少需𝑝 − 𝑝 + 2 × 𝑝 = 𝑝 +

1個阻隔。𝑝 +
2𝑝

3
> 𝑝 + 1 ⇒ 𝑝 ≥

3

2
 

 

當𝑝 = 3 (𝑝1, ∈ 𝑁 )且𝑝 = 2時，𝑝 × 𝑝棋盤無𝑝 − 𝑝子連線阻隔最少需𝑝 − 𝑝 + 2 × 𝑝 = 𝑝 + 2

個阻隔。𝑝 +
2𝑝

3
> 𝑝 + 2 ⇒ 𝑝 ≥ 3 

∎ 
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定理十三： 

若𝒃 ≥ 𝒑 ≥ 𝟔，則𝒇(𝒂, 𝒃; 𝒑) ≤ 𝒇(𝒂 − 𝒑, 𝒃; 𝒑 − 𝒑) + 𝒑 ⌊
𝒃

𝒑
⌋ 

 

證明： 

因為𝑝 − 𝑝 ∈ ，可將前(𝑎 − 𝑝)列所成之(𝑎 − 𝑝) × 𝑏的棋盤以無(𝑝 − 𝑝)子連線的完美

型態擺放黑棋，此時在(𝑎 − 𝑝) × 𝑏的棋盤中，𝐶𝑗、𝐸𝑗與𝐹𝑗方向皆不存在(𝑝 − 𝑝)子連線。所以

在𝑎 × 𝑏棋盤中，𝐶𝑗、𝐸𝑗與𝐹𝑗方向皆不存在𝑝子連線。因此，只要在𝑅𝑎−1, 𝑅𝑎−2, … , 𝑅𝑎−𝑝擺上一

些黑棋使得𝑅𝑎−1, 𝑅𝑎−2, … , 𝑅𝑎−𝑝不存在𝑝子連線，則可得到一個𝑎 × 𝑏棋盤上無𝑝子連線。因此

𝑓(𝑎, 𝑏; 𝑝) ≤ 𝑓(𝑎 − 𝑝, 𝑏; 𝑝 − 𝑝) + 𝑝 ⌊
𝑏

𝑝
⌋。 

∎ 

 

定理十四： 

𝒑 ∉ 𝛀時，𝒇(𝒂, 𝒃; 𝒑) ≤ 𝒇(𝒂 − 𝟐𝒑, 𝒃 − 𝟐𝒑; 𝒑 − 𝒑) + ∑ 𝒇𝟓(𝒂 − 𝟐𝒊, 𝒃 − 𝟐𝒊; 𝒑)
𝒑−𝟏
𝒊=𝟎  

 

證明： 

設𝑝 = 𝑘。將𝑎 × 𝑏的棋盤以無𝑝 − 𝑝子連線的完美型態阻隔後，可將落於𝐶0至𝐶𝑘−1、𝐶𝑏−𝑘

至𝐶𝑏−1、𝑅0至𝑅𝑘−1、𝑅𝑎−𝑘至𝑅𝑎−1上的阻隔移除，仍可使𝐸𝑗與𝐹𝑗方向不存𝑝子連線。故可將𝐶0至

𝐶𝑘−1、𝐶𝑏−𝑘至𝐶𝑏−1、𝑅0至𝑅𝑘−1、𝑅𝑎−𝑘至𝑅𝑎−1的「囗」字形區域(V區)視為獨立，使原本上界值

減少。討論此「囗」字形區域無𝑝子連線的阻隔數最小值即𝑓5(𝑎, 𝑏; 𝑝)之值如下： 

 

𝒇𝟓(𝒂, 𝒃; 𝒑) =

{
  
 

  
 𝟐(⌊

𝒂

𝒑
⌋ + ⌊

𝒃

𝒑
⌋) − 𝟐, 𝒂′ = 𝟎⋀𝒃′ = 𝟎

𝟐(⌊
𝒂

𝒑
⌋ + ⌊

𝒃

𝒑
⌋) − 𝟏, 𝒂′ = 𝟎⋀𝒃′ = 𝟏

𝟐(⌊
𝒂

𝒑
⌋ + ⌊

𝒃

𝒑
⌋) − 𝟏, 𝒂′ = 𝟏⋀𝒃′ = 𝟎

𝟐(⌊
𝒂

𝒑
⌋ + ⌊

𝒃

𝒑
⌋) , 𝒐𝒕𝒉𝒆𝒓𝒘𝒊𝒔𝒆

。 

 

當𝑝 ≥ 5且𝑝 ∉ 𝛺時，以無𝑝 − 𝑝子連線排列內部(𝑝, 𝑝)至(𝑎 − 𝑝, 𝑏 − 𝑝)的(𝑎 − 2𝑝) ×
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(𝑏 − 2𝑝)矩形範圍，外圍則大致為每間隔𝑝 − 1格擺一顆的阻隔方式可作為上界。圖 55 為

𝑓(15,20; 6)的阻隔方式之一。我們稱此外圍棋盤為 V區，V區所需阻隔數量之最小值表示為

𝑓5(𝑎, 𝑏; 𝑝)。𝑓(𝑎, 𝑏; 𝑝) ≤ 𝑓(𝑎 − 2𝑝, 𝑏 − 2𝑝; 𝑝 − 𝑝) + ∑ 𝑓5(𝑎 − 2𝑖, 𝑏 − 2𝑖; 𝑝)
𝑝−1
𝑖=0 。此種阻隔形

態下所需的阻隔數數量可視為𝑝 ∉ Ω時的上界。 

∎ 

 

 

圖 55： 𝑝 = 6時的 V區示意圖 

 

以 𝑓(𝑎, 𝑏; 𝑝) = (18,21; 6)為例，𝑓(18,21; 6) ≤ 𝑓(16,19; 5) + 𝑓5(18,21; 6) = 60 + 1 − 1 +

2(3 + 4) = 74。這表示在18 × 21的棋盤中，要達成無 6 子連線，最多需要74個阻隔必能辦

到，而以類完美阻隔需要
18

6

21

6
(6) +

2×6

3
= 105個阻隔。 

 

三、三維無界棋盤 

 

當三維中以完美型態阻隔時，我們以𝑝 × 𝑝為單位的俯視圖表示，其數字指棋盤格(𝑖, 𝑗, ℎ)

的ℎ值。如圖 56為𝑝 = 11時的一種完美阻隔型態，也是一種𝐷𝑇(𝑝, 𝑑𝑟 , 𝑑ℎ)。需要注意的是，此

拉丁方陣的數值是從0,1,2, … , 𝑝 − 1，而非1,2,3, … , 𝑝。 
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圖 56：𝑝 = 11時的一種完美阻隔型態府視圖 

 

我們可以發現，圖 56為對角拉丁方陣。且不只有一條對角線上每個數字恰出現一次，在

𝐸𝑗 , 𝑗 ∈ 𝑍𝑏及𝐹j, 𝑗 ∈ Za上，皆每個數字恰出現一次。 

 

 

圖 57：𝐷𝑇(11,2,4)示意模型 

 

定理十五： 

拉丁方陣為完美阻隔型態若且為若對於拉丁方陣上任意兩個位置 (𝒊𝟏, 𝒋𝟏) = 𝒂𝟏、

(𝒊𝟐, 𝒋𝟐) = 𝒂𝟐必符合下列兩項敘述： 

1. 當|𝒊𝟏 − 𝒊𝟐| ≡ |𝒑 − 𝒋𝟏 + 𝒋𝟐|(𝒎𝒐𝒅 𝒑)時，|𝒊𝟏 − 𝒊𝟐| ≢ |𝒂𝟏 − 𝒂𝟐|(𝒎𝒐𝒅 𝒑) 

2. 當|𝒑 − 𝒊𝟏 + 𝒊𝟐| ≡ |𝒋𝟏 − 𝒋𝟐|(𝒎𝒐𝒅 𝒑)時，|𝒋𝟏 − 𝒋𝟐| ≢ |𝒂𝟏 − 𝒂𝟐|(𝒎𝒐𝒅 𝒑) 

3. 當|𝒊𝟏 − 𝒊𝟐| = 𝟎或|𝒋𝟏 − 𝒋𝟐| = 𝟎時|𝒊𝟏 − 𝒊𝟐| + |𝒋𝟏 − 𝒋𝟐| ≢ |𝒂𝟏 − 𝒂𝟐|(𝒎𝒐𝒅 𝒑) 

 

定理十六： 

0 3 6 9 1 4 7 10 2 5 8

5 8 0 3 6 9 1 4 7 10 2

10 2 5 8 0 3 6 9 1 4 7

4 7 10 2 5 8 0 3 6 9 1

9 1 4 7 10 2 5 8 0 3 6

3 6 9 1 4 7 10 2 5 8 0

8 0 3 6 9 1 4 7 10 2 5

2 5 8 0 3 6 9 1 4 7 10

7 10 2 5 8 0 3 6 9 1 4

1 4 7 10 2 5 8 0 3 6 9

6 9 1 4 7 10 2 5 8 0 3
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𝑫𝑻(𝒑, 𝒅𝒓, 𝒅𝒉) 為 完 美 型 態 ⇔ (𝒑 = 𝟔𝒌 + 𝟏 或 𝟔𝒌 − 𝟏) 且 𝐠𝐜𝐝(𝒅𝒓, 𝒑) = 𝐠𝐜𝐝(𝒅𝒓 − 𝟏, 𝒑) =

𝐠𝐜𝐝(𝒅𝒓 + 𝟏, 𝒑) = 𝐠𝐜𝐝(𝒅𝒉, 𝒑) = 𝐠𝐜𝐝(𝒅𝒉 − 𝟏, 𝒑) = 𝐠𝐜𝐝(𝒅𝒉 + 𝟏, 𝒑) = 𝟏。 

 

說明： 

三維格狀棋盤可視為多個二維棋盤所構成，因此各層可以二維中的完美型態進行阻隔。 

∎ 

 

經過嘗試後，我們確認Ω內的最小元素為 11，我們定義所有能以完美型態阻隔的𝑝值集合

為Ω，三維中{𝑛|𝑛 = 6𝑘 + 5⋁6𝑘 + 7, 𝑘 ∈ 𝑁} ⊆ Ω。 

 

四、三維𝑎 × 𝑏 × 𝑐有界棋盤 

 

（一） 對於任意𝑝值，最小阻隔數的上界與下界 

 

定理十七： 

𝒇(𝒂, 𝒃, 𝒄; 𝒑) ≥
𝒂𝒃𝒄−𝒂′𝒃′𝐜′

𝒑
。 

 

說明： 

將二維中定理三的證明延伸可得。 

 

定理十八： 

𝒇(𝒂, 𝒃, 𝒄; 𝒑) ≤ 𝒂𝒃 ⌊
𝒄

𝒑
⌋ + 𝒃𝒄 ⌊

𝒂

𝒑
⌋ + 𝒂𝒄 ⌊

𝒃

𝒑
⌋ − 𝒂 ⌊

𝒃

𝒑
⌋ ⌊
𝒄

𝒑
⌋ − 𝒃 ⌊

𝒂

𝒑
⌋ ⌊
𝒄

𝒑
⌋ − 𝒄 ⌊

𝒂

𝒑
⌋ ⌊
𝒃

𝒑
⌋ + ⌊

𝒂

𝒑
⌋ ⌊
𝒃

𝒑
⌋ ⌊
𝒄

𝒑
⌋。 

 

說明： 

將二維中定理四的證明延伸可得。 
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（二） 𝑝 < 11 

 

1. 𝑝 = 2 

 

𝑝 = 2時任何一顆白棋必須完全被黑棋包圍，即各個方向都不可有白棋，即任一顆白棋周

圍的26個位置皆須被阻隔。 

 

𝒇(𝒂, 𝒃, 𝒄; 𝟐) = 𝒂𝒃 ⌊
𝒄

𝟐
⌋ + 𝒃𝒄 ⌊

𝒂

𝟐
⌋ + 𝒂𝒄 ⌊

𝒃

𝟐
⌋ − 𝒂 ⌊

𝒃

𝟐
⌋ ⌊
𝒄

𝟐
⌋ − 𝒃 ⌊

𝒂

𝟐
⌋ ⌊
𝒄

𝟐
⌋ − 𝒄 ⌊

𝒂

𝟐
⌋ ⌊
𝒃

𝟐
⌋ + ⌊

𝒂

𝟐
⌋ ⌊
𝒃

𝟐
⌋ ⌊
𝒄

𝟐
⌋。 

 

（三） 𝑝 ≥ 11且𝑝 ∈ Ω 

 

當𝑝 ∈ Ω時，我們將整個格狀空間分成8區格狀棋盤進行討論。I區有(𝑎 − 𝑎′)(𝑏 − 𝑏′)(𝑐 −

𝑐′)個完整的立方格(棋盤中(0,0,0)至(𝑝 ⌊
𝑎

𝑝
⌋ − 1, 𝑝 ⌊

𝑏

𝑝
⌋ − 1, 𝑝 ⌊

𝑐

𝑝
⌋ − 1)的長方體棋盤)；II、III、V區

都分別有兩個邊為 p的倍數；IV、VI、VII區都分別有一個邊為 p的倍數；VIII區為𝑎′ × 𝑏′ × 𝑐′

的長方體棋盤，如圖 58。這樣的區分方式可以使我們很輕易的得知 VIII 區以外的最少阻隔

數。 

 

 

圖 58：I至 VIII區棋盤 

 

由於任意1 × 1 × 𝑝的矩形最少有一個阻隔，任意𝑝 × 𝑝 × 𝑝的矩形最少有𝑝2個阻隔，因此
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I區的下界為
(𝑎−𝑎′)(𝑏−𝑏′)(𝑐−𝑐′)

𝑝
個阻隔，II區與 III區的下界為

𝑏(𝑎−𝑎′)+𝑎(𝑏−𝑏′)

𝑝
個阻隔，因此當𝑝 ∈

Ω時，
𝒂𝒃𝒄−𝒂′𝒃′𝐜′

𝒑
≤ 𝑓(𝑎, 𝑏, 𝑐; 𝑝) =

𝑎𝑏𝑐−𝑎′𝑏′c′

𝑝
+ 𝑓8(𝑎, 𝑏, 𝑐; 𝑝) ≤ 𝒂𝒃 ⌊

𝒄

𝒑
⌋ + 𝒃𝒄 ⌊

𝒂

𝒑
⌋ + 𝒂𝒄 ⌊

𝒃

𝒑
⌋ − 𝒂 ⌊

𝒃

𝒑
⌋ ⌊
𝒄

𝒑
⌋ −

𝒃 ⌊
𝒂

𝒑
⌋ ⌊
𝒄

𝒑
⌋ − 𝒄 ⌊

𝒂

𝒑
⌋ ⌊
𝒃

𝒑
⌋ + ⌊

𝒂

𝒑
⌋ ⌊
𝒃

𝒑
⌋ ⌊
𝒄

𝒑
⌋。 

 

（四） 𝑝 ∉ Ω且𝑝 ≥ 11時的最小阻隔數 

 

由於三維格狀棋盤可視為多個二維棋盤所構成的，所以我們可從二維中𝑝 ∉ Ω時的排列推

測可將棋盤分為9個區域，如圖 59。 

 

其中 I到 XI區皆以無𝑝 − 𝑝子連線的完美型態排列。與二維相似，IX區指𝐶0至𝐶𝑘及𝐶𝑏−𝑘

至𝐶𝑏−1及𝑅0至𝑅𝑘及𝑅𝑎−𝑘至𝐶𝑎−1及𝐹0至𝐹𝑘及𝐹𝑐−𝑘至𝐹𝑐−1的獨立區域。其中{(𝑖, 𝑗, ℎ)|(0 ≤ 𝑖 < 𝑝 −

1) ∨ (𝑎 − 𝑝 ≤ 𝑖 < 𝑎), (0 ≤ 𝑗 < 𝑝 − 1) ∨ (𝑏 − 𝑝 ≤ 𝑗 < 𝑏), (0 ≤ ℎ < 𝑝 − 1) ∨ (𝑐 − 𝑝 ≤ ℎ <

𝑏)}的範圍以無𝑝子連線的方式進行阻隔，剩下的兩個(𝑎 − 𝑝) × (𝑏 − 𝑝) × 𝑝區域、兩個

(𝑎 − 𝑝) × 𝑝 × (𝑐 − 𝑝)區域、兩個𝑝 × (𝑏 − 𝑝) × (𝑐 − 𝑝)區域以獨立的(不受內部(𝑎 −

𝑝) × (𝑏 − 𝑝) × (𝑐 − 𝑝)區域限制)無𝑝 − 𝑝子連線的完美型態排列。 

 

𝒇(𝒂, 𝒃, 𝒄; 𝒑) ≤ 𝒇(𝒂 − 𝟐𝒑, 𝒃 − 𝟐𝒑, 𝒄 − 𝟐𝒑; 𝒑 − 𝒑) + ∑ (𝒇𝟗(𝒂 − 𝟐𝒊, 𝒃 − 𝟐𝒊, 𝒄 −
𝒑−𝟏
𝒊=𝟎

𝟐𝒊; 𝒑) + 𝟐(𝒇(𝒂 − 𝟐𝒊, 𝒃 − 𝟐𝒊; 𝒑 − 𝒑) + 𝒇(𝒂 − 𝟐𝒊, 𝒄 − 𝟐𝒊; 𝒑 − 𝒑) + 𝒇(𝒃 − 𝟐𝒊, 𝒄 − 𝟐𝒊; 𝒑 − 𝒑)))。 

𝑓9(𝑎, 𝑏, 𝑐; 𝑝) =

{
 
 
 
 

 
 
 
 2(⌊

𝑎

𝑝
⌋ + ⌊

𝑏

𝑝
⌋ + ⌊

𝑐

𝑝
⌋) − 8, 𝑎′ + 𝑏′ + 𝑐′ = 0

2 (⌊
𝑎

𝑝
⌋ + ⌊

𝑏

𝑝
⌋ + ⌊

𝑐

𝑝
⌋) − 6, 𝑎′ + 𝑏′ + 𝑐′ = 1

2 (⌊
𝑎

𝑝
⌋ + ⌊

𝑏

𝑝
⌋ + ⌊

𝑐

𝑝
⌋) − 4, 𝑎′ + 𝑏′ + 𝑐′ = 2⋀𝑎′, 𝑏′, 𝑐′ ≤ 1

2 (⌊
𝑎

𝑝
⌋ + ⌊

𝑏

𝑝
⌋ + ⌊

𝑐

𝑝
⌋) , 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒
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圖 59：三維 I至 IX區棋盤 

 

其 中 ， IX = {(𝑖, 𝑗, ℎ)|0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑎, 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑏, 0 ≤ ℎ ≤ 𝑝 − 1⋁𝑐 − 𝑝 + 1 ≤ ℎ ≤

𝑐}⋃{(𝑖, 𝑗, ℎ)|0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑎, 0 ≤ ℎ ≤ 𝑐, 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑝 − 1⋁𝑏 − 𝑝 + 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑏}⋃{(𝑖, 𝑗, ℎ)|0 ≤ 𝑗 ≤

𝑏, 0 ≤ ℎ ≤ 𝑐, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 − 1⋁𝑎 − 𝑝 + 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑎}。在 {(𝑖, 𝑗, ℎ)|0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 − 1⋁𝑎 − 𝑝 + 1 ≤

𝑖 ≤ 𝑎, 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑝 − 1⋁𝑏 − 𝑝 + 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑏, ,0 ≤ ℎ ≤ 𝑝 − 1⋁𝑐 − 𝑝 + 1 ≤ ℎ ≤ 𝑐}的區域中，以

無𝑝子連線阻隔，而剩餘的 IX−{(𝑖, 𝑗, ℎ)|0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 − 1⋁𝑎 − 𝑝 + 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑎, 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑝 −

1⋁𝑏 − 𝑝 + 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑏, ,0 ≤ ℎ ≤ 𝑝 − 1⋁𝑐 − 𝑝 + 1 ≤ ℎ ≤ 𝑐}區域則是以無𝑝 − 𝑝子連線阻

隔。 

 

肆、 結論與應用 

 

一、 二維中，若存在𝑍𝑝到𝑍𝑝的一對一函數𝑓，使得{𝑓(𝑘) + 𝑘|𝑘 ∈ 𝑍𝑝} = {𝑓(𝑘) − 𝑘|𝑘 ∈ 𝑍𝑝} = 𝑍𝑝，

則𝑆 = {(𝑘, 𝑓(𝑘))|𝑘 ∈ 𝑍𝑝}可擴張成完美型態。 

二、 二維中，𝐷𝑇(𝑝, 𝑑)為完美型態⇔ (𝑝 = 6𝑘 + 1或6𝑘 − 1)且gcd(𝑑, 𝑝) = gcd(𝑑 − 1, 𝑝) =

gcd(𝑑 + 1, 𝑝) = 1。 

三、 二維中𝑓(𝑎, 𝑏; 𝑝)精確值： 

𝑝 = 2 𝑓(𝑎, 𝑏; 2) = 𝑎 ⌊
𝑏

2
⌋ + 𝑏 ⌊

𝑎

2
⌋ − ⌊

𝑎

2
⌋ ⌊
𝑏

2
⌋  
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𝑝 = 3 𝑓(3, 𝑏; 3) = {
3, 𝑏 = 3

⌊
4

3
𝑏⌋ , 𝑏 > 3

  

𝑝 = 5 
𝑓(𝑎, 𝑏; 5) = ⌊

ab

5
⌋ 

𝑝 = 7 
𝑓(𝑎, 𝑏; 7) = {

⌊
𝑎𝑏

7
⌋ − 1, 𝑎′𝑏′ = 8⋁𝑎′𝑏′ = 15

⌊
𝑎𝑏

7
⌋ , 𝑎′𝑏′ ≠ 8⋀𝑎′𝑏′ ≠ 15

. 

3𝑎′ + 3𝑏′ − |𝑎′ − 𝑏′|

≤ 2𝑝 

𝑓(𝑎, 𝑏; 𝑝) =
𝑎𝑏−𝑎′𝑏′

𝑝
  

𝑝 ∈ 𝛺 𝑓(𝑎, 𝑏; 𝑝) =
𝑎𝑏−𝑎′𝑏′

𝑝
+ 𝑓4(𝑎, 𝑏; 𝑝)（尚未求出𝑓4(𝑎, 𝑏; 𝑝)精確值） 

 

四、 二維中𝑓(𝑎, 𝑏; 𝑝)的上界與下界： 

𝑝 = 2 （已有精確值） 

𝑝 = 3 ⌊
𝑎

3
⌋ ⌊
4

3
𝑏⌋ + 𝑎′ ⌊

b

3
⌋ ≤ 𝑓(𝑎, 𝑏; 3) ≤ 𝑎 ⌊

𝑏

3
⌋ + 𝑏 ⌊

𝑎

3
⌋ − ⌊

𝑎

3
⌋ ⌊
𝑏

3
⌋ 

𝑝 = 4 

𝑎 = 4 

{

7

6
𝑏 ≤ 𝑓(4, 𝑏; 4) ≤ ⌊

4

3
𝑏⌋ , 𝑏 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 12)

𝑏 ≤ 𝑓(4, 𝑏; 4) ≤ ⌊
4

3
𝑏⌋ , 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

 

𝑎 ≠ 4 𝑎𝑏 − 𝑎′𝑏′

4
≤ 𝑓(𝑎, 𝑏; 4) ≤ 𝑎 [

𝑏

4
] + 𝑏 [

𝑎

4
] − [

𝑎

4
] [
𝑏

4
] 

𝑝 ∈ 𝛺且 

3𝑎′ + 3𝑏′ − |𝑎′ − 𝑏′|

> 2𝑝 

𝑏 ⌊
𝑎

𝑝
⌋ + 𝑏′ ⌈

𝑏

𝑝
⌉ + (𝑎′ − 𝑏′) ⌊

𝑏

𝑝
⌋ ≤ 𝑓(𝑎, 𝑏; 𝑝) ≤

𝑎𝑏 − 𝑎′𝑏′

𝑝
+ 𝑔(𝑎, 𝑏; 𝑝) 

𝑝 ∉ 𝛺 

𝑎𝑏 − 𝑎′𝑏′

𝑝
≤ 𝑓(𝑎, 𝑏; 𝑝) ≤ 𝑓(𝑎 − 2𝑝, 𝑏 − 2𝑝; 𝑝 − 𝑝) 

+ ∑ 𝑓5(𝑎 − 2𝑖, 𝑏 − 2𝑖; 𝑝)

𝑝−1

𝑖=0

 

 

其中，𝑔(𝑎, 𝑏; 𝑝)值為： 

當𝑎′ + 𝑏′ + |𝑎′ − 𝑏′| ≤ 𝑝 −
𝑎′+𝑏′−|𝑎′−𝑏′|

2
時，𝑔(𝑎, 𝑏; 𝑝) = 0 

當
𝑎′+𝑏′+|𝑎′−𝑏′|

2
< 𝑝 −

𝑎′+𝑏′−|𝑎′−𝑏′|

2
< 𝑎′ + 𝑏′ − |𝑎′ − 𝑏′|時，𝑔(𝑎, 𝑏; 𝑝) =

𝑎′+𝑏′−|𝑎′−𝑏′|

2
−
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⌊
2𝑝−𝑎′−𝑏′−|𝑎′−𝑏′|+2

4
⌋ 

當
𝑎′+𝑏′+|𝑎′−𝑏′|

4
< 𝑝 −

𝑎′+𝑏′−|𝑎′−𝑏′|

2
<

𝑎′+𝑏′+|𝑎′−𝑏′|

2
時 ， 𝑔(𝑎, 𝑏; 𝑝) =

𝑎′+𝑏′−|𝑎′−𝑏′|

2
−

⌊
2𝑝−𝑎′−𝑏′−|𝑎′−𝑏′|+2

4
⌋ − ⌊

𝑝−|𝑎′−𝑏′|+1

2
⌋ 

當𝑝 −
𝑎′+𝑏′−|𝑎′−𝑏′|

2
≤

𝑎′+𝑏′+|𝑎′−𝑏′|

4
時，𝑔(𝑎, 𝑏; 𝑝) = 𝑎′ + 𝑏′ − 𝑝。 

 

𝑝 = min {𝑝 − 𝑘|𝑘 ∈ , 𝑘 ≤ 𝑝} 

 

𝑓5(𝑎, 𝑏; 𝑝)值為： 

𝑓5(𝑎, 𝑏; 𝑝) =

{
  
 

  
 2(⌊

𝑎

𝑝
⌋ + ⌊

𝑏

𝑝
⌋) − 2, 𝑎′ = 0⋀𝑏′ = 0

2 (⌊
𝑎

𝑝
⌋ + ⌊

𝑏

𝑝
⌋) − 1, 𝑎′ = 0⋀𝑏′ = 1

2 (⌊
𝑎

𝑝
⌋ + ⌊

𝑏

𝑝
⌋) − 1, 𝑎′ = 1⋀𝑏′ = 0

2 (⌊
𝑎

𝑝
⌋ + ⌊

𝑏

𝑝
⌋) , 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

。 

或 

𝑓5(𝑎, 𝑏; 𝑝) =

{
 
 

 
 2(⌊

𝑎

𝑝
⌋ + ⌊

𝑏

𝑝
⌋) − 2, 𝑎′ + 𝑏′ = 0

2 (⌊
𝑎

𝑝
⌋ + ⌊

𝑏

𝑝
⌋) − 1, 𝑎′ + 𝑏′ = 1

2 (⌊
𝑎

𝑝
⌋ + ⌊

𝑏

𝑝
⌋) , 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

。 

五、 三維中，𝐷𝑇(𝑝, 𝑑𝑟 , 𝑑ℎ)為完美型態⇔ (𝑝 = 6𝑘 + 1或 6𝑘 − 1)且 gcd(𝑑𝑟 , 𝑝) = gcd(𝑑𝑟 −

1, 𝑝) = gcd(𝑑𝑟 + 1, 𝑝) = gcd(𝑑ℎ, 𝑝) = gcd(𝑑ℎ − 1, 𝑝) = gcd(𝑑ℎ + 1, 𝑝) = 1。 

六、 三維中，拉丁方陣為完美阻隔若且為若對於拉丁方陣上任意兩個位置(𝑖1, 𝑗1) = 𝑎1、

(𝑖2, 𝑗2) = 𝑎2必符合下列三項敘述： 

1. 當|𝑖1 − 𝑖2| ≡ |𝑝 − 𝑗1 + 𝑗2|(𝑚𝑜𝑑 𝑝)時，|𝑖1 − 𝑖2| ≢ |𝑎1 − 𝑎2|(𝑚𝑜𝑑 𝑝) 

2. 當|𝑝 − 𝑖1 + 𝑖2| ≡ |𝑗1 − 𝑗2|(𝑚𝑜𝑑 𝑝)時，|𝑗1 − 𝑗2| ≢ |𝑎1 − 𝑎2|(𝑚𝑜𝑑 𝑝) 

3. 當|𝑖1 − 𝑖2| = 0或|𝑗1 − 𝑗2| = 0時|𝑖1 − 𝑖2| + |𝑗1 − 𝑗2| ≢ |𝑎1 − 𝑎2|(𝑚𝑜𝑑 𝑝) 

七、 三維中，𝑓(𝑎, 𝑏, 𝑐; 𝑝)上下界與精確值： 
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𝑝 ≥ 11 

𝑝 = 2 

𝑓(𝑎, 𝑏, 𝑐; 2) = 

𝑎𝑏 ⌊
𝑐

2
⌋ + 𝑏𝑐 ⌊

𝑎

2
⌋ + 𝑎𝑐 ⌊

𝑏

2
⌋ − 𝑎 ⌊

𝑏

2
⌋ ⌊
𝑐

2
⌋ − 𝑏 ⌊

𝑎

2
⌋ ⌊
𝑐

2
⌋ − 𝑐 ⌊

𝑎

2
⌋ ⌊
𝑏

2
⌋ + ⌊

𝑎

2
⌋ ⌊
𝑏

2
⌋ ⌊
𝑐

2
⌋ 

𝑝 ∈ 𝛺 

𝑎𝑏𝑐−𝑎′𝑏′c′

𝑝
≤ 𝑓(𝑎, 𝑏, 𝑐; 𝑝)=

𝑎𝑏−𝑎′𝑏′

𝑝
+ 𝑓8(𝑎, 𝑏, 𝑐; 𝑝) 

（尚未求出𝑓8(𝑎, 𝑏; 𝑝)精確值） 

𝑝 ∉ 𝛺 

𝑓(𝑎, 𝑏, 𝑐; 𝑝) ≤ 𝑓(𝑎 − 2𝑝, 𝑏 − 2𝑝, 𝑐 − 2𝑝; 𝑝 − 𝑝)

+ ∑ (𝑓9(𝑎 − 2𝑖, 𝑏 − 2𝑖, 𝑐 − 2𝑖; 𝑝)

𝑝−1

𝑖=0

+ 𝑓(𝑎 − 2𝑖, 𝑏 − 2𝑖; 𝑝 − 𝑝) + 𝑓(𝑎 − 2𝑖, 𝑐 − 2𝑖; 𝑝 − 𝑝)

+ 𝑓(, 𝑏 − 2𝑖, 𝑐 − 2𝑖; 𝑝 − 𝑝)) 

 

其中，𝑓9(𝑎, 𝑏; 𝑝)值為： 

𝑓9(𝑎, 𝑏, 𝑐; 𝑝) =

{
 
 
 
 

 
 
 
 2(⌊

𝑎

𝑝
⌋ + ⌊

𝑏

𝑝
⌋ + ⌊

𝑐

𝑝
⌋) − 8, 𝑎′ + 𝑏′ + 𝑐′ = 0

2 (⌊
𝑎

𝑝
⌋ + ⌊

𝑏

𝑝
⌋ + ⌊

𝑐

𝑝
⌋) − 6, 𝑎′ + 𝑏′ + 𝑐′ = 1

2 (⌊
𝑎

𝑝
⌋ + ⌊

𝑏

𝑝
⌋ + ⌊

𝑐

𝑝
⌋) − 4, 𝑎′ + 𝑏′ + 𝑐′ = 2⋀𝑎′, 𝑏′, 𝑐′ ≤ 1

2 (⌊
𝑎

𝑝
⌋ + ⌊

𝑏

𝑝
⌋ + ⌊

𝑐

𝑝
⌋) , 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒
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