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作者簡介 

 
我是自學生邱達夫，最喜歡發想、研究數學問題和玩電動（如類魂遊戲），我

從小開始自己學習包含數學的各科目，在國一時有了成為數學家的夢想，國二時我

在浴室裡發想了彈跳光點問題並研究至今；在一開始研究時，雖然可以自行得出一

些重要的觀察，但多年的嘗試都無法解決問題的核心，直到去年九月寫信向動態系

統學家陳國璋教授請教才得到重要的啟發，我也馬上自行發現新的研究方向和定

理，並整合在這篇作品中，是我引以為傲的獨立研究成果。 
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摘要 

在這篇作品中，研究了在遵守反射定律的情況下，“光點”在𝑥軸和“反射曲線”之間反

射時，無限往前彈跳的可能性。 

    研究分成兩個階段，第一階段沿用了我過去作品中的基本結果，闡述了“入射光線”角

度之間的遞迴關係，並用“反射切線”角度寫出第𝑛個入射光線角度的封閉式。 

    第二階段運用函數值趨近於非零常數（為了研究簡潔，假設趨近於1）的情況下一般可用

的“接觸點”估計方式，並使用此結果證明了在特定初始條件下，1 + 𝑒−𝑥和1 +
1

𝑥
都是“無限

反射曲線”，但一開始的接觸點估計方式只適用於反射曲線函數值趨近於非零正數的情況，

所以我也針對函數值趨近於零的情況進行了思考，但發現了估計推導上的困難，這將是我未

來繼續研究的方向。 

 

 

Abstract 

In this research, I study the possibility of a "photon" bouncing forward indefinitely as it reflects 

between the x-axis and the "reflection curve" while obeying the laws of reflection. In the previous 

research, I expound the recursive relationship between the angles of the "incident ray", and use the 

"reflection tangent" angle to express the angle of the n-th incident ray in closed form. 

For the current result, I prove the "hit point" estimation method, and, use this result to prove that 

both 𝟏 + 𝒆−𝒙 and 𝟏 +
𝟏

𝒙
 are "infinite reflection curves". I also thought about the case where the function 

value approaches zero, but found difficulties in the derivation of similar estimates. This will be the 

direction of my future research. 
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壹、前言 

 

一、研究動機 

彈跳光點問題是 2018 年時我在浴室裡想到的，看著地上的積水，思考如果地面上方有一

面無限延伸的鏡子，這時從眼睛發射光線與地上的水以及鏡子反射時，在什麽樣的條件下可

以保證光線無限往前延伸？ 

 

我起初在研究問題時，雖然有能力計算雙曲函數的前幾次彈跳，但除了知道遞迴式之外，

對後續的研究沒有任何想法，即便如此，我還是嘗試計算了其他曲線的前幾次彈跳，但沒有

斬獲，直到 2021 年在 Youtube 上看到了 3Blue1Brown 的影片（參考資料一，該影片引用參考

資料二），才發現了將反射過程往前延伸的觀點，但除了知道定理 1 之外，還是沒有任何進

展，今年決定先假設知道𝜃𝑛序列再回推曲線後，有了過去作品中的的大部分研究結果，但仍

然無法證明任何反射曲線的可行性，直到 2022 年 9 月寫信向動態系統學者請教後才發現了1 +

𝑒−𝑥的可行性，在看到這個可能性後，我自行證明了該位學者給出的條件並進行了優化，也對

有理函數的情況進行了研究。 

 

 

二、 研究目的 

 

（一） 找到用入射角度和切線角度決定新入射角度遞迴式。 

（二） 找到一個正可微嚴格遞減上彎，且函數值趨近於非零正數的曲線， 讓光點反射時

一直向前彈跳。 

（三） 在完成（二）後，探討函數值趨近於零的情況。 
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貳、研究方法或過程 

一、彈跳過程的數學定義和幾何討論 

一切的研究都從定義問題開始： 

定義 1-1： 

反射曲線∶=定義在(𝑐,∞)（𝑐 ∈ ℝ+）1上的正可微嚴格遞減上彎2函數𝑓 

光點：為了方便理解定義的一個假想動點，本研究皆假設光點從原點，以一個大於0，小於
𝜋

2
的

仰角發射 

入射光線：光點從𝑥軸射向彈跳曲線形成的直線段，接觸反射曲線時沿著反射切線反射 

反射光線：光點從彈跳曲線射向𝑥軸形成的直線段，接觸𝑥軸時沿著𝑥軸反射 

反射切線：光點接觸反射曲線時，曲線在接觸點的切線 

接觸點：光點和彈跳曲線或𝑥軸相交的點 

 

圖 1、彈跳過程示意圖，黑線為入射和反射光線，紅線為反射曲線，藍線為反射切線 

 

 
1
 本文針對𝑐 = 0的情況研究 

2
 上彎係指𝑓′′(𝑥) > 0 
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有了定義 1-1，我們就可以將研究問題具體的寫為： 

在遵守反射定律的情況下，存在正可微嚴格遞減上彎函數𝑓，使得存在斜率 

𝑚 ∈ ℝ∗
+使得入射光線的斜率恆 > 0 

 

但這樣的論述仍然無法達成嚴謹研究的目的，因此： 

 

定義 1-2： 

𝐼𝑛 ≔ 第𝑛個入射光線 

𝑅𝑛 ≔ 第𝑛個反射光線 

𝑇𝑛 ≔ 第𝑛個反射切線 

𝜙𝑛 ≔ 𝑥軸和𝐼𝑛+1之間(逆時針測量)的夾角3 

𝜃𝑛 ≔ 𝑥軸和𝑇𝑛之間(順時針測量)的夾角 

𝜃𝑖 ≔ 𝐼𝑛和𝑇𝑛之間(順時針測量)的夾角4 

𝜃𝑟 ≔ 𝑅𝑛和𝑇𝑛之間(逆時針測量)的夾角 

注意到函數𝑓(𝑥) = 𝑐, 𝑐 ∈ ℝ∗
+, 0 < 𝜙0 <

𝜋

2
是顯然的解，為了研究其他非顯然的解，才將函數𝑓限

制為處處嚴格遞減的上彎函數。 

 

由此，可將研究目標重新定義為： 

 

存在正嚴格遞減可微上彎函數𝑓使得 

∃𝜙0 ∈ (0,
𝜋

2
) , ∀𝑛 ∈ ℕ (0 < 𝜙𝑛 <

𝜋

2
) … (1) 

 

且新增定義： 

 

定義 1-3： 

滿足(1)的函數稱為“無限反射曲線” 

不滿足(1)的函數稱為“有限反射曲線” 

 

 

 

 

從彈跳過程的幾何特性觀察到： 

 
3
 為了整理標號，將𝜙𝑛和𝐼𝑛錯開。 

4
 在光學中，通常將入射和反射角定義為光束與反射線的“法線”之間的夾角，但為了方便研究使用，在此使

用不同，但等價的定義。 
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引理 1-1： 

𝜙𝑛+1 = 𝜙𝑛 + 2𝜃𝑛+1 

證明： 

由圖 2 可知：𝛼 = 𝜋 − 𝜙𝑛 − 𝜃𝑛+1, 𝜃𝑖 = 𝜃𝑟 = 𝛽 = 𝜋 − 𝛼 = 𝜙𝑛 + 𝜃𝑛+1, 𝜙𝑛+1 = 𝜋 − 𝜙𝑛 −

(𝛼 − 𝛽) = 𝜙𝑛 + 2𝜃𝑛+1∎ 

 

圖 2、幾何計算示意圖 

 

研究到這裡時，我有嘗試計算各種曲線的前幾個彈跳點和斜率，但沒有看到明顯的規律，而

且一般來說計算過程非常繁瑣，且不一定有解析解。 
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為了更加了解角度之間的關係，我們可以換個角度思考，將反射的過程“展開”，得到下面

的圖： 

 

 
 

 

 

圖 3、鏡面反射觀點示意圖，新的兩條𝑥軸是輔助線，幫助說明將光線沿著切線延伸的過程 

 

當𝐼1接觸𝑇1時，把整個𝑥軸和𝑇1之間的平面沿著𝑇1翻轉，得到第二個𝑥軸，因為滿足反射定律的

關係，第二個𝑥軸和𝐼1之間的夾角恰好是𝜙1，類似的，第三個𝑥軸和𝐼1之間的夾角恰好是𝜙2，

從圖中可以看到當𝜙2 >
𝜋

2
時，代表的就是光點已經往回彈，我們希望避免這樣的狀況。 
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又因為下面的幾何特性： 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4、從圖 3 提取的幾何特性，紅紫色線對和黑色線對各自平行，紅紫線不影響本圖說明的幾何性質，只是方

便觀察與圖 3 的關聯 

 

可以看到當黑線平行時，𝜔1 = 𝜔2 
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因此 

 

 

 

圖 5，在不影響角度和斜率的狀況下，對圖 3 進行的轉換 

 

圖 5 中的𝜙2與圖 3 中的𝜙2等價，注意到上述的幾何觀點不依賴於彈跳點的位置。 

 

從圖中可以觀察到： 

定理 1：5 

𝜙𝑛 = 𝜙0 + 2∑ 𝜃𝑘
𝑛

𝑘=1
 

 

 

 

 
5
 此結果可直接從（2）的遞迴關係看出，但了解其幾何意義仍是重要的。 
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二、探討直線的情況 

得到定理 1 之後，可以研究斜率為負的直線： 

定理 2： 

給定反射曲線𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏（𝑎 < 0且𝑏 > 0），則： 

∀𝜙0 ∈ (0,
𝜋

2
) , ∃𝑛0 ∈ ℕ(𝜙𝑛0 >

𝜋

2
) 

且 

min {𝑛0 ∈ ℕ|𝜙𝑛0 >
𝜋

2
} = ⌈

𝜋 − 2𝜙0
4 tan−1(−𝑎)

⌉ 

證明： 

因為直線在每一個點的切線都是一樣的（且就是該直線本身），所以 

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝜃𝑛 = tan−1(−𝑎) 

根據定理 1，有下列結果 

𝜙𝑛 = 𝜙0 + 2∑ 𝜃𝑘
𝑛

𝑘=1
= 𝜙0 + 2 tan

−1(−𝑎) 𝑛 

根據實數的阿基米德性質： 

∃𝑛0 ∈ ℕ, 2 tan
−1(−𝑎)𝑛0 >

𝜋

2
− 𝜙0 ⇔ ∃𝑛0 ∈ ℕ, 𝜙0 +  2 tan

−1(−𝑎) 𝑛0 >
𝜋

2
 

為了求解最小的𝑛0，令： 

2 tan−1(−𝑎) 𝑥 =
𝜋

2
− 𝜙0(𝑥 ∈ ℝ

+) 

則： 

𝑥 =

𝜋
2 − 𝜙0

2 tan−1(−𝑎)
=

𝜋 − 2𝜙0
4 tan−1(−𝑎)

 

因此 

min {𝑛0 ∈ ℕ|𝜙𝑛0 >
𝜋

2
} = ⌈

𝜋 − 2𝜙0
4 tan−1(−𝑎)

⌉∎ 

 

換言之，所有直線都是有限反射曲線；直線除了是少數能求得確切“回彈次數”的函數之外，

也是我要求反射曲線為上彎函數的原因之一（另一個原因是為了避免反曲點）。 
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三、探討反射曲線函數值趨近於非零常數的情況 

 

得到定理 1 之後，我們可以開始嘗試證明無限反射曲線的存在性，特別的，從下類的函數開

始： 

𝑓(𝑥) = 1 + 𝑔(𝑥) 

定理 3： 

給定正嚴格遞減上彎可微函數𝑔，且 lim
𝑥→∞

𝑔(𝑥) = 0 

考慮𝑓(𝑥) = 1 + 𝑔(𝑥)、𝑎0 ∈ (0,
𝜋

2
)、𝜙0 ∈ (0, 𝑎0)、和遞增序列{𝑎𝑛}𝑛∈ℕ

∞ ∧ (∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑎0 < 𝑎𝑛 <

𝜋

2
)，則： 

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝜙𝑛 < 𝑎𝑛 ⇐ ∀𝑛 ∈ ℕ0, −𝑔′ (cot 𝑎0 + 2∑cot 𝑎𝑘

𝑛

𝑘=1

) < tan (
𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛

2
) 

證明： 

定義𝐻ℎ′
ℎ 為函數ℎ′和函數ℎ的接觸點，𝐻ℎ′𝑥

ℎ 和𝐻ℎ′𝑦
ℎ 為𝐻ℎ′

ℎ 的𝑥和𝑦座標，首先觀察到，因為𝑓(𝑥) =

1 + 𝑔(𝑥) > 1，所以𝐻𝐼𝑛𝑦
𝑓
> 1，考慮常數函數(𝑦 =)1，顯然有𝐻𝐼𝑛𝑦

1 = 1，且因為𝐼𝑛是遞增函數，

所以𝐻𝐼𝑛𝑦
1 < 𝐻𝐼𝑛𝑦

𝑓
⇔ 𝐻𝐼𝑛𝑥

1 < 𝐻𝐼𝑛𝑥
𝑓

，因為𝑓是嚴格遞減上彎函數，所以𝐻𝐼𝑛𝑥
1 < 𝐻𝐼𝑛𝑥

𝑓
⇔ 𝑓′ (𝐻𝐼𝑛𝑥

1 ) <

𝑓′ (𝐻𝐼𝑛𝑥
𝑓
) < 0。 

 

以下將用數學歸納法證明 

∀(ℕ ∋)𝑛 ≥ 1, (𝜙𝑛 < 𝑎𝑛 ∧ 𝐻𝑅𝑛𝑥
0 > cot 𝑎0 + 2∑cot 𝑎𝑙

𝑛−1

𝑙=1

+ cot 𝑎𝑛) ⇐ −𝑔′ (cot 𝑎0 + 2∑cot 𝑎𝑙

𝑛−1

𝑙=1

)

< tan
𝑎𝑛 − 𝑎𝑛−1

2
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當𝑛 = 1時 

因為𝐼1 = (tan𝜙0)𝑥、𝐻𝐼1𝑥
1 = 𝐻(tan𝜙0)𝑥𝑥

1 = cot𝜙0，所以： 

 

𝜙0 + 2 tan
−1 (−𝑓′ (𝐻𝐼1𝑥

𝑓
)) = 𝜙0 + 2 tan

−1 (−𝑔′ (𝐻(tan𝜙0)𝑥𝑥
𝑓

)) = 𝜙1 < 𝑎1

⇐ 𝜙0 + 2 tan
−1 (−𝑔′(𝐻(tan𝜙0)𝑥𝑥

1 )) = 𝜙0 + 2 tan
−1(−𝑔′(cot𝜙0)) < 𝑎1

⟸ 𝑎0 + 2 tan
−1(−𝑔′(cot 𝑎0)) < 𝑎1 ⇔ tan−1(−𝑔′(cot 𝑎0)) <

𝑎1 − 𝑎0
2

⇔ −𝑔′(cot 𝑎0) < tan
𝑎1 − 𝑎0
2

 

 

 

 

且 

𝐻𝑅1𝑥
0 = 𝐻

(− tan𝜙1(𝑥−𝐻(tan𝜙0)𝑥𝑥
𝑓

)+𝐻(tan𝜙0)𝑥𝑦
𝑓

)
𝑥

0 =
𝐻(tan𝜙0)𝑥𝑦
𝑓

tan𝜙1
+ 𝐻(tan𝜙0)𝑥𝑥

𝑓
>
𝐻(tan𝜙0)𝑥𝑦
1

tan𝜙1
+ 𝐻(tan𝜙0)𝑥𝑥

1

=
1

tan𝜙1
+ cot𝜙0 = cot 𝜙0 + cot 𝜙1 > cot 𝑎0 + cot 𝑎1 

 

因此𝑛 = 1成立 
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假設𝑛 = 𝑘成立，則 

𝜙𝑘 + 2 tan
−1 (−𝑓′ (𝐻𝐼𝑘+1𝑥

𝑓
)) = 𝜙𝑘 + 2 tan

−1(−𝑔′ (𝐻
tan𝜙𝑘(𝑥−𝐻𝑅𝑘𝑥

0 )
𝑥

𝑓
)) = 𝜙𝑘+1 < 𝑎𝑘+1

⇐ 𝜙𝑘 + 2 tan
−1(−𝑔′ (𝐻

tan𝜙𝑘(𝑥−𝐻𝑅𝑘𝑥
0 )

𝑥

1 ))

= 𝜙𝑘 + 2 tan
−1 (−𝑔′ (cot 𝜙𝑘 + 𝐻𝑅𝑘𝑥

0 )) < 𝑎𝑘+1

⟸ 𝑎𝑘 + 2 tan
−1 (−𝑔′ (cot 𝑎𝑘 + 𝐻𝑅𝑘𝑥

0 )) < 𝑎𝑘+1

⇐ 𝑎𝑘 + 2 tan
−1(−𝑔′ (cot 𝑎𝑘 + cot 𝑎0 + 2∑cot 𝑎𝑙

𝑘−1

𝑙=1

+ cot 𝑎𝑘)) < 𝑎𝑘+1

⇔ tan−1(−𝑔′ (cot 𝑎0 + 2∑cot 𝑎𝑙

𝑘

𝑙=1

)) <
𝑎𝑘+1 − 𝑎𝑘

2

⇔ −𝑔′(cot 𝑎0 + 2∑cot 𝑎𝑙

𝑘

𝑙=1

) < tan
𝑎𝑘+1 − 𝑎𝑘

2
 

且 

𝐻𝑅𝑘+1𝑥
0 = 𝐻

(− tan𝜙𝑘+1(𝑥−𝐻
tan𝜙𝑘(𝑥−𝐻𝑅𝑘𝑥

0 )
𝑥

𝑓
)+𝐻

tan𝜙𝑘(𝑥−𝐻𝑅𝑘𝑥

0 )
𝑦

𝑓
)

𝑥

0

=

𝐻
tan𝜙𝑘(𝑥−𝐻𝑅𝑘𝑥

0 )
𝑦

𝑓

tan𝜙𝑘+1
+ 𝐻

tan𝜙𝑘(𝑥−𝐻𝑅𝑘𝑥
0 )

𝑥

𝑓
>

𝐻
tan𝜙𝑘(𝑥−𝐻𝑅𝑘𝑥

0 )
𝑦

1

tan𝜙𝑘+1
+ 𝐻

tan𝜙𝑘(𝑥−𝐻𝑅𝑘𝑥
0 )

𝑥

1

=
1

tan𝜙𝑘+1
+ cot 𝜙𝑘 + 𝐻𝑅𝑘𝑥

0 = cot 𝜙𝑘+1 + cot𝜙𝑘 + 𝐻𝑅𝑘𝑥
0

> cot 𝑎𝑘+1 + cot 𝑎𝑘 + cot 𝑎0 + 2∑cot 𝑎𝑙

𝑘−1

𝑙=1

+ cot 𝑎𝑘

= cot 𝑎0 + 2∑cot 𝑎𝑙

𝑘

𝑙=1

+ cot 𝑎𝑘+1 

因此𝑛 = 𝑘 + 1成立，至此完成數學歸納法證明∎ 
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我們可以用定理 3 證明1 + 𝑒−𝑥是無限反射曲線： 

定理 4： 

給定 𝑓(𝑥) = 1 + 𝑒−𝑥和0 < 𝜙0 <
𝜋

10
，則 

𝜙𝑛 <
𝜋

3
(1 −

1

2𝑛
) 

證明： 

令 

𝑎𝑛 ∶= {

𝜋

10
, 𝑛 = 0

𝜋

3
(1 −

1

2𝑛
) , 𝑛 ≥ 1

 

則根據定理 3，證明 

∀𝑛 ∈ ℕ0, −𝑔′ (cot
𝜋

10
+ 2∑cot (

𝜋

3
(1 −

1

2𝑘
))

𝑛

𝑘=1

) < tan (
𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛

2
) 

是充分的； 

 

𝑛 = 0時： 

注意到cot
𝜋

10
= √5 + 2√5，且20 > 16 ⇔ 2√5 > 4 ⇔ 5 + 2√5 > 9 ⇔ √5 + 2√5 > 3，當𝑥 > 0

時tan 𝑥 > 𝑥，因此： 

𝑒−cot
𝜋
10 < tan

𝜋

30
⟸ 𝑒−cot

𝜋
10 = 𝑒−(

√5+2√5) < 𝑒−3 <
1

10
<
𝜋

30
< tan

𝜋

30
 

我們只需要證明𝑒−3 <
1

10
，但𝑒−3 <

1

10
⟺ 10 < 𝑒3 
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已知 

𝑒𝑥 =∑
𝑥𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

 

所以 

𝑒3 =∑
3𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

= 1 + 3 +
32

2
+
33

6
+⋯ = 13 +⋯ > 13 > 10 

因此 

𝑒−cot
𝜋
10 < tan

𝜋

30
 

 

𝑛 ≥ 1時： 

注意到當0 < 𝑥 <
𝜋

3
時cot 𝑥 >

1

√3
，且當𝑥 > 0時tan 𝑥 > 𝑥，因此： 

𝑒
−(cot

𝜋
10
+2∑ cot(

𝜋
3
(1−

1

2𝑘
))𝑛

𝑘=1 )
< tan

𝜋

3 ∙ 2𝑛+2
⇐ 𝑒

−(cot
𝜋
10
+2∑ cot(

𝜋
3
(1−

1

2𝑘
))𝑛

𝑘=1 )
< 𝑒

−(3+
2𝑛

√3
)
<

1

2𝑛+2

<
𝜋

3 ∙ 2𝑛+2
< tan

𝜋

3 ∙ 2𝑛+2
, (𝑛 ≥ 1) 

因此我們只需要證明𝑒
−(3+

2𝑛

√3
)
<

1

2𝑛+2
, (𝑛 ≥ 1)，也就是 

𝑒
−(3+

2𝑛

√3
)
<

1

2𝑛+2
⇔ 2𝑛+2 < 𝑒

3+
2𝑛

√3 ⇔ 22 ∙ 2𝑛 < 𝑒3 ∙ (𝑒
2

√3)

𝑛

, (𝑛 ≥ 1) 

顯然有 

22 < 23 < 𝑒3 

（從𝑒的泰勒級數可容易地看出𝑒 > 2） 

和 

2 < 𝑒1 < 𝑒
2

√3 

（因為4 > 3 ⇔ 2 > √3） 

因此 

𝑒
−(cot

𝜋
10
+2∑ cot(

𝜋
3
(1−

1

2𝑘
))𝑛

𝑘=1 )
< tan

𝜋

3 ∙ 2𝑛+2
 

至此證完∎ 
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上述的例子是令𝑎𝑛以幾何級數的方式遞增，但注意到𝑝級數的收斂速度比幾何級數緩慢很多，

因此可以用黎曼𝜁函數證明以下有理函數是無限反射曲線： 

 

定理 5： 

給定𝑓(𝑥) = 1 +
1

𝑥
和0 < 𝜙0 <

𝜋

16
，則 

𝜙𝑛 <
𝜋𝐻𝑛

(1.5)

3𝜁(1.5)
 

6證明： 

令 

𝑎𝑛 ∶=

{
 

 
𝜋

16
, 𝑛 = 0

𝜋𝐻𝑛
(1.5)

3𝜁(1.5)
, 𝑛 ≥ 1

 

則根據定理 3，證明 

∀𝑛 ∈ ℕ0, −𝑔′ (cot
𝜋

16
+ 2∑cot (

𝜋𝐻𝑘
(1.5)

3𝜁(1.5)
)

𝑛

𝑘=1

) < tan (
𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛

2
) 

是充分的； 

 

𝑛 = 0時： 

 

注意到當𝑥 > 0時tan 𝑥 > 𝑥，因此 

 

1

(cot
𝜋
16)

2 < tan
(16 − 3𝜁(1.5))𝜋

96𝜁(1.5)
⇐

1

(cot
𝜋
16)

2 = (tan
𝜋

16
)
2

< (
𝜋2

𝜋
16

𝜋2 − 4 (
𝜋
16)

2)

2

=
16𝜋2

3969

<
16 ∙ 42

3969
=
256

3969
<
7

96
=
(16 − 3 ∙ 3)3

96 ∙ 3
<
(16 − 3𝜁(1.5))𝜋

96𝜁(1.5)

< tan
(16 − 3𝜁(1.5))𝜋

96𝜁(1.5)
 

 

（tan 𝑥的上界引用參考資料三，𝜁(1.5) < 3是因為∫
𝑑𝑥

𝑥1.5

∞

1
= 2 < 𝜁(1.5) < 3 = 1 + ∫

𝑑𝑥

𝑥1.5

∞

1
） 

 

 

𝑛 ≥ 1時： 

 
6
 𝐻𝑛

(𝑚) ∶= ∑
1

𝑘𝑚
𝑛
𝑘=1  
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注意到當𝑥 > 0時tan 𝑥 > 𝑥，且當0 < 𝑥 <
𝜋

3
時，cot 𝑥 > cot (

𝜋

3
) =

1

√3
，因此： 

1

(cot
𝜋
16 + 2

∑ cot (
𝜋𝐻𝑘

(1.5)

3𝜁(1.5)
)𝑛

𝑘=1 )

2 < tan
𝜋

6𝜁(1.5)(𝑛 + 1)1.5
, (𝑛 ≥ 1)

⟸
1

(cot
𝜋
16 + 2

∑ cot (
𝜋𝐻𝑘

(1.5)

3𝜁(1.5)
)𝑛

𝑘=1 )

2 <
1

(cot
𝜋
16 + 2

∑ cot (
𝜋
3)

𝑛
𝑘=1 )

2

=
1

(cot
𝜋
16 +

2𝑛

√3
)
2 <

1

(
𝜋2 − 4(

𝜋
16)

2

𝜋2
𝜋
16

+
2𝑛

√3
)

2 =
1

(
63
4𝜋 +

2𝑛

√3
)
2 <

1

(
63
16 +

2𝑛

√3
)
2

<
1

(
15
4 +

2𝑛

√3
)
2 <

1

6(𝑛 + 1)1.5
<

𝜋

18(𝑛 + 1)1.5
<

𝜋

6𝜁(1.5)(𝑛 + 1)1.5

< tan
𝜋

6𝜁(1.5)(𝑛 + 1)1.5
, (𝑛 ≥ 1) 

因此只需要證明
1

(
15

4
+
2𝑛

√3
)
2 <

1

6(𝑛+1)1.5
，也就是 

1

(
15
4 +

2𝑛

√3
)
2 =

48

(8𝑛 + 15√3)
2 <

1

6(𝑛 + 1)1.5
⇔ 288(𝑛 + 1)1.5 < (8𝑛 + 15√3)

2

⇔
(𝑛 + 1)3

(8𝑛 + 15√3)
4 <

1

2882
, (𝑛 ≥ 1) 

𝑛 = 1時 

(1 + 1)3

(8 + 15√3)
4 <

1

2882
⇔ 2882(1 + 1)3 < (8 + 15√3)

4
⇔ 663552 < 718921 + 354720√3 

且 

𝑑(8𝑛 + 15√3)
4

𝑑𝑛
= 32(8𝑛 + 15√3)

3
> 3(𝑛 + 1)2 =

𝑑(𝑛 + 1)3

𝑑𝑛
, (𝑛 ≥ 1) 

因此
(𝑛+1)3

(8𝑛+15√3)
4的分母遞增的比分子快，所以 

(𝑛 + 1)3

(8𝑛 + 15√3)
4 <

1

2882
, (𝑛 ≥ 1) 

至此完成證明∎ 
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四、探討反射曲線函數值趨近於零的情況 

    目前為止的座標估計可行是因為函數值趨近於非零常數，當函數值趨近於 0 時需要有新

的估計方式，其中最直接的做法是“用接觸點的切線估計下一個接觸點”，概念如下圖： 

 

 

圖 6，藍線是反射曲線，紅線和紫線是入射和反射光線，黑線是切線，𝑎′和𝑏′是估計點。 

 

雖然可證明b′的x座標大於a′的x座標，但一般而言，b′的y座標小於a′的y座標，這代表我們不

能直接用a′的數值估計b′的數值，若要使估計成立，則必須對連接a′和b′的直線斜率有所估計，

但這個估計牽涉到了過多無法掌握的參數（如入射角和接觸點座標、以及接觸點微分之間的

關係），因此反射曲線趨近於0的情況還需要在未來進行更多的研究。 
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參、研究結果與討論 

一，研究結果 

1. 發現第𝑛個入射光線的角度可以用初始入射光線的角度𝜙𝑛和途中彈跳過的反射切線角度

{𝜃1, … , 𝜃𝑛}表示： 

定理 1： 

𝜙𝑛 = 𝜙0 + 2∑ 𝜃𝑘
𝑛

𝑘=1
 

2. 證明所有斜率為負的直線都是有限反射曲線，並找出“回彈次數”： 

定理 2： 

給定反射曲線𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏（𝑎 < 0且𝑏 > 0），則： 

∀𝜙0 ∈ (0,
𝜋

2
) , ∃𝑛0 ∈ ℕ(𝜙𝑛0 >

𝜋

2
) 

且 

min {𝑛0 ∈ ℕ|𝜙𝑛0 >
𝜋

2
} = ⌈

𝜋 − 2𝜙0
4 tan−1(−𝑎)

⌉ 

3. 證明適用於𝑓(𝑥) = 1 + 𝑔(𝑥)（且 lim
𝑥→∞

𝑔(𝑥) = 0）形式反射曲線的估計方式： 

定理 3： 

給定𝑎0 ∈ (0,
𝜋

2
)、𝜙0 ∈ (0, 𝑎0)、和遞增序列{𝑎𝑛}𝑛∈ℕ

∞ ∧ (∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑎0 < 𝑎𝑛 <
𝜋

2
)，則： 

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝜙𝑛 < 𝑎𝑛 ⇐ ∀𝑛 ∈ ℕ0, −𝑔′ (cot 𝑎0 + 2∑cot 𝑎𝑘

𝑛

𝑘=1

) < tan (
𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛

2
) 

4. 證明1 + 𝑒−𝑥和1 +
1

𝑥
是無限反射曲線： 

定理 4： 

給定 𝑓(𝑥) = 1 + 𝑒−𝑥和0 < 𝜙0 <
𝜋

10
，則 

𝜙𝑛 <
𝜋

3
(1 −

1

2𝑛
) 

以及 

定理 5： 

給定𝑓(𝑥) = 1 +
1

𝑥
和0 < 𝜙0 <

𝜋

16
，則 

𝜙𝑛 <
𝜋𝐻𝑛

(1.5)

3𝜁(1.5)
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二，討論 

對於反射曲線函數值趨近於非零常數的情況，已經找到了可靠的估計判斷方式，且證明了兩

個函數：1 + 𝑒−𝑥和1 +
1

𝑥
的可行性，其中以1 +

1

𝑥
遞減的更為緩慢；函數值趨近於零的情況複雜

許多，我認為有後續研究的價值，也是我未來努力的方向。 

肆、結論與應用 

𝑓(𝑥) = 1 + 𝑒−𝑥和𝑓(𝑥) = 1 +
1

𝑥
是無限反射曲線，且可以運用定理 3 尋找更多函數值趨近於非

零常數無限反射曲線。 

以應用的方面來說，彈跳光點問題和動態撞球（Dynamical Billiard）系統之間有不少相似之處

（如給定反射面、遵守反射定律、研究質點在無限反射過程中的行為等等），而動態撞球系

統在幾何光學、雷射、聲學、以及和半導體相關的量子點、𝑝𝑛結等領域中有應用，因此我認

為本文的彈跳光點問題也有在上述的領域當中應用的可能，且此問題可能也有使用量子混沌

（Quantum Chaos）理論研究的可能性。 
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本作品討論光線在給定範圍內無窮反射的研究，其設定是給定

一個正的遞減彎向上函數 f 和 x-軸之間的範圍，試圖具體找出可以

無窮反射的函數 f。經由一些幾何性質的討論，作者推導出第 n 步

入射角與第 n+1 步入射角的關係。從而導出函數 f 的一個必要條

件。再經由細緻地分析與推導，給出一個基於入射角的判別法，最

後可以成功地證明 1+1/x 以及 1+1/ex 可以是無窮反射的曲線。本

作品取材新穎，數學的討論與證明雖然樸實但是嚴謹，得到相當漂

亮的結果，而且後續還有延伸發展的空間。整體而言是相當優秀傑
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