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作者簡介 

 
第一作者:黃瑢 

我是來自麗山高中的學生黃瑢，起初沒有想過自己會來到數學專題，在高一數

學領域探索的課程結束後，沒有很大的想法想要選擇數學專題，反而是想要選擇對

自然科系比較有用的物理，但是最後還是選擇了數學，因為自己還沒徹底知道以後

要讀的科系，覺得選擇數學，不管以後念什麼科系數學還是會有用處，所以才能有

現在所研究出的一連串的結果，過程中也遇到許多問題，不管是數學知識又或者是

分工問題，如何解決是在這一年當中收穫最多的東西了。 
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第二作者:吳少穎 

我是麗山高中 21001吳少穎，在高一經過兩種探究課之後，原本想要往自然科

的方面發展，後來發現數學能涵蓋許多類別與科系，對未來有許多幫助，所以最後

選擇數學專題的課程。雖然我對數學理解方面常需花較多時間，但在老師的指導下

還是能慢慢完成。希望在參加這次的比賽之後能學到更多東西，除了更了解自己對

圖形和數字的推理能力，也能對升學有所幫助。 
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第三作者:賴奕仲 

我是來自台北市麗山高級中學的賴奕仲，起初我加入數學專題只是因為這個

專題剛好還有空位因此才加入的，但隨著老師的教導及帶領還有和同學間的互相

討論，讓我逐漸沈浸在數學的世界裡，因而和兩位同學一起耗費一年多的時間，製

作出了如今的作品，也很感謝兩位同學以及老師，讓我能在每週僅三個小時的課程

中學到許多以前從未接觸過的知識。 
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作品摘要  

本文旨在探討三角形周界中點的幾何問題，以及周界中點與旁切圓的相關性質。在討論

三角形問題的過程中，注意到許多關於周界中點的延伸性質，起初很難發現旁切圓之間的關

聯性，後來決定以三角形周界中點為主軸，找出其與旁切 圓的幾何特性。發現延伸的圖形

後，除了上網查詢相關資料，我們更利用幾何繪 圖軟體進行幾何問題的實驗與論證，透過

觀察、提出假說，並運用已知的定理推 得研究結果。 

我們發現了許多性質，其中包括：畫出三角形並分別做出三邊的旁切圓，各 邊切點即

為該邊的周界中點，而三角形頂點與對邊周界中點連線共點即為界心(納格爾點𝑁𝑎)，此點和

三角形的重心 G、內心 I 共線，且𝐺𝑁𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ =2𝐺𝐼̅̅ ̅；而三邊旁切圓圓 心會共圓，其圓心和三角形

三個周界中點的外接圓圓心以及𝑁𝑎也會共線等等。 

透過此次研究，讓我們對數學有更深入的瞭解，也期許未來能有更多的發現。 

Abstract 

This article aims to explore the geometry of the midpoint of the perimeter of a triangle and the 

properties of the midpoint of the perimeter to the tangent circle of the triangle. In the process of 

discussing the triangle problem, we noticed that there are many extensions about the extension properties 

of the perimeter midpoint, and at first it was difficult to find the relationship between the sidecut circles, 

and then it was decided to use the midpoint of the triangle perimeter as the main axis to find out its 

geometric properties with the tangent circle of the triangle. After discovering the extended graph, in 

addition to searching the Internet for relevant information, we also use geometric drawing software to 

experiment and demonstrate geometric problems, through observation, hypothesis, and use known 

theorems to derive research results. 

We found a number of properties, including: drawing triangles and making three-sided tangential 

circles, each tangent point is the perimeter midpoint of the edge, and the triangle vertex and the opposite 

perimeter midpoint are the center of the boundary (Nagel 𝑁𝑎), this point and the triangle's center of 

gravity G, inner I collinear, and𝐺𝑁𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ =2𝐺𝐼̅̅ ̅; The center of the three-sided tangent circle will be cocircular, 

and the center of the circle and the center of the circumscribed circle and the center of the three 

perimeters of the triangle and the 𝑁𝑎 will also be collinear. 

Through this research, we have a deeper understanding of mathematics and hope for more 

discoveries in the future. 
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壹、前言 

一、研究動機 

在課堂上經過和老師在三角形方面的討論，我們注意到有許多關於周界中點的延伸性質。一

開始其實很難發現旁切圓之間的關聯，後來我們決定以三角形周界為主軸來研究，找出其與

旁切圓相關的幾何特性。雖然過去都已經有很多的研究內容，但對於這些論證與其他定理的

結合尚未被解釋，而這也是我們研究的主題之一。 

二、研究目的 

(圖一:研究目的) 

 

藉由△ABC 中 BC 邊的旁切圓切點連線，所引出的△AST，找出𝑆𝑇̅̅̅̅ 的中點 P，即為△ABC 的

周界中點，並進一步探討三邊周界中點與三邊旁切圓圓心的幾何特性。 
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三、文獻回顧 

如果三角形一邊上的一點和這邊所對的頂點把三角形的周長分割為兩條等長的折 線，那麼

就稱這一點為三角形的周界中點。在網路上看到了一篇有關三角形周界 中點的三個性質，

內容講述了周界中點的定義，以及其所延伸出的幾何性質，了 解大概內容後，我們利用有

別於其他的另一種證明方法，證明周界中點，並進一 步延伸新的幾何關係。 網路文獻中有

很多證明周界中點的方法，而我們透過吸收文章知識後，找出了另 一種證明方法，且利用

此證明，更深入探討三角形周界中點旁切圓相關性質 

  貳、研究過程與方法  

一、研究設備及器材 

我們的研究是利用 GSP 動態幾何軟體、GeoGebra 軟體，進行幾何問題的實驗與論證，透過

觀察、猜測、提出假說及驗證，發掘並提出研究結果，然後加以證明。 

二、引理: 

(一)、西瓦定理： 

 西瓦線段是各頂點與其對邊或對邊延長線上的一點連接而成的直線段。而西瓦定理指出：如

果三角形 ABC 的塞瓦線段 AD、BE、CF 通過同一點 G，則 

𝐵𝐷̅̅ ̅̅

𝐷𝐶̅̅ ̅̅
×

𝐶𝐸̅̅ ̅̅

𝐸𝐴̅̅ ̅̅
×

𝐴𝐹̅̅ ̅̅

𝐹𝐵̅̅ ̅̅
=1,其逆定理亦成立 

    (圖二:西瓦定理) 

 

西瓦定理證明: 

∵面積比 △AGB:△AGC=𝐵𝐷̅̅ ̅̅ :𝐶𝐷̅̅ ̅̅          ∴
𝐴𝐹̅̅ ̅̅

𝐹𝐵̅̅ ̅̅
×
𝐵𝐷̅̅ ̅̅

𝐷𝐶̅̅ ̅̅
×
𝐶𝐸̅̅ ̅̅

𝐸𝐴̅̅ ̅̅
=
△CGA

△CGB
×
△AGB

△AGC
×

△BGC

△BGA
 

 △BGA:△BGC=𝐴𝐸̅̅ ̅̅ :𝐸𝐶̅̅ ̅̅            =1  故得證 

 △CGB:△CGA=𝐹𝐵̅̅ ̅̅ :𝐴𝐹̅̅ ̅̅  
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(二)三角形頂點與對邊周界中點連線共點⇒即為界心(納格爾點) 

    (圖三:納格爾點) 

 

證明: 

設△ABC 三邊邊長 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ =c ,𝐵𝐶̅̅ ̅̅ =a ,𝐶𝐴̅̅ ̅̅ =b  D,E,F 分別為三邊周界中點 

∴𝐴𝐹̅̅ ̅̅ =s-b,𝐹𝐵̅̅ ̅̅ =s-a,𝐵𝐷̅̅ ̅̅ =s-c,𝐶𝐷̅̅ ̅̅ =s-b,𝐶𝐸̅̅ ̅̅ =s-a, 𝐴𝐸̅̅ ̅̅ =s-c 

⇒
𝐴𝐹̅̅ ̅̅

𝐹𝐵̅̅ ̅̅
×
𝐵𝐷̅̅ ̅̅

𝐷𝐶̅̅ ̅̅
×
𝐶𝐸̅̅ ̅̅

𝐸𝐴̅̅ ̅̅
=

𝑠−𝑏

𝑠−𝑎
×

𝑠−𝑐

𝑠−𝑏
×
𝑠−𝑎

𝑠−𝑐
=1 

由西瓦逆定理知𝐴𝐷̅̅ ̅̅ , 𝐵𝐸̅̅ ̅̅ , 𝐶𝐹̅̅̅̅ 三線共點於𝑁𝑎(界心) 

(三)孟式定理 

孟式定理又稱為梅涅勞滋定理。△ABC 中，直線 AB 上一點 D，直線 BC 上一點 F，直線 AC

上一點 E，若 F、E、D 共線，則 

𝐴𝐷̅̅ ̅̅

𝐷𝐵̅̅ ̅̅
×
𝐵𝐹̅̅ ̅̅

𝐹𝐶̅̅ ̅̅
×
𝐶𝐸̅̅ ̅̅

𝐸𝐴̅̅ ̅̅
=1 

(圖四:孟氏定理) 

 

證明: 

𝐴𝐷̅̅ ̅̅

𝐷𝐵̅̅ ̅̅
=

𝐴𝐻̅̅ ̅̅

𝐵𝐺̅̅ ̅̅
  

𝐵𝐹̅̅ ̅̅

𝐹𝐶̅̅ ̅̅
=

𝐵𝐺̅̅ ̅̅

𝐶𝐼̅̅ ̅
  

𝐶𝐸̅̅ ̅̅

𝐸𝐴̅̅ ̅̅
=

𝐶𝐼̅̅ ̅

𝐴𝐻̅̅ ̅̅
 

𝐴𝐷̅̅ ̅̅

𝐷𝐵̅̅ ̅̅
×
𝐵𝐹̅̅ ̅̅

𝐹𝐶̅̅ ̅̅
×
𝐶𝐸̅̅ ̅̅

𝐸𝐴̅̅ ̅̅
=

𝐴𝐻̅̅ ̅̅

𝐵𝐺̅̅ ̅̅
×
𝐵𝐺̅̅ ̅̅

𝐶𝐼̅̅ ̅
×

𝐶𝐼̅̅ ̅

𝐴𝐻̅̅ ̅̅
=1 
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二、主題證明 

   (圖五:作圖方法) 

 

做一三角形 ABC，做 A 點的內角平分線，及 B、C 的外角平分線，三線交於𝑂1點，以𝑂1點

為圓心做旁切圓，與𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 切於 P 點，與𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗切於 K 點，與𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗切於 L 點，連接𝑂1B 與 LP 交於 F

點，𝑂1C 與 KP 交於 G 點，做 AF 延長線交𝐵𝐶⃡⃗⃗⃗  ⃗於 S 點、AG 延長線交𝐵𝐶⃡⃗⃗⃗  ⃗於 T 點，則發現 P 點

為𝑆𝑇̅̅̅̅ 中點。 

(一)六點 A,G,L,𝑂1,K,F 共圓 

證明: 

β=∠K𝑂1B=∠P𝑂1B   α=∠P𝑂1D=∠L𝑂1D   Φ=∠P𝑂1O 

2β+Φ=2α-Φ ⇒ 2Φ=2α-2β ⇒ Φ=α-β ⇒ α=β+Φ 

∠AJL=2α-Φ=2α-α+β=α+β 

∠GPD+∠DPE=180°  ∠E𝑂1D+∠DPE=180° 

⇒∠GPD=∠E𝑂1D=α+β ∴∠GPD=∠A𝑂1L  又∠AL𝑂1=∠GDP=90°  

⇒△AL𝑂1~△GDP  ⇒∠𝑂1AL=∠PGD 

同理∠𝑂1AL=∠PFE 且∠𝑂1AL=∠𝑂1AK(箏形) 

⇒∠𝑂1FL=∠KA𝑂1=∠𝑂1AL=∠KG𝑂1 

∴A、F、K、𝑂1、L、G 六點共圓 
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(二)四邊形 AFPG 為平行四邊形 

   (圖六: 四邊形 AFPG 為平行四邊形) 

 
證明: 

圓 O 中 ∠LFA 對應劣弧 ⌒
AG +⌒

GL  ∠FAG 對應弧⌒
GL +⌒

LK +⌒
KF  

∵∠𝑂1DL=∠𝑂1LA=90°  ∴∠G𝑂1L+∠𝑂1LD =∠ALF+∠𝑂1LD 

⇒∠G𝑂1L=∠ALF ⇒劣弧⌒
AF=劣弧⌒

GL  

⇒∠LFA+∠FAG= ⌒
AG+⌒

GL +⌒
GL +⌒

LK +⌒
KF = ⌒

AG+⌒
GL +⌒

LK +⌒
KF +⌒

AF =180° 

⇒直線𝐴𝐺̅̅ ̅̅ //𝐹𝐿̅̅̅̅ (同側內角互補) 

又△AL𝑂1~△GDP(由證明(一)可知) ∴∠GPD=∠A𝑂1L 

且∠AFL=∠A𝑂1L(對應同劣弧⌒
AL ) 

⇒∠GPD=∠AFL (同位角相等) 

⇒直線𝐴𝐹̅̅ ̅̅ //𝐺𝐾̅̅ ̅̅  

故可證四邊形 AFPG 為平行四邊形 
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(三)點 P 為𝑆𝑇̅̅̅̅ 中點 

   (圖七:點 P 為𝑆𝑇̅̅̅̅ 中點) 

 

證明: 

∵𝐴𝑇⃡⃗⃗⃗  ⃗//𝐹𝐿⃡⃗⃗⃗ 且𝑂1𝐺⃡⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⊥ 𝐹𝐿⃡⃗⃗⃗   ∴𝑂1𝐺⃡⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⊥ 𝐴𝑇⃡⃗⃗⃗  ⃗且𝑂1𝐺⃡⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗平分∠ACT 

⇒𝐴𝐺̅̅ ̅̅ =𝐺𝑇̅̅ ̅̅  

又𝐴𝐺̅̅ ̅̅ =𝐹𝑃̅̅ ̅̅ (AFPG 為平行四邊形) ∴𝐹𝑃̅̅ ̅̅ =𝐺𝑇̅̅ ̅̅  

⇒△SFP≅△PGT(SAS) 

故可證點 P 為𝑆𝑇̅̅̅̅ 中點 

 

延伸結果: 

∵𝑂1𝐹⃡⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗為𝐴𝑆̅̅̅̅ 的垂直平分線 ∴𝐴𝐵̅̅ ̅̅ =𝑆𝐵̅̅̅̅  

同理可證𝑂1𝐺⃡⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗為𝐴𝑇̅̅ ̅̅ 的垂直平分線 ∴𝐴𝐶̅̅ ̅̅ =𝐶𝑇̅̅̅̅  

由上述證明可知點 P 為𝑆𝑇̅̅̅̅ 中點 

⇒𝑆𝑃̅̅̅̅ =𝑃𝑇̅̅̅̅  ⇒𝑆𝐵̅̅̅̅ +𝐵𝑃̅̅ ̅̅ =𝑃𝐶̅̅̅̅ +𝐶𝑇̅̅̅̅  ⇒𝐴𝐵̅̅ ̅̅ +𝐵𝑃̅̅ ̅̅ =𝐴𝐶̅̅ ̅̅ +𝑃𝐶̅̅̅̅  

故可證點 P 為△ABC 中𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 邊上的周界中點 
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參、研究結果 

一、三角形三邊周界中點 

   (圖八:三角形三邊周界中點) 

 

同理，在另外兩邊𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 分別做出旁切圓𝑂2、𝑂3，可做出△BWX、 

△CUV，且得到 Q、R 分別為𝑊𝑋̅̅ ̅̅ ̅與𝑈𝑉̅̅ ̅̅ 的中點，也稱為𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 與𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 邊上的周界中點。  
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二、△AST 外接圓與△ABC 旁切圓共圓心 

   (圖九: △AST 外接圓與△ABC 旁切圓共圓心) 

 

證明: 

由證明(二)可知 

𝐴𝑇⃡⃗⃗⃗  ⃗//𝐹𝐿⃡⃗⃗⃗ 且𝐺𝑂1
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗⊥𝐴𝑇⃡⃗⃗⃗  ⃗ 

由證明(三)可知 

𝐴𝐺̅̅ ̅̅ =𝐺𝑇̅̅ ̅̅  故點 G 為𝐴𝑇̅̅ ̅̅ 的中點 

⇒𝑂1𝐺̅̅ ̅̅ ̅為𝐴𝑇̅̅ ̅̅ 的垂直平分線 

同理可證 

𝐴𝑆⃡⃗⃗⃗ //𝐾𝐺⃡⃗⃗⃗  ⃗且𝐴𝑆⃡⃗⃗⃗ ⊥𝐹𝑂1
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐹̅̅ ̅̅ =𝐹𝑆̅̅̅̅  故點 F 為𝐴𝑆̅̅̅̅ 中點 

⇒𝐹𝑂1
̅̅ ̅̅ ̅為𝐴𝑆̅̅̅̅ 的垂直平分線 

⇒𝑆𝑂1
̅̅ ̅̅ ̅=𝐴𝑂1

̅̅ ̅̅ ̅=𝑇𝑂1
̅̅ ̅̅ ̅ 

故可證△AST 外接圓圓心為點𝑂1且與△ABC 旁切圓共圓心相同 
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三、△ABC 與△AST 的面積有固定比值 

   (圖十: △ABC 與△AST 的面積有固定比值) 

 

證明: 

∠AST= 
1
2
∠B  ∠ATS= 

1

2
∠C    𝐴𝐹̅̅ ̅̅ =𝐹𝑆̅̅̅̅ =c×cos

1

2
∠B   𝐴𝐺̅̅ ̅̅ =𝐺𝑇̅̅ ̅̅ =b×cos

1

2
∠C 

∠SAT=∠A+ 
1
2
(∠B+∠C)=∠A+ 

1
2
 (180°-∠A)= 90°+ 

1
2
∠A 

△ABC

△AST
= 

1

2
𝑏𝑐 sin ∠𝐴

1

2
(2𝑐 cos

1

2
∠B)(2𝑏 cos

1

2
∠C) sin(90°+

1

2
∠𝐴)

 

     = 
𝑏𝑐 sin ∠𝐴

4𝑏𝑐×cos
1

2
∠B×cos

1

2
∠C×cos

1

2
∠A

 

    =
2 sin∠

𝐴

2
cos

1

2
∠A

4×cos
1

2
∠B×cos

1

2
∠C×cos

1

2
∠A

 

    =
sin∠

𝐴

2

2×cos
1

2
∠B×cos

1

2
∠C

 

    =
cos(

∠𝐵

2
+

∠𝐶

2
)

2×cos
1

2
∠B×cos

1

2
∠C

 

    = 
cos∠

𝐵

2
×cos∠

𝐶

2
−sin∠

𝐵

2
×sin∠

𝐶

2

2×cos ∠
𝐵

2
×cos∠

𝐶

2

 

    =
1

2
−

1

2
 tan∠

𝐵

2
tan∠

𝐶

2
 

同理可證，研究結果一中畫出的△BWX、△CUV 與△ABC 亦有固定比值 

△ABC

△CVU
=

1

2
−

1

2
 tan∠

𝐴

2
tan∠

𝐵

2
 

△ABC

△BXW
=

1

2
−

1

2
 tan∠

𝐴

2
tan∠

𝐶

2
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 四、𝑂1𝑃⃡⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗、𝑂3𝑅⃡⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗、𝑂2𝑄⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗直線交於一點𝑂𝑐，且𝑂𝑐為△ 𝑂1𝑂2𝑂3的外接圓圓心 

(圖十一: 𝑂1𝑃⃡⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗、𝑂3𝑅⃡⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗、𝑂2𝑄⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗直線交於一點𝑂𝑐) 

 

由上述研究方法主題證明(三)可知，-在三邊同時做周界中點 P、Q、R，與其所對應的旁切圓

𝑂1、𝑂2、𝑂3，做𝑂1𝑃⃡⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗直線, 𝑂3𝑅⃡⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗直線交於一點𝑂𝑐，畫出圓𝑂𝑐，則點𝑂1、𝑂2、𝑂3共圓於𝑂𝑐 
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此圖為上圖之簡易版 

(圖十二: 𝑂1𝑃⃡⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗、𝑂3𝑅⃡⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗、𝑂2𝑄⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗直線交於一點𝑂𝑐簡易圖) 

 

證明: 

∵∠PB𝑂1=(
180−∠𝐵

2
)°  又∠BP𝑂1=90° ⇒∠P𝑂1B=(

∠B

2
)° 

同理∠RB𝑂3=(
180−∠𝐵

2
)°  又∠BR𝑂3=90° ⇒∠R𝑂3B=(

∠B

2
)° 

做𝑂1𝑃⃡⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗直線, 𝑂3𝑅⃡⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗直線交於一點𝑂𝑐′ 

∵△𝑂1𝑂3𝑂𝑐′為等腰三角形   ∴𝑂𝑐′在𝑂1𝑂3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的中垂線上 

同理做𝑂1𝑃⃡⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗直線, 𝑂2𝑄⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗直線交於一點𝑂𝑐′′  𝑂2𝑄⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗直線, 𝑂3𝑅⃡⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗直線交於一點𝑂𝑐′′′ 

∵△𝑂1𝑂2𝑂𝑐′與△𝑂2𝑂3𝑂𝑐′′均為等腰三角形  

∴𝑂𝑐
′′、𝑂𝑐′′′分別在𝑂1𝑂2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅與𝑂2𝑂3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的中垂線上 

又△𝑂1𝑂2𝑂3三邊的中垂線同點於外心𝑂𝑐 ∴直線𝑂1𝑃⃡⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗、𝑂2𝑄⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝑂3𝑅⃡⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗共點於𝑂𝑐 

即三個旁心圓的圓心與周界中點連線共點於𝑂𝑐，且𝑂1𝑂𝑐
̅̅ ̅̅ ̅̅ =𝑂2𝑂𝑐

̅̅ ̅̅ ̅̅ =𝑂3𝑂𝑐
̅̅ ̅̅ ̅̅  
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五、旁切圓半徑與圓𝑂𝑐半徑有相關性 

(圖十三: 旁切圓半徑與圓𝑂𝑐半徑有相關性) 

 

證明: 

設𝑃𝑂1
̅̅ ̅̅ ̅=𝑟1  𝐵𝑂1

̅̅ ̅̅ ̅=x  𝑅𝑂3
̅̅ ̅̅ ̅=𝑟3  𝐵𝑂3

̅̅ ̅̅ ̅=y  𝑄𝑂2
̅̅ ̅̅ ̅=𝑟2  𝑂𝑐𝑂1

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑂𝑐𝑂2
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑂𝑐𝑂3

̅̅ ̅̅ ̅̅ =r 

△𝐵𝑃𝑂1中 cos ∠
𝐵

2
=

𝑟1

𝑥
  ⇒x=𝑟1 sec ∠

𝐵

2
 

△𝐵𝑅𝑂3中 cos ∠
𝐵

2
=

𝑟3

𝑦
  ⇒y=𝑟3 sec ∠

𝐵

2
 

x+y=(𝑟1 + 𝑟3) sec ∠
𝐵

2
  ⇒

𝑥+𝑦

2
=

𝑟1+𝑟3

2
sec ∠

𝐵

2
=rcos ∠

𝐵

2
 

r=
𝑟1+𝑟3

2
𝑠𝑒𝑐2 ∠

𝐵

2
 

同理可證 

r=
𝑟1+𝑟3

2
𝑠𝑒𝑐2 ∠

𝐵

2
 =

𝑟1+𝑟2

2
𝑠𝑒𝑐2 ∠

𝐶

2
 =

𝑟2+𝑟3

2
𝑠𝑒𝑐2 ∠

𝐴

2
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六、點 Na、G、I 共線，且𝐺𝑁𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ =2𝐺𝐼̅̅ ̅ 

(𝑁𝑎:納格爾點 𝐺:三角形的重心 𝐼:三角形內心) 

 (圖十四: 𝐴𝑁𝑎⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =
𝑎

𝑠
× 𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗證明)                        1.由孟氏定理得知 

 
𝐴𝑅̅̅ ̅̅

𝑅𝐵̅̅ ̅̅
×

𝐵𝐶̅̅ ̅̅

𝐶𝑃̅̅ ̅̅
×

𝑃𝑁𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑁𝑎𝐴̅̅ ̅̅ ̅̅
=1  

證明: 

⇒
𝑠−𝑏

𝑠−𝑎
×

𝑎

𝑠−𝑏
×

𝑃𝑁𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑁𝑎𝐴̅̅ ̅̅ ̅̅
=1 

⇒
𝑃𝑁𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑁𝑎𝐴̅̅ ̅̅ ̅̅
=

𝑠−𝑎

𝑎
⇒

𝐴𝑁𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅

𝐴𝑃̅̅ ̅̅
=

𝑎

𝑠
 

                                                               

⇒𝐴𝑁𝑎⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =
𝑎

𝑠
× 𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

(圖十五:內心性質) 

2.由內心性質可知: 

𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ =
𝑏

𝑎+𝑏+𝑐
× 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗+

𝐶

𝑎+𝑏+𝑐
× 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 

 

(圖十六:重心性質)   

        3.由重心性質可知: 

            𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗=
1

3
(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗+𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) 
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(圖十七: 點𝑁𝑎、G、I 共線) 

 

∵s=
1

2
(a+b+c) ⇒a+b+c=2s 

由 2.可知𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ =
𝑏

2𝑆
× 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗+

𝐶

2𝑆
× 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒2𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ =

𝑏

𝑆
× 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗+

𝐶

𝑆
× 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗-------(*) 

由 P 為 B、C 得內分點且𝐵𝑃̅̅ ̅̅ : 𝐶𝑃̅̅̅̅ = 𝑠 − 𝑐: 𝑠 − 𝑏 

則𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗=
𝑆−𝑏

𝑎
× 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗+

𝑆−𝐶

𝑎
× 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 又 𝐴𝑁𝑎⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =

𝑎

𝑆
× 𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

⇒ 𝐴𝑁𝑎⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =
𝑆−𝑏

𝑆
× 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗+

𝑆−𝐶

𝑆
× 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗=(1-

𝑏

𝑆
)𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗+(1-

𝐶

𝑆
)𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗--------(**) 

由(*)(**)相加得: 2𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ +𝐴𝑁𝑎⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗+𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

再由 3.得知: 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗=
1

3
(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗+𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗)=

1

3
(2𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ +𝐴𝑁𝑎⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  )= 

2

3
× 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ +

1

3
× 𝐴𝑁𝑎⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   

由共線性質可知:點 Na、G、I 共線且𝐺𝑁𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ =2𝐺𝐼̅̅ ̅ 
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七、𝑂𝑐、Na、𝑂𝑠共線 

(𝑂𝑐:三個旁切圓圓心共圓的圓心 Na:納格爾點 𝑂𝑠:三角形三個周界中點的外接圓圓心) 

(圖十八: 𝑂𝑐、𝑁𝑎、𝑂𝑠共線) 

 

 

此證明我們尚未探討出來，目前我們有三個方向想來證明此結果: 

1. 與點𝑁𝑎、G、I 共線的證明可能有相關 2.和反演點有相關 3.利用孟氏定理共線性質 

而第三個方向也是我們主要探討的方向，想法如下: 

(圖十九:探討𝑂𝑐、𝑁𝑎、𝑂𝑠共線)) 

 

Os、Oc 兩點連線 交 AP 線段於一點 X 證明 X 點為納格爾點，即證明 X 點位於 CR 線段上 

利用孟氏定理: 假設 X 點會位於 CR 線段上，若證明出 
𝐴𝑅̅̅ ̅̅

𝑅𝐵̅̅ ̅̅
×

𝐵𝐶̅̅ ̅̅

𝐶𝑃̅̅ ̅̅
×

𝑃𝑋̅̅ ̅̅

𝑋𝐴̅̅ ̅̅
=1 

由孟氏定理可知 R、X、C 三點共線 

𝑠−𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑠−𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅
×

�̅�

𝑠−𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅
×

𝑃𝑋̅̅ ̅̅

𝑋𝐴̅̅ ̅̅
=1   ⇒證明 

𝑃𝑋̅̅ ̅̅

𝑋𝐴̅̅ ̅̅
=

𝑠−𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅

�̅�
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肆、結果與討論 

一、點 P 為△ABC 中𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 邊上的周界中點、點 Q 為△ABC 中𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 邊上的周界中   

點、點 R 為△ABC 中𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 邊上的周界中點 

   (圖八:三角形三邊周界中點) 

 

二、ΔAST 外接圓圓心為點𝑂1且與ΔABC 中𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 邊上旁切圓圓心相同 

ΔCVU 外接圓圓心與ΔABC 中𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 邊上旁切圓圓心相同 

ΔBWX 外接圓圓心與ΔABC 中𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 邊上旁切圓圓心相同 

(圖九: △AST 外接圓與△ABC 旁切圓共圓心) 
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三、△ABC 與△AST 有固定比值 
△ABC

△AST
 =

1

2
−

1

2
 tan∠

𝐵

2
tan∠

𝐶

2
 

    △ABC 與△CVU 有固定比值 
△ABC

△CVU
=

1

2
−

1

2
 tan∠

𝐴

2
tan∠

𝐵

2
 

    △ABC 與△BWX 有固定比值 
△ABC

△BXW
=

1

2
−

1

2
 tan∠

𝐴

2
tan∠

𝐶

2
 

  (圖十: △ABC 與△AST 的面積有固定比值) 

 

四、𝑂1𝑃⃡⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗、𝑂3𝑅⃡⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗、𝑂2𝑄⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗直線交於一點𝑂𝑐，且𝑂𝑐為 𝑂1、𝑂2、𝑂3所作圓的圓心 

(圖十二: 𝑂1𝑃⃡⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗、𝑂3𝑅⃡⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗、𝑂2𝑄⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗直線交於一點𝑂𝑐簡易圖) 
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五、旁切圓半徑與圓𝑂𝑐半徑(r)有相關性 

r=
𝑟1+𝑟3

2
𝑠𝑒𝑐2 ∠

𝐵

2
 =

𝑟1+𝑟2

2
𝑠𝑒𝑐2 ∠

𝐶

2
 =

𝑟2+𝑟3

2
𝑠𝑒𝑐2 ∠

𝐴

2
 

(圖十三: 旁切圓半徑與圓𝑂𝑐半徑有相關性) 

 

六、點 Na、G、I 共線，且𝐺𝑁𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ =2𝐺𝐼̅̅ ̅ 

(𝑁𝑎:納格爾點 𝐺:三角形的重心 𝐼:三角形內心) 

 (圖十七: 點𝑁𝑎、G、I 共線) 
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七、𝑂𝑐、Na、𝑂𝑠共線 

(𝑂𝑐:三個旁切圓圓心共圓的圓心 Na:納格爾點 𝑂𝑠:三角形三個周界中點的外接圓圓心) 

(圖十八: 𝑂𝑐、𝑁𝑎、𝑂𝑠共線) 

 

此證明我們尚未探討出來，目前我們有三個方向想來證明此結果: 

2. 與點𝑁𝑎、G、I 共線的證明可能有相關 2.和反演點有相關 3.利用孟氏定理共線性質 

而第三個想法也是我們主要探討的方向 
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八、△𝑂1𝑂2𝑂3與△𝑂2AC,△𝑂1BC,△𝑂3AB 為相似三角形 

(圖十九:△𝑂1𝑂2𝑂3與△𝑂2AC,△𝑂1BC,△𝑂3AB 為相似三角形) 

 

證明: 

設∠A𝑂2Q=∠A𝑂3R=x ∠B𝑂3R=∠P𝑂1B=z  ∠C𝑂2Q=∠C𝑂1P=y 

則∠𝑂2𝐴Q=90°-x   ∠B𝑂1C=y+z 

2x+2y+2z=180 ⇒ x+y+z=90 ⇒y+z=90°-x 

故△𝑂1𝑂2𝑂3、△𝑂2AC 為相似三角形(AA) 

同理可證△𝑂1BC、△𝑂3AB 與△𝑂1𝑂2𝑂3亦為相似三角形 
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【評語】010033 

本作品探討三角形的旁切圓以及周界中點等幾何關係，涉及共

線、共圓心等性質。作者使用了大量的引理，最終獲得的成果雖不

多，證明也不難懂，但明顯耗費了大量時間去做觀察，才得以提出

猜測。作品深具原創性。 

作者詳實陳述了一些好的結果。建議多著墨於它們彼此的關聯

性。也建議多闡述問題的趣味性。 
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