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摘要 

    在坐標平面上， ,x y坐標均為整數的點稱為格子點，在這篇作品中，主要探討圓及橢圓 

2 2x sy m+ = 上的格子點個數，並且此個數以連乘積表達式呈現，其中 s 為黑格納數，此時虛 

二次體 [ ]s− 的整數環為唯一分解整環(簡稱 UFD)，由此性質可得到虛二次體的整數環中任 

一元素的分解有唯一表示法。 

    首先探討質數 p 在虛二次體 [ ]s− 的整數環中的分解性，是根據分解性分成四類，再 

由四類決定m 的不可約元分解，進一步推導出 ,x y si x y si+ − 可能的唯一表示法，再由唯 

一表示法來計數圓及橢圓上的格子點個數。 

 

Abstract 

     On the coordinate plane, a lattice point is a point whose x  and y  coordinates are both 

integers. This research discusses the numbers of lattice points on circles and ellipses 
2 2x sy m+ = , 

and these numbers are presented as product formulae, where s  is a Heegner number. In this case 

the ring of algebraic integers of imaginary quadratic field [ ]s−  is a unique factorization 

domain (UFD). From this property, it can be obtained that the factorization of any elements in the 

ring of algebraic integers of imaginary quadratic field [ ]s−  has a unique representation.  

     First, we discuss the factorization of the prime number p  in the ring of algebraic integers of 

imaginary quadratic [ ]s− . It is divided into four categories according to the factorization 

properties. Then we determine the factorization of m into irreducibles via the four categories. 

Further, we derive possible unique representations of ,x y si x y si+ −  and use these unique 

representations to count the numbers of lattice points on circles and ellipses. 
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壹、前言 

    在專題研究中，閱讀科學月刊 (游森棚[1])：「圓上的格子點」，文章中提到由數學家 

勒讓德 (Legendre) 與高斯 (Gauss) 計算圓上的格子點之個數性質： 

給定圓方程式為 2 2x y m+ = ，設 1( )N m 與 3( )N m 分別為m 的奇因數中模 4 餘 1 與模 4 餘 3 的 

個數，則圓上恰通過  1 34 ( ) ( )N m N m− 個格子點。 

    對上述性質除了好奇外，更感興趣是否能推導另一個圓上的格子點個數公式呢？此個數 

是以連乘積形式呈現，於是想推廣至橢圓 2 2:s x sy m + = ( s 為黑格納數)上的格子點個數， 

同樣此個數是以連乘積形式呈現。為了對連乘積表達式有進一步認識，再查閱到 J.Cilleruelo  

and A.C´ordoba [5]中 Corollary 4.(p5)給我們啟發：在某些特定條件下，橢圓上的格子點個數 

是存在連乘積表達式。我們首先探討質數 p 在虛二次體 [ ]s− 的整數環中的分解性，分 

解性如何分類呢？在 Aleksander Skenderi [2]中有探討 2 2 ( 1,2,3,7)x sy p s+ = = 有整數解的充 

要條件為特定型質數，進一步探討其餘黑格納數 s 的情況。我們將這些特定型質數由分解性 

做分類，再由分解性協助計數圓及橢圓 2 2:s x sy m + = 上的格子點個數。 

底下是本作品的研究目的： 

一、探討質數 p 在虛二次體 [ ]s− 的整數環中的分解性。 

二、計數圓及橢圓 2 2:s x sy m + = 上的格子點個數，並且此個數以連乘積表達式呈現。 

貳、研究設備及器材 

筆、紙、電腦、GeoGebra5.0 動態幾何繪圖板、Wolfram Mathematica 及 OEIS 網站。 

參、研究過程或方法 

一、名詞定義與先備知識 

    本作品主要探討圓及橢圓 2 2:s x sy m + = 上格子點個數，其中 s 為黑格納數，並且 s 只 

有九個：1,2,3,7,11,19,43,67,163 )及m 來探討。 



3 

【定義 1】(整環、可逆元素、不可約元素及相伴元素) 

整環 (integral domain) 是指含乘法單位元素的無零因子的交換環。而無零因子等價於

0 0ab a=  = 或 0b = 。在有乘法單位元素 1 的環R 中， 

(i)若a為環R 中可逆元素，則存在環R 中元素b 使得 1ab ba= = 。 

(ii)若 a為環R 中不可約元素，則不存在 ,b c不可逆使得a bc= 。 

(iii)在環R 中， a整除b 是指存在環R 中元素 c使得b ac= ，記作 |a b。 

(iv)若 ,a b為環R 中相伴元素，則 |a b且 |b a。 

  相伴元素的重要性質： ,a b為在整環中相伴元素充要條件為存在可逆元素u 使得a bu= 。 

【定義 2】(唯一分解整環、Unique factorization domain、UFD) 

唯一分解整環是一個整環且滿足(i)任一非零元素可表為有限多個不可約元素相乘。 

(ii)任一非零元素m ，若存在不可約元素 1 2, , , vp p p 與 1 2, , , wq q q 使得

1 2 1 2v wm p p p q q q=    =    ，則 v w= ，並且 1 2, , , vq q q 可重排為 (1) (2) ( ), , , vq q q   使

得 jq ( ), jp 為相伴元素 (1 j v  )。 

【定義 3】(代數整數) 

設 為複數，若 為存在領導係數為 1 的整係數多項式之根，則稱 為代數整數 (algebraic 

integer)。所有代數整數構成一個環，記作。 

【定義 4】(二次體 [ ]d− )  

二次體是指有理數體 的二次擴體。二次體可表示為 [ ]d− ，其中 d 無平方因數。 

若 0d  ，則稱其為實二次體。若 0d  ，則稱其為虛二次體。 

【定義 5】(虛二次體 [ ]d− 的整數環) 

虛二次體 [ ]d− 的整數環是指虛二次體 [ ]d− 中的代數整數，整數環即 [ ]d−  。 

 

 

【定義 6】(黑格納數、Heegner number) 
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黑格納數 (Heegner number) s 是指滿足兩個性質： s 為非平方數的正整數且虛二次體 [ ]s−

的整數環為唯一分解整環。由高斯發現此數僅有九個：1,2,3,7,11,19,43,67,163。 

注意本作品中提到的 s 皆指黑格納數。 

【先備定理 1】(虛二次體 [ ]d− 的整數環) 

虛二次體 [ ]d− 的整數環為 

 [ ] , , 1, 2 (mod 4)

1
, , , , 3 (mod 4)

2 2

d a b d a b d

d a b d
a b a b d

 − = + −  


  + − + − 
   =   
   

其中

為同奇數或同偶數 其中
。 

【先備定理 2】(在整數環 [ ]i 及 [ 2]− 中的可逆元素) 

(i)在整數環 [ ]i 中的可逆元素為 1, i  。(ii)在整數環 [ 2]− 中的可逆元素為 1 。 

【證明】設a b s+ − 為在 [ ]s− 中的可逆元素，其中 1,2s = 且 ,a b ，則存在 

    [ ]c d s s+ −  − 使得 ( )( ) ( )( ) 1a b s c d s c d s a b s+ − + − = + − + − = 。 

    推得
2 2 2 2

1a b s c d s c d s a b s+ − + − = + − + − = ，即 

( )( )2 2 2 2 1a sb c sd+ + = 。                           (1) 

    (i)當 1s = 時，(1)式為 ( )( )2 2 2 2 1a b c d+ + = ，在(1)式要有整數解且 2 2 2 2, , , 0a b c d  ，所以 

    僅有
2 2

2 2

1

1

a b

c d

 + =


+ =
成立，求整數解得到 1, 0a b=  = 或 0, 1a b= =  ，故在整數環 [ ]i 中的 

    可逆元素為 1, i  。 

    (ii)當 2s = 時，(1)式為 ( )( )2 2 2 22 2 1a b c d+ + = ，在(1)式要有整數解且 2 2 2 2, , , 0a b c d  ， 

    所以僅有
2 2

2 2

2 1

2 1

a b

c d

 + =


+ =
成立，求整數解得到 1, 0a b=  = ，故在整數環 [ 2]− 中可逆元 

    素為 1 。                                                                 ■ 

【先備定理 3】(在虛二次體 [ ]s− 的整數環中的可逆元素，參考文獻[11]) 
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在虛二次體 [ ]s− 的整數環中的可逆元素 ( 1,2)s  為
1 3

, 3
2

, 3

i
s

s

  
=






 

其中

中

1或

其1

。 

【證明】設
2

a b s+ −
為在虛二次體 [ ]s− 的整數環中的可逆元素 ( 1,2)s  ，其中 ,a b為同偶 

    數或同奇數，則存在在虛二次體 [ ]s− 的整數環中的元素
2

c d s+ −
使得 

1
2 2 2 2

a b s c d s c d s a b s     + − + − + − + −
= =          

     
。 

    推得

2 2 2 2

1
2 2 2 2

a b s c d s c d s a b s+ − + − + − + −
= = ，即 

( )( )2 2 2 2 16a sb c sd+ + = 。                           (2) 

    (i)當 3s = 時，(2)式為 ( )( )2 2 2 23 3 16a b c d+ + = ，在(2)式要有整數解下，有 2 23 1a b+ = 或 

    2 23 4a b+ = 或 2 23 16a b+ = 等三種情況有整數解。但 , , ,a b c d 為同偶數或同奇數，所以僅 

    有
2 2

2 2

3 4

3 4

a b

c d

 + =


+ =
成立，求整數解得到 2, 0a b=  = 或 1, 1a b=  =  ，故在 [ 3]− 中的整數 

    環中的可逆元素為 1 或
1 3

2

i 
。 

    (ii)當 3s  時，(2)式為 ( )( )2 2 2 2 16a sb c sd+ + = ，在(2)式要有整數解下，有 2 2 1a sb+ = 或 

    2 2 4a sb+ = 或 2 2 16a sb+ = 等三種情況有整數解。但 , , ,a b c d 為同偶數或同奇數，所以僅 

    有
2 2

2 2

4

4

a sb

c sd

 + =


+ =
成立，求整數解得到 2, 0a b=  = ，故在 [ ]s− 中的整數環中的可逆元素 

    為 1 。                                                                   ■ 

 

【定義 7】(二次剩餘) 

設 0,p x N  且gcd( , ) 1x p = ，若 2 (mod )x a p ，則稱a為模 p 的二次剩餘。 

【定義 8】(勒讓德符號) 
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設 p 為奇質數且 a為非零整數，若 |p a ，則勒讓德符號定義 

1 ,

1 ,

a pa

a pp

  
=  

−  

若 是模 的二次剩餘

若 是模 的二次非剩餘
。 

 

    本作品探討圓及橢圓 2 2:s x sy m + = ( s 為黑格納數)上的格子點個數，首先要探討質數 

p 在虛二次體 [ ]s− 的整數環中的分解性，分解性在 Aleksander Skenderi [2]及 David A.  

Cox[3]中針對 1,2,3,7s = 作探討，在本作品中我們想要進一步探討其餘黑格納數 s 的情況。 

    接著由質數 p 在虛二次體 [ ]s− 的整數環中的分解性決定m 中質因數分解成不可約元 

連乘，稱為m 的不可約元分解。另外從相伴元選出代表元，若選定每一類相伴元不可約元中 

的代表元，任一非零元素可”唯一“表為 1 2 vm p pu p=    ，其中u 為可逆元素且 

(1 )jp j v  為代表元，稱為m 的唯一表示法。 

【性質 1】(任一非零元素m 有唯一表示法)  

在唯一分解整環中，若已決定每一組相伴元不可約元中的代表元，則任一非零元素m 有唯一 

表示法，即 1 2 vm p pu p=    ，其中 (1 )jp j v  為代表元且u 為可逆元素。 

【證明】設m 存在另一個表示法為 ' ' '

1 2' wu p p p   ，其中 ' (1 )jp j w  為代表元且 'u 為可 

    逆元素，則由唯一分解整環性質可知v w= 且存在可逆元素 ju 使得 '

( )jj jup p= 。 

    又 ' ,j jp p 皆為代表元且 '

( ),j jp p 為相伴元，所以 '

( )j jp p= ，即 1ju = ，故 

' ' '

1 2 (1) (2) ( ) 1 2( )' ' 'v v vm up p p pu u p p p p p  =    =    =    。 

    又 1 2 vm p pu p=    ，推得 ( ) 1 2( ) 0' vu p pu p  − = 。 

    又 1 2, , , 0vp p p  ，因此， 'u u= 。                                           ■ 

 

例如：質數 7m = 在虛二次體 [ 3]− 的整數環中的不可約元分解可寫成 
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1
(2 3 )

1
(2 3

2
)

3 3

2

n n

i i
i i

   
   + 



   + −


−

     
     

，其中 1,2,3, ,6n = 。 

  若選擇代表元 ' 2 3 , " 2 3p i p i= + = − ，則 7m = 的唯一表示法為 ( )( )1 2 3 2 3i i + − ，

其中1為可逆元素。 

 

二、探討質數 p在虛二次體 [ ]s− 的整數環中的分解性  

    (一)質數 p 在整數環 [ ]i 及 [ 2]− 中的分解性 

    現在要探討質數 p 在整數環 [ ]i 及 [ 2]− 中的分解性，在 Aleksander Skenderi [2]中 

定理 2.22： 

【先備定理 4】對於奇質數 p ， 

(i) 
2 2x y p+ = 有整數解的充要條件為 1(mod 4)p  。(即費馬平方和定理，參考文獻[13]) 

(ii) 
2 22x y p+ = 有整數解的充要條件為 1,3 (mod 8)p  。 

(iii)
2 23x y p+ = 有整數解的充要條件為 3p = 或 1(mod 3)p  。 

(iv)
2 27x y p+ = 有整數解的充要條件為 7p = 或 1,9,11,15,23,25 (mod 28)p  。 

 

    先備定理 4 在 Aleksander Skenderi [2]中是採用二次式方式來證明，(i)與(ii)中所指質數 

p 在整數環 [ ]i 及 [ 2]− 是屬於兩個非相伴元的不可約元相乘：型如 

( )( ) ( 1,2)p x y si x y si s= + − = ，其中 ,x y 為整數，稱此類質數 p 為第 sII 類質數。 

    底下引理 1 的證明在參考文獻[13]找到，我們嘗試推廣證明 2,3,7s = ，當 2,3s = 時，演 

算法規律較單純，但證明到 7s = 時，演算法仍有規律，但無法證明此規律，未來將重新檢 

視演算法中的規律並且證明。 

底下引理 1 的證明會用到婆羅摩笈多－斐波那契恆等式： 

對於任意實數 , , ,a b c d ，滿足 2 2 2 2 2 2( )( ) ( ) ( )a b c d ac bd ad bc+ + = + + − 。 
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【引理 1】(費馬平方和定理，David A. Cox[3]及參考文獻[13]) 

設 p 為奇質數，則 2 2x y p+ = 有整數解若且唯若 1(mod 4)p  。 

【證明】“必要性”當 2 2x y p+ = 有解時， ,x y 必定一奇一偶。令 1 22 1, 2x k y k= + = ，其中 

    1 2,k k  ，則 2 2 2 2

1 2 1 1 2(2 1) (2 ) 4( ) 1p k k k k k= + + = + + + ，故 1(mod 4)p  。 

“充分性”設 1(mod 4)p  ，則由 Wilson 定理可知 ( 1)! 1 (mod )p p−  − 。又 

2 21

2

1 1
( 1)! 1 2 3 ( 3) ( 2) ( 1)

2 2

1 1
( 1) ! !

2 2

p

p p
p

p p
−

− − 
−       −  −  −  − 

 

 −   −    
 −       

      

， 

若
1

! (mod )
2

p
r p

 −  
  

  
，則 

當
1

2

p
r

−
 時，取

1

2

p
x r

−
=  使得 2 2 ( 1)! 1 (mod )x r p p=  −  − 。 

當
1

2

p
r

−
 時，取

1 1

2 2

p p
x p r p

− +
= −  − = 使得 2 2 ( 1)! 1 (mod )x r p p  −  − 。 

上述可知存在一整數 x 且
1

0 | |
2

p
x

−
  使得 2 21 0 (mod )x p+   (此 x 稱為絕對最小剩 

餘)，故存在整數 0, ,x y m 使得 01 m p  且取 0m 為最小正整數使得 2 2

0x y m p+ = 。 

底下要證明 0 1m = 。 

令 0 1m  ，取正整數 ,e f 且 0| |,| |
2

m
e f  使得 0(mod )x e m 且 0(mod )y f m ，則 

2 2 2
2 2 0 0 00

2 2 2

m m m
e f

   
 +  + =   

   
且 2 2 2 2

0(mod )x y e f m+  + ，即存在正整數 1m 使得 

0
1 01

2

m
m m   且 2 2

1 0e f m m+ = ，故由婆羅摩笈多－斐波那契恆等式可知 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )
2 22 2 2 2

0 1 0m p m m x y e f ex fy ey fx= + + = + + − 。 

又 2 2

0 00 (mod )ex fy x y m p m+  +   且 00 (mod )ey fx xy yx m−  −  ，所以 

2 2

1

0 0

ex fy ey fx
m p

m m

   + −
+ =   

   
且 0

1 01
2

m
m m   ，與 0m 為最小正整數矛盾，故 0 1m = ， 
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     即 2 2x y p+ = 。因此， 2 2x y p+ = 有整數解若且唯若 1(mod 4)p  。              ■ 

 

【註】由上面證明給了啟發，提出一個演算法，此演算法可以協助檢查 2 2x sy p+ = 有整數解 

的存在性，演算法的步驟說明如下： 

1Step ：找到一整數 0 0 0, ,x y m 使得 01 m p  且 2 2

0 0 0x sy m p+ = 。 

2Step ：若有整數 , ,k k kx y m 使得1 km p  且 2 2

k k kx sy m p+ = ，且取正整數 ,k ke f 且 

       | |,| |
2

k
k k

m
e f  使得 (mod )k k kx e m 且 (mod )k k ky f m ，則 

       存在正整數 1km + 使得

2 2

1
gcd( , ) gcd( , )

k k k k k

k

k k k
k

kk k kk

e x sf y e y f x
s m p

e f e fm m
+

   + −
+ =   

    
， 

       令 1 1,k k k k k k k k
k k

k k

e x sf y e y f x
x y

m m
+ +

+ −
= = ，則 2 2

1 1 1k k kx sy m p+ + ++ = 。 

3Step ：重複操作 2Step ，若有正整數n使得 1nm = 或 4nm = ，此時就能保證存在 2 2x sy p+ =  

       或 2 2 4x sy p+ = 的整數解。 

    我們從數據發現操作有限次必得到 1nm = 或 4nm = ( 7s  才會發生)，按照上述步驟發現

1km + 一定比 km 小，未來要證明此性質。進一步將質數 p 在整數環 [ ]i 及 [ 2]− 、虛二次體

[ 3]− 的整數環中的質數 p 再細分種類，將兩個相同不可約元相乘的質數 p 稱為第 sI 類質

數及不可分解的質數 p 稱為第 sIII 類質數。 

【先備定理 5】( p 在整數環 [ ]i 中的分解性，Aleksander Skenderi [2]及參考文獻[13]) 

設 p 為質數，質數 p 則在整數環 [ ]i 中有以下三種情形： 

(i)
22 (1 )i i= − + 。(ii)存在兩個非相伴元的不可約 ', " [ ]p p i 使得 ' "p p p= ，此時 p 為 

1(mod 4)p  型的質數。(iii) p 為在 [ ]i 中不可分解，此時 p 為 3 (mod 4)p  型的質數。 

【證明】(i)由於 22 (1 )(1 ) (1 )i ii i−= + + = + ，所以 22 (1 )ii−= + 。 

    (ii)由引理 1 知 2 2x y p+ = 有整數解的充要條件為 1(mod 4)p  。 
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又 2 2 ( )( )x y x yi x yi p+ = + − = ，其中 ,x y 為非零的整數，所以 ,x yi x yi+ − 為非相伴元的 

不可約，此時 p 為 1(mod 4)p  型的質數。 

(iii)由(ii)的證明可知若 p 不為 1(mod 4)p  型的質數，則 p 為在整數環 [ ]i 中不可分 

解，此時 p 為 3 (mod 4)p  型的質數。                                        ■ 

 

    仿照先備定理 5 可證明先備定理 6 及先備定理 7。 

【先備定理 6】( p 在整數環 [ 2]− 中的分解性，Aleksander Skenderi [2]及 David A. Cox[3]) 

設 p 為質數，質數 p 則在整數環 [ 2]− 中有以下三種情形： 

(i) 22 ( 2 )i= − 。(ii)存在兩個非相伴元的不可約 ', " [ 2]p p  − 使得 ' "p p p= ，此時 p 為 

1(mod 8)p  型或 3 (mod 8)p  型的質數。(iii) p 為在整數環 [ 2]− 中不可分解，此時 

p 為 5 (mod 8)p  型或 7 (mod 8)p  型的質數。 

【先備定理 7】( p 在虛二次體 [ 3]− 的整數環中的分解性，Aleksander Skenderi [2]) 

設 p 為質數，質數 p 則在虛二次體 [ 3]− 的整數環中有三種情形： 

(i) 23 ( 3 )i= − 。(ii)存在兩個非相伴元的不可約 ', " [ 3]p p  − 使得 ' "p p p= ，此時 p 為 

1(mod 6)p  型的質數。(iii) p 為在 [ 3]− 的整數環中不可分解，此時 p 為2 或 

5 (mod 6)p  型的質數。 

 

    (二)質數 p 在虛二次體 [ ] ( 7)s s−  的整數環中的分解性 

    底下探討當質數 p 在虛二次體 [ ] ( 7)s s−  的整數環中的分解性是否如 1,2,3s = 中僅分 

成三類呢？以 11s = 為例來說明：考慮 2 211x y p+ = 有整數解，若考慮 1,3,5,9,15 (mod 22)p   

型的質數，發現並非所有 1,3,5,9,15 (mod 22)p  型的質數使得 2 211x y p+ = 有整數解，注意 

到當 23,31,37,59,67,71,89p = 時， 2 211x y p+ = 無整數解，進一步發現： 
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(i)取 1, 2x y= = 代入 2 23 2 4x xy y+ + 就可求得23，所以23為 2 23 2 4x xy y+ + 型的質數。 

可由 2 211 234x y+ =  整數解為 ( 9 1, )  中得到
11 11

23
2 2

9 1 9 1i i  +  − 
=     
  

。 

(ii)取 3, 2x y= = − 代入 2 23 2 4x xy y+ + 就可求得31，所以31為 2 23 2 4x xy y+ + 型的質數。 

可由 2 211 314x y+ =  整數解為 ( 5 3, )  中得到
11 11

3
2

5 3 5
1

2

3i i  + −
=     
  

。 

    從上述例子可猜測特定二次型 2 2ax bxy cy+ + 的質數 p 會使得 2 2x sy p+ = 無整數解，並 

且此質數 p 可表示為
' ' ' '

2 2

x y si x y si  + −
    
  

，底下將會證明上述猜測的結果。為了更進一 

步瞭解，查閱文獻發現 Aleksander Skenderi [2]中定理 2.21 及 David A. Cox[3]中 p25，告訴我 

們二次剩餘與二次型 2 2ax bxy cy+ + 的質數之關係，其中 , ,a b c為整數。 

【定義 9】(二次型 2 2ax bxy cy+ + 的判別式及 reduced) 

給定二次型 2 2 ( , , )ax bxy cy a b c+ +  ，(i)設 2 2( , )f x y ax bxy cy= + + ，則稱 2 4b ac− 為 ( , )f x y  

的判別式，記作D。(ii)設 , ,a b c滿足gcd( , , ) 1a b c = ，滿足 | |b a c  ，並且當 | |b a= 或a c=  

時， 0b  ，則稱為 reduced。 

【先備定理 8】(二次型質數 p 可表為二次型 2 2ax bxy cy+ + 的性質，Aleksander Skenderi [2]) 

設 0,1 (mod 4)D  且 D為負整數，若 p 為奇質數，則 1
D

p

 
= 

 
若且唯若質數 p 可表為二次型 

2 2ax bxy cy+ + ，其中此二次型 2 2ax bxy cy+ + 為 reduced 且判別式D 為 2 4b ac− 。 

    底下利用先備定理 8 來證明引理 2。 

【引理 2】(在 s− 為模 p 的二次剩餘下，二次型質數 p 的種類，Aleksander Skenderi [2]) 

給定 3,7,11,19,43,67,163s = ，設 p 為奇質數，若 1
s

p

 −
= 

 
，則 

當 3,7s = 時，質數 p 可表為二次型 2 2x sy+ 。 

當 11s = 時，質數 p 可表為二次型 2 211x y+ 或 2 23 2 4x xy y+ + 。 
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當 19s = 時，質數 p 可表為二次型 2 219x y+ 或 2 24 2 5x xy y+ + 。 

當 43s = 時，質數 p 可表為二次型 2 243x y+ 或 2 24 2 11x xy y+ + 。 

當 67s = 時，質數 p 可表為二次型 2 267x y+ 或 2 24 2 17x xy y+ + 。 

當 163s = 時，質數 p 可表為二次型 2 2163x y+ 或 2 24 2 41x xy y+ + 。 

【證明】令 4 0 (mod 4)D s= −  ，因為

2 21 1
2

4

2

8
4 2

( 1) ( 1) 1
p p

D s s s s s

p p p p p p p

− −
             − − − − −

= = = − = − = =             
             

，所以 

    由先備定理 8 可知質數 p 可表為二次型 2 2ax bxy cy+ + ，其中二次型 2 2ax bxy cy+ + 為 

    reduced。 

    由於 D = 2 4 4b ac s− = − ，所以
2 4

4

b s
ac

+
= 。又 | |b a c  ，推得 

    
2 24 4 4( ) 4( )b ac s ac s b s= − = −  − ，化簡為 2 4

3

s
b  ，其中 3,7,11,19,43,67,163s = 。   (3) 

    (i)當 0b = 時，(3)式顯然成立，代入 2 4 4b ac s− = − ，推得ac s= 。又 s 為質數且 ,a c 必須 

    滿足 | |b a c  ，所以 1a = 且c s= ，故質數 p 為二次型 2 2x sy+ 的質數。 

    底下將滿足 | | 1b  分為奇數與偶數來討論，注意求得 ,a c 必須滿足三個條件： 

    ,a c 、gcd( , , ) 1a b c = 及 | |b a c                     (4) 

    (ii)當b 為滿足(3)式的奇數時，因為
2 4

4

b s
ac

+
= 且 s 為質數，所以4 | 2( 4 )b s+ ，得到 

    ac ，但 ,a c ，所以這種情況不合。 

    (iii)當b 為滿足(3)式的偶數時，因為
2 4

4

b s
ac

+
= 且 s 為質數，所以 24|( 4 )b s+ ，此時滿足 

    ,a c 。又 2 2 2 2( ) ( )ax b b yxy cy ax yx c− + +− −= + ，所以二次型 2 2ax bxy cy− + 的質數同 

    於二次型 2 2ax bxy cy+ + 的質數，故底下以 0b  來討論 3,7,11,19,43,67,163s = 的情況： 

    ①當 2b = 時，由 2 4 4b ac s= − 可得 1ac s= + 。 

    考慮 3s = ，則 1 431ac s= + = + = ，推得 ,a c 的正整數解中均不滿足(4)式中的條件，所以 

      這種情況不合。 
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    考慮 7s = ，則 1 871ac s= + = + = ，推得 ,a c 的正整數解中均不滿足(4)式的條件，所以 

      這種情況不合。 

    考慮 11s = ， 2111 1 1ac s= + = + = ，推得 ,a c 的正整數解中僅有 3a = 且 4c = 滿足(4)式的 

      條件，所以質數 p 可表為二次型 2 23 2 4x xy y+ + 。 

    考慮 19s = ， 0191 1 2ac s= + = + = ，推得 ,a c 的正整數解中僅有 4a = 且 5c = 滿足(4)式的 

      條件，所以質數 p 可表為二次型 2 24 2 5x xy y+ + 。 

    考慮 43s = ， 4431 1 4ac s= + = + = ，推得 ,a c 的正整數解中僅有 4a = 且 11c = 滿足(4)式 

      的條件，所以質數 p 可表為二次型 2 24 2 11x xy y+ + 。 

    考慮 67s = ， 8671 1 6ac s= + = + = ，推得 ,a c 的正整數解中僅有 4a = 且 17c = 滿足(4)式 

      的條件，所以質數 p 可表為二次型 2 24 2 17x xy y+ + 。 

    考慮 163s = ， 41631 1 16ac s= + = + = ，推得 ,a c 的正整數解中僅有 4a = 且 41c = 滿足(4) 

式的條件，所以質數 p 可表為二次型 2 24 2 41x xy y+ + 。 

    ②當 ( 4)b  的偶數時，(3)式推得 2 4
16

3

s
b  ，顯然 3,7,11s = 不滿足上述不等式，所以 

    底下僅探討 19,43,67,163s = 的情況。 

    考慮 19s = ，代入(3)式得 2 76
16

3
b  ，求得 4b = 、5。由 2 4 4b ac s= − 且 ,a c 可得 

    23ac = ，推得 ,a c 的正整數解中均不滿足(4)式的條件，所以這種情況不合。 

    考慮 43s = ，代入(3)式得 2 172
16

3
b  ，求得 4b = 、5、6 或7 。由 2 4 4b ac s= − 且 

,a c 可得 47ac = 或 52ac = ，推得 ,a c 的正整數解中均不滿足(4)式的條件，所以這 

種情況不合。 

考慮 67s = ，代入(3)式得 2 268
16

3
b  ，求得 4b = 、5、6 、7 、8或9。 

  由 2 4 4b ac s= − 且 ,a c 可得 71ac = 或 76ac = 或 83ac = ，推得 ,a c 的正整數解中均不 

滿足(4)式的條件，所以這種情況不合。 

    考慮 163s = ，代入(3)式得 2 652
16

3
b  ，求得 4,5,6, ,14b = 。由 2 4 4b ac s= − 且 
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,a c 可得 167ac = 或 172ac = 或 179ac = 或 188ac = 或 199ac = 或 212ac = ，推得 ,a c  

的正整數解中均不滿足(4)式的條件，所以這種情況不合。 

    由以上討論故得證。                                                        ■ 

 

    由引理 2 知當 11s  時，在 s− 為模 p 的二次剩餘下，質數 p 有二種：一是 2 2x sy+ 型的 

質數 p ：由於 2 2 ( )( )x sy x y si x y si+ = + − ，所以此質數 p 為兩個非相伴元的不可約相乘， 

型如 ( )( )p x y si x y si= + − ，其中 ,x y為整數，稱此質數 p 為第 sII 類質數。二是二次型 

2 2ax bxy cy+ + 的質數 p ，底下要推導 p 為
' ' ' '

2 2

x y si x y si  + −
    
  

型的質數，其中 ', 'x y 為奇 

數，稱此質數 p 為第 sIV 類質數。 

【引理 3】(奇質數 p 為引理 2 中提到的二次型性質，Aleksander Skenderi [2]) 

給定 11,19,43,67,163s = ，若奇質數 p 為引理 2 中提到的二次型，則 

p 為
' ' ' '

2 2

x y si x y si  + −
    
  

型的質數，其中 ', 'x y 為奇數。 

【證明】(i)當 11s = 時，由引理 2 可知 p 為二次型 2 23 2 4x xy y+ + 的質數，其中 ,x y 為奇數。 

   因為 2 2 2 24 4(3 2 4 ) 11 ( 4 )p x xy y x x y= + + = + + ，令 ' 4 , 'x x y y x= + = ，則 

    
2 2( ') 11( ') 4x y p+ = ，即

2 2
' '

2 2
11

x y
p

   
+ =   

   
，故 p 為

' ' ' '

2 2

x y si x y si  + −
    
  

型的質數。 

    底下要證明 ', 'x y 為奇數。 

    因為 1(mod 2)p  且 2 223 2 4 (mod 2)p x xy y x= + +  ，所以 2 (mod 2)1x  ，故 x 為奇數。 

    又 ' 4 , 'x x y y x= + = ，因此， ', 'x y 為奇數。 

    (ii)仿照(i)可證明，當 19,43,67,163s = 時，由引理 2 可知 p 為二次型 2 24 2x xy ty+ + 的質 

    數，其中 5,11,17,41t = 。因為 2 2 2 24 4(4 2 ) (4 )p x xy ty sx y y= + + = + + ， 
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    令 ' 4 , 'x x y y y= + = ，則 2 2( ') ( ') 4x y ps+ = ，即
2 2

' '

2 2

x y
ps

   
+ =   

   
，故 p 為 

' ' ' '

2 2

x y si x y si  + −
    
  

型的質數。 

    底下要證明 ', 'x y 為奇數。 

    因為 1(mod 2)p  且 2 224 2 (mod 2)p x xy ty y= + +  ，所以 2 (mod 2)1y  ，故 y 為奇數。 

    又 ' 4 , 'x x y y y= + = ，因此， ', 'x y 為奇數。                                    ■ 

 

    前面提到第 ( 11)sIV s  類奇質數 p 為
' ' ' '

2 2

x y si x y si  + −
    
  

型的質數，其中 ', 'x y 為奇 

數。發現
1 7 1 7

2
2 2

i i  + −
=     
  

，即在虛二次體 [ 7]− 的整數環中存在第 7IV 類偶質數2 ， 

底下就來證明。 

【性質 2】(在虛二次體 [ 7]− 的整數環中第 7IV 類的質數)  

設 p 為在虛二次體 [ 7]− 的整數環中第 7IV 類質數，則 2p = 。 

【證明】由引理 2 可知在虛二次體 [ 7]− 的整數環中不存在第 7IV 類的奇質數。 

    底下要證明在虛二次體 [ 7]− 的整數環中是否存在第 7IV 類的偶質數2 。 

    令
' ' 7 ' ' 7

2 2

x y i x y i
p

  + −
=     
  

，其中 ', 'x y 為整數，則 2 2( ') 7( ') 4x y p+ = 。 

    (i)當 ', 'x y 為偶數時，
' ' 7 ' ' 7

[ 7]
2 2

x y i x y i  + −
 −    

  
，所以 p 不是第 7IV 類質數。 

    (ii)當 'x 為偶數及 'y 為奇數時，因為 2( ') 0,4 (mod 8)x  且 2( ') 1 (mod 8)y  ，所以 

    2 2( ') 7( ') 3,7 (mod 8)x y+  ，但 4 0,4 (mod 8)p  ，故此種情況不合。 

    (iii)當 'x 為奇數及 'y 為偶數時，因為 2( ') 1 (mod 8)x  且 2( ') 0,4 (mod 8)y  ，所以 
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    2 2( ') 7( ') 1,5 (mod 8)x y+  ，但4 0,4 (mod 8)p  ，故此種情況不合。 

    (iv)當 ', 'x y 為奇數時，因為 2 2( ') , ( ') 1 (mod 8)x y  ，所以 

2 24 ( ') 7( ') 1 7 0 (mod 8)p x y= +  +  ，推得 0 (mod 2)p  ，但 p 為質數，因此， 2p = 。 

                             ■ 

    綜合前面的探討：質數 p 在虛二次體 [ ]s− 的整數環中的分解性可區分成二種： 

當 1,2,3s = 時，分解性分成三類，而當 7s  時，分解性分成四類，參見引理 4。 

【引理 4】( p 在虛二次體 [ ] ( 7)s s−  的整數環中的分解性，Aleksander Skenderi [2]) 

設 p 為質數，質數 p 則在虛二次體 [ ]s− 的整數環中有四種情形： 

(i)第 sI 類質數 p ： 2( )s si= − 。 

(ii)第 sII 類質數 p ：存在兩個非相伴元的不可約元相乘：型如 ( )( )p x y si x y si= + − ，其中 

,x y為整數。 

(iii)第 sIII 類質數 p ： p 為在虛二次體 [ ]s− 的整數環中不可分解。 

(iv)第 sIV 類質數 p ：存在兩個非相伴元的不可約相乘：型如
' ' ' '

2 2

x y si x y si
p

  + −
=     
  

，其 

中 ', 'x y 為奇數。 

三、計數圓及橢圓 2 2: ( 1,2,3)s x sy m s + = = 上格子點個數 

    第二章已探討 p 在虛二次體 [ ]s− 的整數環中的分解性分類有二種：三類( 1,2,3s = ) 

及四類( 7s  )，為了區分每一類質數，除了當 1s = 時第 sI 類質數為2 之外，其餘黑格納數 

時第 sI 類質數為 s 、以 p 代表第 sII 類質數、以 r 代表第 sIII 類質數及以q 代表第 sIV 類質數， 

由以上分類可將m 的不可約元分解分成三種：對於非負整數 , ,j  k 及偶數 ， 

(i)當 1s = 時，m 的不可約元分解為
1 1

2 j

v

j

j

p r 




= =

   。 
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(ii)當 2,3s = 時，m 的不可約元分解為
1 1

j

v

j

j

s p r 




= =

   。 

(iii)當 1,2,3s  時，m 的不可約元分解為
1 1 1

j k

v n

j k

j k

s p r q 




= = =

     。 

    若選定代表元
' ' ' '

' " ' "1 ( ), , , ,
2 2

k k k k
j j j j j j k k

a b si a b si
i si p a b i p a b i q q

+ −
+ = + = − = =或   

(1 j v  、 ,j ja b 為正整數且1 k n  、 ' ',k ka b 為正奇數) 後，可得到橢圓 2 2:s x sy m + = 中m  

的唯一表示法，分成三種： 

(i)當 1s = 時，m 的唯一表示法為 

( )2 ' "

1 1

1( ( ))
j

v

j j

j

i p pi r 






= =

  +−   ，其中 ( )i − 為可逆元素。                 (5) 

(ii)當 2,3s = 時，m 的唯一表示法為 

( )2 ' "

1 1

( (1) )
j

v

j j

j

i p ps r 





= =

  −   ，其中 ( 1)− 為可逆元素。                 (6) 

(iii)當 1,2,3s  時，m 的唯一表示法為 

( ) ( )2 ' " ' "

1 1 1

( )( 1)
j k

v n

j j k k

j k

si p p r q q







= = =

  −     ，其中 ( 1)− 為可逆元素。      (7) 

    因為 2 2 ( )( )x sy x y si x y si+ = + − ，所以可由m 的唯一表示法推導 x y si+ 與 x y si−  

可能的唯一表示法，又 x y si+ 的選擇對應橢圓 s 上的整數解，因此， x y si+ 可能的唯一 

表示法選擇個數相當於橢圓 s 上的格子點個數。值得一提，取 為偶數的原因是 r 為在虛 

二次體 [ ]s− 的整數環中不可分解，若要考慮橢圓 s 上存在格子點，僅能將 r  平均分配給 

x y si+ 與 x y si− ，故 為奇數時，橢圓 s 上不存在格子點。這章探討 1,2,3s = 的情況。 

    (一)計數圓 2 2

1 : x y m + = 上的格子點個數 

    底下要利用唯一表示法來計數圓 2 2

1 : x y m + = 上的格子點個數，舉例說明： 

例如：計數圓 2 2 3 5 2

1 : 2 5 7x y + =   上的格子點個數。 

【解法】因為 22 (1 )(1 ) (1 )i i i i= + − = − + 為第 1I 類質數、5 (1 2 )(1 2 )i i= + − 為第 1II 類質數及7 為第 
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    1III 類質數，當選擇代表元1 , ' 1 2 , " 1 2i p i p i+ = + = − 時， 3 5 22 5 7  的唯一表示法為 

6 2 53 6 5 25 5 7( ) (1 ) (1 )( ') ( ") ( ') ( ") 7i i p p pi i p− + = + ，其中 i 為可逆元素。 

    因為 2 2 ( )( )x y x yi x yi+ = + − ，由 25 56 ( ')) 7( )1 ( "i pi p+  推導出 x yi+ 可能的唯一表示法 

選擇為 ( ) ( )
53(1 ) ' " 7

t t
u i p p

− +   
 

，其中 0,1,2,3,4,5t = ，並且可逆元素u 為 1, i  ，所 

以 t 值選擇共有5 1+ 個且可逆元素u 選擇有4 個，故 x yi+ 可能的唯一表示法選擇個數為 

4 26 4 = ，因此，圓 2 2 3 5 2

1 : 2 5 7x y + =   上格子點個數為 24。               □ 

 

定理 1 的結果在參考文獻[5]中 Corollary 4 已經證明，同樣是利用唯一分解定理來作證

明，此文獻中 Corollary 4 告訴我們：對於橢圓 2 2:s x sy m + = ，當質數 s 為2 或 1(mod 4)s 

型的質數時，計數橢圓上的格子點個數可以以連乘積形式來表示，但考慮質數 s 為

3 (mod 4)s  型的質數時，卻沒有明確說明。本作品探討 s 為黑格納數，除了文獻已探討的

1,2,3s = 的情況外，其餘均為 3 (mod 4)s  的情況，在此條件下的 s 是否橢圓 2 2:s x sy m + =

上的格子點個數均能以連乘積形式來表示呢？本作品即將給予解答。底下定理 1 的證明雖是

已知證明，卻可以提供推廣 3s  時，計數 2 2x sy m+ = 上的格子點個數的證明想法。 

【定理 1】(計數圓 2 2

1 : x y m + = 上的格子點個數，J.Cilleruelo and A.C´ordoba[5]) 

設圓 2 2

1

1 1

: 2 j

v

j

j

x y p r 




= =

 + =    ，其中 2 、 jp 、 r 分別為第 1I 、 1II 、 1III 類的質數， 

並且 , j  為非負整數及 為偶數，則圓 1 上的格子點個數為 ( )
1

4 1
v

j

j


=

+ 。 

【證明】
1 1

2 j

v

j

j

p r 




= =

   的唯一表示法為(5)式，考慮由 

    ( )2 ' "

1 1

1( ( ))
j

v

j j

j

i i p p r 





= =

 +  −   推導 x yi+ 可能的唯一表示法選擇，因為 

    ( )2 ' "

1 1

(1 ) , , [ ]
j

v

j j

j

i p p r i






= =

+   ，但 2 2 ( )( )x y x yi x yi+ = + − ，並且 ,x yi x yi+ − 為共軛複 
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    數，所以第 1I 類質數及第 1III 類質數皆採平均分配給 x yi+ 與 x yi− ，選擇僅有1個，而 

    考慮第 1II 類質數
jp 時， ( ) ( )' "

1

[ ]
j j j

v
h h

j j

j

p p i
 −

=

  
   若且唯若 0,1,2,3, ,j jh = ，推得 

    x yi+ 可能的唯一表示法選擇為 ( ) ( )' " 2

1 1

(1 )
j j j

v
h h

j j

j

u i p p r





−

= =

 +   
    ，並且可逆元素u  

    為 1, i  ，所以 jh 值選擇共有 ( )
1

1
v

j

j


=

+ 個，且u 選擇有4 個，故 x yi+ 可能的唯一表示 

    法選擇個數為 ( )
1

4 1
v

j

j


=

+ ，因此，圓 1 上格子點個數為 ( )
1

4 1
v

j

j


=

+ 。             ■ 

    (二)計數橢圓 2 2

2 : 2x y m + = 上的格子點個數 

    同樣利用唯一表示法來計數橢圓 2 2

2 : 2x y m + = 上的格子點個數。 

【定理 2】(計數橢圓 2 上的格子點個數，J.Cilleruelo and A.C´ordoba[5]) 

設橢圓 2 2

2

1 1

: 2 2 j

v

j

j

x y p r 




= =

 + =    ，其中 2 、 jp 、 r 分別為第 2I 、 2II 、 2III 類的質

數，並且 , j  為非負整數及 為偶數，則橢圓 2 上格子點個數為 ( )
1

2 1
v

j

j


=

+ 。 

【證明】仿照定理 1 來證明，由(6)式可得 2x y i+ 可能的唯一表示法選擇為 

( ) ( )' " 2

1 1

( 2 )
j j j

v
h h

j j

j

u i p p r





−

= =

   
    ，其中 0,1,2, , (1 )j jh j v=   。 

    注意第 2I 類質數及第 2III 類質數採平均分配給 2x y i+ 與 2x y i− ，所以選擇僅有1個， 

    而第 2II 類質數 jp 時， ( ) ( )' "

1

[ 2]
j j j

v
h h

j j

j

p p
 −

=

   −
   若且唯若 0,1,2,3, ,j jh = ，推得 

    jh 值選擇共有 ( )
1

1
v

j

j


=

+ 個且可逆元素u 選擇有 2 個( 1u =  )，故 2x y i+ 可能的唯一表 

    示法選擇個數為 ( )
1

2 1
v

j

j


=

+ ，因此，橢圓 2 上格子點個數為 ( )
1

2 1
v

j

j


=

+ 。        ■ 
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    (三)計數橢圓 2 2

3 : 3x y m + = 上的格子點個數 

    同樣利用唯一表示法來計數橢圓 2 2

3 : 3x y m + = 上的格子點個數。 

【定理 3】(計數橢圓 3 上的格子點個數) 

設橢圓 2 2

3

1 1

: 3 3 j

v

j

j

x y p r 




= =

 + =    ，其中3、 jp 、 r 分別為第 3I 、 3II 、 3III 類的質數 

，並且 , j  為非負整數及 為偶數，則(i)當 2 (1 )r    時，橢圓 3 上格子點個數為

( )
1

2 1
v

j

j


=

+ 。(ii)當
1 2r = 時，橢圓 3 上格子點個數為 ( )

1

6 1
v

j

j


=

+ 。 

【證明】仿照定理 1 來證明，由(7)式可得 3x y i+ 可能的唯一表示法選擇為 

( ) ( )' " 2

1 1

( 3 )
j j j

v
h h

j j

j

u i p p r





−

= =

   
    ，其中 0,1,2, , (1 )j jh j v=   。 

    注意第 3I 類質數及第 3III 類質數採平均分配給 3x y i+ 與 3x y i− ，所以選擇僅有1個， 

    而第 3II 類質數 jp 時， ( ) ( )' "

1

[ 3]
j j j

v
h h

j j

j

p p
 −

=

   −
   若且唯若 0,1,2,3, ,j jh = ，又 jh  

    值選擇共有 ( )
1

1
v

j

j


=

+ 個，且可逆元素u 選擇有兩種情況，令其選擇有  個，所以 

    3x y i+ 可能的唯一表示法選擇個數為 ( )
1

1
v

j

j

 
=

+ 。 

由先備定理 3 可知在 [ 3]− 的整數環中的可逆元素為
1 3

1,
2

i 
 等6 個。注意2 為第 

3III 類的質數，當
1 2r = 時，因為

1 2r = 乘以
1 3

2

i 
使得在 [ 3]− 中，此時 6 = ， 

故(i)當 2 (1 )r    時，可逆元素的選擇為 2 = ，因此，橢圓 3 上格子點個數為 

( )
1

2 1
v

j

j


=

+ 。(ii)當
1 2r = 時，可逆元素的選擇為 6 = ，因此，橢圓 3 上格子點個數為 

( )
1

6 1
v

j

j


=

+ 。                                                             ■ 
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【註】J.Cilleruelo and A.C´ordoba [5]有提到定理 3 中 2r = 的結果： ( )
1

6 1
v

j

j


=

+ ，僅寫出式 

子並未詳細說明，而 2r  的情況沒有寫出具體式子，這兩種情況在定理 3 都給予討論並且 

證明。 

 

四、計數橢圓 2 2

7 : 7x y m + = 上格子點個數 

    由性質 2 可知在 7s = 中的第 7IV 類質數僅為2 ，其餘 11,19,43,67,163s = 中的第 sIV 類質 

數不僅只有一個質數且皆為奇質數。本作品由第 sIV 類質數為奇質數或偶質數分成二章來探 

討，這章探討 7s = 的情況，第五章探討 11,19,43,67,163s = 的情況。在計數上困難點是在第 

7IV 類質數 2，所以先探討第 7IV 類質數2 的性質，參見引理 5~7，再利用引理 5~7 來協助計 

數橢圓 2 2

7 : 7x y m + = 上的格子點個數。 

    令 2 ' "q q= ，則
1 7

'
2

i
q

+
= 且

1 7
"

2

i
q

−
= 。先觀察 ( )

1 1 7
'

2

i
q

+
= 、 ( )

2 3 7
'

2

i
q

− +
= 、

( )
3 5 7

'
2

i
q

− −
= 、( )

4 1 3 7
'

2

i
q

−
= 、( )

5 11 7
'

2

i
q

−
= 、( )

6 9 5 7
'

2

i
q

+
= 、 等等，可猜測對於所

有正整數  ， ( )'q

均為

' ' 7

2

a b i +
  
 

型的複數，其中 ', 'a b 為奇數。 

    令 ( )
71 7

' = =
2 2

a b ii
q



  
  ++
  
 

，其中  為正整數且 ,a b  為實數，則可觀察到三個性質： 

(i)數列 a 滿足 1 2 1 21, 3, 2 ( 3)a a a a a   − −= = − = −  的數列。 

(ii)數列 b 滿足 1 2 1 21, 1, 2 ( 3)b b b b b   − −= = = −  的數列。 

(iii) ,a b  模 4同餘，即餘數皆為 1 或 3。 

底下就來證明上述(i)、(ii)及(iii)。 

【引理 5】({ },{ }a b  為遞迴數列且 ,a b  的同餘性質) 
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設
1 7

'
2

i
q

+
= ，令 ( )

7
'

2

a b i
q

  +
= ，其中 為正整數且 ,a b  為實數，則 

(i)數列 a 滿足 1 2 1 21, 3, 2 ( 3)a a a a a   − −= = − = −  的數列。 

(ii)數列 b 滿足 1 2 1 21, 1, 2 ( 3)b b b b b   − −= = = −  的數列。(iii) ,a b  為奇數且模4 同餘。 

【證明】當 1 = 時， ( )
1 1 7

'
2

i
q

+
= ，所以 1 1 1a b= = 。 

    當 2 = 時， ( )
2 3 7

'
2

i
q

− +
= ，所以 2 23, 1a b= − = 。 

    對於所有正整數 k ，令 ( )
7

'
2

k k ka b i
q

+
= ，其中 ,k ka b 為整數，則 

    ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1 1 1 17 ( 7 ) ( ) 71 7

' ' '
2 2 4

k k k k k k k ka b i a b a b ii
q q q

− − − − − − −
  + − + ++

= = =    
  

，推得 

    1 12 7k k ka a b− −= − ①且 1 12 k k kb a b− −= + ②，解①②的聯立方程組可得 

    (i) ①式移項可知 1 17 2k k kb a a− −= − ，得到 1
1

2

7

k k
k

a a
b −

−

−
= ，可得 12

7

k k
k

a a
b +−
= 。 

    代入②式得到 1 1
1

2 2
2

7 7

k k k k
k

a a a a
a+ −

−

− −   
= +   

   
，化簡得到 1 12k k ka a a+ −= − 。 

    (ii) ②式移項可知 1 12k k ka b b− −= − ，可得 12k k ka b b+= − 。 

    代入①式得到 1 1 12(2 ) (2 ) 7k k k k kb b b b b+ − −− = − − ，化簡得到 1 12k k kb b b+ −= − 。 

    因此，數列 a 滿足 1 2 1 21, 3, 2 ( 3)a a a a a   − −= = − = −  的數列。 

數列 b 滿足 1 2 1 21, 1, 2 ( 3)b b b b b   − −= = = −  的數列。 

(iii)由(i)及(ii)可知 1 2 1 21, 3, 2a a a a a  − −= = − = − 且 1 2 1 21, 1, 2 ( 3)b b b b b   − −= = = −  。 

因為初始條件 1 2 1 2, , ,a a b b 皆為奇數，所以代入遞迴關係後得到每一項必為奇數，即a 及 

b 必為奇數。底下利用數學歸納法證明 ,a b  模 4 同餘。 

    當 1 = 時，因為 ( )
1 1 7

'
2

i
q

+
= ，所以 1 1 (mod 4)a b ，故 1 1,a b 模4 同餘。 

    設 k  時 ,a b  模 4 同餘，得到 (mod 4)k ka b 且 1 1 (mod 4)k ka b− − 。 
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    則 1k = + 時，由(i)及(ii)的遞迴關係可知 1 1 1 12 2 (mod 4)k k k k k ka a a b b b+ − − + −  −  。 

    所以 1 1,k ka b+ + 模 4同餘。 

    因此，由數學歸納法可得對於正整數 ， ,a b  模4 同餘。                       ■ 

 

    由引理 5 可知 ( )
7

'
2

a b i
q

  +
= ，其中 ,a b  模 4 同餘，進一步要探討給定非負整數

0,1,2, ,t = ， t 為何值時使得 ( ) ( )' " [ 7]
t t

q q
 −

 − 呢？ 

【引理 6】( ( ) ( )' " [ 7]
t t

q q
 −

  − 的充要條件) 

設
1 7

'
2

i
q

+
= 且

1 7
"

2

i
q

−
= ，則(i)對於所有正整數 ， ( )'q


與 ( )" [ 7]q


 − 。 

(ii)給定非負整數 0,1,2, ,t = ， ( ) ( )' " [ 7]
t t

q q
 −

  − 若且唯若 1,2,3, , 1t = − 。 

【證明】(i)由引理 5 可知對於所有正整數  ， ( )'q

為

7

2

a b i 
 +
 
 
 

型的複數，其中 ,a b  為 

    奇數且模 4同餘，推得 ( )'q


[ 7] − 。 

    又 " 'q q= ，所以 ( ) ( ) ( )
7 7

" ' ' =
2 2

a b i a b i
q q q

  
  + −

= = = ，故 ( )" [ 7]q

 − 。 

    (ii)由於 ', "q q 在(i)中有相同性質，不失一般性令 t t − ， ( ) ( )' "
t t

q q
 −

可拆解為 

    ( ) ( )
2

"' "
t t

qq q
 −

。又 ' " 2q q = 且由引理 5 及(i)可知 ( )
2

"
t

q
 −

為
" " 7

2

a b i +
  
 

型的複數，其中 

    ", "a b 為奇數，所以 ( ) ( ) ( )2 1" " 7
" 2 2' " " 7

2
" t tt t a b i

q a b iq q
 −−  +

=  = +  
 

，又0 t   ， 

    推得 1 0t −  ，故 ( ) ( )' " [ 7]
t t

q q
 −

 − 。因此，上述(i)與(ii)討論可知 

    給定非負整數 0,1,2, ,t = ， ( ) ( )' " [ 7]
t t

q q
 −

  − 若且唯若 1,2,3, , 1t = − 。    ■ 

 

    注意底下性質 3 的結果對黑格納數 s 均成立，在此證明後，提供後面章節證明使用。 
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【性質 3】( ' , "p a b si p a b si= + = − 中 ,a b的性質) 

設 p 為奇數且 ' "p p p= ，若 'p a b si= + 且 "p a b si= − ，則 ,a b模2 不同餘。 

【證明】因為 2 2' " ( )( )p p p a b si a b si a bs= = + − = + ，又奇數 p 模2 餘 1，所以 

    2 2 1(mod 2)a bs+  ，又 1(mod 2)s  ，推得 2 2 2 21 (mod 2)a bs a b a b+   +  + ，因此， 

    ,a b模 2不同餘。                                                           ■ 

 

【引理 7】( ( ) ( ) ( ) ( )' "

1

' " [ 7]
j j j

v
h h t t

j j

j

p p q q
 − −

=

    − 的充要條件) 

設 jp 為奇質數且 ' "

j j jp p p= ，若 ' 7j j jp a b i= + 、 " 7j j jp a b i= − 且
1 7

'
2

i
q

+
= 、

1 7
"

2

i
q

−
=  

，其中1 j v  且 ,j ja b 為模2 不同餘，則給定 0,1,2, ,j jh = 且 0,1,2, ,t = ， 

( ) ( ) ( ) ( )' "

1

' " [ 7]
j j j

v
h h t t

j j

j

p p q q
 − −

=

    − 若且唯若 1,2,3, , 1t = − 。 

【證明】對於非負整數 0,1,2, ,j jh = (1 j v  )，令 ( ) ( )' "

1

7
j j j

v
h h

j j

j

p p c d i
 −

=

 = + ，則 

    ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' '" "'"7 7
j j j j j j j j

j j

h h h

jj jj

h

jpc pd i c d ppi p p p
   − −   + − =    = =

      
為奇數。 

    故由性質 3 可知 ,c d 為模 2 不同餘。 

    底下分兩種情況討論來證明： 

    ( ) ( ) ( )7 ' " [ 7]
t t

c d i q q
 − +   −

 
若且唯若 0,1,2, ,j jh = 且 1,2,3, , 1t = − 。 

    (i)當 1,2,3, , 1t = − 時，由引理 6 可知 ( ) ( )' " [ 7]
t t

q q
 −

  − ，又 7 [ 7]c d i+  − ， 

    所以 ( ) ( ) ( )7 ' " [ 7]
t t

c d i q q
 − +   −

 
。 

    (ii)當 1,2,3, , 1t  − 時， 0t = 或  ，即 ( ) ( )' "
t t

q q
 −

 為 ( )"q

或 ( )'q


。 

    由引理 5 可知 ( )'q

與 ( )" [ 7]q


 − ，並且若 ( )'q


為

7

2

a b i 
 +
 
 
 

型的複數，其中 

    ,a b  為奇數，則 ( )"q

為

7

2

a b i 
 −
 
 
 

型的複數。 
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    當 0t = 時， ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
7

7 ' " 7 " 7
2

t t a b i
c d i q q c d i q c d i

   −
 −

 +  = + = +  
   

 

 

                                    
( ) ( ) 7

2

7a c b d a d b c i   + + −
= 。 

    又 ,c d 為模 2不同餘且 ,a b  為奇數，所以 

    od 2)7 1(ma c b d c d +  +  且 1(mod 2)a d b c d c −  −  ，故 

    ( ) ( ) ( )7 ' " [ 7]
t t

c d i q q
 − +   −

 
。同理可證當 t = 時， 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
7

7 ' " 7 ' 7 [ 7]
2

t t a b i
c d i q q c d i q c d i

 −
 −

 +  = + = +  − 
   

 

。 

    因此，給定 0,1,2, , (1 )j jh j v=   且 0,1,2, ,t = ， 

    ( ) ( ) ( ) ( )' "

1

' " [ ]
j j j

v
h h t t

j j

j

p p q q s
 − −

=

    − 若且唯若 1,2,3, , 1t = − 。            ■ 

    底下利用唯一表示法來計數橢圓 2 2

7

1 1

: 7 7 2j

v

j

j

x y p r 


 

= =

 + =     上格子點個數，

分成兩種： 0 = 或 0  來討論。 

【定理 4】(計數橢圓 2 2

7

1 1

: 7 7 2j

v

j

j

x y p r 


 

= =

 + =     上的格子點個數) 

設橢圓 2 2

7

1 1

: 7 7 2j

v

j

j

x y p r 


 

= =

 + =     ，其中7 、 (1 )jp j v  、 (1 )r   、2 分別

為第 7I 、 7II 、 7III 、 7IV 類的質數，並且 , ,j   為非負整數及 為偶數，則 

(i)當 0 = 時，橢圓 7 上格子點個數為 ( )
1

2 1
v

j

j


=

+ 。 

(ii)當 0  時，橢圓 7 上格子點個數為 ( )
1

2( 11)
v

j

j

 
=

+−  。 

【證明】
1 1

7 2j

v

j

j

p r 


 

= =

    的唯一表示法為(7)式，考慮由 

    ( )2 ' "

1 1

( 7 ) ( ' ")
j

v

j j

j

u i p p r q q




 

= =

    推導 7x y i+ 可能的唯一表示法選擇，因為 

    ( )2 ' "

1 1

( 7 ) , , [ ]
j

v

j j

j

i p p r i






= =

  ，但 2 27 ( 7 )( 7 )x y x y i x y i+ = + − ，並且 
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7x y i+ 與 7x y i− 為共軛複數，所以第 7I 類質數及第 7III 類質數皆採平均分配給 

7x y i+ 與 7x y i− 。又由引理 7 可知 ( ) ( ) ( ) ( )' "

1

' " [ ]
j j j

v
h h t t

j j

j

p p q q s
 − −

=

    − 若且 

唯若 1,2,3, , 1t = − ，故 7x y i+ 可能的唯一表示法選擇為 

( ) ( ) ( ) ( )2' "

1 1

( 7 ) ' "
j j j

v
h h t t

j j

j

pu i p r q q


 
− −

= =

      ， 

    其中 0,1,2, , (1 )j jh j v=   且 1,2,3, , 1t = − ，推得平均分配選擇僅有1個、 jh 值選 

    擇共有 ( )
1

1
v

j

j


=

+ 個及 t 值選擇共有 1 − 個，並且可逆元素u 選擇有2 個，故 7x y i+ 可 

    能的唯一表示法選擇個數為 ( )
1

2( 11)
v

j

j

 
=

+−  。因此，(i)當 0 = 時，橢圓 7 上格子點 

個數為 ( )
1

2 1
v

j

j


=

+ 。(ii)當 0  時，橢圓 7 上格子點個數為 ( )
1

2( 11)
v

j

j

 
=

+−  。    ■ 

 

五、計數橢圓 2 2: ( 11)s x sy m s + =  上格子點個數 

    前二章是利用唯一表示法來計數圓或橢圓 2 2: ( 1,2,3,7)s x sy m s + = = 上格子點個數，這 

章要探討 11,19,43,67,163s = 的情況，注意到這五個數滿足 (mod 8)3s  的同餘性質，發現計 

數上呈現相同規律，底下橢圓 2 2:s x sy m + = 中 s 是指11,19,43,67,163。在計數上困難點仍 

是在第 sIV 類質數，所以先探討第 sIV 類質數 (1 )kq k n  的性質，參見引理 8~12，再利用 

引理 8~12 來協助計數橢圓 2 2:s x sy m + = 上的格子點個數。 

    (一)第 sIV 類質數 kq 的性質 

    令 ' "

k k kq q q= 且 ' ",
2 2

k k k k
k k

a b si a b si
q q

+ −
= = ，其中1 k n  且 ,k ka b 為奇數，底下要探討

給定非負整數 0,1,2, ,k kt = ， ( ) ( )' "

1

k k k
n

t t

k k

k

q q
 −

=

 有哪些類型的複數呢？先觀察 2n = 中

11s = 的情況，取 '

1 1

"

1
2

9 11 1
3

9 1
2

2

i
q q

i
q

−+
= = =   且 ' "

22 2

5 3 11

2

5 3 11
31

2

i
q q

i
q

+ −
= = =  ，
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考慮 1 21, 2 = = ， ( ) ( )
2

' "

1

k k kt t

k k

k

q q
 −

=

 有底下六種可能情形，可分成三種類型的複數： 

(i) ( )
2

' "

1 2 42 43 11q q i= − − 及 ( )
2

" '

1 2 42 43 11q q i= − + 為 ( )a b si+ 型的複數，其中 ,a b模2 不同

餘。(ii) ' ' "

1 2 2

279 31 11

2 2

i
q q q = + 及 ( )

2
' '

1 2

249 49 11

2 2

i
q q = − + 為

2

c d si +
  
 

型的複數，其中 ,c d 模4

同餘。(iii) " ' "

1 2 2

279 31 11

2 2

i
q q q = − 及 ( )

2
" "

1 2

249 49 11

2 2

i
q q = − − 為

2

c d si +
  
 

型的複數，其中 ,c d

模 4不同餘。上述例子可猜測：給定正整數n及非負整數 0,1,2, ,k kt = ，

( ) ( )' "

1

k k k
n

t t

k k

k

q q
 −

=

 可分為三種類型，記作 IW 、 IIW 及 IIIW ，定義為 

 , , 2IW w w a b si a b= = + 其中 模 不同餘 、 , , 4
2

II

c d si
W w w c d

 + 
= = 
  

其中奇數 模 同餘 、

, , 4
2

III

c d si
W w w c d

 + 
= = 
  

其中奇數 模 不同餘 。底下就來證明上述三種類型的複數兩兩相

乘也為三種類型的其中一類。 

【引理 8】( '

I Iw w 、 I IIw w 、 I IIIw w 、 '

II IIw w 、 II IIIw w 及 '

III IIIw w 的性質) 

給定 11,19,43,67,163s = ，設 ',I I Iw w W 、 ',II II IIw w W 且 ',III III IIIw w W ，則 

(i) '

I Iw w 及 II IIIw w 為 ( )' 'a b si+ 型的複數，其中 ', 'a b 模2 不同餘，即在 IW 中。 

(ii) '

II IIw w 及 I IIIw w 為
' '

2

e f si +
  
 

型的複數，其中奇數 ', 'e f 模4 不同餘，即在 IIIW 中。 

(iii) I IIw w 及 '

III IIIw w 為
' '

2

c d si +
  
 

型的複數，其中奇數 ', 'c d 模 4 同餘，即在 IIW 中。 

【證明】(i)①令 1 1I Iw a b si W= +  且 '

2 2I Iw a b si W= +  ，則 1 1,a b 與 2 2,a b 模2 不同餘，且 

'

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1( )( ) ( ) ( + )I Iw w a b si a b si a a b b a b a b sis= + + = − + 。 

    令 1 2 1 2 1 2 2 1( ) ( + ) ' 'a a b b a b a b is si a b s− + = + ，則 
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    ( )( ) 1 2 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 2 1' ' ' ' ( ) ( + ) ( ) ( + )a b si a b si a a b b a b a b si a a b b a b a b ss is   + − = − +  − −
   

 

                      2 2

1 2 1 2 1 2 2 1( ) ( + )a s sa b b a b a b= − + 為奇數。 

    由性質 3 可知 ', 'a b 為模 2 不同餘，故 '

I Iw w 在 IW 中。 

    ②令
2

II II

c d si
w W

+
=  且

2
III III

e f si
w W

+
=  ，則 (mod 4)cd  、 (mod 4)ef − 且 

( ) ( )

2 2 4

c d si e f si ce df cf ss de i  + + − + +
=    

  
。 

令 14c t d= + 及 24e t f= − ，其中 ,d f 為奇數及 1 2,t t 為整數，因為 (mod 8)3s  ，所以 

1 2 1 2 1 2(4 )(4 ) ( ) ( ) (mod 8)4 4c se df t d t f df t f t d df t f d dfs t− = + − −  − + − +−  且 

1 2 1 2(4 ) (4 ) ( ) (m4 od 8)cf de t d f d t f t f t d+ = + + −  + 。又 , (mod 2)1d f  ，所以 

1 2 1 2 (mod1 2)t f t d df t f t d +− +  + ，故 1 2 1 2,t f t d df t f t d− + + 模2 不同餘且4 | ce fsd− 且 

4 | cf de+ ，因此， II IIIw w 為 ( )' 'a b si+ 型的複數，即在 IW 中。 

    (ii)①令 1 1

2
II II

c d si
w W

+
=  且 ' 2 2

2
II II

c d si
w W

+
=  ，則 11 (mod 4)cd  、 22 (mod 4)cd   

    且 ' 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1( ) ( )

2 2 4
II II

c d si c d si c c d d c d c d si
w

s
w

  + + − + +
= =    
  

。 

又 (mod 4)3s  及 1 2,c c 為奇數，推得 1 2 1 2 1 2 1 1 22 (mod 4)3 22c c d d c c c cs c c −−  −  且 

11 2 2 1 1 2 12 2 (mod 4)2 2c d c d c c c cc c+  +   ，故 '

II IIw w 為
' '

2

e f si +
  
 

型的複數。 

    令 1 1 14c t d= + 及 2 2 24c t d= + ，其中 1 2,d d 為奇數、 1 2,t t 為整數，則 

    1 2 1 2 1 1 2 2 1 2
1 2 2 1 1 2

(4 )(4 )
' ( )

3
) (mod 4

2
2

2

c c d d t d t d d d
e t d t d d d

s− + + −
= =  + − ，並且 

    1 2 2 1 1 1
2

2 2 1
1 2 1 1

2
2

(4 ) (4 )
' (mod 4))2

2
(

2

c d c d t d d t d d
f t d t d d d+

+ + + +
=   + 。 

    又  1 2 2 1 1 2 2 1 11 2 22( )(' ( ) (mod 4')2)e t d t d td d d d d ft d− + + − + − − ，所以 ', 'e f 模4 不同 
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    餘且 ', 'e f 為奇數，因此， '

II IIw w 為
' '

2

e f si +
  
 

型的複數，即在 IIIW 中。 

    ②令 I Iw a b si W= +  、
2

III III

e f si
w W

+
=  ，則 ,a b模2 不同餘、 , (mod 2)1e f  ，並 

    且 ( ) ( ) ( )
=

2 2
I III

e f si ae bf af be si
w w a b si

s + − + +
+ =  

 
。又 (mod 2)1s  ，推得 

    )3 (mod 21ae bf a bs−  −  且 (mod 2)1af be a b+  +  ，故 I IIIw w 為
" "

2

e f si +
  
 

型的 

    複數。因為 (mod 4)1s − 且 (mod 4)ef − ，所以 

    (" ( )) ( ) mod 4e ae b af e b e eas b− −= −  +  、 )" ( )( ( ) mod 4f beaf b ae a e e b− − −= +  +   

    。又 a b− 為奇數，故 " " (mod 4)e f − 且 ", "e f 為奇數，即 ", "e f 模4 不同餘，因此， 

    I IIIw w 為
" "

2

e f si +
  
 

型的複數，即在 IIIW 中。 

    (iii)①令 I Iw a b si W= +  、
2

II II

c d si
w W

+
=  ，則 ,a b模2 不同餘、 , (mod 2)1c d  且 

    ( ) ( ) ( )
=

2 2
I II

c d si ac bd ad bc si
w w a b si

s + − + +
+ =  

 
。 

    又 (mod 2)1s  ，所以 (mod 2)1ac bd a bs−  −  且 (mod 2)1ad bc a b+  +  ，故 I IIw w  

    為
' '

2

c d si +
  
 

型的複數。因為 (mod 4)1s − 且 (mod 4)cd  ，所以 

    (' (mod 4))s cc ac bd ac ab c b+= −  +  、 (' (mod 4) )d cc bad bc a b c a= +  +  + ，故 

    ', 'c d 模 4 同餘且 ', 'c d 為奇數，因此， I IIw w 為
' '

2

c d si +
  
 

型的複數，即在 IIW 中。 

    ②令 1 1

2
III III

e f si
w W

+
=  且 ' 2 2

2
III III

e f si
w W

+
=  ，則 11 (mod 4)ef − 、 22 (mod 4)ef −  

    且 ' 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1( ) ( )

2 2 4
III III

e f si e f si e e f f e f e f si
w

s
w

  + + − + +
= =    
  

。 

    又 (mod 4)3s  ，所以 1 2 1 2 1 2 1 2 1 23( ) )(m) od 42( 2e e f f e es e e e e− − −−  −   且 
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    2 21 2 1 1 1 1 22( ) ( )) (mod 422e ef e e e ee f e+  + − − −  ，故 '

III IIIw w 為
" "

2

c d si +
  
 

型的複數。 

    令 1 1 14e t f= − 及 2 2 24e t f= − ，其中 1 2,f f 為奇數、 1 2,t t 為整數，則 

1 2 1 2 1 1 2 2 1 2

1 2 1 2 2 1 1 2

1 2 2 1 1 2

(4 )(4 )
"

2 2

1 1
8 ( ) ( 2 | 1 )

2 2

( ) (mod 4)

2

2

e e f f t f t f f f
c

t t f t f t f f s

f

s

t f

s

t

s s

f f

− − − −
= =

− − 
=

−

+ − − 
 

 + −

− 且 為奇數  

    並且 1 1 2 2 2 1
1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1 1 2

(4 ) (4 )
" 8 2( ) ( ) (mod 4)

2
2

t f f t f f
d t t f t f t f f f t f t f f

− + −
= = + + −  + − 。 

    又 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1 1 2 )2" ( ) ( ) " (m2 od 4c f t f t f f f t f t f f d + −  +− −  ，所以 ", "c d 模4 同餘且 ", "c d  

    為奇數，因此， '

III IIIw w 為
" "

2

c d si +
  
 

型的複數，即在 IIW 中。                    ■ 

 

【引理 9】( n個在 IIW 中的元素相乘在 IW 、 IIW 、 IIIW 中性質) 

設 j IIw W ，其中1 j n  ，則(i)當 (mod 3)0n  時，
1

n

j I

j

w W
=

 。 

(ii)當 (mod 3)1n  時，
1

n

j II

j

w W
=

 。(iii)當 (mod 3)2n  時，
1

n

j III

j

w W
=

 。 

【證明】對於 1 2 3, , IIw w w W ，由引理 8 可知 1 2 IIIw w W ，當 1 2w w 再乘以 3w 時，由引理 7 可 

知 1 2 3 Iw w w W ，即任三個在 IIW 中的元素相乘在 IW 中。 

(i)當 (mod 3)0n  時，存在正整數使得 3n = ，即三個在 IIW 中的元素相乘視為一組， 

共有組。又任三個在 IIW 中的元素相乘在 IW 中，並且個在 IW 中的元素相乘在 IW  

中，故
1

n

j I

j

w W
=

 。 

(ii)當 (mod 3)1n  時，存在正整數使得 3 1n = + ，即 1

3

1

3

1

n

j j

j j

w ww




= =

+

 
=  
 

  。 

由(i)可知
3

1

j I

j

w W


=

 ，再由引理 8 可知
3

1

j

j

w


=

 再乘以一個在 IIW 中的元素 3 1w + 在 IIW 中， 
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故
1

n

j II

j

w W
=

 。 

(iii)當 (mod 3)2n  時，存在正整數使得 3 2n = + ，即
1

1

3 2

3

1

n

j j

j j

w ww




+

= =

+

 
=  
 

  。 

由(ii)可知
3

1

1

j II

j

w W
+

=

 ，再由引理 8 可知
3 1

1

j

j

w
+

=

 再乘以一個在 IIW 中的元素
3 2w + 在 IIIW 中 

，故
1

n

j III

j

w W
=

 。                                                          ■ 

 

底下引理 10 要探討 ( ) ( )' "

1

k k k
n

t t

k k I

k

q q W
 −

=

  、 IIW 、 IIIW 的充要條件，由於 '

kq 與 "

kq 可互

換，令 '

2

k k
k II

a b si
q W

+
=  及 "

2

k k
k III

a b si
q W

−
=  。 

【引理 10】( ( ) ( )' "

1

k k k
n

t t

k k I

k

q q W
 −

=

  、 IIW 、 IIIW 的充要條件) 

給定 11,19,43,67,163s = ，設 '

2

k k
k

a b si
q

+
= 及 "

2

k k
k

a b si
q

−
= ，其中1 k n  且奇數 ,k ka b 為 

模 4同餘，則給定非負整數 0,1,2, , (1 )k kt k n=   ， 

(i) ( ) ( )' "

1

k k k
n

t t

k k I

k

q q W
 −

=

  若且唯若 ( )
1

2 (mod 3)0
n

k k

k

t
=

−  。 

(ii) ( ) ( )' "

1

k k k
n

t t

k k II

k

q q W
 −

=

  若且唯若 ( )
1

2 (mod 3)1
n

k k

k

t
=

−  。 

(iii) ( ) ( )' "

1

k k k
n

t t

k k III

k

q q W
 −

=

  若且唯若 ( )
1

2 (mod 3)2
n

k k

k

t
=

−  。 

【證明】底下要探討 ( ) ( )' "

1

k k k
n

t t

k k

k

q q
 −

=

 在 IW 、 IIW 、 IIIW 中哪一類，即要探討
1

n

k

k

t
=

 個在 IIW  

中的元素相乘與 ( )
1

n

k k

k

t
=

− 個在 IIIW 中的元素相乘在 IW 、 IIW 、 IIIW 中哪一類。 

由引理 8 可知 k kt − 個在 IIIW 中的元素相乘在 IW 、 IIW 、 IIIW 中哪一類相當於 ( )2 k kt −  

    個在 IIW 中的元素相乘在 IW 、 IIW 、 IIIW 中哪一類，所以底下要探討 

    ( ) ( )
1 1 1

2 2
n n n

k k k k k

k k k

t t t 
= = =

+ − = −   個在 IIW 中的元素相乘在 IW 、 IIW 、 IIIW 中哪一類。 

    (i)當 ( )
1

2 (mod 3)0
n

k k

k

t
=

−  時，由引理 9 可知 ( ) ( )' "

1

k k k
n

t t

k k I

k

q q W
 −

=

  。 



32 

    (ii)當 ( )
1

2 (mod 3)1
n

k k

k

t
=

−  時，由引理 9 可知 ( ) ( )' "

1

k k k
n

t t

k k II

k

q q W
 −

=

  。 

    (iii)當 ( )
1

2 (mod 3)2
n

k k

k

t
=

−  時，由引理 9 可知 ( ) ( )' "

1

k k k
n

t t

k k III

k

q q W
 −

=

  。          ■ 

 

    底下要探討數組 1 2 3( , , , , )nt t t t 中滿足 ( )
1

2 (mod 3)0,1,2
n

k k

k

t
=

−  的個數，令 0 ( )T n 、 

1( )T n 、 2 ( )T n 為數組 1 2 3( , , , , )nt t t t 中滿足 ( )
1

2 (mod 3)0,1,2
n

k k

k

t
=

−  的個數，先觀察 2n = 中 

11s = 的情況：由
2

1

( 1) (mod 3)1,2,0k

k


=

+  區分成三種，分別取 1 2 6 = = 、 1 26, 7 = = 、 

、 1 26, 8 = = 為例，發現得到 

當
2

1

( 1) (mod 31 )k

k


=

+  時，

2

0
1

1

17

2( )

(2)
3

k

kT


=

+

=

+

=


、

2

1
1

2

( 1)

(2) (2) 6
3

1

1k

kT T


=

+

= =

−

=


。 

當
2

1

( 1) (mod 32 )k

k


=

+  時，

2

0
1

1

18

2( )

(2)
3

k

kT


=

+

=

−

=


、

2

1
1

2

( 1)

(2) (2) 9
3

1

1k

kT T


=

+

= =

+

=


。 

當
2

1

( 1) (mod 30 )k

k


=

+  時， 1
0 1 2

2

( 1)

(2) (2) (2)
3

21
k

kT T T


=

+

= = = =


。 

由上述數據可猜測對於所有正整數n， 0 ( )T n 、 1( )T n 、 2 ( )T n 的值，結果參見引理 10，底下 

就來證明。 

【引理 11】(數組 1 2 3( , , , , )nt t t t 中滿足 ( )
1

2 (mod 3)0,1,2
n

k k

k

t
=

−  的個數) 

給定非負整數 0,1,2, , (1 )k kt k n=   ，設 0 ( )T n 、 1( )T n 、 2 ( )T n 分別為數組 1 2 3( , , , , )nt t t t 中 

滿足 ( )
1

2 (mod 3)0,1,2
n

k k

k

t
=

−  的個數，則 

(i)當
1

( 1) (mod 3)1
n

k

k


=

+  時， 1
0

( 1)

( )
3

2
n

k

kT n


==

++
、 1 2

1

( 1)

( ) ( )
3

1
n

k

kT n T n


=

+

=

−

=


。 

(ii)當
1

( 1) (mod 3)2
n

k

k


=

+  時， 1
0

( 1)

( )
3

2
n

k

kT n


==

−+
、 1 2

1

( 1)

( ) ( )
3

1
n

k

kT n T n


=

+

=

+

=


。 
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(iii)當
1

( 1) (mod 3)0
n

k

k


=

+  時， 0 1 2
1

( 1)

( ) ( ) ( )
3

n

k

kT n T n T n


=

+

= = =


。 

【證明】底下是由數學歸納法來證明 0 ( )T n 、 1( )T n 、 2 ( )T n 的值。 

    當 1n = 時，令 1 (mod 3)r  且 1 ' (mod 3)t r ，其中 , ' 0,1,2r r = ，所以 

    ①當 1 12 2 ' (mod 3)0t r r −  −  時， ' 0r r= = 或 1, ' 2r r= = 或 2, ' 1r r= = ，所以 

     當 1 1 (mod 3)1 +  時， 1 10,3,6, ,t = ，所以 1
0

3
(1)

3
T

 +
= ，可寫成 1

3

1 2( ) + +
。  

     當 1 1 (mod 3)2 +  時， 1 12,5,8, , 2t = − ，所以 1
0

1
(1)

3
T

 −
= ，可寫成 1

3

1 2( ) + −
。 

     當 1 1 (mod 3)0 +  時， 1 11,4,7, , 1t = − ，所以 1
0 (1)

3

1
T

 +
= 。 

    ②當 1 12 2 ' (mod 3)1t r r −  −  時， 0, ' 2r r= = 或 1, ' 1r r= = 或 2, ' 0r r= = ，所以 

     當 1 1 (mod 3)1 +  時， 1 12,5,8, , 1t = − ，所以 1
1(1)

3
T


= ，可寫成 1

3

1 1( ) + −
。  

     當 1 1 (mod 3)2 +  時， 1 11,4,7, ,t = ，所以 1
1

2
(1)

3
T

 +
= ，可寫成 1

3

1 1( ) + +
。 

     當 1 1 (mod 3)0 +  時， 1 10,3,6, , 2t = − ，所以 1
1(1)

3

1
T

 +
= 。 

    ③當 1 12 2 ' (mod 3)2t r r −  −  時， 0, ' 1r r= = 或 1, ' 0r r= = 或 2, ' 2r r= = ，所以 

     當 1 1 (mod 3)1 +  時， 1 11,4,7, , 2t = − ，所以 1
2 (1)

3
T


= ，可寫成 1

3

1 1( ) + −
。  

     當 1 1 (mod 3)2 +  時， 1 10,3,6, , 1t = − ，所以 1
2

2
(1)

3
T

 +
= ，可寫成 1

3

1 1( ) + +
。 

     當 1 1 (mod 3)0 +  時， 1 12,5,8, ,t = ，所以 1
2 (1)

3

1
T

 +
= 。 

    設 n h= 時成立，即 

     當
1

( 1) (mod 3)1
h

k

k


=

+  時， 1
0

( 1)

( )
3

2
h

k

kT h


==

++
、 1 2

1

( 1)

( ) ( )
3

1
h

k

kT h T h


=

+

=

−

=


。 

 當
1

( 1) (mod 3)2
h

k

k


=

+  時， 1
0

( 1)

( )
3

2
h

k

kT h


==

−+
、 1 2

1

( 1)

( ) ( )
3

1
h

k

kT h T h


=

+

=

+

=


。 
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當
1

( 1) (mod 3)0
h

k

k


=

+  時， 0 1 2
1

( 1)

( ) ( ) ( )
3

h

k

kT h T h T h


=

+

= = =


。 

    則 1n h= + 時，因為 ( ) ( ) ( )1

1

1 1

12 2 (mod 3)2
h h

k k hk

k k

hk tt t 
+

= =

+ + −− − +  ， 

    令 ( )
1

2 " (mod 3)
h

k k

k

t r
=

−  且 1 1 )2 "' (mod 3h h rt + +−  ，其中 ", "' 0,1,2r r = ，則 

    當 ( )
1

1

2 (mod 3)0
h

k k

k

t
+

=

−  時，推得 " "' 0r r= = 或 " 1, "' 2r r= = 或 " 2, "' 1r r= = ，所以 

0 0 0 1 2 2 1

" 1, "' 2 " 2, "' 1" "' 0

( 1) ( ) (1) ( ) (1) ( ) (1)

r r r rr r

T h T h T T h T T h T

= = = == =

+ = + + 。                 (8) 

底下由
1

1

( 1)
h

k

k


+

=

+ 模3分成三種情況討論： 

    (I)當
1

1

( 1) (mod 3)1
h

k

k


+

=

+  時，因為
1

1

1 1

( 1) ( 1) ( )1
h h

k k

k

h

k

  +

+

= =

+  +  +  ，所以
1

( 1)
h

k

k


=

+ 及 

    1( )1h + + 模3的餘數可能選擇有二種情況，底下分別討論： 

    ①當
1

1

( 1) 1 (mod 3)1
h

k h

k

  +

=

+  +  時，(8)式可得到 

11 1
0

1

1

1

1 1 11

( 1) ( 1)

( 1)
3 3 3 3

( 1

( 1) ( 1) 1

(

3

1)
( 1) 1

) ( 1) ( 1) 2

3

2 1
2

1 2

3 3

h h

k k

k k

h h h

k

h h

h

h

k k

k k k

T h
 



 

  


+ +

+

+

= =

+

= = =

+ −
+

+ +

+ =  + 

+ + 

+

+

+  =

+

+ −

+

=

+−
+ −

 

  
。 

    ②當 1

1

( 1) 1 (mod 3)2
h

k h

k

  +

=

+  +  時，(8)式可得到 

11 1
0

1

1

1

1 1 11

( 1) ( 1)

( 1)
3 3 3 3

( 1

( 1) ( 1) 1

(

3

1)
( 1) 1

) ( 1) ( 1) 2

3

2 1
2

1 2

3 3

h h

k k

k k

h h h

k

h h

h

h

k k

k k k

T h
 



 

  


+ +

+

+

= =

+

= = =

− +
−

+ +

+ =  + 

+ + 

+

+

+  =

+

+ +

+

=

++
+ +

 

  
 

    所以 1n h= + 時亦成立，故得證。 

    (II)當
1

1

( 1) (mod 3)2
h

k

k


+

=

+  時，因為
1

1

1 1

( 1) ( 1) ( )1
h h

k k

k

h

k

  +

+

= =

+  +  +  ，所以
1

( 1)
h

k

k


=

+  

及 1( )1h + + 模3的餘數可能選擇有二種情況，底下分別討論： 

①當 1

1

( 1) (mod 3 2), 1 (mod1 3)
h

k h

k

  +

=

+  +  時，(8)式可得到 
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11 1
0

1

1

1

1 1 11

( 1) ( 1)

( 1)
3 3 3 3

( 1

( 1) ( 1) 1

(

3

1)
( 1) 1

) ( 1) ( 1) 2

3

2 1
2

1 2

3 3

h h

k k

k k

h h h

k

h h

h

h

k k

k k k

T h
 



 

  


+ +

+

+

= =

+

= = =

+ −
−

+ +

+ =  + 

+ + 

+

+

+  =

−

+ +

−

=

+−
+ +

 

  
。 

②當
1

1

( 1) (mod 3 1), 1 (mod2 3)
h

k h

k

  +

=

+  +  時，(8)式可得到 

11 1
0

1

1

1

1 1 11

( 1) ( 1)

( 1)
3 3 3 3

( 1

( 1) ( 1) 1

(

3

1)
( 1) 1

) ( 1) ( 1) 2

3

2 1
2

1 2

3 3

h h

k k

k k

h h h

k

h h

h

h

k k

k k k

T h
 



 

  


+ +

+

+

= =

+

= = =

− +
+

+ +

+ =  + 

+ + 

+

+

+  =

−

+ −

−

=

++
+ −

 

  
。 

所以 1n h= + 時亦成立，故得證。 

    (III)當
1

1

( 1) (mod 3)0
h

k

k


+

=

+  時，因為
1

1

1 1

( 1) ( 1) ( )1
h h

k k

k

h

k

  +

+

= =

+  +  +  ，所以
1

( 1)
h

k

k


=

+  

及 1( )1h + + 模3的餘數可能選擇有五種情況，底下分別討論： 

①當 1

1

( 1) (mod 3 0), 1 (mod0 3)
h

k h

k

  +

=

+  +  時，(8)式可得到 

11

1

1
0

1

1

1

1 11

( 1) ( 1)

( 1)
3 3 3 3

( 1) ( 1) ( 1)

3 3 3 3

( 1) ( 1)

( 1)
( 1)

h h

k k

k k

h h h

k

h

k h

k

h

k

k k

hT h

 

 










+

+

+

+

= =

= = =+

+
+ +

+ =  + 

+ +  +

+  =
+

=

+

+

 

  
。 

②當 1

1

( 1) (mod 3 1), 1 (mod0 3)
h

k h

k

  +

=

+  +  時，(8)式可得到 

11 1

1

1

1
0

1

11 1

( 1) ( 1)

( 1)
3

(

3 3 3

( 1) ( 1) ( 1)

3 3 3 3

( 1) ( 11)

( 1)
1)

2

1

h h

k k

k k

h h h

k k k

k

h

k

h

k

h

h

T h

 



 




 

= =

+

= =

+ +

+

=+

+ +

+ =  +

+



+ +  +

+  = =

−+ +

−
+

+
 

  
。 

③當 1

1

( 1) (mod 3 2), 1 (mod0 3)
h

k h

k

  +

=

+  +  時，(8)式可得到 
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11 1

1

1

1
0

1

11 1

( 1) ( 1)

( 1)
3

(

3 3 3

( 1) ( 1) ( 1)

3 3 3 3

( 1) ( 11)

( 1)
1)

2

1

h h

k k

k k

h h h

k k k

k

h

k

h

k

h

h

T h

 



 




 

= =

+

= =

+ +

+

=+

+ +

+ =  +

+



+ +  +

+  = =

++ +

+
+

−
 

  
。 

仿照②或③的證明得到當
1

1

( 1) (mod 3 0), 1 (mod1 3)
h

k h

k

  +

=

+  +  及 

1

1

( 1) (mod 3 0), 1 (mod2 3)
h

k h

k

  +

=

+  +  等二種情況，推得 1
0

1

( 1)

( 1)
3

h

k

kT h


+

=

+

+ =


。 

所以 1n h= + 時亦成立，故得證。 

仿照上面數學歸納法來證明 1( )T n 及 2 ( )T n 的情況。                               ■ 

 

【引理 12】( ( ) ( ) ( ) ( )' " ' "

1 1

[ ]
j j j k k k

v n
h h t t

j j k k

j k

p p q q s
 − −

= =

    −  的充要條件) 

給定 11,19,43,67,163s = ，設 jp 為奇質數且 ' "

j j jp p p= ，若 '

j j jp a b si= + 、 "

j j jp a b si= − 、 

'

2

k k
k

a b si
q

+
= 及 "

2

k k
k

a b si
q

−
= ，其中1 j v  、1 k n  、 ,j ja b 為模 2 不同餘且 ,k ka b 為 

奇數，則對於非負整數 0,1,2, ,j jh = 、正整數n且非負整數 0,1,2, ,k kt = ， 

( ) ( ) ( ) ( )' " ' "

1 1

[ ]
j j j k k k

v n
h h t t

j j k k

j k

p p q q s
 − −

= =

    −  若且唯若 ( ) ( )' "

1

[ ]
k k k

n
t t

k k

k

q q s
 −

=

  − 。 

【證明】令 ( ) ( )' "

1

[ ]
j j j

v
h h

j j

j

p p c d si s
 −

=

 = +  − ，其中1 j v  且 0,1,2, ,j jh = ，則 

    仿照性質 3 的證明可得 ,c d 為模 2 不同餘，再由引理 7 可知滿足 

    ( ) ( ) ( ) ( )
1

' " ' '

1 1

[ ]
j j j k k

v n
h h t t

j j k k

j k

p p q q s
 − −

= =

    −  僅有型如 ' [ ]I Iw w s − 的一種選擇，即 

    ( ) ( )
1

' '

1

[ ]
k k

n
t t

k k

k

q q s
−

=

  − ，故得證。                                         ■ 
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    (二)計數橢圓 2 2:s x sy m + = 上格子點個數 

    底下計數橢圓 2 2

1 1 1

: j k

v n

s j k

j k

x sy s p r q


 

= = =

 + =      上格子點個數，分成兩種： 

2 (1 )r    或 1 2r = 來討論。 

【定理 5】(計數橢圓 2 2

1 1 1

: ( 2)j k

v n

s j k

j k

x sy s p r q r


 

= = =

 + =       上格子點個數) 

給定 11,19,43,67,163s = ，設橢圓 2 2

1 1 1

: j k

v n

s j k

j k

x sy s p r q


 

= = =

 + =      ，其中 s 、 

(1 )jp j v  、 (1 )r   、 (1 )kq k n  分別為第 sI 、 sII 、 sIII 、 sIV 類的質數，並且 

, ,j k   為非負整數、 為偶數，若 2 (1 )r    ，則 

(i)當
1

( 1) (mod 3)1
n

k

k


=

+  時，橢圓 s 上格子點個數為 ( )1

1

2 ( 1)

3

4

1

n

k v
k

j

j



=

=

+
 

+ 
 

+
 。 

(ii)當
1

( 1) (mod 3)2
n

k

k


=

+  時，橢圓 s 上格子點個數為 ( )1

1

2 ( 1)

3

4

1

n

k v
k

j

j



=

=

+
 

+ 
 

−
 。 

(iii)當
1

( 1) (mod 3)0
n

k

k


=

+  時，橢圓 s 上格子點個數為 ( )1

1

( 1)

1
3

2
n

k v
k

j

j



=

=

+
 

+ 
 


 。 

【證明】
1 1 1

j k

v n

j k

j k

s p r q


 

= = =

     的唯一表示法為(7)式，考慮由 

    ( ) ( )2 ' " ' "

1 1 1

( )
j k

v n

j j k k

j k

ru si p p q q


 



= = =

      推導 x y si+ 可能的唯一表示法選擇。 

    因為 2 2 ( )( )x sy x y si x y si+ = + − 且 x y si+ 與 x y si− 為共軛複數，所以 2( )si  是採 

平均分配給 x y si+ 與 x y si− ，此時
1

r 



=

 也採平均分配給 x y si+ 與 x y si− 。故 

x y si+ 可能的唯一表示法選擇為 

( ) ( ) ( ) ( )2' " ' "

1 1 1

( )
j j j k k k

v n
h h t t

j j k k

j k

u rsi p p q q
 




 − −

= = =

       
         。 
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當 2 (1 )r    時， 2

1

r


=

 為奇數，所以當 2

1

r


=

 與 

( ) ( ) ( ) ( )' " ' "

1 1

( )
j j j k k k

v n
h h t t

j j k k

j k

si p p q q



 − −

= =

      
        相乘時是否在 [ ]s− 中不受 2

1

r


=

 所 

影響，即若 ( ) ( ) ( ) ( )2' " ' "

1 1 1

( ) [ ]
j j j k k k

v n
h h t t

j j k k

j k

si p p r q q s


 


− −

= = =

         −
         ， 

則只考慮 ( ) ( ) ( ) ( )' " ' "

1 1

[ ]
j j j k k k

v n
h h t t

j j k k

j k

p p q q s
 − −

= =

       −
        。 

由引理 12 可知當考慮 ( ) ( ) ( ) ( )' " ' "

1 1

[ ]
j j j k k k

v n
h h t t

j j k k

j k

p p q q s
 − −

= =

       −
        時，僅有 

( ) ( )' "

1

[ ]
j j j

v
h h

j j

j

p p s
 −

=

  − 且 ( ) ( )' "

1

[ ]
k k k

n
t t

k k

k

q q s
 −

=

  − 的情況，即在計數上是考 

慮上述兩者各自計數。又由引理 11 可知數組 1 2 3( , , , , )nt t t t 中滿足 

( ) ( )' "

1

[ ]
k k k

n
t t

k k

k

q q s
 −

=

  − 的個數為 0 ( )T n ，其中 

當
1

( 1) (mod 3)1
n

k

k


=

+  時， 1
0

( 1)

( )
3

2
n

k

kT n


==

++
。 

      當
1

( 1) (mod 3)2
n

k

k


=

+  時， 1
0

( 1)

( )
3

2
n

k

kT n


==

−+
。 

      當
1

( 1) (mod 3)0
n

k

k


=

+  時， 1
0

( 1)

( )
3

n

k

kT n


=

+

=


。 

  所以數組 1 2 3( , , , , )vh h h h 及 1 2 3( , , , , )nt t t t 中滿足 

      ( ) ( ) ( ) ( )' " ' "

1 1

[ ]
j j j k k k

v n
h h t t

j j k k

j k

p p q q s
 − −

= =

       −
        的個數為 ( )

1

0 ( ) 1
v

j

j

T n 
=

 
+ 

 
 。 

    又 2( )si  與
1

r 



=

 均採平均分配，所以選擇僅有1個，並且可逆元素u 選擇有2 個，故 

    x y si+ 可能的唯一表示法選擇個數為橢圓 s 上格子點個數，因此， 
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(i)當
1

( 1) (mod 3)1
n

k

k


=

+  時，橢圓 s 上格子點個數為 ( )1

1

2 ( 1)

3

4

1

n

k v
k

j

j



=

=

+
 

+ 
 

+
 。 

(ii)當
1

( 1) (mod 3)2
n

k

k


=

+  時，橢圓 s 上格子點個數為 ( )1

1

2 ( 1)

3

4

1

n

k v
k

j

j



=

=

+
 

+ 
 

−
 。 

(iii)當
1

( 1) (mod 3)0
n

k

k


=

+  時，橢圓 s 上格子點個數為 ( )1

1

( 1)

1
3

2
n

k v
k

j

j



=

=

+
 

+ 
 


 。  ■ 

 

 

 

 

【定理 6】(計數橢圓 2 2

1

1 1 1

: ( 2)j k

v n

s j k

j k

x sy s p r q r


 

= = =

 + =    =   上格子點個數) 

給定 11,19,43,67,163s = ，設橢圓 2 2

1 1 1

: j k

v n

s j k

j k

x sy s p r q


 

= = =

 + =      ，其中 s 、 

(1 )jp j v  、 (1 )r   、 (1 )kq k n  分別為第 sI 、 sII 、 sIII 、 sIV 類的質數，並且 

, ,j k   為非負整數、 為偶數，若 1 2r = ，則 

橢圓 s 上格子點個數為 ( ) ( )
1 1

2 11
n

k

v

j

j k

 
==

++  。 

【證明】
1 1 1

j k

v n

j k

j k

s p r q


 

= = =

     的唯一表示法為(7)式，仿照定理 5 可知 x y si+ 可能的 

唯一表示法選擇為 ( ) ( ) ( ) ( )
1

2' " ' "

1

2

2

1 1

( )
j j j k k k

v n
h h t t

j j k k

j k

u si p p r q qr


 



− −

= = =

        。 

    當 1 2r = 時，對於非負整數 k 且 0,1,2, , (1 )k kt k n=   ， 

    令 ( ) ( )' '

1

' '

2

k k k
n

t t

k k

k

a b si
q q

 −

=

+
 = ，其中 ', 'a b 為整數，則 ', 'a b 的奇偶性有四種，不論哪 

一種均使得 ( ) ( )
1

1

1

'2 ' [ ]
k k k

n
t t

k k

k

r q q s



−

=

   − ，推得 0,1,2,3, ,k kt = ，所以數組 
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1 2 3( , , , , )vh h h h 及
1 2 3( , , , , )nt t t t 中滿足 

( ) ( ) ( ) ( )
1

' " ' "

1 1

2
1 [ ]

j j j k k k
v n

h h t t

j j k k

j k

p qrp q s
 


− −

= =

        −
        的個數為 ( ) ( )

1 1

11
v n

j

j

k

k

 
==

++   

。再考慮 2 (2 )r    的情況，計數上採平均分配，選擇僅有1個，並且可逆元素u  

選擇有 2個，故 x y si+ 可能的唯一表示法選擇個數為 ( ) ( )
1 1

2 11
n

k

v

j

j k

 
==

++  。因此，橢 

圓 s 上格子點個數為 ( ) ( )
1 1

2 11
n

k

v

j

j k

 
==

++  。                                  ■ 

 

 

肆、研究結果 

    在作品中，主要探討圓及橢圓 2 2:s x sy m + = 上的格子點個數( s 為黑格納數)，在計數 

上困難點在第 sIV 類質數 q 的探討，可由質數 q 存在與否作分類，分成二類： 1,2,3s = 及 

7,11,19,43,67,163s = 。前者沒有第 sIV 類質數 q ，計數上比較單純；後者有第 sIV 類質數q ， 

造成計數較為困難。底下是我們探討圓及橢圓 s 上的格子點個數的結果： 

一、設圓 2 2

1

1 1

: 2 j

v

j

j

x y p r 




= =

 + =    ，則圓 1 上的格子點個數為 ( )
1

4 1
v

j

j


=

+ 。 

二、設橢圓 2 2

2

1 1

: 2 2 j

v

j

j

x y p r 




= =

 + =    ，則橢圓 2 上格子點個數為 ( )
1

2 1
v

j

j


=

+ 。 

三、設橢圓 2 2

3

1 1

: 3 3 j

v

j

j

x y p r 




= =

 + =    ，則(i)當 2 (1 )r    時，橢圓 3 上格子點個 

數為 ( )
1

2 1
v

j

j


=

+ 。(ii)當
1 2r = 時，橢圓 3 上格子點個數為 ( )

1

6 1
v

j

j


=

+ 。 

四、設橢圓 2 2

7

1 1

: 7 7 2j

v

j

j

x y p r 


 

= =

 + =     ，則(i)當 0 = 時，橢圓 7 上格子點個數為 

( )
1

2 1
v

j

j


=

+ 。(ii)當 0  時，橢圓 7 上格子點個數為 ( )
1

2( 11)
v

j

j

 
=

+−  。 
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五、給定 11,19,43,67,163s = ，設橢圓 2 2

1 1 1

: j k

v n

s j k

j k

x sy s p r q


 

= = =

 + =      ，則 

(i)若 2 (1 )r    ，則 

  當
1

( 1) (mod 3)1
n

k

k


=

+  時，橢圓 s 上格子點個數為 ( )1

1

2 ( 1)

3

4

1

n

k v
k

j

j



=

=

+
 

+ 
 

+
 。 

  當
1

( 1) (mod 3)2
n

k

k


=

+  時，橢圓 s 上格子點個數為 ( )1

1

2 ( 1)

3

4

1

n

k v
k

j

j



=

=

+
 

+ 
 

−
 。 

  當
1

( 1) (mod 3)0
n

k

k


=

+  時，橢圓 s 上格子點個數為 ( )1

1

( 1)

1
3

2
n

k v
k

j

j



=

=

+
 

+ 
 


 。 

(ii)若 1 2r = ，則橢圓 s 上格子點個數為 ( ) ( )
1 1

2 11
n

k

v

j

j k

 
==

++  。 

 

伍、結論及未來展望 

一、本作品主要探討圓及橢圓 2 2:s x sy m + = 上的格子點個數，首先遇到問題是m 中的質因 

數有哪些質數會影響格子點個數呢？我們對於不同黑格納數 s ，探討出質數 p 在虛二次體 

[ ]s− 的整數環中的分解性，再由分解性分類決定m 的不可約元分解。當選定代表元後， 

即可決定m 的唯一表示法，接著進一步推導出 ,x y si x y si+ − 可能的唯一表示法，就可以 

計數圓及橢圓上的格子點個數，本作品推導出 s 為所有黑格納數情況的計數公式。 

二、值得一提的是由引理 8 可知三種類型的複數 IW 、 IIW 及 IIIW 任選兩兩相乘也為三種類型 

的其中一類，將其關係整理成表 1。注意到整數模3加法群 3 ，定義在 3 上二元運算加法 

為 a b a b+ = + ，二元運算加法整理成表 2。有趣地，當表 1 中 IW 換成0 、 IIW 換成1、 IIIW 換 

成 2時，表 1 與表 2 就相同，這表示我們可以從 IW 、 IIW 及 IIIW 的分類訂出一個交換群與 

3( , )+ 同構。 
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表 1： IW 、 IIW 及 IIIW 相乘的分類              表 2：整數模3加法群 3   

  IW  
IIW  

IIIW   +  0  1 2  

IW  
IW  

IIW  
IIIW   0  0  1 2  

IIW  
IIW  

IIIW  
IW   1 1 2  0  

IIIW  
IIIW  

IW  
IIW   2  2  0  1 

 

三、我們推導黑格納數情況的計數，若不是取黑格納數，在計數上有何不同呢？以橢圓 

2 25x y p+ = 為例：虛二次體 [ 5]− 的整數環不為唯一分解整環，為了瞭解質數 p 的性質， 

所以查閱 David A. Cox[3]，書中提到 

2 2 2 25
1,3,7,9 (mod 20) 1 5 2 2 3p p x y or x xy y

p

 −
  =  = + + + 

 
。 

    由數據中觀察質數 p 的同餘性可分成四類：定義第 5I 類質數 p 為5、第 5II 類質數 p 為 

1,9 (mod 20)p  的質數、第 5III 類質數 p 為 2p = 或 11,13,17,19 (mod 20)p  的質數、第 5V 類 

質數 p 為 3,7 (mod 20)p  的質數。若根據上述同餘性來觀察計數橢圓上格子點個數，令橢 

圓 2 2

5

1 1 1

: 5 5 j

v

j

j

x y p r h
 

 




= = =

 + =      ，其中5、 (1 )jp j v  、 (1 )r   、 

(1 )h    分別為第 5I 、 5II 、 5III 、 5V 類的質數，那麼與黑格納數時在計數上有何不同 

呢？從數據顯示當不考慮第 5V 類的質數時，計數上與黑格納數情況中只有第 sI 、 sII 、 sIII 類 

的質數是相同的。進一步探討第 5V 類質數 h ，因為
5

1
h

− 
= 

 
，所以仿照引理 3 的證明可得h  

可表為 ( )' ' 5
' ' 5

2

x y i
x y i

 +
−  

 
型的質數，其中 ', 'x y 為奇數，從數據顯示此類質數在計數上 

與黑格納數情況中第 sIV 類的質數是不同的。於是我們提出三個猜測： 

(一)設橢圓 2 2

5

1 1

: 5 5 j

v

j

j

x y p r 




= =

 + =    ，其中5、 jp 、 r 分別為第 5I 、 5II 、 5III 類的質 

   數，並且 , j  為非負整數及 為偶數，則(i)當 為奇數時，橢圓 5 上格子點個數為0 。 

   (ii)當 為偶數時，橢圓 5 上格子點個數為 ( )
1

2 1
v

j

j


=

+ 。 
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(二)設橢圓 2 2

5

1

: 5x y h






=

 + = ，其中 (1 )h    為第 5V 類的質數，若
1







=

 為奇數，則橢 

   圓 5 上格子點個數為0 。 

(三)給定橢圓 2 2

5

1 1 1

: 5 5 j

v

j

j

x y p r h
 

 




= = =

 + =      ，其中5、 jp 、 r 、h 分別為第 5I 、 

   5II 、 5III 、 5V 類的質數，並且 , j  為非負整數及
1

,





 
=

 為偶數，則橢圓 5 上格子點 

   個數為 ( ) ( )
1 1

12 1
v

j

j j



 
= =

+ +  。 

    本作品在論證上是利用黑格納數 s 有唯一分解環性質，於是虛二次體的整數環中任一非 

零元素的分解有唯一表示法，並且以此性質來計數。我們好奇若 s 所對應到的環不是唯一分 

解如 5s = 時的情況，此時格子點個數要如何計算呢？另外探討黑格納數 ( 11)s  時，可以訂 

出一個乘法交換群與 3 同構，那麼 s 不為黑格納數時，是否可訂出一個乘法交換群呢？那和 

哪一個交換群同構呢？相信要解決以上問題必須再學習背後的數學理論，這是更令人期待 

的，未來努力去突破，解開謎題。 

四、先備定理 4 中(i)的證明提出一個演算法(參見 p8 中的註 1)，此演算法可以檢查 

2 2x sy p+ = 有整數解的存在性，我們嘗試推廣證明 2,3,7s = ，當 2,3s = 時，演算法規律較單 

純，但證明到 7s = 時，演算法仍有規律，但無法證明此規律，未來將重新檢視演算法中的 

規律並且證明。值得一提的是數據顯示在 7s  均有此演算法，此演算法可求得 2 2x sy p+ =  

或 2 2 4x sy p+ = 的整數解。 

五、本作品致力於探討圓及橢圓上的格子點個數之連乘積表達式，困難點是探討第 sIV 類質 

數 q時，在論證上也是花了一些功夫，學習到很多的數論論證技巧，也因此使得格子點個數 

連乘積表達式有了豐富的結果。值得一提的是引理 10 中探討 ( ) ( )' "

1

k k k
n

t t

k k I

k

q q W
 −

=

  相當於 

探討 ( )
1

2 (mod 3)0
n

k k

k

t
=

−  ，此同餘觀點使得由繁化簡成功論證格子點個數，令我們驚喜 

不已，不僅僅學習到此論證的技巧，也使我們不禁讚嘆數學證明真奇妙！ 
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【評語】010019 

作者擬探討整係數橢圓的個子點數，透過將問題轉換成二次整

環內的唯一分解性的探討，作者可以清楚的呈現格子點數量(二次

整環為唯一分解環的情況)，整體而言解得乾淨俐落，完整度高。若

是能夠對非唯一分解環也有相當的討論會更完善。 
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