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作者簡介 

 
我是唐敏軒，目前就讀北一女中二年級。很榮幸有機會進入數學研究的領域，

因而開啟我的研究之旅，過程中雖然遭遇困難，但很慶幸有老師從旁協助，讓我順

利完成這個作品並與大家分享。 

研究過程中所獲得的數學知識與研究方法，有這些寶貴的研究經驗，讓我更具

有研究精神，希望在未來能繼續保有熱忱探索數學領域的奧妙。 
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摘要 

將兩個相同的 n角齒輪重疊後，再砍去若干個特定重合的角，欲使上層齒輪在繞公轉軸

旋轉一圈的過程中，兩齒輪皆有重合的缺角，在這個目的之下探討砍去的角數量，使其最小

化，將其最小值稱為 n角齒輪的最小可行數，以符號記為 ( )f n 。我的研究是考慮自然數 n，

對於砍去角的位置，制訂設計方法，在數量上求得 ( )f n 較好的上界與下界。我將這個問題代

數化，運用集合與數列的概念進行研究，進而轉換為組合設計的最佳化問題。特別的，若齒

輪中任意兩個缺角在圓周上的最短距離皆相異，則表示砍去重合角的位置為最緊緻的狀態，

將這些特殊的缺角位置稱為完美集合，我也試著探討缺角為最緊緻的特殊情形，分析完美集

合的存在性。 

 

Abstract 

 If two gears that have the same number of gear teeth are overlapped, and several specific gear 

teeth of the two gears are cut. I want to make the two gears that have missing teeth touch each other 

when the one on the top revolves around the axis of revolution. If I can achieve this goal, I want to 

discuss the number of gear teeth that were cut off and minimize the number, which will be named 

“minimum feasible number” and represented by f(n). My research will take into consideration 

natural number n, discuss where the gear teeth should be cut off and find the upper and lower 

bounds of f(n). Algebraically, I use the concept of set and sequence, turn the question into 

optimization problem of combinatorial design. Specially, if the smallest distance of any two missing 

teeth are distinct, it means that this is the tightest condition. I name the set of missing gear teeth 

“perfect set”. I also try to discuss the special situation while the missing gear teeth are in the tightest 

condition, and analyze the existence of perfect set. 
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壹、前言 

一、研究動機 

 在課餘時間與老師討論數學專題的過程中，老師介紹了各種數學領域的問題，我從中瞭

解數學領域的多樣性，而組合學中的問題經常有實際的情境來相呼應，在探索研究的主題時，

我偶然發現了這個齒輪問題，題目敘述如下： 

    設有兩個完全相同的齒輪 A、B，各有13角，將兩者重疊在一起，然後任意砍去

4對重合的角。請問：是否能將上方的齒輪繞公轉軸旋轉至一適當位置，使得兩齒輪

在水平面上的投影仍為一個完整齒輪？ 

   

  在一開始看到此題目時，我直覺地認為答案是肯定的，然而卻無從證明，於是採用窮舉

法的方式來驗證自己的想法，結果答案出乎意料地背離了我最初的判斷，因此令我想要更深

入的研究這個有趣的齒輪問題。而在這之後產生第一個聯想的方向正好和原問題有所不同，

我想要得知兩個角數相同齒輪在重疊的情況下，至少要砍去幾對重合的角，才能使上層齒輪

無論如何轉動，都無法在水平面上的投影形成一個完整的齒輪，也就是說存在一種特殊砍去

重合角的方式，在砍去重合的角之後，不論上層齒輪如何轉動，其相對位置從上往下看時，

必然都會有共同缺角的情形。 

 

  我想要研究出：固定齒輪的角數時，至少要砍去多少重合的角才能讓上層齒輪在旋轉的

過程中，能達成水平投影皆為不完整的效果？齒輪的角數和須砍去的最小角數有什麼關聯？

要怎麼設計砍去的位置？砍去的位置有特定規律嗎？ 

 

    以下圖為例，將兩個 4角齒輪重疊在一起，砍去左方與右方兩個重合的角，若將上層齒

輪順時針轉動1格（順時針轉90），則水平投影即為完整的齒輪；若將上層齒輪順時針轉動 2

格（順時針轉180），則水平投影即為不完整的齒輪。 

上層齒輪

下層齒輪

兩齒輪重疊 2砍去 角
分解

左、右
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兩齒輪重疊 完整齒輪 不完整齒輪

下層不動，上層轉一格 下層不動，上層轉一格

 

 

而當兩個 4角齒輪重疊在一起，且砍去的重合角數為 2 時，除上述砍法，還可砍去上方

與右方兩對重合的角，若將上層齒輪順時針轉動1格（順時針轉90），則水平投影即為不完

整的齒輪；若將上層齒輪順時針轉動 2格（順時針轉180），則水平投影即為完整的齒輪。 

 

上層齒輪

下層齒輪

兩齒輪重疊 2砍去 角
分解

上、右

 

兩齒輪重疊 不完整齒輪 完整齒輪

下層不動，上層轉一格 下層不動，上層轉一格

 

 

    當兩個 4角齒輪重疊在一起，砍去上方、右方與下方三對重合的角時，無論是將上層齒

輪順時針轉動1格（順時針轉90）、 2格（順時針轉180）還是3格（順時針轉 270），水平

投影皆為不完整的齒輪。 

 

上層齒輪

下層齒輪

兩齒輪重疊 3砍去 角
分解

上、右、下

 



 4 

兩齒輪重疊

下層不動，上層轉一格 下層不動，上層轉一格

下層不動，上層轉一格

不完整齒輪 不完整齒輪

不完整齒輪  

   由上述可知，對於 4角齒輪，砍去 2 對重合的角是無法達成讓齒輪在任何轉動的情況下

皆為不完整的效果，而砍去3對重合的角則可達成。也就是說：對於4角齒輪，須砍去的最小

角數為3。 

 

二、研究目的 

    若齒輪共有 n個角，則稱為 n角齒輪。將兩個相同的n角齒輪上下重疊後，若至少需砍去

( )f n 對重合的角，才能使得齒輪在任何轉動的情況下，水平投影皆為不完整的齒輪，則 ( )f n

稱為 n角齒輪的『最小可行數』。以下為我的研究目的： 

（1）設計砍去重合角的數量以及位置，從中得知 ( )f n 的上界； 

（2）對於一般的 n，得出 ( )f n 的下界。對於特殊的n，探討缺角位置為最緊緻的可能性。 

 

貳、研究方法或過程 

一、基本概念、名詞解釋與先備知識 

    在考慮砍去重合角的位置時，為了找出具有規律性的砍去方法，我一開始利用繪圖來呈

現對於齒輪問題的構思，然後進一步將其代數化，透過代數的方法來呈現角的位置。為了能

清楚表達我的研究過程與思路，我設計了一些符號，以下將依序介紹n角齒輪、可行集合、

最小可行集合與最小可行數的概念。 

 

將齒輪的角用數字表示 

  首先我將具有n個角的齒輪稱為『n角齒輪』。下圖即為4角齒輪、5角齒輪與6 角齒輪的

示意圖。 

 

 

 4（ 角齒輪） 5（ 角齒輪） 6（ 角齒輪）



 5 

  為了將原本複雜的圖形簡化，我將齒輪上的每個角都用一個數字來表示，齒輪正上方為

0 ，並以順時針依序遞增填入自然數。 

0

1

2

3

4（ 角齒輪）

代數化

0

1

23

4

5（ 角齒輪）

代數化

 

          

將砍去的角用集合表示 

  以5角齒輪為例，我以紅色圓圈標記要砍去的角在齒輪上的位置，再將被標記的位置用

集合Y 表示，如下圖的5角齒輪，我將其位於0 和2的角砍去，所以集合  0,2Y = 即可表示被

砍去的角之相對位置。 

0

1

23

4

0

1

23

4
 0,2 表示砍去的角Y =

5（ 角齒輪） （砍去的角）  

 

可行集合與不可行集合 

考慮 6 角齒輪，其六個角分別以0,1,2,3,4,5表示。若砍去的角為0,1,3時，將砍去的角記

錄為集合  0,1,3Y = ，稱為『缺角集合』，並將此被砍去的下層齒輪狀態記為 S 。將上方的齒

輪依順時針旋轉，旋轉將造成缺角的地方有所改變，我將每次旋轉後上層齒輪的狀態依序記

為 1S 、 2S 、 3S 、 4S 與 5S ，其每種狀態缺角的位置依序記為  
61 1,2,4Y = 、  

62 2,3,5Y = 、

 
63 3,4,0Y = 、  4 6

4,5,1Y = 與  5 6
5,0, 2Y = 。因為上層齒輪狀態 1S 與下層齒輪狀態 S ，在水平

面上的投影為不完整的齒輪，這表示集合 1Y 與Y 有交集，其交集即為共同的缺角位置。換句

話說，  1 1Y Y =  ，而 1 就代表上下層齒輪此時有共同的缺角。由此可知，欲判斷『上

層齒輪狀態 iS 與下層齒輪狀態 S 是否有共同的缺角』，等價於『集合 iY 與Y 是否有交集』。同

理可知，因為對任意  1,2, ,5i ， iY Y ，所以不論上層齒輪如何旋轉，重疊的兩齒輪

必然會有共同的缺角。由於一開始砍去共同角的集合為  0,1,3Y = ，造成上下層齒輪經旋轉過

後總是仍有缺角的情形，我特別將集合  0,1,3Y = 稱為6 角齒輪的一個『可行集合』。 
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0

1

2

3

4

5

 0,1,3 6Y = 為 角齒輪的可行集合

0

1

2

3

4

5

 1 6
1,2,4Y =

0

1

2

3

4

5

 2 6
2,3,5Y =

0

1

2

3

4

5

 3 6
3,4,0Y =

0

1

2

3

4

5

 4 6
4,5,1Y =

0

1

2

3

4

5

 5 6
5,0,2Y =

S

1S 2S 3S 4S
5S

 

 

    若6 角齒輪砍去的角集合為  0,1,2Y = ，將被砍去的下層齒輪狀態記為 S，我亦將每次旋

轉後上層齒輪的狀態依序記為 1S 、 2S 、 3S 、 4S 與 5S ，其每種狀態缺角的位置依序記為

 
61 1,2,3Y = 、  

62 2,3, 4Y = 、  
63 3,4,5Y = 、  4 6

4,5,0Y = 與  5 6
5,0,1Y = 。因為 3Y Y =，所

以上層齒輪狀態 3S 與下層齒輪狀態 S ，沒有共同的缺角，兩者在水平面上的投影為完整的齒

輪。我將這樣的集合  0,1,2Y = 稱為6 角齒輪的一個『不可行集合』。 

0

1

2

3

4

5
 0,1,2 6Y = 為 角齒輪的不可行集合

0

1

2

3

4

5

 1 6
1,2,3Y =

0

1

2

3

4

5

 2 6
2,3,4Y =

0

1

2

3

4

5

 3 6
3,4,5Y =

0

1

2

3

4

5

 4 6
4,5,0Y =

0

1

2

3

4

5

 5 6
5,0,1Y =

1S 2S
3S 4S 5S

S

 

 

    為了將這個問題代數化，我將 n角齒輪上的角依順時針用 10,1,2, ,n− 表示，對於砍去的

角我用 10,1,2, ,n − 的子集合Y 來記錄。將上層齒輪順時針旋轉 i格後，上層齒輪缺角的位

置則用集合  :  (mod  )
niY k k y i n y Y= = + ， 表示，其中大括號下方的標號n代表集合內元素

的加法為同餘 n的結果。我有以下定義： 
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n角齒輪的可行集合 

對於重疊的兩個 n角齒輪，令砍去共同角的集合為  0,1,2, , 1Y n − 。 

對任意  1,2, , 1i n − ，令  :  (mod  )
niY k k y i n y Y= = + ， 。 

1. 將集合Y 稱為『缺角集合』； 

2. 若任意  1,2, , 1i n − ， iY Y ，則Y 為n角齒輪的『可行集合』； 

3. 若Y 為 n角齒輪的可行集合，則 Y 稱為n角齒輪的『可行數』； 

4. 若存在  1,2, , 1i n − ， iY Y =，則Y 為n角齒輪的『不可行集合』。 

 

最小可行集合的定義 

在承接先前可行集合的概念之下，我考慮7 角齒輪缺3角的情形，由下圖可得知，當缺角

集合為  0,1,3Y = 時，將上層的齒輪依順時針旋轉，每次旋轉後將上層齒輪缺角的位置依序

記為  
71 1,2,4Y = 、  

72 2,3,5Y = 、  
73 3, 4,6Y = 、  4 7

4,5,0Y = 、  5 7
5,6,1Y = 與  6 7

6,0,2Y = 。

因為對任意  1,2, ,6i ， iY Y ，不論上層齒輪如何旋轉，重疊的兩齒輪必然會有共同

的缺角，也就是說它們的水平投影皆為不完整齒輪。由於一開始砍去共同角的集合為

 0,1,3Y = ，所以集合  0,1,3Y = 即為7 角齒輪的一個可行集合。因為缺角集合Y 包含的元素

數量為3，意即 3Y = ，所以3為7 角齒輪的一個可行數。 

  

1

2

0

34

5

6

 0,1,3Y =

1

2

0

34

5

6

 5 7
5,6,1Y =

1

2

0

34

5

6

 1 7
1,2,4Y =

1

2

0

34

5

6

 3 7
3,4,6Y =

1

2

0

34

5

6

 2 7
2,3,5Y =

1

2

0

34

5

6

 4 7
4,5,0Y =

1

2

0

34

5

6

 6 7
6,0,2Y =

1SS 2S
3S

4S
5S

6S

 

 

 

已知3為7 角齒輪的可行數，我好奇是否能用更少的缺角數量來達到目的？因此進一步確
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認 2是否仍為7 角齒輪的可行數，若考慮砍去的角數為 2時，我有以下三種不同的砍法，不失

一般性考慮缺角集合Y 為 0,1 、 0, 2 與 0,3 其中之一，將上層的齒輪依順時針旋轉，旋轉

將造成缺角的地方有所改變，可以發現，當  0,1Y = 時， 2Y Y = ；當  0,2Y = 時，

1Y Y =；當  0,3Y = 時， 1Y Y =。不論砍去角的集合Y 是哪一種情形，三者皆會產生

空集合，也就是存在某一種旋轉後的狀態使得上層齒輪和下層齒輪沒有共同的缺角，此時兩

者在水平面上的投影為完整的齒輪。換句話說，考慮7 角齒輪且 2Y = 時，集合Y 皆為不可行

集合。由此可知， 2不為7 角齒輪的可行數。 

1

2

0

34

5

6

 0,1Y =

1

2

0

34

5

6

 2 7
2,3Y =

 

            

1

2

0

34

5

6

 0,2Y =

1

2

0

34

5

6

 1 7
1,3Y =

 

            

1

2

0

34

5

6

 0,3Y =

1

2

0

34

5

6

 1 7
1,4Y =

 

 

  由上述可知，對於 7 角齒輪，3為可行數，但是2不為可行數，也就是說3為7 角齒輪的

可行數中之最小值，因此我稱3為7 角齒輪之『最小可行數』。 

 

以代數的方法來分析，當考慮 n角齒輪時，如存在一個可行集合Y ，其中 Y 即為 n角齒

輪的可行數。此外，若所有元素數量為 1Y − 的集合皆為n角齒輪的不可行集合，也就是 1Y −

不為 n角齒輪的可行數時，我定義這樣的集合Y 為n角齒輪的『最小可行集合』，而集合Y 中

的元素數量 Y 稱為 n角齒輪的『最小可行數』，特別將 Y 的值記為『 ( )f n 』。對於 n角齒輪，

最小可行數的定義如下： 
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n角齒輪的最小可行數 

對於 n角齒輪，若Y 為元素數量最少的可行集合，則稱此Y 為『最小可行集合』。 

若Y 為最小可行集合，則元素數量 Y 稱為『最小可行數』，特別記為『 ( )f n 』。 

意即  ( ) min :f n Y Y n= 為 角齒輪的可行集合 。 

 

    由上述定義可知， n角齒輪的最小可行集合可以是不唯一的，但最小可行數 ( )f n 是必然

存在且唯一。將問題代數化後，可視為組合設計領域中的集合問題，以下將陸續介紹我所發

展的方法，對於 n角齒輪，說明如何設計可行集合，並從中陸續優化最小可行數 ( )f n 的上界。 

 

 

二、策略一 

    以下將說明一種設計可行集合的策略，我先分別以11角齒輪與17 角齒輪為例，用以說明

策略的設計理念以及原則。 

 

11角齒輪的範例 

    考慮11角齒輪，首先將所有的角區分為兩段，位於編號0 的角到最後一個砍去的角之間

的範圍稱為『前段』，而後方連續沒被砍去的角則稱為『後段』。令缺角集合為  0,1,2,5Y = ，

是從 0 開始順時針連續砍去編號為0,1,2的三個角，之後空下編號為3,4的兩格，最後再砍去

編號5的角。所以在這個砍法中，前段的範圍即為編號 0 1 5, , , 的角，角數量為 6 ，後段的

範圍則為編號 6 7 10, , , 的角。由於前段中沒有連續 3個完好的角，因此當上層齒輪轉動

1,2, ,5格時，其前段齒輪最初連砍的三個角必與下層齒輪缺角的位置有所重合，也就是兩齒

輪的水平投影必定有缺角，為不完整齒輪。 

 

    因為前段的齒輪角數6 大於後段的齒輪角數5，且前段齒輪為一開始先連續砍去3角，而

又沒有連續3個完好的角，所以當上層齒輪旋轉6 7 10, , , 格時，上層齒輪的前段會逐一經過

編號0 的位置，且上層齒輪前段砍去的位置必與下層齒輪連續砍去的3角有所重合，也就是齒

輪的水平投影必定有缺角，為不完整齒輪。  

 

  可知，當使用上述策略的方式砍去 4角時，可使11角齒輪在任何的旋轉狀態，其水平投

影皆有缺角，為不完整齒輪。意即集合  0,1,2,5Y = 為11角齒輪的可行集合。 
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 ( )11 0,1,2,5Y =角齒輪,

1

2

3

4
56

0

7

8

9
10

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

6前段共 角 5後段共 角

0 1 2 3 4 5

3連續砍 角 2空 格 1砍 角

前段後段

 

    對於一般 n 角齒輪，考慮缺角集合  0,1,2,5Y = ，根據上述的討論可知，若欲使集合

 0,1,2,5Y = 為 n角齒輪的可行集合，則『前段齒輪的角數必須要大於後段齒輪的角數』。由

於前段齒輪角數為6，因此當後段齒輪角數為0,1,2,3,4,5時，皆可使集合  0,1,2,5Y = 為可行

集合。也就是說，使用上述策略所砍去的缺角集合  0,1,2,5Y = ，可以分別為 6,7, ,11角齒

輪的可行集合，而11角齒輪則為齒輪數最多的情形。換句話說，當 6 11n  時，集合

 0,1,2,5Y = 必為 n角齒輪的可行集合。 

 

17角齒輪的範例 

    考慮17角齒輪，我也將其分為前段與後段，我將位於編號0 的角到最後一個砍去的角之

間的範圍稱為前段，而後方連續沒被砍去的角稱為後段。令缺角集合  0,1,2,5,8Y = ，是從0

開始順時針連續砍去編號為 0,1,2的三個角，之後空下編號為3,4的兩格再砍去編號5的角，

然後空下編號為6,7的兩格再砍去編號8的角，也就是『空兩格再砍一角』的動作重複 2次。

所以在這個砍法中，前段的範圍即為編號0 1 8, , , 的角，角數量為9，後段的範圍則為編號

9 10 16, , , 的角。由於前段中沒有連續3個完好的角。因此當上層齒輪轉動1,2, ,8格時，其

前段齒輪最初連砍的三個角必與下層齒輪缺角的位置有所重合，也就是兩齒輪的水平投影必

定有缺角，為不完整齒輪。 

 

   因為前段的齒輪數9大於後段的齒輪數8，且前段齒輪為一開始先連續砍去3角，而後面

又沒有連續3個完好的角，所以當上層齒輪旋轉9,10, ,16格時，上層齒輪的前段會逐一經過

編號0 的位置，且上層齒輪前段砍去的位置必與下層齒輪連續砍去的3角有所重合，也就是齒

輪的水平投影必定有缺角，為不完整齒輪。  

 

  可知，當使用上述策略砍去5角時，可使17 角齒輪在任何的旋轉狀態，其水平投影皆有
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缺角，為不完整齒輪。意即集合  0,1,2,5,8Y = 為17 角齒輪的可行集合。 

1
2
3
4
5

6

0

78910
11

12
13
14

1516

 ( )17 0,1,2,5,8Y =角齒輪,

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

9前段共角 8後段共角

0 1 2 3 4 5 6 7 8

3連續砍 角 2空 格

1砍角

2空 格

1砍角

前段後段

 

    同理，對於一般n角齒輪，考慮缺角集合  0,1,2,5,8Y = ，若欲使集合  0,1,2,5,8Y = 為 n

角齒輪的可行集合，則『前段齒輪的角數必須要大於後段齒輪的角數』。由於前段齒輪的角數

為9，因此當後段齒輪角數為0,1, ,8時，皆可使集合  0,1,2,5,8Y = 為可行集合。也就是說，

使用上述策略所砍去的角集合  0,1,2,5,8Y = ，可以分別為9,10, ,17角齒輪的可行集合，而

17角齒輪則為齒輪數最多的情形。換句話說，當9 17n  時，集合  0,1,2,5,8Y = 必為n角齒

輪的可行集合。 

 

可行集合的設計-策略一 

    根據上述的範例，將設計的方式一般化，對於 n角齒輪，我即可依循固定的方式，設計

一個可行集合，我將設計的方式稱為『策略一』，其建構的原則如下。 

可行集合的設計-策略一 

對於 n角齒輪，以下兩步驟決定缺角集合  0,1,2, , 1Y n − ，其中 2k  ， {0}m  ： 

Step-1：將編號 10,1, ,k − 這連續 k 個角砍去； 

Step-2：由編號 1k − 的角開始，每空 1k − 格後砍去下一個角，重複m 遍。 

經過兩步驟所決定砍去的角集合為    0,1,2, , 1 ( 1) 1: 1,2, ,Y k k i i m= −  + − = 。 

其中令  0,1,2, , 1AY k= − ，  ( 1) 1: 1,2, ,BY k i i m= + − = ，故 A BY Y Y=  。 

 0,1,2, , 1AY k= −  ( 1) 1: 1,2, ,BY k i i m= + − =
BAY YY= 

  
k連續砍 角

1 1k−空 格再砍 角

 

m→重複 次

                                                                                 

m次
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在策略一中，連續砍去的 k 個角，搭配重複m 遍所砍去的個別角，決定了缺角集合Y ，

因此集合Y 的元素數量 Y k m= + 受到參數 k 與m的影響。後續我將會分析 k 與m 的關係，試

著在Y 為可行集合的情況下降低 Y k m= + 的值。 

 

Lemma 1：策略一為可行集合的條件 

對於 n角齒輪，令 k 與m分別為策略一中 Step-1 與 Step-2 所決定的參數。 

當 ( 1) 2 ( 1) 1k m n k m+   + − 時，策略一所決定的缺角集合Y 必為n角齒輪的可行集合。 

【證明】 

對於 n角齒輪，在策略一中，我先將齒輪分為前段和後段，前段即為編號 , ( 1) 10,1, k m+ − 的

角，而後續未被砍去的角即為後段。我將前段齒輪設計為先連續砍去 k 角得 AY ，之後每空 1k −

格 再 砍 去 1 角 （ 重 複 m 遍 ） 得 BY ， 則 砍 去 的 角 集 合 為

   0,1,2, , 1 ( 1) 1: 1,2, ,A BY Y Y k k i i m==  − + − = 。前段齒輪的角數為 ( 1)k m+ ，因為前段

的 AY 為連續砍去 k 角，而 BY 造成前段沒有連續 k 個完整的角，因此上層齒輪在旋轉

1,2,3, , ( 1) 1k m+ − 格時，上層齒輪的 AY 會不斷地和下層齒輪砍去位置有所重合。此外，當上

層齒輪轉 ( 1), , 2 ( 1) 2k m k m+ + − 格時，其前段會逐一經過編號0 的位置，則上層前段齒輪的

砍去位置必與下層齒輪的 AY 亦有所重合。也就是說，若欲使集合Y 為n角齒輪的可行集合，

則前段齒輪的角數必須大於後段齒輪的角數，因此後段齒輪的角數最多可為 ( 1) 1k m+ − 。也

就是說，當使用策略一砍去 k m+ 角且要求集合Y 為可行集合時，n的最大值為 2 ( 1) 1k m+ − 。

意即當 ( 1) 2 ( 1) 1k m n k m+   + − 時，策略一所決定的缺角集合Y 必為n角齒輪的可行集合。■ 

 

    給定 n角齒輪，根據 Lemma 1，我可得最小可行數 ( )f n 的一個上界，故有以下定理：  

Theorem 1： 

對於 n角齒輪，針對策略一，令 k 為 Step-1 砍去的角數量， 2( 1) 1y n = + −
 

，則： 

（1）最小可行數 ( )f n y ； 

（2）
2 2( 1) ( 1) 2( 1) ( 1) ( 1) 2( 1)

2 2

y y n y y n
k

+ − + − + + + + − +
  ； 

（3）特別的，當 1
2 2

y y
k  + 時，前段齒輪的角數為最大。 

【證明】 

（1）在策略一中，缺角集合為    0,1,2, , 1 ( 1) 1: 1,2, ,Y k k i i m= −  + − = ，令所砍去的總角
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數為 y k m= + 。因為前段齒輪的角數為 ( 1)k m+ ，且欲使策略一所設計的集合Y 為可行

集合，則前段齒輪的角數必須大於後段齒輪的角數，意即後段齒輪角數最多為

( 1) 1k m+ − 。因此在策略一中，根據 Lemma 1 可知，當 ( 1) 2 ( 1) 1k m n k m+   + − 時，集

合Y 會為 n角齒輪的可行集合。依照n的奇偶性進行分類討論，當n為奇數時，n的上界

為不等式 2 ( 1) 1n k m + − ；當n為偶數時，n的上界為不等式 2 ( 1) 2n k m + − 。 

① （當 n為奇數） 

因為 2 ( 1) 1n k m + − ，所以
1

( 1)
2

n
k m

+
+  。根據算幾不等式可知

( 1)
( 1)

2

k m
k m

+ +
 + ，

因為 y k m= + ，所以可得知
1 1

( 1)
2 2

y n
k m

+ +
 +  ，移項後可得 2( 1) 1y n + − 。意

即在策略一中，對於 n 角齒輪，因為 y 為自然數，所以砍去的角數 y 至少要為

2( 1) 1n + −
 

才可以使集合Y 為可行集合。 

② （當 n為偶數） 

因為 2 ( 1) 2n k m + − ，所以
2

( 1)
2

n
k m

+
+  。根據算幾不等式可知

( 1)
( 1)

2

k m
k m

+ +
 + ，

因為 y k m= + ，所以可得知
1 2

( 1)
2 2

y n
k m

+ +
 +  ，移項後可得 2( 2) 1y n + − 。意

即在策略一中，對於 n 角齒輪，因為 y 為自然數，所以砍去的角數 y 至少要為

2( 2) 1n + −
 

才可以使集合Y 為可行集合。 

 

總和上述結論，可知
2( 1) 1 ,

2( 2) 1 ,

n n
y

n n

  + −
  

 
 + − 

當 為奇數

當 為偶數
，綜合n的奇偶性，我發現可將此

結論合併為 2( 1) 1n + −
 

。意即在策略一中，對於 n 角齒輪，砍去的角數 y 至少要為

2( 1) 1n + −
 

才可以使集合Y 為可行集合，由策略一可知 2( 1) 1n + −
 

為最小可行數的

上界，也就是最小可行數 ( ) 2( 1) 1f n n  + −
 

。 

 

（2）根據結論（1）可知，在策略一中 y k m= + 的值為 2( 1) 1n + −
 

，我還要了解參數 k 與m

的值要如何分配方能達成策略一的目標。換句話說，當 k m y+ = 時，k 和m 要如何分配

才能使前段齒輪的角數大於後段齒輪的角數，意即
1

( 1)
2

n
k m

+
+  。由於m y k= − ，利
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用變數代換可將不等式表示為
1

( 1)
2

n
k y k

+
− +    2 1

( 1) 0
2

n
k y k

+
− + +  。利用二次方

程 式 的 公 式 解 ， 即 可 知 不 等 式 的 解 為

2 2( 1) ( 1) 2( 1) ( 1) ( 1) 2( 1)

2 2

y y n y y n
k

+ − + − + + + + − +
  。 

 

（3）根據結論（1）可知，在策略一中 y k m= + 的值為 2( 1) 1n + −
 

，這裡我要了解當 y 固

定時， k 和m 要如何分配才能使前段齒輪的角數 ( 1)k m+ 有最大值。由於m y k= − ，利

用 變 數 代 換 ， 前 段 齒 輪 的 角 數 ( 1)k m+ 可 改 寫 為 k 的 二 次 式

2

2 21 1
( ) ( 1) ( 1) ( ) ( )

2 2

y y
g k k y k k y k k

+ + 
= − + = − + + = − − + 

 
，由此可知，在砍去角數 y 為

固定的情況下（ y 視為已知數），當 k 越接近
1

2

y +
時，前段齒輪的角數會越大。我令

2

2
1 1

( ) ( ) ( )
2 2

y y
g k k

+ + 
= − − + 

 
，為 k 的二次函數，函數圖形為拋物線開口朝下，頂點為

21 1
, ( )

2 2

y y+ + 
 
 

。當 y 為奇數時，
1

2

y +
為自然數，因此當

1

2

y
k

+
= 時，函數 ( )g k 的最大

值亦為自然數 21
( )

2

y +
，意即前段角數有最大值 21

( )
2

y +
。當 y 為偶數時，

1

2

y +
不為自然

數，因此 21
( )

2

y +
也必不為自然數，我要考慮自然數 k，求 ( )g k 的最大值。由於此二次函

數為左右對稱圖形，而頂點的 x坐標位於
1

2

y +
，且 y 為偶數，因此當

2

y
k = 或 1

2

y
k = +

時，即可得函數圖形最高的兩個格子點，此時 ( )g k 為最大的自然數值。 

1

2

y
k

+
=

y（ 為奇數） y（ 為偶數）

格子點

2

y
k = 1

2

y
k = +

 

綜合上述討論可知，在考慮格子點的情況下，不論 y 的奇偶性，當自然數 k 滿足

1
2 2

y y
k  + 時，則 ( )g k 有最大值。這表示對於 n角齒輪，欲使策略一所設計的集合Y 為

可行集合且令前段齒輪的角數為最大時，則
2( 1) 1 2( 1) 1

1
2 2

n n
k

   + − + −
     + 。■ 
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例如：以 11角齒輪為例，根據 Theorem 1 的結論（ 1）可知策略一所得的可行數

2( 1) 1y n = + −
 

，將 11n = 代入可得 2 6 1 4y  = − =
 

，因此在策略一中存在一種砍去

4個角的方式，可使其為可行集合，意即 4k m+ = 。接下來將分析這砍去的4角應該如

何分配在 k 和m。若把 4y = 代入 Theorem 1 的結論（2），可得2 3k  ，因為 k 需為

自然數，所以 2k = 和 3k = 皆符合條件。這表示策略一所砍去的角，可為 2k = ， 2m = ，

此時的可行集合為  0,1,3,5Y = ；也可為 3k = ， 1m = ，此時的可行集合  0,1,2,5Y = 。

因此對11角齒輪，  0,1,3,5Y = 與  0,1,2,5Y = 皆為策略一的可行集合。 

0 1 2 3 4 5

0 1 2 3 4 5
4砍去 角的可行集合

 3 ,  1 ,  0,1,2,5k m Y= = =

 2 ,  2 ,  0,1,3,5k m Y= = =
 

 

特別的，若把 4y = 代入 Theorem 1 的結論（3），亦可得2 3k  ，所以當 2k = 和 3k =

時，其可行集合皆使得前段齒輪的角數為最大值。 

 

例如：以 13 角齒輪為例，根據 Theorem 1 的結論（1）可知策略一中所得的可行數

2( 1) 1y n = + −
 

，將 13n = 代入可得 28 1 5y  = − =
 

，因此在策略一中存在一種砍去

5個角的方式，可使其為可行集合，意即 5k m+ = 。接下來將分析這砍去的5角應該如

何分配在 k 和m。若把 5y = 代入 Theorem 1 的結論（2），可得3 2 3 2k−   + ，因

為 k 需為自然數，所以 2,3,4k = 皆符合條件。這表示策略一所砍去的角，可為 2k = ，

3m = ，此時的可行集合為  0,1,3,5,7Y = ；也可為 3k = ， 2m = ，此時的可行集合

 0,1,2,5,8Y = ；也可為 4k = ， 1m = ，此時的可行集合  0,1,2,3,7Y = 。因此考慮13角

齒輪，  0,1,3,5,7Y = 、  0,1,2,5,8Y = 與  0,1,2,3,7Y = 皆為策略一中的可行集合。 

0 1 2 3 4 5 6 7

0 1 2 3 4 5 6 7 8

0 1 2 3 4 5 6 7

5砍去角的可行集合

 2 ,  3 ,  0,1,3,5,7k m Y= = =

 3 ,  2 ,  0,1,2,5,8k m Y= = =

 4 ,  1 ,  0,1,2,3,7k m Y= = =

較短

較短

最長

 

 

      特別的，若把 5y = 代入 Theorem 1 的結論（3），可得
5 7

2 2
k  ，所以 3k = 時，其可行

集合使得前段齒輪的角數為最大值。 
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三、可行集合的等價定義 

    對於 n角齒輪，集合  0 1 1, , , yY aa a −= ，若對任意  1,2, , 1i n − ， iY Y ，則Y 即

為可行集合。依照可行集合的定義，必須要將上層齒輪旋轉一整圈來確認是否皆有共同的缺

角，共有 1n− 個情形需要檢驗，但實際上我發現上層齒輪順時針旋轉與逆時針旋轉有對稱的

關係，透過這樣的思維，可以簡化檢驗的過程，我用以下的引理來說明概念如何簡化。 

Lemma 2：順逆時針旋轉的對稱性 

令 n為自然數，集合  0 1 1, , , yY aa a −= ，若對任意 {1,2, , }
2

n
i

 
  

 
， iY Y 恆成立，則Y

為 n角齒輪的可行集合。 

【證明】： 

給定 {1,2, , }
2

n
i

 
  

 
，因為集合 iY 與Y 有交集，所以存在{ }q ia Y Y  ，這表示存在{ }pa Y 滿

足 p qa i a+ = 。由此可知當上層齒輪順時針旋轉 i格之後，上層齒輪編號為 pa 的缺角將與下層

齒輪編號為 qa 重合。換句話說，當上層齒輪逆時針旋轉 i格之後，上層齒輪編號為 qa 的缺角

將與下層齒輪編號為 pa 重合。因為上層齒輪逆時針旋轉 i格的狀態等價於順時針旋轉 n i− 格

的狀態，可知對任意 {1,2, , 1}i n − ， iY Y 恆成立，意即Y 為n角齒輪的可行集合。■ 

 

    Lemma 2 說明著，對於集合Y ，只要檢驗上層齒輪順時針依序旋轉至半圈的結果，即可

用來判斷Y 是否為可行集合。這樣的推論也呼應著用策略一所設計的集合Y 時，我要求『前

段齒輪的角數必須要大於後段齒輪的角數』的理由，使得Y 為可行集合。 

 

距離數列與可行數列的定義 

    給定一個集合  0 1 1, , , yY aa a −= ，欲說明Y 為n角齒輪的可行集合，必須考慮集合 iY 是否

與Y 有共同元素。若{ } iq Ya Y  ，則表示存在{ }pa Y 滿足 p qa i a+ = ，其中 i可以視為在n角

齒輪上，編號為 pa 的角與編號為 qa 的角之間的順時針的距離。因此我提出圓周上元素的距離

概念，試圖建立可行集合的等價定義，使得後續能幫助我研究可行集合的建構策略。 

 

    將 10,1,2, ,n − 以順時針依序安排在圓周上表示一個 n角齒輪，每個數字代表其中一個

角，對於兩個數  1, 0,1, , ,2a b n − ，我定義a到b 在圓周上的順時針距離為b a− 除以n的餘

數，將此距離記為『 ( , )
n

d a b 』，意即 ( , )  (mod  )nd a b b a n= − 。例如： 11(2,5) 3d = 、 11(5,2) 8d = 。 
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1

2

3

4
56

0

7

8

9
10

11(2,5) 3d =

 ( )11 0,1,2,5Y =角齒輪，

1

2

3

4
56

0

7

8

9
10

11(5,2) 8d =

順時針距離

 
 

    對於11角齒輪，令  0,1,2,5Y = 表示缺角集合，則  3 11
3,4,5,8Y = 。因為  3 5Y Y =  ，

這表示上層齒輪順時針轉3格後與下層齒輪將有共同的缺角，其共同缺角為上層齒輪的 2號缺

角與下層齒輪的5號缺角。由此可知，若兩個缺角在圓周上的順時針距離為 i，則表示上層齒

輪順時針旋轉 i格後，與下層齒輪必有共同的缺角。對於集合  0,1,2,5Y = ，我依序紀錄相鄰

兩元素在圓周上的順時針距離，分別為 11(0,1) 1d = 、 11(1,2) 1d = 、 11(2,5) 3d = 、 11(5,0) 6d = ，

並表示為數列 11(1,1,3,6) ，以符號記為『
Y

D 』。對於集合  0,1,2,5Y = 所對應的數列

11(1,1,3,6)YD = ，我稱 YD 為缺角集合Y 所決定的『距離數列』。 

 

    令 011 111 2 3(1,1,3,6) ( , , , )YD d d d d= = ，因為 0 1d = 、 0 1 2d d+ = 、 3 3d = 、 2 3 4d d+ = 、

21 3 5d d d+ + = ，根據距離數列的概念，可知對任意 {1,2,3,4,5}i ，當上層齒輪順時針旋轉 i格

時，上下層齒輪必有共同缺角。又因為 Lemma 2 的結論說明了『上層齒輪順時針旋轉 i格有

共同缺角』等價於『上層齒輪逆時針旋轉 i格有共同缺角』。可知上層齒輪不論是順時針旋轉

1~ 5格或是逆時針旋轉1~ 5格，上下兩齒輪皆將有共同的缺角，因此集合Y 必為11角齒輪的

可行集合。例如 2 3 4d d+ = ，即表示上層齒輪旋轉 4格後，上層齒輪的1號缺角將與下層齒輪

的5號缺角重合；而當上層齒輪逆時針旋轉 4格後，上層齒輪的5號缺角將與下層齒輪的1號

缺角重合。由此可知，對於距離數列 YD ，利用 YD 中連續元素相加的可能值，可以幫助我判

斷集合Y 是否為可行集合。 

n角齒輪的可行數列
Y

D  

對於重疊的兩個 n 角齒輪，令缺角集合為    0 1 1, 0,1,2, , 1, , yY a aa n−=  − ，特別規定

(mod )p p ya a= 。對任意  0,1,2, , 1t y − ，定義以下符號： 

1. 定義 1 1( , )  (mod  )t n tt td a a a a n+ += − 為在n角齒輪上『
t

a 到
1t

a
+
的順時針距離』； 

2. 令 1( , )nt t td d a a += ，定義數列『
0 1 1

( , , , )
nY y

D d d d
−

= 』為集合Y 決定的『距離數列』； 

3. 若Y 為 n角齒輪的可行集合，則數列 YD 稱為n角齒輪『可行數列』。 



 18 

 

    固定自然數 n，每一個集合Y 皆可以對應一個距離數列 YD ，兩者為多對一的對應關係。

反之，若 YD 為可行數列，則必可建構一個集合Y 使其成為n角齒輪的可行集合。以下我將刻

劃如何直接判斷 YD 是否為可行數列，故有以下引理： 

Lemma 3：
Y

D 為可行數列的條件 

令 n為自然數， y 元數列
0 1 1( , , , )nY yD d d d −= ，其中對任意0 1t y  − ， {1,2, , 1}td n − 。

特別的，數列的下標皆為除以 y 後的餘數，當 t y ，規定
(mod )t t yd d= ，則有以下結論： 

（1）集合
1

0

{1,2,{0} : , 1}
k

j

j

Y d k y
−

=

 
=  

 
 − 決定的距離數列即為 YD ； 

（2）若對任意 {1,2, , }
2

n
d

 
  

 
，皆存在0 , 1t k y  − ，滿足連續元素相加之和

1

0

t j

k

j

d d
−

=

+ = ，

則 YD 為 n角齒輪的可行數列。 

【證明】： 

（1）考慮集合
1

0

{1,2,{0} : , 1}
k

j

j

Y d k y
−

=

 
=  

 
 − ，令 0 0a = 且

1

0j

k

k

ja d
−

=

= ， {1,2, , 1}k y − ，

可知  0 1 1, , , yY aa a −= 。對任意 ta Y ，不難得知 1 1( , )  (mod  )t t tt n td a a a a n d+ += − = ，故

集合Y 決定的距離數列即為 0 1 1( , , , )nY yD d d d −= 。 

 

（2）令數列 0 1 1( , , , )nY yD d d d −= ，集合  
1

0

0 1 1, {1,0 2, 1, , { } : , }y

k

j

j

Y a a ya d k−

−

=

 
=  

 
=  − ，

其中 0 0a = 且
1

0j

k

k

ja d
−

=

= ， {1,2, , 1}k y − 。根據結論（1）可知集合Y 決定的距離數列

即為 0 1 1( , , , )nY yD d d d −= 。因為對任意 {1,2, , }
2

n
d

 
  

 
，皆存在 0 , 1t k y  − ，滿足

1

0

t j

k

j

d d
−

=

+ = ，所以{ } { }kt dta d a Y Y+ = + 。根據 Lemma 2 可知，集合Y 為n角齒輪

的可行集合，故 YD 為n角齒輪的可行數列。■ 

             

( ),t t k n
d a a d+ =  d t kY Y a + =  

t ka +

Y

ta
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利用可行數列說明策略一 

    策 略 一 所 設 計 的 缺 角 集 合    0,1,2, , 1 ( 1) 1: 1,2, ,Y k k i i m= −  + − = ， 其 中

Y y k m= = + 。考慮 n 角齒輪，集合 Y 決定的距離數列即為
1

0

y

tY tD d
−

=
= ，其中

1 , 0

, 1

( 1) 1 ,

2

1

2

t

t

d k k t

n m k t k

k

k m

m

 


= −  


−

− + + = −

+

+

−當 

當 

當 

。對任意  1,2, , ( 1) 1m kd  + − ，若 d k = + ，

其中0 m  且0 1k  − ，則可知
2

1

k

t

t k

d d




+ −

= − −

= 。當 ( 1) 1
2

n
m k

 
+ −   

 
時，根據 Lemma 3 的

結論（2）可知， YD 為 n角齒輪的可行數列且Y 為可行集合。因為 , ,n k m 皆為自然數，所以

( 1) 1
2

n
m k

 
+ −   

 
可推得

1
( 1) 1

2 2

n n
m k

+ 
+  +  

 
，由此亦可獲得 Lemma 1 的結論，進一步再利

用 Theorem 1 的分析方法，透過算幾不等式即可推得關係式 2( 1) 1y k m n = +  + −
 

，由此

可知 n角齒輪的最小可行數 ( ) 2( 1) 1f n n  + −
 

。 

 

 

 

四、策略二 

 將一個集合Y 對應一個距離數列 YD ，利用距離數列中部分連續元素相加的數值，我更容

易判斷集合Y 是否為可行集合。然而我進一步利用距離數列的概念，設計可行集合，發展新

的策略，試圖將策略一進行優化。以下我先以 24角齒輪為例來說明 

 

24角齒輪的範例 

    考慮 24角齒輪，令缺角集合  0,1,3,5,11,12Y = ，是從0 開始順時針先連續砍去編號為0,1

的兩個角，之後空下編號為 2再砍去編號3的角，空下編號為4再砍去編號5的角（也就是『空

一格再砍一角』的動作重複 2次），最後再空下編號為6,7, ,10的五格再砍去編號11,12連續

兩個角。我可以利用距離數列的概念來說明集合Y 必為 24角齒輪的可行集合。 

1

11  ( 1 1 1  1    ) 

mk

k k nk m kk

−

− + +

個 個

( )                                                                                             YD =
                                   

2

1

k

t

t k

d i k





+ −

= − −

= = +
2

1

k

t

t k

d d k





+ −

= − −

= = +

)
n
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    集合  0,1,3,5,11,12Y = 決定的距離數列為 124 240 2 3 4 5(1,2,2,6,1,12) ( , , , , , )YD d d d d d d= = 。因

為
0 1d = 、

1 2d = 、
0 1 3d d+ = 、 1 2 4d d+ = 、

0 1 2 5d d d+ + = 、
3 6d = 、 3 4 7d d+ = 、 2 3 8d d+ = 、

2 3 4 9d d d+ + = 、 1 2 3 10d d d+ + = 、 1 2 3 4 11d d d d+ + + = 、 5 12d = ，所以
YD 中連續元素相加之

和可為1,2, ,12，根據 Lemma 3 的結論（2）可知，集合  0,1,3,5,11,12Y = 為24角齒輪的可

行集合， YD 即為對應的可行數列。 

 

 

可行集合的設計-策略二 

    根據上述缺角集合的設計概念進行推廣，將設計的方式一般化，對於 n角齒輪，我即可

依循固定的方式，發展出第二個設計可行集合的策略，我將設計的方式稱為『策略二』，其建

構的原則如下。 

 

可行集合的設計-策略二 

對於 n角齒輪，以下三步驟決定缺角集合  0,1,2, , 1Y n − ，其中 ,k m皆為非負整數： 

Step-1：將編號0,1這連續 2個角砍去； 

Step-2：由編號1的角開始，每空1格後砍去下一個角，重複 k 遍； 

Step-3：由編號 2 1k + 的角開始，每連續空2 1k + 格後砍去連續兩角，重複m 遍。 

令  0,1AY = ，  1 2 : 1,2, ,BY i i k= + = ，  2 (2 3) ,1 2 (2 3) : 1,2, ,CY k k j k k j j m= + + + + + = 。 

經過三步驟所決定砍去的角集合為 B CAY YY Y=   ，其中 2 2Y k m= + + 。 

CBA Y YYY =  



2砍 角

 0,1AY =  1 2 : 1,2, ,BY i i k= + =

                                                                                 

m次

2 1 2k +空 格再砍 角 m→重複 次

  

 2 (2 3) ,1 2 (2 3) : 1,2, ,CY k k j k k j j m= + + + + + =



1 1空　格再砍 角　 k→重複 次

                                                                                 

 
k次

 

 

1   2   2   6   1   12     

1

          

3

          

4

( )                                             YD =

                      

5

          

7

          

8                     

9

                           

10                                   

11

     

2

     

6

     

12

)
24
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  在策略二中，首先連續砍去的 2個角，我稱為集合 AY ；之後空1格砍1角的動作重複 k 遍，

砍去的 k 個角構成集合 BY ；最後空 2 1k + 格再砍 2角的動作重複m次，砍去的 2m個角構成集

合 CY ，這三個集合決定了缺角集合Y ，故集合Y 的元素數量 2 2Y k m= + + 受到參數 k 與m 的

影響。後續我將會分析 k 與m的關係，試著在Y 為可行集合的情況下降低 2 2Y k m= + + 的值。 

 

Lemma 4：策略二為可行集合的條件 

對於 n角齒輪，令 k 與m分別為策略二中 Step-2 與 Step-3 所決定的參數。 

當 (2 3)( 1) 1 2(2 3)( 1) 3k m n k m+ + −   + + − 時，策略二所決定的缺角集合Y 必為 n角齒輪的

可行集合。 

【證明】 

對於 n 角齒輪，策略二所設計的 缺角集合為 B CAY YY Y=   ，其中  0,1AY = ，

 1 2 : 1,2, ,BY i i k= + = ，  2 (2 3) ,1 2 (2 3) : 1,2, ,CY k k j k k j j m= + + + + + = 。集合Y 決定的距

離 數 列 即 為
1

0

y

tY tD d
−

=
= ， 其 中 2 2y Y k m= = + + ， 而 YD 中 的 元 素 即 為

   

 

 

1 , 0 2 : 1,2,

2 ,   1, 2, ,  

2 2 , 2 1: 1,2, ,

t

t k j j m

d t k

k t k j j m

  + =


= 
 +  + − =

當 　

當

當 

和 1 2 (2 3)( 1) 2k md n k m+ + = − + + + 。 對 任 意

 1, ,i k 、  1, ,j m ，由 0d =1和 k 個 2id = 的連續元素加法的組合可創造出1,2, , 2 1k +

的 距 離 數 ， 且 加 上 接 下 來 的 m 組 2 1 2 2k jd k+ − = + 和 m 組 2 1k jd + = 後 可 組 合 成

2 2, , (2 3)( 1) 2k k m+ + + − 的距離數。因此當 (2 3)(
2

1) 2k m
n 

  


+ +


− 時，根據 Lemma 3 的結

論（2）可知， YD 為 n 角齒輪的可行數列且Y 為可行集合。因為 , ,n k m 皆為自然數，所以

(2 3) 2
2

( 1)
n

k m
 

− + 


+ 

可推得

2
(

1
1 13)(

2
2 1)

n
k m

n + 
−  + 

 
+ +  ，故 3(2 3)( )2 1n k m+ + − 。又

因 為 CY 中 最 後 一 個 被 砍 去 的 角 編 號 為 1 2 (2 3) (2 3)( 1) 2k k m k m+ + + = + + − ， 所 以

(2 3)( 1) 1k mn + + − 。可知，當n的範圍限制在 (2 3)( 1) 1 2(2 3)( 1) 3k m n k m+ + −   + + − 時，則

缺角集合Y 必為 n角齒輪的可行集合。■ 

2 2,  1,   2 2,  1, ,   2 22,  2,  1( ,  ,  ,   ,  2 , 1 )n

mk

Y k k kD + + += 

組個

 1, 2,~,2 1  2 2,~, (2 3)( 1) 2k k k m+ + + + −可創造出距離 與
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    給定 n角齒輪，透過策略二，我可得最小可行數 ( )f n 的一個上界，故有以下定理：  

Theorem 2： 

對於 n 角齒輪，針對策略二，令 k 為 Step-2 重複的次數， m 為 Step-3 重複的次數，

3 3
4

2 2

n
y

 + 
= −  

   

為所需砍去角數，則有以下結論： 

（1） 最小可行數 ( )f n y ； 

（2） 

2 23 3
(2 5) 4( ) 8( 3) (2 5) 4( ) 8( 3)

2 2

8 8

y y n y y n

m

− − + − + − + + − +

  ； 

（3） 特別的，當
2 9 2 1

8 8

y y
m

− −
  時，前段齒輪的角數為最大。 

【證明】 

（1）在策略二中，缺角集合 A B CY Y Y Y=   ，其中  0,1AY = ，  1 2 : 1,2, ,BY i i k= + = ，

 2 (2 3) ,1 2 (2 3) : 1,2, ,CY k k j k k j j m= + + + + + = ， 所 砍 去 的 角 數 量 為

2 2Y y k m= = + + 。因為 AY 的 2個角、 BY 的 k 個角和 CY 的 2m個角中， k 與m 皆屬於自

然數，符合算幾不等式的條件，所以可以將砍去的角數 2 2y k m= + + 設計成

3 3
( ) (2 2)

2 2
y k m= + + + −　 。根據 Lemma 4 的結論可知 2(2 3)( 1) 3n k m + + − ，依照n的

奇偶性進行分類討論，當 n為奇數時，n的上界為不等式 2(2 3)( 1) 3n k m + + − ；當n為

偶數時，n的上界為不等式 2(2 3)( 1) 4n k m + + − 。 

 

① （當 n為奇數） 

我將 n的上界之不等式改寫成
3 3

( ) (2 2)
2 2

y k m= + + + −　 ，由於改寫後的 y 和 n 的上界中

都有出現
3

2
k + 和 2 2m+ ，我令

3

2
a k= + ， 2 2b m= + ，因此砍去的角數

3

2
y a b= + −  移

項後得
3

2
a b y+ = + 。因為 2 3n ab − ，移項後得

3

2

n
ab

+
 ，所以根據算幾不等式

2

a b
ab

+
 ，將 a b+ 和 ab分別以

3

2
y + 和

3

2

n +
代入後，可得

3 3
2

2 2

n
y

+
+  ，進一步可

將不等式整理為
3

2( 3)
2

y n + − 。因為 y 為自然數，所以 y 的最小值為
3

2( 3)
2

n
 

+ − 
 

。 
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② （當 n為偶數） 

我將 n的上界之不等式改寫成
3 3

( ) (2 2)
2 2

y k m= + + + −　 ，透過上述一樣的分析，根據算

幾不等式即可將關係式整理為
3

2( 4)
2

y n + − 。因為 y 為自然數，所以 y 的最小值為

3
2( 4)

2
n

 
+ − 

 
。 

總和上述結論，可知

3
2( 3) ,

2

3
2( 4) ,

2

n n

y

n n

 
+ − 

 
 

  + −  

當 為奇數

當 為偶數

，綜合n的奇偶性，可將此結論整

合為
3 3

4
2 2

n
y

 + 
 −  

   

。意即在策略二中，對於 n 角齒輪，砍去的角數 y 至少要為

3 3
4

2 2

n + 
−  

   

才可以使集合Y 為可行集合，由策略二可知
3 3

4
2 2

n + 
−  

   

為最小可行

數的上界，也就是最小可行數
3 3

( ) 4
2 2

n
f n

 + 
 −  

   

。 

 

（ 2）除了根據結論（1）可知，在策略二中 2 2y k m= + + 的最小值為
3 3

4
2 2

n + 
−  

   

，我還

要了解參數 k 與m的值需如何分配方能使缺角集合Y 為可行集合。根據 Lemma 4  的結

論可知 (2 3)( 1) 1 2(2 3)( 1) 3k m n k m+ + −   + + − ，其中 2(2 3)( 1) 3n k m + + − 可移項成

1
(2 3)( 1) 1

2

n
k m

+
+ + −  。由於 2 2k y m= − − ，利用變數代換可將不等式表示為

1
(2 4 1)( 1) 1

2

n
y m m

+
− − + −    28 (10 4 ) ( 4 5) 0m y m n y+ − + − +  。利用二次方程式的公

式 解 ， 即 可 知 不 等 式 的 解 為

2 23 3
(2 5) 4( ) 8( 3) (2 5) 4( ) 8( 3)

2 2

8 8

y y n y y n

m

− − + − + − + + − +

   。 

 

（3）根據結論（1）可知，在策略二中 2 2y k m= + + 的最小值為
3 3

4
2 2

n
y

 + 
= −  

   

，這裡我

要了解 y 固定時，k 和m如何分配才能使前段齒輪的角數 (2 3)( 1) 1k m+ + − 有最大值。由
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於 2 2k y m= − − ，利用變數代換前段齒輪的角數 (2 3)( 1) 1k m+ + − 可改寫為m 的二次式

2 2
2 2 5 4 +12 7

( ) (2 4 1)( 1) 1 4 2 5 2 2 4 ( )
8 16

y y y
g m y m m m my m y m

− − 
= − − + − = − + − + − = − − + 

 

，由此可知，在砍去角數 y 為固定的情況下（ y 視為已知數），當m 越接近
2 5

8

y −
時，

前段齒輪的角數會越大。我令
2 22 5 4 +12 7

( ) 4 ( )
8 16

y y y
g m m

− − 
= − − + 

 
，為m 的二次函

數，函數圖形為拋物線開口朝下，頂點為
22 5 4 +12 7

( ),
8 16

y y y − −
 
 

。由於 y 為正整數，因

此
2 5

8

y
m

−
= 必不為正整數，則可知由二次方程式運算出的最大前段角數不會發生，我

為了找出最接近它的數值，決定取離二次函數圖形頂點最近的格子點， 因此可得知在

符合條件
2 9 2 1

8 8

y y
m

− −
  且m為正整數的狀況下，求出的正整數m 可使前段角數為最

大值，也就是說，當我用已知的 y 求出m 後，再以 2 2y k m= + + （砍去角數）求出 k ，

即可使策略二中的前段角數為最大值。■ 

 

例如：以17角齒輪為例，根據 Theorem 2 的結論（1）可知在策略二中 2 2y k m= + + 的最小值

為
3 3

4
2 2

n + 
−  

   

，將 17n = 代入可得
3

40 5
2

y
 

= − = 
 

，因此在策略二中存在一種砍

去5個角的方式，可使其為可行集合，意即 2 2 5k m+ + = 。因為 2 3k m+ = ，接下來將

分析其中砍去的3角應該如何分配在 k 和m。若把 5y = 代入 Theorem 2 的結論（ 2），

可得
1

1
4

m  ，因為m需為非負整數，所以只有 1m = 符合條件。這表示策略二所砍去

的角中， 1m = ， 2 2 1k y m= − − = ，也就是說此時的可行集合  0,1,3,7,8Y = 。因此考

慮17角齒輪，  0,1,3,7,8Y = 必為策略二中的可行集合。 

5砍去 角的可行集合  1 ,  1 ,  0,1,3,7,8k m Y= = =

0 1 2 3 4 5 6 7 8
 

特別的，若把 5y = 代入 Theorem 2 的結論（3），亦可得
1 9

4 8
m  ，所以當 1m = 時，

其可行集合使得前段齒輪的角數為最大值。 
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例如：以18角齒輪為例，可知根據 Theorem 2 的結論（1）可知在策略二中 2 2y k m= + + 的最

小值為
3 3

4
2 2

n + 
−  

   

，將 18n = 代入可得
3

44 6
2

y
 

= − = 
 

，因此在策略二中存在一

種砍去 6 個角的方式，可使其為可行集合，意即 2 2 6k m+ + = 。因為 2 4k m+ = ，接下

來將分析其中砍去的 4角應該如何分配在 k 和m 。若把 6y = 代入 Theorem 2 的結論

（ 2），可得
7 57 7 57

8 8
m

− +
  ，因為m需為非負整數，所以 0m = 或1皆符合條件。

這表示策略二所砍去的角中，當 0m = ， 4k = 時，則缺角集合  0,1,3,5,7,9Y = ；當

1m = ， 2k = 時，則缺角集合  0,1,3,5,11,12Y = 。因此考慮18角齒輪，  0,1,3,5,7,9Y =

或  0,1,3,5,11,12Y = 皆為策略二中的可行集合。 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

 2 ,  1 ,  0,1,3,5,11,12k m Y= = =

 4 ,  0 ,  0,1,3,5,7,9k m Y= = =

6砍去 角的可行集合 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

較短

較長

 

特別的，若把 6y = 代入 Theorem 2 的結論（3），可得
3 11

8 8
m  ，所以 1m = 時，其可

行集合使得前段齒輪的角數為最大值。 

 

策略一與策略二的優劣分析 

    對於 24角齒輪，若使用策略一，根據 Theorem 1 的結論（1），可知 y k m= + 的最小值

為 2( 1) 1n + −
 

。將 24n = 代入可得 50 1 7y  = − =
 

，意即 7k m+ = 。接下來把 7y = 代入

Theorem 1 的結論（ 2 ），可得
8 14 8 14

2 2
k

− +
  ，因為 k 須為自然數，若考慮 3k = ，則

4m y k= − = ，也就是  0,1,2,5,8,11,14Y = 時，此為策略一所設計的可行集合。若使用策略二，

根據 Theorem 2  的結論（1），可知 2 2y k m= + + 的最小值為
3 3

4
2 2

n + 
−  

   

，將 24n = 代入

可得
3

56 6
2

y
 

= − = 
 

，意即 2 2 6k m+ + = 。接下來把 6y = 代入 Theorem 2  的結論（ 2），

可得
7 9 7 9

8 8
m

− +
  ，因為 m 須為非負整數，所以 1m = 符合條件。這表示當 1m = ，

2 2 2k y m= − − = ，也就是  0,1,3,5,11,12Y = 時，此為策略二所設計的 24角齒輪之可行集合。 
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    由上述可知，對於 24角齒輪的可行集合，策略二需砍去角數的最小值為6 ，較策略一的

7 角少1角，因此可確定策略二為策略一之優化。 

6砍去 角的可行集合  2 ,  1 ,  0,1,3,5,11,12k m Y= = =

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

7砍去 角的可行集合  3 ,  4 ,  0,1,2,5,8,11,14k m Y= = =

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

策略一：

策略二：

24角齒輪

 

 

    考慮 n角齒輪，將策略一與策略二所設計的可行集合元素數量的最小值分別記為 1( )f n 與

2 ( )f n ，意即 ( )1( ) 2 1 1f n n = + −
 

、 2

3 3
( ) 4

2 2

n
f n

 + 
= −  

   

。可以發現兩者大約都是 2n 的

級別，我用 Excel 試算表即可發現以下幾點現象： 

（1）對於任意自然數 n， 1 2( ) ( )f n f n 恆成立； 

（2）當 n為某些特定的值時， 1 2( ) 1 ( )f n f n− = ，這表示策略二的設計確實優於策略一； 

（3）兩個策略所設計的可行集合的元素數量差距最多為1，意即 1 20 ( ) ( ) 1f n f n −  。 

 

 

五、完美可行集合 

    若可行集合Y 中滿足『任意兩個元素的最短距離都沒有重複』，則我將其視為一種特殊的

可行集合，因為這表示上層齒輪在旋轉的過程中，上下齒輪重合的缺角數量皆已達最小化，

這表示初始砍去重合角的位置為最緊緻的狀態，所以我想討論這種特殊可行集合的性質。 

 

完美集合的定義與基本性質 

    對於 n 角齒輪，令Y 為缺角集合，其中 Y y= ，而 YD 為Y 所決定的距離數列，其中

YD y= 。根據 Lemma 3 的結論（2）可知，若距離數列 YD 中連續元素相加之和的可能值包含

, }
2

{1, 2,
n 
 
 

，則 YD 為可行數列且 Y 為可行集合。因為 YD 的連續元素相加的情形共有

2

( 1)

2

y y y
C

−
= 組狀態，所以當

( 1)

2 2

y y n−  
=  
 

時，這樣子的可行集合Y，任兩個元素的最短距離

皆為相異，且可以產生出
2

1,2, ,
n 
 
 

這些距離，這表示可行集合Y 的數量達到一種最緊緻的
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狀態，意即在固定 n的情況下，可用最少的元素數量創造出所需要的最短距離，我特別將具

備這種特質的可行集合稱為 n角齒輪的『完美集合』。 

 

完美集合的定義 

對於 n角齒輪，Y 為可行集合，其中 Y y= 。若
( 1)

2 2

y y n−  
=  
 

，則稱Y 為『完美集合』。 

若Y 為完美集合，則距離數列 YD 稱為『完美數列』。 

 

例如：考慮6 角齒輪與7 角齒輪，當缺角集合  0,1,3Y = 時，其距離數列分別為 6(1,2,3)YD = 與

7(1,2,4)YD = 。個別考慮 6(1,2,3)YD = 與 7(1,2,4)YD = ，皆可得 0 1d = 、 1 2d = 、 0 1 3d d+ = ，

因此根據 Lemma 3 的結論（2）可知， 6(1,2,3)YD = 與 7(1,2,4)YD = 分別為6 角齒輪與7

角齒輪的可行數列，意即  0,1,3Y = 為6 角齒輪與 7 角齒輪的可行集合。考慮 6 角齒輪

與 7 角齒輪，當可行集合為  0,1,3Y = 時，將 3y Y= = 、 6n = 與 7n = 代入，皆滿足

( 1)
3

2 2

y y n−  
= =  

 
，因此可行集合  0,1,3Y = 即為6 角齒輪與7 角齒輪的完美集合。 

 
 

例如：考慮 12 角齒輪，當缺角集合  0,1,3,7Y = 時，其距離數列 12(1,2,4,5)YD = 。在

12(1,2,4,5)YD = 中，可得 0 1d = 、 1 2d = 、 0 1 3d d+ = 、 2 4d = 、 3 5d = 、 1 2 6d d+ = ，因

此根據 Lemma 3 的結論（2）可知， 12(1,2,4,5)YD = 為12角齒輪的可行數列，意即

 0,1,3,7Y = 為12角齒輪的可行集合。考慮12角齒輪，當可行集合為  0,1,3,7Y = 時，

將 4y Y= = 、 12n = 代入，皆滿足
( 1)

6
2 2

y y n−  
= =  

 
，因此可行集合  0,1,3,7Y = 即為

12角齒輪的完美集合。 

 

 

 

 

0

1

2

3

4

5

0

1

2

34

5

6

0

1

2

3

4

5

0

1

2

34

5

6

0
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    根據完美集合的定義，不難得知特定的 n值，才有完美集合的可能性；而完美集合的概

念可以得知 n 
 

可作為最小可行數 ( )f n 的下界；完美集合所決定的距離數列也會有相對應

的性質，我將這些容易觀察出來的性質羅列如下： 

完美集合的基本性質 

對於 n角齒輪，若存在完美集合Y ，則具備下列基本性質： 

1. 2n p p= − 或 2 1n p p= − + ，其中正整數 2p  ； 

2. Y 必為最小可行集合且 Y p= ，意即 ( )f n p n = =
 

； 

3. Y 中任意兩元素在圓周上的最短距離皆相異； 

4. 當 n為奇數，則完美數列 YD 中連續元素相加的值皆相異； 

當 n為偶數，則完美數列 YD 中連續元素相加的值，僅
2

n
會出現恰兩次，其餘皆相異； 

5. 若
1

0

p

tY tD d
−

=
= 為完美數列，則 0 1 1, ,, pd dd − 必包含{1,2}且為n的相異自然數的分拆。 

     

    目前我透過窮舉的方式，針對一些特殊的 n值，確實有建構出完美集合。以下分別列出

當 2,3,6,7,12,13,21,31n = 時，我成功設計出的完美集合與對應的完美數列，表格呈現如下： 

完美集合

n

完美數列

2 3 6 7 12 13

 0,1

( )
2

1,1

 0,1

( )
3

1,2

 0,1,3

( )
6

1,2,3

 0,1,3

( )
7

1,2,4

 0,1,3,7

( )
12

1,2,4,5

 0,1,3,9

( )
13

1,2,6,4

21

 0,1,4,14,16

( )
21

1,3,10,2,5

31

 0,1,3,8,12,18

( )
31

1,2,5,4,6,13
 

 

完美集合不存在性的充分條件 

    在探討完美集合的過程中，我發現當 20n = 時，完美集合意外的並不存在，說明如下。 

20n = 的完美集合不存在（反證法-分類討論） 

對於 20角齒輪，不存在完美集合。由此可知最小可行數為 (20) 6f = 。 

【證明】 

假設 Y 為 20 角齒輪的完美集合，則 5Y = 且 0 1 2 3 4 20( , , , , )YD d d d d d= 為完美數列。因為

0 1 2 3 4 20d d d d d+ + + + = ，所以集合 0 1 2 3 4, , , ,d d d d d 必包含 1, 2 且為 20的相異自然數分拆，

故共有 5 種情形，分別為 1,2,3,4,10 、 1,2,3,5,9 、 1,2,3,6,8 、 1,2,4,5,8 與 1,2,4,6,7 。
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不失一般性可假設
0 1d = ，利用完美集合的基本性質，我依序討論上述這五種狀態，皆不可能

為完美數列。 

 

① 考慮   1 2 3 4, , , 2,3,4,10d d d d =  

   因為集合內有3,4，而
0 1d = ，故

11 d+ 與 4 1d + 皆不能重複為3與4，所以 41, {2,3}d d  ，不

失一般性，令 2 2d = 且 3 3d = 。因為 32 5d d+ = ，所以  1 44 ,d d ，這表示 41 10d d= = ，此

與完美數列的性質矛盾。 

 

② 考慮   1 2 3 4, , , 2,3,5,9d d d d =  

   因為集合內有 3 ，所以  1 42 ,d d ，不失一般性，令 2 2d = 。因為集合內有 5 ，所以

 1 33 ,d d ，故 4 3d = 。若 1 5d = 且 3 9d = ，則 34 0 1 9d d d d+ + = = ；若 1 9d = 且 3 5d = ，則

3 4 0 19d d d d+ + = = 。不論是哪種情形，皆與完美數列的性質矛盾。 

 

③ 考慮   1 2 3 4, , , 2,3,6,8d d d d =  

   因為集合內有 3 ，所以  1 42 ,d d ，不失一般性，令 2 2d = 。因為集合內有 8 ，所以

 1 36 ,d d ，故 4 6d = 。若 1 3d = 且 3 8d = ，則 0 1 2 46d d d d+ + = = ；若 1 8d = 且 3 3d = ，則

40 1 39d d d d+ = = + 。不論是哪種情形，皆與完美數列的性質矛盾。 

 

④    1 2 3 4, , , 2, 4,5,8d d d d =  

   因為集合沒有 3 ，所以 1 4{ }2 ,d d ，不失一般性，令 1 2d = 。因為集合內有 8 ，所以

 2 45 ,d d ，故 3 5d = 。若 2 4d = 且 4 8d = ，則 02 3 49d d d d+ = = + ；若 2 8d = 且 4 4d = ，則

4 0 35d d d+ = = 。不論是哪種情形，皆與完美數列的性質矛盾。 

 

⑤    1 2 3 4, , , 2, 4,6,7d d d d =  

   因為集合沒有 3 ，所以 1 4{ }2 ,d d ，不失一般性，令 1 2d = 。因為集合內有 7 ，所以

 2 44 ,d d ，故 3 4d = 。若 2 6d = 且 4 7d = ，則 01 2 48d d d d+ = = + ；若 2 7d = 且 4 6d = ，則

4 0 27d d d+ = = 。不論是哪種情形，皆與完美數列的性質矛盾。 

 

根據上述討論可知，當 20n = 時，不存在完美集合。這表示最小可行數 (20) 5f  。根據 Theorem 

2 的結論（1）可知，最小可行數 (20) 6f  。故最小可行數 (20) 6f = 。■ 
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    此外，在研究的過程中，當 30n = 與 42n = 時，我也無法順利建構出完美集合，這讓我

懷疑，完美集合的存在性，是否與 20n = 一樣是不存在？但若要沿用上述的討論方法來分析

30n = 與 42n = 的完美集合存在性，分類討論的過程會越來越複雜，我意識到上述說明 20n =

不存在完美集合的方法，難以具有一般性，因此我開始思考，能否改良使用另一種可推廣的

論述方式來刻畫完美集合不存在性的充分條件。 

 

    對於 n角齒輪，其中 2n p p= − 或 2 1n p p= − + ，以下我先介紹一些新定義的符號以及完

美數列的等價概念。定義集合  ,iH i n i= − ，其中 1,2, ,
2

n
i

 
=  

 
。令  0 1 1, , , pY aa a −= 為n角

齒輪的缺角集合且 , Y   ，考慮任意相異兩元素 ,  在圓周上的順時針距離，則存在

1,2, ,{ }
2

n
i

 



 

使得 ,( )nd   與 ,( )nd   皆為 iH 中的元素，意即  )( , , )(,i n nH d d  = 。特

別的，定義函數 :{1,2, , 1} 1,2, , }
2

{
n

h n
 

− →  
 

，其中 ( )

  , 1
2

, 1 1
2

n
i i

h i
n

n i i n

  
   

  
= 

  − +   −   

當

當

，這個

函數主要是用來判別 ,( )nd   與 ,( )nd   所屬集合 iH 的下標 i 為何數，換句話說，若

 , ) , , )( (n n id d H  = ，則 ( ) ( )(,( ) , )n nh h id d  = = 。這表示對任意相異兩元素 ,  在

圓周上的距離有兩段，函數 h就是要對應到兩段距離較小的值。 

 

例如：考慮 7n = ，則  1 1,6H = 、  2 2,5H = 、  3 3,4H = 。考慮 1 = 且 6 = ，則 7,6) 5(1d =

與 7,1) 2(6d = ，故    2 7 7(1 (6 5 2,6) , ,1) ,d dH = = 。考慮函數 :{1,2, ,6} 1,2,3}{h → ，則

( ) ( )7,6) 2(1 5dh h= = 且 ( ) ( )76, ) 2( 1 2dh h= = 。 

0
1

2

34

5

6

7(1,6) 5d =

7(6,1) 2d =

   2 7 7(1 (6 5 2,6) , ,1) ,d dH = =

( ) ( )7 7,6) 6,1 ) 2( ( 1h dhd = =

較小的數

 

 

    令
1

0

p

tY tD d
−

=
= 為缺角集合Y 的距離數列，透過函數h的概念，以下引理為判斷

1

0

p

tY tD d
−

=
=

是否為完美數列的等價條件。 
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Lemma 5：
Y

D 為完美數列的條件 

考慮 2n p p= − 或 2 1n p p= − + ，令
1

0

p

tY tD d
−

=
= 為缺角集合Y 的距離數列，則有以下結論： 

（1）當 p 為奇數時，若

3

12

00 0

( 1)
( ) {1,2, , }

2

p

p k

t j

jk t

p p
h d

−

−

+

== =

−
= ，則 YD 為n角齒輪的完美數列； 

（2）當 p 為偶數時，若

2 1 1
12 2 2

0 00 0 0

( 1)
( ) ( ) {1, 2, , }

2

p p p

p k

t j t j

j jk t t

p p
h d h d

− − −
−

+ +

= == = =

   
−    =

   
   
   

  ，則 YD 為n角

齒輪的完美數列。 

【證明】 

因為 YD p= 且
( 1)

2 2

p p n−  
=  
 

，所以若
1

0

p

tY tD d
−

=
= 為可行數列，則必為n角齒輪的完美數列。 

（1）當 p 為奇數，因為

3

12

00 0

( 1)
( ) {1,2, , }

2

p

p k

t j

jk t

p p
h d

−

−

+

== =

−
= ，所以對任意

( 1)
{1,2, , }

2

p p
d

−
 ，

存在0 1t p  − 與
3

0
2

p
k

−
  ，使得

0

( )
k

t j

j

h d d+

=

= ，則可知
0

{ , }
k

t j

j

d d n d+

=

 − 。由此可

知
0

k

t j

j

dd +

=

= 或
1

1

p

t j

j k

d d
−

+

= +

= 。因為
( 1)

2 2

p p n−  
=  
 

，根據 Lemma 3（2）的結論可知，

1

0

p

tY tD d
−

=
= 為n角齒輪的可行數列，所以

1

0

p

tY tD d
−

=
= 必為n角齒輪的完美數列。 

 

1

0

2

0 0

3

( 1)
{1,2, , }( )

2

k

t

p

k

j

p

t j

h
p

d
p−

=

−

+

= =

−
=

連續元素相加之和

圓周上較小的距離

遞移

連續元素的個數

Y集合 旋轉半圈

以內皆有交集

 

Y

Y

D

為完美集合

為完美數列

 

 

1

0 1 2 3 1 1 2 1

2 2

1

2 2

2

( ,  ,  , ,  ,  ,  ,   ,  ,    )

p p

nY p p p p pD d d d d d d d d− − + − −

− +

=

個 個

 p 是奇數

連續元素相加之和

遞移一圈




3

12

00 0

( )

p

p k

t j

jk t

h d

−

−

+

== =


h
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（2）當 p 為偶數，已知

2 1 1
12 2 2

0 00 0 0

( 1)
( ) ( ) {1, 2, , }

2

p p p

p k

t j t j

j jk t t

p p
h d h d

− − −
−

+ +

= == = =

   
−    =

   
   
   

  ，考慮任意

( 1)
{1,2, , }

2

p p
d

−
 。若

2
12

00 0

( )

p

p k

t j

jk t

d h d

−
−

+

== =

  ，則存在 0 1t p  − 與 0 2
2

p
k  − ，使得

0

( )
k

t j

j

h d d+

=

= ， 可 知
0

{ , }
k

t j

j

d d n d+

=

 − ， 故
0

k

t j

j

dd +

=

= 或
1

1

p

t j

j k

d d
−

+

= +

= ； 若

1 1
2 2

00

( )

p p

t j

jt

d h d

− −

+

==

  ， 則 存 在 0 1
2

p
t  − 與 1

2

p
k = − ， 使 得

0

( )
k

t j

j

h d d+

=

= ， 可 知

0

{ , }
k

t j

j

d d n d+

=

 − ，故
0

k

t j

j

dd +

=

= 或
1

1

p

t j

j k

d d
−

+

= +

= 。因為
( 1)

2 2

p p n−  
=  
 

，根據 Lemma 3（2）

的結論可知，
1

0

p

tY tD d
−

=
= 為n角齒輪的可行數列，所以

1

0

p

tY tD d
−

=
= 必為n角齒輪的完美

數列。 

0 1 2 2 1
2 1 1

2 2 2

2 2

2

( ,  ,  , ,  ,  ,  ,  ,   ,  ,    )

p p

nY p p p p p pD d d d d d d d d d− −
− − +

=

個 個

 p 是偶數

連續元素相加之和

遞移一圈

遞移半圈

2
12

00 0

( )

p

p k

t j

jk t

h d

−
−

+

== =



1 1
2 2

00

( )

p p

t j

jt

h d

− −

+

==







h

h

■ 

 

    有關 Lemma 5（2）的結論中，因為 p 為偶數，所以在考慮數列
1

0

p

tY tD d
−

=
= 連續

2

p
個元

素 的 數 值 和 時 ， 因 為
2

p
個 元 素 個 數 剛 好 為 數 列 元 素 個 數 p 的 一 半 ， 所 以

2 2

0 1
1 1

2 2 2

1( ) ( )

p p

p p p ph d d h dd dd −
− +

+ + ++ = + +

個 個

，因此這個情況只需要討論遞移半圈的情形即

可，否則會出現重複的情形。這也就是結論（2）條件為何要分為

2
12

00 0

( )

p

p k

t j

jk t

h d

−
−

+

== =

 與

1 1
2 2

00

( )

p p

t j

jt

h d

− −

+

==



兩個情形的聯集。 
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例如：考慮 21n = ，此時 5p = 為奇數，令 121 210 2 3 4(1,3,10,2,5) ( , , , , )YD d d d d d= = ，依序可知 

   
4 40

00 0

( ) ( ) (1), (3), (10), (2), (5) 1,3,10,2,5t j t

jt t

h d h d h h h h h+

== =

= = = 、

   
4 41

1

00 0

( ) ( ) (4), (13), (12), (7), (6) 4,8,9,7,6t j t t

jt t

h d h d d h h h h h+ +

== =

= + = = 。 

將上述兩集合聯集後可得集合      
1 4

00 0

( ) 1,3,10,2,5 4,8,9,7,6 1,2, ,10
k

t j

jk t

h d +

== =

=  = 。 

根據 Lemma 5（1）可知， 21(1,3,10,2,5)YD = 為21角齒輪的完美數列。 

   

21( 1,  3,  10,  2,  5 )YD =  
4

0

( ) 1,3,10,2,5t

t

h d
=

=

 
4

1

0

( ) 4,8,9,7,6t t

t

h d d +

=

+ =








 01, ,12,3,

連續元素相加的值

可為

完美數列  

 

例如：考慮 31n = ，此時 6p = 為偶數，令 131 310 2 3 4 5(1,2,5,4,6,13) ( , , , , , )YD d d d d d d= = ，可知 

   
5 50

00 0

( ) ( ) (1), (2), (5), (4), (6), (13) 1,2,5,4,6,13t j t

jt t

h d h d h h h h h h+

== =

= = = 、

   
5 51

1

00 0

( ) ( ) (3), (7), (9), (10), (19), (14) 3,7,9,10,12,14t j t t

jt t

h d h d d h h h h h h+ +

== =

= + = = 、 

   
2 22

1 2

00 0

( ) ( ) (8), (11), (15) 8,11,15t j t t t

jt t

h d h d d d h h h+ + +

== =

= + + = = 。 

將上述三集合聯集後可得集合

1 4 2 2

0 00 0 0

( ) ( )
k

t j t j

j jk t t

h d h d+ +

= == = =

   
   

   
       1,2,5,4,6,13 3,7,9,10,12,14 8,11,15=    

                              1,2,3, ,15= 。 

根據 Lemma 5（2）可知， 31(1,2,5,4,6,13)YD = 為31角齒輪的完美數列。 

31( 1,  2,  5,  4,  6,  13 )YD =
 

5

0

( ) 1,2,5,4,6,13t

t

h d
=

=

 
5

1

0

( ) 3,7,9,10,12,14t t

t

h d d +

=

+ =








 51, ,12,3,

連續元素相加的值

可為

完美數列

 
2

1 2

0

( ) 8,11,15t t t

t

h d d d+ +

=

+ + =
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    以下我將利用 Lemma 5 的結論搭配反證法，再一次證明為何 20角齒輪不存在完美集合。 

20n = 的完美集合不存在（反證法-奇偶性） 

對於 20角齒輪，不存在完美集合。由此可知最小可行數為 (20) 6f = 。 

【證明】 

假設 Y 為 20 角齒輪的完美集合，則 5Y = 且 0 1 2 3 4 20( , , , , )YD d d d d d= 為完美數列，可知

0 1 2 3 4 20d d d d d+ + + + = 。對任意 1,2, ,10i = ，可知集合  , 20iH i i= − 中的兩元素具有相同

的奇偶性。因為 20n = ，所以 5p = 為奇數，根據 Lemma 5（1）的結論可知集合
1 4

00 0

( )
k

t j

jk t

h d +

== =



中的10個元素恰為 1,2, ,10 。因為 iH 中的兩元素具有相同的奇偶性，所以
1 4

0 0 0

k

t j

k t j

d +

= = =

 與

10

1i

i
=

 亦具有相同的奇偶性。 

因為 ( )1

10
1 4

30 2

0

3 4 0 1 1 2 2 3 4 4 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

kk
k

t j

k t j

d d d d d d d d d d d d d d d d

==

+

= = =

= + + + + + + + + + + + + + +  

0 1 2 3 43( ) 3 20 60d d d d d= + + + + =  = 為偶數，但是
10

1

55
i

i
=

= 為奇數，此為矛盾，所以 20n = 時，

不存在完美集合。 

  

10

1

55
i

i
=

=下標總和

( )相同奇偶性 矛盾

1 200 2 3 4( ,  ,  ,  ,   )YD d d d d d=





 

 

 

 

 

3

1

2

9

10

  1  , 19 

  2  , 18 

  3  , 17 

      

  9  , 11 

 10 , 10 

H

H

H

H

H

=

=

=

=

=

相同奇偶性

( )

0

1

0 1 1

0

0 3

2 2 3 3 4 4 0

0

1 2

1 4

0 0

1 4

4

2 3

( ) ( )

03

( ) ( )

)

( )

( ) 3 2 6

(

0

k

t

k

j

k t j

k

d d d d d d

d

d d d d

dd

d d d

d d d

d d

+

=

= =

=

=

=

+

= + + + + 

+ + + + + + +

+ +

=

+ +

+

=

+



     連續元素和的加總

對應

■ 

 

    可以發現，一旦有了 Lemma 5 對於完美數列的等價定義，20角齒輪不存在完美集合的證

明就相對簡潔，不僅如此，此論證的手法更能夠延伸推廣，進一步還可以找出不存在完美集

合的充分條件。 
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    給定 n角齒輪，我給出了一個不存在完美集合的充分條件，故有以下定理：  

Theorem 3： 

對於 n角齒輪，其中 ( 1)n p p= − ，若 5 7 (mod  8)p  或 ，則不存在完美集合，故 ( )f n n 
 

。 

【證明】 

令 ( 1)n p p= − 且 5 7 (mod  8)p  或 ，可知 n 為偶數且 p 為奇數。假設Y 為 n 角齒輪的完美集

合，則 Y p= 且 0 1 2 1( , , , , )Y p nD d d d d −= 為完美數列，可知
1

0

p

i

i

d n
−

=

= 。因為 n 為偶數，所以對

任意 1,2, ,
2

n
i = ，可知集合  ,iH i n i= − 中的兩元素具有相同的奇偶性。因為 p 為奇數，根據

Lemma 5（1）的結論可知

3

12

00 0

( 1)
( ) {1,2, , }

2

p

p k

t j

jk t

p p
h d

−

−

+

== =

−
= 。因為 iH 中的兩元素具有相同的

奇偶性，所以

3

12

0 0 0

p

p k

t j

k t j

d

−

−

+

= = =

 與

( 1)

2

1

p p

i

i

−

=

 亦具有相同的奇偶性。因為 n 為偶數，所以

3 1

1 12 2

0 0 0 1 0

( ) ( )

p p

p pk

t j

k t j t

t

q

d q d

− −

− −

+

= = = = =

=   

1

2

1

( ) ( )

p

q

q n

−

=

=  也為偶數。接下來考慮

( 1)

2

1

p p

i

i

−

=

 的奇偶性，利用級數的

求和公式可知

( 1)

2 2

1

1 ( 1) ( 1) ( 1)( 2)
( 1)

2 2 2 8

p p

i

p p p p p p p p
i

−

=

− − − − +
= + = 。 

 

若 8 5p t= + ，其中 t為非負整數，則

( 1)

2 2

1

(8 5)(8 4)(64 72 22)

8

p p

i

t t t t
i

−

=

+ + + +
=  

                                    2(8 5)(2 1)(32 36 11)t t t t= + + + + 為奇數； 

若 8 7p t= + ，其中 t為非負整數，則

( 1)

2 2

1

(8 7)(8 6)(64 104 44)

8

p p

i

t t t t
i

−

=

+ + + +
=  

                                    2(8 7)(4 3)(16 26 11)t t t t= + + + + 為奇數。 

 

由此可知，當 5 7 (mod  8)p  或 時，

( 1)

2

1

p p

i

i

−

=

 皆為奇數，此與

3

12

0 0 0

p

p k

t j

k t j

d

−

−

+

= = =

 有相同奇偶性矛盾。

故 n角齒輪不存在完美集合。 
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(

2

1)

2

1

             

( 1)( 2)

8

p p

i

p p p p
i

−

=

− − +
=

下標總和

( )相同奇偶性 矛盾

0 1 2 1( ,  ,  ,  ,   )p nYD d d d d −=





 

 

 3

2

1

2

  1  ,  1 

  2  , 2 

  3  , 3 

      

 ,  
2 2

n

H n

H n

H n

n n
H

= −

= −

= −

 
=  
 

相同奇偶性

3 1

12 2

0 0 0 1

( ) ( )

p p

p k

t j

k t j q

d q n

− −

−

+

= = = =

=  

  連續元素和的加總

對應連續元素相加之和

■ 

 

    由 Theorem 3 的結論可知，當 20,42,156,210,420,506,812,930,1332,1482,n = 時，n角齒

輪皆不存在完美集合。對於 Theorem 3 中所提及的充分條件，若考慮 8 1p t= + ，則

1)

2

1

2

(

(8 1)(64 8 2)

p p

i

i t t t t

−

=

= + + + 為偶數；若考慮 8 3p t= + ，則

1

2

( )

2

1

(8 3)(8 2)(8 5 1)

p p

i

i t t t t

−

=

= + + + + 亦

為偶數。因此上述的論證方法，並沒有辦法判斷 1 3 (mod  8)p  或 時是否存在完美集合。 

 

    由於完美集合只會發生在當 n為 2p p− 與 2 1p p− + 兩種型態，元素數量為 p ，且完美集

合必定是最小可行集合，所以對於 2 2 },{ 1n p p p p− − + 時， p n =
 

可作為最小可行數 ( )f n

的一個自然的下界。至於一般自然數 n，利用完美集合的概念作為分水嶺，考慮 2 1n p p= − + ，

可得
1 4 3

2

n
p

+ −
= ，我則可以得到另一個最小可行集合較好的下界。對於一般自然數n，可

知
1 4 3

( )
2

n
f n

 + −
  
 

。 

 

參、研究結果與討論 

一、研究結果 

    對於 n角齒輪的可行集合，我設計了兩種具有規律性的建構方法，其中策略一與策略二

所得到的可行數分別為 1( ) 2( 1) 1f n n = + −
 

與 2

3 3
( ) 4

2 2

n
f n

 + 
= −  

   

，而 ( )f n 則是最小可行
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數，令
1 4 3

( )
2

n
g n

 + −
=  
 

。我有以下結論： 

1. 當 n ，求得最小可行數的上下界為
2 1( ) ( ) ( ) ( )n g n f n f n f n     

 
； 

2. 當 2,3,6,7,12,13,21,31n = 時，具有完美集合，意即 ( )f n n =
 

； 

3. 當 2,3, 11n = ～, 時，策略二所設計的可行集合皆為最小可行集合，意即 2( ) ( )f n f n= ； 

4. 當 20n = 時，不存在完美集合，可知 (20) 6f = ； 

5. 當 ( 1)n p p= − 且 5 7 (mod  8)p  或 ，則 ( )f n p n  =
 

； 

6. 當 12,13, 31n = ～, 時，分別使用策略一、策略二，以及依照完美集合延伸所得的結論，將目

前所得到的資訊整理如下表： 

n ( )f n
1( )f n 2 ( )f n 最小可行集合

12

13

21

14

15

16

17

18

19

20

策略二

策略二

策略二

策略二

策略二

5 5 5

5 5 5

5 5

5 5

4

4  0,1,3,7

 0,1,3,9

5 5 5

5 5 5

6 6 5

6 6 5

6 6 5

6 6 6

 0,1,3,9,14

 0,1,4,14,16

 0,1,3,7,12

    

n ( )f n
1( )f n 2 ( )f n 最小可行集合

22

23

31  0,1,3,8,12,18

？

？

？

6

24

25

26

27

28

29

30

策略二

策略二

策略二

策略二7

7

6

6

7

7

7

7

7

7

6

6

6

6

7

7

7

7

7

7

6

6

6

6

6

6

 0,1,3,7,12,20

 0,1,3,7,13,18

？

？

？

 

 

 

二、討論 

    由齒輪情境所衍生的組合設計問題，在過去我未曾聽聞有人發表過相關研究結果，而參

考資料也十分難尋得，為了將問題代數化，所以就先將齒輪上的每個角依序標上連續數字，

並以列舉法的方式來畫圖，試圖尋找出不同總角數的齒輪之個別最佳解並歸納其規律。在嘗

試窮舉法後，雖然有獲得一些齒輪的最小可行集合，但是卻未能歸納出對於任意 n角齒輪的

最小可行集合之規律，且隨著 n的增加，以列舉法找最佳解的難度也逐漸提高，可行度不斷

降低。因此我先以發展具規律性的可行集合為目標，規劃了策略一，而後我發現可行集合與
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任兩相異被砍去角在圓周上的距離具有關聯性，因此我定義了距離數列的概念，可知『當距

離數列中連續元素相加的值可為1至
2

n 
 
 

時，則距離數列之元素數目即為 n 角齒輪的可行

數』。之後依目前已知的 n 角齒輪之最小可行數，推測當砍去角數 p 固定時，其最多可為

( 1) 1p p − + 角齒輪的可行數，意即 p 可能是 ( 1)( 2) 2, , ( 1) 1p p p p− − + − + 角齒輪的最小可行

數。而當 p 為 ( 1)p p − 和 ( 1) 1p p − + 角齒輪的最小可行數時，對於 n角齒輪，任意兩個被砍去

角之間的最短距離皆不會出現重複，我將達成上述條件的Y 定義為完美集合。然而由目前已

有的實際例子可知， 2n p p= − 或 2 1n p p= − + 角齒輪並不一定會有完美可行集合。因為完美

集合除了 n為偶數時，
2

n
會重複一次外，其餘 YD 中連續元素相加的值皆為相異數，而 n為奇

數時更是 YD 的元素和連續元素相加的值皆未出現重複，因此當砍去角數固定為 p ，我尋找

( 1)p p − 和 ( 1) 1p p − + 角齒輪的最小可行集合時，可以藉由此概念有效減少需嘗試的排列組

合。 

 

    策略一為先連續砍去 k 角，之後重複空 1k − 格後砍1角的動作m遍，因此其距離數列 YD 是

由 1k − 個距離1、m個距離 k ，和1個為後段角數加一的距離所組成，可知其中有許多重複元

素。為了減少 YD 重複的元素數，我對於策略一進行改良而設計出策略二，其主要針對策略一

前端重複 1k − 個的距離1，因此將其改為先連續砍去 2 角，之後重複空1格後砍1角的動作 k

遍，然後再重複每連續空 2 1k + 格後連續砍2角的動作m 遍，因此其 YD 是由1個距離1、 k 個

距離 2、m組距離 2 +2,1k ，和1個為後段角數加一的距離所組成。雖然 YD 依然有許多的重複

元素，但 n在某些特殊範圍時，策略二須砍去角數可比策略一少1角。 

 

 

肆、結論與應用 

一、結論 

 我為了找出n角齒輪的最小可行數 ( )f n ，於是開始探討可行集合Y，並設計出兩種策略，

其中 1( )f n 和 2 ( )f n 分別為策略一和策略二中可行集合的最小值。針對策略一的方法，發現

1( ) 2( 1) 1f n n = + −
 

，從中設計出可行集合Y 。由齒輪順逆時針旋轉的對稱性，發覺檢驗過

程只要旋轉半圈即可，接著我引進距離數列的概念，從中優化策略一，設計了策略二，從中
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得知
2

3 3
( ) 4

2 2

n
f n

 + 
= −  

   

，設計出可行集合Y 。因為有了距離數列的概念，我最後想探討

完美可行集合的可能性，雖然目前尚未歸納出完美可行集合的一般設計方法，期待之後對於

所有 n角齒輪，能夠過系統性的操作找出其最小可行集合。針對特定的 n 角齒輪，我建立一

個充分條件，確定其不存在完美集合。此外，透過完美集合的概念，我得到一個最小可行集

合的下界
1 4 3

2

n + −
 
 

。 

 

二、應用 

 將 n角齒輪代數化之後，每個角即可視為圓周上順時針分布的非負整數 10,1,2, ,n− ，而

砍去的角即為 10,1,2, ,n − 的子集合Y，齒輪旋轉過後的缺角位置可視為缺角集合Y 中的元

素做加法運算，若順時針旋轉 i格，則表示Y 中的元素全部都加上 i，因為元素始終在圓周上，

所以這樣的加法運算必須考慮除以 n後的餘數，在抽象代數中這些都可視為循環群 ( ),n + 的

運算問題，至於如何降低元素數量使得缺角集合Y 滿足條件，這就是組合設計的範疇。可以

意識到，這個研究問題，必須引進更多的代數學的數學知識才有可能有進一步的發展。 

 

三、未來展望 

1. 對於 n角齒輪，能否有程序性的方式建構出元素數量較小的可行集合？ 

2. 對於存在完美集合的 n角齒輪，能否刻劃n的值？ 

3. 考慮三個或三個以上重疊的 n角齒輪，探討可行集合的可能性？ 

4. 考慮限制兩個齒輪每次旋轉後重合的缺角數量皆超過1個角，探討可行集合的可能性？ 

 

伍、參考文獻 

1. 普通高級中學數學，第一、二、三、四冊，南一出版社。 

2. 朱雅琪，鄧宜欣，《蜜蜂路徑－找回失落的數字》，第 54 屆全國科學展覽會高中組。 

 

 

 

 



010004-評語 

【評語】010004 

本作品基於探討齒輪砍角問題：一個 n 角齒輪要至少砍去幾個

角使得將它複製一份，而兩齒輪中軸重疊後不論如何旋轉皆無法互

補成為一個完整的齒輪？本作品將該問題代數化後給出兩個可行

的砍角策略，因而獲得上界估計。此外，通過其定義的「完美集合」，

也找到了下界估計。整份作品是一個標準的組合設計研究過程，較

可惜的是結論上並不算完整，未能實際算出問題的正確答案。 
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