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作者簡介 

 

我是洪胤軒，從小熱愛數學，非常享受解題的樂趣，我也很喜歡做研究，因為

做研究沒有一個固定的模式，因此比做題目有趣以及發人深省。除了數學，我也擁

有很多的興趣，從小我就是個鐵道迷，喜歡到處去搭火車、看火車，另外我從國中

開始喜歡棒球，平常會看中華職棒，以及閱讀一些棒球評論的文章，讓我在研究、

課業之餘，有個可以紓解壓力的休閒活動。 
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摘要 

本研究在探討給定一有理數，如何用最少數量的一歐姆電阻串並聯使得等效電阻值為此

有理數。首先我做出 f函數的表格，利用程式找出分母分子較小時的值，並且依性質不同塗

上各種顏色，觀察其中的規律，證明了一些定理，並找到電路圖與矩形的對應，再來是找到

電阻排列一些數列的系統性構造，然後針對有理數分子和分母的特性，分析了費氏數、分母

為 2、3等等的情況的最小構造法，其中在分析分母為 2、3等等的情況時，一開始使用了變

換的概念證明，但變換過多次時會造成證明的繁複，因此後續提出了以幾何模型分割區域的

概念證明，有效地提高到分母為 4、5的情況，並且將證明過程擴充至所有正整數的情況，

找到了 f函數遞迴式的充分條件，最後計算連分數構造法的部分平均時，猜測出連分數構造

法與正整數因數個數的關係。 

 

Abstract 

This project discusses issues about equivalent resistance. The main problem is how many 

required-resistors should be used to construct a value which is a positive rational number. First, I 

draw a table about the value of function f when the denominator and the numerator are little, and 

color it with various colors based on different properties. According to the table, I observe some 

properties and prove them. I discover a correspondence between resistance and dividing rectangle 

into squares. Also, I find constructions of the ratio of sequences and the minimum construction of 

Fibonacci sequence’s ratio and when the denominator is 2 or 3. As for the fraction with 

denominator being 2 or 3, we prove it using swap theorem. However, the proof is too complicated 

when the denominator is bigger. Therefore, I use the geometry model to prove it, and expand the 

denominator which is every positive integer. Then, I get the sufficient condition of 

( 1) ( ) 1f x f x+ = + . Finally, I guess some relation of continued fraction construction and the 

number of factor. 
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壹、研究動機 

我們在學習電路學的過程中常常要求一張電路圖中數個電阻的等效電阻值，若這些電阻

只以串並聯排列，等效電阻值只需以簡單的加法和乘法計算；然而，我們將此問題顛倒，變

成「給定一個有理數，最少要用多少單位電阻以串並聯使得等效電阻值為此有理數？」，發

現這個簡單的問題背後卻非常複雜，因此引起我研究此問題之興趣。 

貳、研究目的及研究問題 

首先，我想要找到所有電阻值的 f函數之值，甚至更進一步找到所有數量的單位電阻進

行串聯或並聯，使得等效電阻為設定的有理數。我也定義了電阻排序函數，希望利用此函數

找到一些性質，並回推成函數 f的性質。此外，我也希望利用幾何和圖論模型，做直觀的對

應與解釋，並利用程式輔助列出相關的表格，試圖找到他們的相關性質，並對應回原本的電

阻相關性質，或做一些猜想與驗證。最後，我想找到電阻與數論和數列之間的關係，如連分

數構造法和正整數因數個數函數的性質。 

參、研究方法及過程 

以下編號一、定義至編號二十一、電阻與圖論為本人先前參加北市科展和丘成桐中學數

學獎之研究內容，編號二十二、 ( , )g n m 構造法至編號二十四、用生成函數統整已知的函數 f

公式為比賽後新增的作品內容。 

一、定義 

(一)串聯、並聯 
定義串聯運算符號為加法符號+，兩個電阻值 1R和 2R 做串聯得到的電阻值為 1 2R R+ ；

定義串聯運算符號為 ||，兩個電阻值 1R和 2R 做串聯得到的電阻值為

1 2

1
1 1
R R

+
，即

1 2

1 2

1|| 1 1R R

R R

=
+

。 
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(二) ( )f a   

        令a為正有理數，定義函數 
( ) min{ |f a n= 等效電阻值a可以使用n個單位電阻以串、並聯排出}  

並且我們稱用 ( )f a 個單位電阻排出電阻值 a的方法稱之為a的最小構造法。 
我們有以下性質： 
性質 1：對於 ,a b + ， ( ) ( ) ( )f a f b f a b+  + 。 
證明： 
我們將兩個電阻值a與b串聯，於是找到了用 ( ) ( )f a f b+ 個單位電阻構造出a b+ ，即得

( ) ( ) ( )f a b f a f b+  + 。 
(三) ( )A n  

定義數列 ( )A n 為 n個單位電阻串並聯後得到的相異等效電阻值個數。由文獻[3]可知，
( )A n 尚未有一般式，目前只知道 (1)A 到 (27)A 的值。例如：3個單位電阻可以排出 4種相

異等效電阻值：
3 2 13, , ,
2 3 3

，因此 (3) 4A = 。 

(四) ( , )R n k  

令 ,n k為正整數，且 ( )k A n ，定義 ( , )R n k 為n個單位電阻排出的 ( )A n 個等效電阻值中

第 k大的。例如：
3 2 1(3,1) 3, (3,2) , (3,3) , (3,4)
2 3 3

R R R R= = = = 。 

(五)電阻使用效率函數 ( )a  

定義
( )( ) f a

a
a

 = 。 ( )a 越大代表平均使用較多單位電阻，效率較低。 

(六)串並表達式 

定義串並表達式為數個1以+和 ||運算並用小括號表示運算順序，對應數個單位電阻經
由串並聯所得出的等效電阻。每個串並表達式可以對應到一張電路圖與一等效電阻值，但多

個相異的串並表達式所代表的等效電阻值可能相同。 

例如： 
6 ((((1||1) ||1) ||1) ||1) 1
5
= + (左下圖)和 6 (1 1) || ((1 1) 1)

5
= + + + (右下圖)為

6
5
的兩種串並表達

式。 

 
 

(七)變換 

將一條串並表達式的其中一個+置換成 ||，或將一個 ||置換成+，即稱為一次變換。其
中+改為 ||稱為串聯變換，並將 ||改為+稱為並聯變換。 
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二、幾何模型 

參考了文獻[4]，我發現裡面的矩形切割類似連分數構造法，因此我將電阻的各種構造
方法都套用到矩形切割上，便找到電阻的幾何模型如下： 

 
對於一個長為 q、寬為 p的矩形，假設其對應代表的電阻值為有理數

q

p
，其中 ,p q 。

特別地，當 p q= 時形成的矩形代表單位電阻。若 1p = ，我們稱此幾何模型為基本幾何模型。 
(一)串聯 

設q r s= + ，其中 ,r s 。如下左圖，在矩形的長上距左側 r處直的切一刀，則左側

矩形長為 r、寬為 p，右側矩形長為 s、寬為 p，對應出
q

p
是由

r

p
和

s

p
串聯而來。例如下右

圖為
3 1 2
5 5 5
= + 。 

 
q r s

p p p
+ =                   3 1 2

5 5 5
= +  

(二)並聯 

設 p t u= + ，其中 ,t u 。如下左圖，在矩形寬上距上方 t處橫的切一刀，則上方矩形

長為 q、寬為 t，右側矩形長為 q、寬為u，對應出
q

p
是由

q

t
和

q

u
並聯而來。例如下圖右為

3 3 3||
5 1 4
= 。 

 
         ||q q q

p t u
=                    3 3 3||

5 1 4
=   

長 

寬 
q

p
 

r

p
 

s

p
 1

5
 2

5
 

q

t
 

q

u
 

3
1

 

3
4
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(三)串並表達式 

        對於一串並表達式的每步，都可對應到將一塊完整的矩形分割為兩部分，也就是說一串
並表達式可以對應到一個矩形，此矩形被切成若干個正方形，這些正方形不重疊，且其切法

是一步切一刀。 
        並不是所有的矩形切成了正方形就可對應一串並表達式，例如下圖無法對應到任何串並
表達式，其中正方形中的數值代表正方形的邊長，因為你找不到切此矩形的第一刀使得矩形

分為兩部分。 

 
(四)切出整數邊長的正方形 

        只要符合一刀一刀的切法，串並表達式並沒有規定切出來的正方形邊長要是整數，在極

少的情況，一個最簡分數的最小構造法要切出非整數邊長的正方形，下圖為
19
17
的例子，類

似的情況還有
25 31 43, ,
23 29 41

。 

 
三、串並聯相關性質 

(一)
n

m
的基本構造法 

Step1： 1 1 1
n

n = + + +
個

，即將n個單位電阻串聯成等效電阻為n的構造 

Step2：重複 Step1 m次，得到m組值均為 n的等效電阻。 

Step3：將m組值為n的等效電阻進行並聯可得等效電阻為
n

m
，說明如下：

1|| || || 1 1 1

m

n
n n n

m

n n n

 = =
+ + +

個

。 

11 

13 

17 

19 
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此構造法的幾何模型即為將長為 n、寬為m的幾何模型切割成mn個1 1 小正方形，如下圖。 

 
(二)倒數定理 

從參考資料[3]有敘述此定理。 

引理1： 1 1, ( )( || ) 1a b a b
a b

+   + =  

證明：
1 1 1 1( )( || ) ( )( ) ( )( ) 11 1

1 1

a b a b a b
a b a b

a b

+ = + = + =
++

 

定理1： ,p q  ，
q

p
的串並表達式中的所有+與 ||都作一次變換，則新的串並表達式的等

效電阻為
p

q
。 

舉例：

||

2 2 7((1 1) 1 1) 1 (2 ||1||1) 1 ( ||1) 1 1
3 5 5

1 3 5 5((1 1) 1 1) 1 ( 1 1) ||1 ( 1) ||1 ||1
2 2

|

||

2

||

7
|

 = + = + = + =

 = + + = + =

+

=+

+


+



 

證明1：我們想要用強數學歸納法來證明n個1(單位電阻)組成的串並表達式都滿足此定理。 
(1) 1n = 時顯然正確。 

(2) 2n = 時只有

1 1 2
11||1
2

+ =



=


兩種構造，顯然 2n = 成立。 

(3)假設 ,n k n   時定理成立，當n k= 時，考慮任一個有 k個1的串並表達式，假設其等
效電阻為 r，我們可以針對此表達式最後一個運算步驟分成以下兩種狀況討論： 

Case1：最後一步是等串聯，假設串聯的兩側的等效電阻為 1 2,r r ，即 1 2
q

r r
p
= + ，且分別用了

1 2,a a 個電阻，即 1 2a a k+ = ，當我們對此串並表達式的 ,||+ 交換後，最後一步的串聯改為並

聯，因為 1 2,a a k ，因此由數學歸納法知並聯兩側的等效電阻變為
1 2

1 1,
r r

，新的串並表達式的
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等效電阻為
1 2

1 1||
r r

，由引理1知
1 2 1 2

1 1 1|| p

r r r r q
= =

+
，得證。 

Case2：最後一步是並聯，假設並聯的兩側的等效電阻為 1 2,r r ，即 1 2||q
r r

p
= ，且分別用了

1 2,a a 個電阻，即 1 2a a k+ = ，當我們對此串並表達式的 ,||+ 交換後，最後一步的並聯改為串

聯，因為 1 2,a a k ，因此由數學歸納法知並聯兩側的等效電阻變為
1 2

1 1,
r r

，新的串並表達式的

等效電阻為
1 2

1 1
r r
+ ，由引理1知

1 2 1 2

1 1 1
||

p

r r r r q
+ = = ，得證。 

n  ，任意 n個1所組成的串並表達式都滿足此定理。 
證明 2： 

將
q

p
套用至幾何模型上，按照其串並表達式的步驟分割長 q寬 p。將+與 ||置換，即是將整

個矩形旋轉90。，因此可以得到
p

q
。 

推論1： , ( ) ( )q p
p q f f

p q
   =   

證明： 

由定理1知 q

p
的任一種串並表達式經由 ,||+ 互換後可得到

p

q
。我們使用反證法，假設

( )q
y f

p
= ，那麼

q

p
最少用 y個單位電阻構造，且由定理1知 p

q
也可以用 y個單位電阻構造，

所以 ( )p
f y

q
 ，若 ( )p

f z y
q

=  ，那麼再由定理1知 q

p
可以用 z個單位電阻構造，與

( )q
f y z

p
=  矛盾，因此 ( ) ( )p q

f y f
q p

= = 。 

推論 2： , , ( ) ( , ) ( , ( ) ) 1n k k A n R n k R n A n k     − =  
證明： 

因為 n個單位電阻排出的等效電阻值中，可以找到
q

p
和

p

q
的對應，所以最大和最小的等效電

阻值是倒數關係，第二大和第二小也是倒數關係，因此全部的電阻值以中位數對稱作對應。 
(三)變換定理 

引理 2： , ||a b a b a a b+   +    

證明： 

a b a+  顯然成立，而右式因為
1 ( )|| 1 1

ab a a b
a b a

a b a b

a b

+
= =  =

+ ++
所以成立。 
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引理3：將電阻值 ,x y串聯成等效電阻值R、並聯成等效電阻值 r，其中

, , , ||x y R x y r x y+ = + = ，若固定 x，則R和 r均隨 y增大而增大、減小而減小。 

證明： 
串聯之引理顯然成立。 ,x y並聯時，令 ' 'r x y= + ，若 'y y ，

1 1' || ' ||1 1 1 1
'

r x y x y r

x y x y

= =  = =
+ +

，反之亦然，因此定理證畢。 

定理 2：若將一串並表達式作一次串聯變換，則等效電阻值降低；反之，若將一串並表達式
作一次並聯變換，則等效電阻值增加。 

證明： 
先考慮串聯變換 

Case1：只有電阻值 ,a b串聯，其中 ,a b + ，對 ,a b間的串連作串聯變換，由引理2知

||a b a b+  ，因此定理成立。 
Case2：當一串並表達式局部被作串聯變換後，由 Case1知此局部減小，並由引理3知不論前
面為串聯或並聯，外面一層層都會減小，所以總等效電阻值會減小。 
反之亦然，所以並聯變換會讓等效電阻值增加。 
(四)整數定理 

定理3： ( ,1)n R n n   =  

證明： 
我們考慮 n個單位電阻串聯(沒有並聯)的電阻表達式，由變換定理，作了一次串聯變換後，
等效電阻值降低，而作了多次串聯變換後，等效電阻值會不斷降低，因此初始的 n個單位電

阻串聯才是最大的。 

定理 4： 1( ) ( )n f n f n
n

   = =  

證明： 
因為 n個單位電阻串聯的等效電阻為n，所以 ( )f n n 。 
使用反證法，若 ( )y f n n=  ，然而由定理3知 y個單位電阻所能排出的最大等效電阻為 y，

且 y n ，因此 y個電阻無法經由串並聯排出等效電阻n，矛盾，因此 ( )f n n= ，且由定理1

知
1( ) ( )f f n n
n

= = 。 

推論3： ( )m f m m+        

證明： 

由定理 4，因為 m  個單位電阻最大只能排出電阻值 m  ，所以要構造出電阻值m要至少要

使用 m  個單位電阻。  
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(五) n個單位電阻排出的所有等效電阻值 

我們手算出1~ 6個單位電阻串並聯構造出之所有等效電阻值，想法如下：若要求出 n個單

位電阻構造出的所有等效電阻值，我們將所有 1n− 個單位電阻構造出的電阻值加 1，得到其

中一部份；設 1
2
n

k
 

   
 

，將 k個和n k− 個單位電阻構造出的電阻值中，最後一步是並聯

的作相加，就得到 n個單位電阻構造出的所有等效電阻值的另一部份，最後刪除重複的部分。 
n  ( )A n  等效電阻值 
1 1 1 
2  2  12,

2
 

3  4  3 2 13, , ,
2 3 3

 

4  9  5 5 4 3 3 2 14, , , ,1, , , ,
2 3 3 4 5 5 4

 

5  22  7 8 7 7 8 7 5 6 7 6 5 4 5 5 4 1 3 3 2 15, , , , 2, , , , , , , , , , , , , , , , ,
2 3 3 4 5 5 4 5 6 7 6 5 7 8 7 2 7 8 7 5

 

6  53  9 11 10 11 13 12 9 11 13 13 11 9 12 13 11 3 10 11 4 9 5 6 10 116, , , ,3, , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,1,
2 3 3 4 5 5 4 5 6 7 6 5 7 8 7 2 7 8 3 7 4 5 9 10

10 9 5 4 7 3 8 7 2 7 8 7 5 6 7 6 5 4 5 5 4 1 3 3 2 1, , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,
11 10 6 5 9 4 11 10 3 11 13 12 9 11 13 13 11 9 12 13 11 3 10 11 9 6

 

四、連分數構造法 

假設現有正整數 ,m n，我們可以構造一種用有限個電阻串並聯出一電路圖使等效電阻為
n

m
，

假設電阻值
n

m
連分數構造法所需的電阻數為 ( )n

s
m
。構造如下： 

(一)若 |m n，則串聯
n

m
個單位電阻， ( )n n

s
m m

= 。 

(二)若 |n m，則並聯
m

n
個單位電阻， ( )n m

s
m n

= 。 

(三)若 | , | ,m n n m n m  ，則串聯 ,n n

m m

   
  

   
，其中

n

m

 
 
 

為高斯符號，
n n n

m m m

   = −   
   

。由定

理 4知 n

m

 
 
 

至少要
n

m

 
 
 

個電阻，我們再對
n

m

 
 
 

重新判斷找到其連分數構造法，

( ) ( )n n n
s s

m m m

   = +   
   

。 

(四)若 | , | ,m n n m m n  ，則並聯
1 1,
m m

n n

   
  

   

，因為
m

n

 
 
 

為正整數，由定理4知 1
m

n

 
 
 

至少要

m

n

 
 
 

個電阻，我們再對
1
m

n

 
 
 

重新判斷找到其連分數構造法，
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1( ) ( ) ( )n m m m
s s s

mm n n n

n

     = + = +           
 
 

。 

不斷重複此判斷法直到找完所有未知數的連分數構造法。 
連分數構造法的幾何模型如下：在長為n、寬為m的矩形中，對於 ,m n中較小的數，不妨假

設為m，則畫一個m m 的正方形，然後對剩下的 ( )n m m−  矩形再重新判斷，直到整張圖

都被分割為若干個正方形，參考網路文章[5]，此幾何模型分割法即為連分數之幾何對應。 

例如：
7 1 7 11|| 1|| (1 1 ) 1|| (1 1 (1||1||1))110 3 31 12

3

= = = + + = + +
+

+

。 

五、電阻排列費波那契數列 

(一)定義 

費波那契數遞迴式

1 2

1, 1
1, 2

, , 2
n

n n

n

F n

F F n n− −

=
= =
 +   

。我們稱 nF 為費波那契數列，簡稱費氏

數列。 

性質 2： nF 為費氏數列，則有以下性質 

(1) 1( , ) 1n nF F + = ，其中n 。 

(2) 1 1 1m n m m n m nF F F F F+ − + − ++ = ，其中 , ,n m n m  。 

(二) 1n

n

F

F

+ 的連分數構造法 

1n

n

F

F

+ 的連分數為

1

[1;1, ,1]
n− 個

，因此其連分數構造法為以下漂亮的形式： 

我們將兩個電阻拼成如下的單位，類似於一塊積木， 

 

當 2 1n k= − 時，將上述單位拼接 k個，其中最右邊的單位只有一個電阻，如下圖。 
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當 2n k= 時，將上述單位拼接 k個，如下圖。 

 

六、分子分母上界定理與費氏數比值構造法 

定理5： nF 為費氏數，若n個電阻任意排出的最簡有理數
q

p
，其中 , , ( , ) 1p q p q = ，

則 1 1 2, ,n n np F q F p q F+ + +  +   

證明： 
利用強數學歸納法， 
當 1n = 時，顯然成立。 
若 ,k n k n   成立， 

當 n k= 時，由倒數定理我們只需討論串聯而不用討論並聯，假設電阻值
s

r
和

u

t
串聯成等效電

阻值
q

p
 ，且 s

r
用了m個電阻、

u

t
用了 k m− 個單位電阻，已知 1,mr F + 1,ms F + 2 ,mr s F ++ 

1,k mt F − + 1,k mu F − + 2k mt u F − ++  ，又
q s u ru st

p r t rt

+
= + = ，因此我們想要證明 

1

1

2

1. ,
2. ,
3.

k

k

k

q ru st F

p rt F

p q ru st rt F

+

+

+

= + 

= 

+ = + + 

 

1.因為 2 ,mr s F ++  2k mt u F − ++  ，所以 ru st+ 的最大值會發生在 2 2,m k mr s F t u F+ − ++ = + = ，此

時不妨假設 2 2,m k mr s F t u F+ − ++ = + = 且 r s 。又 1,mr F + 1k mu F − + 可由排序不等式知道 ru st+

的最大值會發生在 1 1,m k mr F u F+ − += = ，所以 2 2 1m m m ms F r F F F+ + += − = − = 且

2 2 1k m k m k m k mt F u F F F− + − + − + −= − = − = ，因此 1 1 1m k m m k m kq ru st F F F F F+ − + − += +  + = 。 

2. 1 1 1 1 1m k m m k m m k m kp rt F F F F F F F+ − + + − + − +=   + =  

3. p q ru st rt+ = + +

 
     

( )( )r s t u su= + + −
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2 2m k mF F su+ − + −  

     

2 2 2 2( )( )m k m m k mF F F r F t+ − + + − += − − −

 

     

2 2 2 1 2 1( )( )m k m m m k m k mF F F F F F+ − + + + − + − + − − −  

     

2 2m k m m k mF F F F+ − + −= −  

     3 1 1k m k m m k mF F F F F+ + − + −= − −  

     3 1 1( )k m k m m k mF F F F F+ + − + −= − +  

     3 1k kF F+ += −  

     2kF +=  

定理6： 1 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( )n n n n

n n n n

F F F F
n f f n s s

F F F F

+ +

+ +

   = = = =  

證明： 

用反證法，前面已經知道可以用n個單位電阻構造 1n

n

F

F

+ 或
1

n

n

F

F +

，設 1( ) 'n

n

F
f n n

F

+ =  ，即用 'n

個單位電阻構造出等效電阻值 1n

n

F

F

+ 。因為 1( , ) 1n nF F + = ，可由定理5推出 1 ' 1n nF F+ + ，與

'n n 矛盾。因此 1( )n

n

F
f n

F

+ = ，且由定理1推得 1

1

( ) ( )n n

n n

F F
f f n

F F

+

+

= = 。 

七、電阻排列佩爾數 

從參考文件[2]中，節錄佩爾數的定義如下。 
(一)定義佩爾數 

佩爾數遞迴式

1 2

0, 0
1, 1
2 , 1,

n

n n

n

P n

P P n n− −

=
= =
 +  

 

(二)關於佩爾數的數列 1n

n

P

P

+  

定義
1, , n

n n

n

P
b n b

P

+    =
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1 1

1 2 2

21 1 1

2 1 1 1 12 2 2+ 22 P 1 1 12+
1 1

n n n
n

n n n nn n

nn n n

P P P
b

P P PP P

bP P P

+ −

− − −

−− − −

+
= = = + = + = = +

+
+ +

，因此我們可以作

出如下構造： 

 
 

八、電阻排列遞迴數列 1 2n n nR kR R− − = +  
從費氏數推到佩爾數時，我們將 1nR − 項的係數由 1改為 2，現在我們將它推廣到所有可能的
有理數。 
(一)定義 

給定 k ，

1 2

0, 0
1, 1

, 1,
n

n n

n

R n

kR R n n− −

=
= =
 +  

 

(二)關於R的數列 1n

n

R

R

+  

定義
1, , n

n n

n

R
c n c

R

+    =

1 1

1 2 2

11 1 1

1 1 1 1
1

n n n
n

n n n nn n

nn n n

R kR R
c k k k k

R kR R RR R
kk

cR R R

+ −

− − −

−− − −

+
= = = + = + = + = +

+
++

，因此我們可以

作出如下構造： 

 
 

九、電阻排列遞迴數列 1 2n n nR R kR− − = +  

現在我們將 2nR − 係數改為所有正整數，嘗試構造此數列。 
(一)定義 

給定 k ，

1 2

0, 0
1, 1

, 1,
n

n n

n

R n

R kR n n− −

=
= =
 +  
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(二)關於R的數列 1n

n

R

R

+  

定義
1, , n

n n

n

R
c n c

R

+    =

2 2 1 2 2

2 1 2 2 2 3 2 32 1 2 1

12 2 2 2 2 2

1 1 1 11 1 1 1 1 11
n n n

n
n n n nn n

nn n n

R R kR
c

R R kR RR R

k ckR kR k R

− −

− − − −− −

−− − −

+
= = = + = + = + = +

+
++

，

1 21, 1r r k= = + ，因此我們可以作出如下構造： 

 
十、電阻排列遞迴數列 1 2n n nR aR bR− − = +  

將 1nR − 跟 2nR − 項都設為所有正整數，嘗試構造此數列。 
(一)定義 

給定 k ，

1 2

0, 0
1, 1

, 0,
n

n n

n

R n

aR bR n n− −

=
= =
 +  

 

(二)關於R的數列 1n

n

R

R

+  

定義
1, , n

n n

n

R
d n d

R

+    = ，

1 1

1 2 2

11 1 1

+ 1 1 1 1
1 1

n n n
n

n n n nn n

nn n n

R aR bR
d a a a a

R aR bR RaR R
b dbR bR b R

a

+ −

− − −

−− − −

= = = + = + = + = +
+

++
，

1 2, b
r a r a

a
= = + ，因此我們可以作出如下構造： 
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十一、電阻排列卡特蘭數 
(一)定義卡特蘭數 

卡特蘭數

2
2 2

11

n

n nn

n n n

C
C C C

n
+= = −

+  
 

(二)關於卡特蘭數的數列 2

2 1

k

k

C

C −

 

已知卡特蘭數 nC ，定義
2

2 1

, , 3k
n k

k

C
e e k

C −

  =  ，將
kd 進一步展開，

4 4
4 4 2 2

2 2 2 1
4 24 2 4 2
2 12 1 2 1 2

2
8 2 2 5 12 1 3 3 1 12 1 2 1

2 512
6

k k
k k k k

k k k
k kk k

kk k k

k
C C

C C C k kke
CC C C k k

kk

+
−− −
−− −

−− − −+= = = = + = +
− + + +

−

，因此在較大的

卡特蘭數可做出如下的構造： 

 

十二、電阻值為
2 3

2
n −

的連分數構造法 

考慮 n個單位電阻排出的所有等效電阻值，其中 1n  ，由定理3知道，這些電阻值中最大的

是 n，我們想要證明這些電阻值中第二大的是
2 3

2
n −

。 

定理 7：
2 3, 2 ( ,2)

2
n

n n R n
−

    =  

證明： 
給定 n個單位電阻，將其全部進行串聯，分為三段分別有 , ,a b c個單位電阻，如左下圖，其

中 a b c n+ + = 。現在將b個單位電阻和 c個單位電阻由串聯改為並聯，如右下圖，為一次串

聯變換，即將電阻值a b c+ + 變換為 ( || )a b c+ 。 
 
 
 
 

a  

b  

c  

a  b  c  
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以下針對 ,b c分三種狀況討論： 
(1)當 1b c= = 且 2a n= −  

電阻值為
1 2 3( || ) 2 1 1 2

1 1

n
a b c n

−
+ = − + =

+
。 

(2)當 1, 1, 1b c a n c=  = − −  

因為
2 21 2 1 (2 1)( 1) 0
1 2 2( 1) 2( 1)

c c c c c

c c c

− − + −
− = = 

+ + +
，即

2 1
1 2

c

c


+
 

所以
21 1 3 2 3( || ) 1 1 1 11 1 1 1 2 2 2

1

c c n
a b c n c n c n n n

c c

c

−
+ = − − + = − − + = − −  − − = − =

+ ++
。 

(3)當 , 1, 1a n b c b c= − −    

此時等效電阻為 ( || ) bc
a b c a

b c
+ = +

+
，

2( ) 3( ) 3 2 32( ) ( ) ( )
4 4 2 2

b c
bc bc b c b c n

a n b c n b c n b c n n
b c b c b c

+
+ + −

+ = − + −  − + − = − + − = −  − =
+ + +

。 

因此從n作一次串聯變換所形成的所有電阻值中，最大的是
2 3

2
n −

。又由定理2，每作一次

串聯變換，總電阻值就會降低， ,n 因此我們要
2 3

2
n −

是n個單位電阻經由串並聯排出的

等效電阻值中第二大的(僅次於n )。 

定理 8： 2 3 2 3, 2 ( ) ( )
2 2

n n
n n f n s

− −
    = =  

由定理 7知， ,m n m   ，m個電阻構造的出來等效電阻值最大為m，
2 3

2
n

m
−

 ；第二

大為
2 3

2
m −

，
2 3 2 3

2 2
m n− −

 ，構造不出
2 3

2
n −

，因此定理成立。 

十三、電阻值為
3 7 3 8,

3 3
n n− −

的連分數構造法 

考慮n個電阻排出的所有等效電阻，其中 3n  ，由定理 3、定理 7知，最大的是n，第二

大的是
2 3

2
n −

，我們想要證明
3 7 3 8,

3 3
n n− −

分別是第三大的和第四大的。 
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定理 9： 3 7 3 8, 3 ( ,3) , ( , 4)
3 3

n n
n n R n R n

− −
    = =  

證明： 
類似定理 7的證法，改考慮兩次以內的串聯變換，有以下三種可能： 
(一)一次變換 

同定理 7的作法，考慮n個單位電阻排出的電阻值中除了
2 3 3 7 3 8, , ,

2 3 3
n n n

n
− − −

以外，有

a n b c= − − ，不妨設b c 。 

當 1 3c b=   ，
3( ) 12 8 3 8( || )

4 4 3 3
bc b c n

a b c n b c n n n
b c

+ −
+ = − − +  −  −  − =

+
。 

當 2 2c b c    ，
3( ) 12 8 3 8( || )

4 4 3 3
bc b c n

a b c n b c n n n
b c

+ −
+ = − − +  −  −  − =

+
。 

，因此從n作一次串聯變換下所得的電阻值中除了
2 3 3 7,

2 3
n n− −

都小於
3 8

3
n −

。 

(二)二次變換1 

 

依照上圖，
3 7 3 8,

3 3
n n− −

分別是 1, 2, 0, 3c d b e a n b c d e n= = = = = − − − − = − 和

0, 1, 3b c d e a n b c d e n= = = = = − − − − = − 的特例。 
相較於 n a b c d e= + + + + ，第一次變換完等效電阻為 ( || ) (( ) ( || ))a b c d e n c d c d+ + + = − + − ，；

第二次變換完等效電阻為 
(( ( || )) || )a b c d e+ +  

( ( || ) ) (( ( || ) ) (( ( || )) || ))a b c d e b c d e b c d e= + + + − + + − +
( ( || ))( ( || ) ) (( ( || ) ) ( ))

( || )
b c d e

a b c d e b c d e
b c d e

+ 
= + + + − + + −

+ +
 

( ( || ))(( ) ( || )) (( ( || ) ) ( ))
( || )

b c d e
n c d c d b c d e

b c d e

+ 
= − + − − + + −

+ +
 

( ( || ))(( ) ( || ) ( ( || ) ) ( ))
( || )

b c d e
n c d c d b c d e

b c d e

+ 
= − + − + + + −

+ +
 

( ( || ))( ( ))
( || )

b c d e
n c d b e

b c d e

+ 
= − + + + −

+ +
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( )
( ( ))

cd
b e

c dn b c d e
cd

b e
c d

+ 
+= − + + + −

+ +
+

 

( )
4( )

4

c d
b e

n b c d e
c d

b e

+
+ 

 − + + + −
+

+ +
 

4( )
4

c d
b e

n b c d e

+
+ +

 − + + + −  

12 15 15 12( )
16

b c d e
n

+ + +
= −  

以下分兩種情況討論： 
1.二次變換且 0b =  

由於 1c d e= = = 為 3 8
3

n −
的構造法，因此考慮 , , 1c d e  且三數不全為1： 

12 15 15 12 15 15 12 15 15 12 2 27 8 3 8( ) ( ) ( )
16 16 16 8 3 3

b c d e c d e n
n n n n n

+ + + + + + +  −
− = −  − = −  − = ，

得證。 
2.二次變換且 0b   

此時 , , , 1b c d e  ，因此
12 15 15 12 12 15 15 12 27 8 3 8( ) ( )

16 16 8 3 3
b c d e n

n n n n
+ + + + + + −

−  − = −  − = ，

得證。 
(三)二次變換 2  

由於此處是單純討論二次變換，因此 0a  且 , , , 0b c d e  ，即 , , , 1b c d e  ，此時等效電阻 

 
 

bc de
a

b c d e
= + +

+ +
 

( )bc de
n b c d e

b c d e
= − + − + + −

+ +
 

( )
4 4

b c d e
n b c d e

+ +
 − + − + + −  

3( )
4

b c d e
n

+ + +
= −  

8 3 83
3 3

n
n n

−
 −  − =   

( || ) ( || )a b c d e+ +



19 
 

 

定理 10： 3 7 3 8 3 7 3 8, 3 ( ) ( ) ( ) ( )
3 3 3 3

n n n n
n n f f n s s

− − − −
    = = = =  

證明： 
由定理 9知， ,m n m   ，m個電阻構造的出來等效電阻最大為m，

3 7 3 8,
3 3

n n
m m

− −
  ；第二大為

2 3
2

m −
，

2 3 3 7 2 3 3 8,
2 3 2 3

m n m n− − − −
  ；第三和第四大為

3 7
3

m −
和

3 8
3

m −
，又

3 8 3 7 3 8 3 7
3 3 3 3

m m n n− − − −
   ，所以無法構造

3 7
3

m −
和

3 8
3

m −
，因此

定理成立。 
十四、正整數的構造法 

由定理 4知道，對於任一個正整數n，最少要用n個單位電阻，那麼電阻值n可以用哪些數

量的單位電阻構造呢？ 
(一) n個 

構造為將n個單位電阻串聯。 
(二) 3n+ 個 

幾何構造如下，其中左邊有 1n− 個1 1 的正方形，右邊有4個 1 1
2 2
 的小正方形 

 
(三) 5n+ 個 

幾何構造如下，其中左邊有 1n− 個1 1 的正方形，右邊有 1個 2 2
3 3
 的小正方形和 5個 1 1

3 3


的小正方形 

 
(四) 6n+ 個 

幾何構造如下，其中左邊有 1n− 個1 1 的正方形，右邊有 3個 1 1
2 2
 的小正方形和 4個 1 1

4 4


的小正方形 
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(五) 7n+ 個 

幾何構造如下，其中左邊有 1n− 個1 1 的正方形，右邊有 1個 3 3
4 4
 的小正方形和 7個 1 1

4 4


的小正方形 

 

(六) 3n k+ + 個 

, 5k k   ， 3n k+ + 個單位電阻都可以如下構造：幾何模型之構造為在n k+ 的幾何模型

中任取一正方形，將其切成四等分，如 3n+ 最右邊的 4個小正方形的構造。 

(七) 1n+ 個單位電阻無法構造出電阻值 n  

證明：用數學歸納法， 

1. 1n = 時， 1n+ 個單位電阻構造出的等效電阻值只有
12,
2
，因此無法構造出n。 

2.若 1n k= − 時，命題成立，當n k= 時，此時 2k  ，用反證法，假設 1k + 個單位電阻可以構
造出電阻值 k。 
Case1：考慮長為 k、寬為1的幾何模型，如果切割出1 1 的正方形，則其餘部分是以 k個正

方形正確拼出 1k − ，如左下圖，與數學歸納法矛盾。 
所以上述幾何模型都滿足以下條件 case2 
Case2：將此幾何模型由左而右分為 k個1 1 的區域，每個區域的最左側的邊上都至少有兩個
正方形，如右下圖，左側兩區域上各自的兩個正方形，統計所有區域的此類正方形，它們兩

兩不重複，因此至少會切出2 1k k + 個正方形，代表電阻值 k要超過 1k + 個單位電阻構造，
矛盾，因此命題成立。 

  

(八) 2n+ 個單位電阻無法構造出電阻值 n  

證明：同(七)證法，用數學歸納法， 

1. 1n = 時， 2n+ 個單位電阻構造出的等效電阻值只有
3 2 13, , ,
2 3 3

，因此無法構造出n。 

2. 2n = 時， 2n+ 個單位電阻構造出的等效電阻值只有
5 5 4 3 3 2 14, , , ,1, , , ,
2 3 3 4 5 5 4

，因此無法構造

出 n。 
3.若 1n k= − 時，命題成立，當n k= 時，此時 3k  ，用反證法，假設 2k + 個單位電阻可以

構造出電阻值 k。 
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Case1：考慮長為 k、寬為1的幾何模型，如果切割出1 1 的正方形，則其餘部分是以 1k + 個
正方形正確拼出 1k − ，如左下圖，與數學歸納法矛盾。 
所以上述幾何模型都滿足 case2 
Case2：將此幾何模型由左而右分為 k個1 1 的區域，每個區域的最左側的邊上都至少有兩個
正方形，如右下圖，統計所有區域的此類正方形，它們兩兩不重複，因此至少會切出

2 2k k + 個正方形，代表電阻值 k要超過 2k + 個單位電阻構造，矛盾，因此命題成立。 

 
(九) 4n+ 個單位電阻無法構造出電阻值 n  
證明：同(七)證法，用數學歸納法， 
1. 1n = 時， 4n+ 個單位電阻構造出的等效電阻值只有

7 8 7 7 8 7 5 6 7 6 5 4 5 5 4 1 3 3 2 15, , , , 2, , , , , , , , , , , , , , , , ,
2 3 3 4 5 5 4 5 6 7 6 5 7 8 7 2 7 8 7 5

，因此無法構造出n。 

2. 2,3,4n = 時， 4n+ 個單位電阻無法構造出n。 
3.若 1n k= − 時，命題成立，當n k= 時，此時 5k  ，用反證法，假設 4k + 個單位電阻可以

構造出電阻值 k。 
Case1：考慮長為 k、寬為1的幾何模型，如果切割出1 1 的正方形，則其餘部分是以 3k + 個
正方形正確拼出 1k − ，如左下圖，與數學歸納法矛盾。 
所以上述幾何模型都滿足 case2 
Case2：將此幾何模型由左而右分為 k個1 1 的區域，每個區域的最左側的邊上都至少有兩個
正方形，如右下圖，統計所有區域的此類正方形，它們兩兩不重複，因此至少會切出

2 4k k + 個正方形，代表電阻值 k要超過 4k + 個單位電阻構造，矛盾，因此命題成立。 

 

(十)結論 

定理 11： n  ， , 3, 5n n n+ + 和大於 5n+ 的所有正整數都可以構造出電阻值n。 

十五、 3n− 的次小構造法 

, 4n n   ，電阻值 3n− 可以用 3n− 個單位電阻全部串聯，也可以用n個單位電阻構

造，構造之幾何模型如下，其中左邊有數格正方形，最右邊有個 2 2 的方格： 
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定理12： , 4 ( ,5) 3n n R n n    = −   

證明：用數學歸納法， 
(一) 4n = 時定理成立 
(二)若 1n k= − 定理成立，當n k= 時，我們使用反證法，假設 ( ,5)R k x= ，由定理 10知

3 8( ,4)
3

k
R k

−
= ，因此可得

3 83
3

k
k x

−
−   。 

Case1：如果 x的構造法為1和 1x − 串聯，即 x的基本幾何模型中有1 1 的正方形，那麼 1x −

可以用 1k − 個單位電阻構造，如左下圖。又 3 11( 1,5) 4 1 ( 1,4)
3

k
R k k x R k

−
− = −  −  = − ，矛

盾。因此 x的基本幾何模型中沒有1 1 的正方形。 

  
所以上述幾何模型都滿足以下條件 Case2 

Case2：先有 2x n= −   。將此幾何模型由左而右分為 3k − 個1 1 的區域和剩下最右邊的

( 3) 1x n− +  的區域，如右上圖，每個區域左側的邊上都有至少兩個小正方形，統計所有區

域的此類正方形，它們兩兩不重複，因此至少要分割出 2( 2) 2 4n n n− = −  個小正方形，矛

盾，定理成立。 

十六、定理 12證明法之推廣 

定理13：若 + ,h p  滿足 (2 , ) 2R h p h h= −       ，則

, 2 ( 1, ) ( , ) 1n n h R n p R n p    + = +    

證明：對 p做數學歸納法，由定理 7知 2p = 時定理顯然成立。 
若 1p j= − 時定理成立，當 p j= 時，對n做數學歸納法， 

2n h=    時 ， 欲 證 ( 1, ) ( , ) 1R n j R n j+ = + 成 立 ， 用 反 證 法 ， 假 設 (2 1, )R h j x+ =  

(2 , ) 1R h j y + =   ，以下分成兩個 case： 

Case1： y x ，因為電阻值 y 可以用 2 1h +   個單位電阻構造，因此可以設 q 使得

(2 1, ),y R h q= +   q ，於是就有 (2 1, ) (2 1, )R h q y x R h j+ =  = +       ，所以 j q ；又由數

學 歸 納 法 知 (2 1, ) (2 , ) 1R h q R h q+ = +       ， 所 以 (2 , ) 1 (2 1, )R h q R h q y+ = + =      
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(2 , ) 1R h j= +   ，因此 q j= ，矛盾。 

Case2： x y 且以 2 1h +   個單位電阻構造電阻值 x的構造法是 1x − 和1串聯，也就是 x的構

造法中有1 1 的正方形，代表 1x − 可以用 2 h  個單位電阻構造，因此可以設 r使得

(2 , ) 1R h r x= −   ，於是就有 (2 , ) 1 1 (2 , )R h r x y R h j= −  − =       ，所以 r j ；又由數學歸納

法知 (2 , ) 1 (2 1, )R h r R h r+ = +       ，所以 (2 1, ) (2 , ) 1 (2 1, )R h r R h r x R h j+ = + = = +           ，因

此 r j= ，矛盾。 
Case3： x y (式 1)且 x的基本幾何模型中沒有1 1 的正方形，將此幾何模型由左而右分為

x  個1 1 的區域，若 x不是整數，則會剩下最右邊的小區域，無論 x是否為整數，都會切

出 x  個區域，每個區域左側的邊上都有至少兩個小正方形，統計所有區域的此類正方形，

它們兩兩不重複，因此至少要分割出 2 x  個小正方形，而 x的基本幾何模型要切出2 1h +  

個正方形，所以有 2 1 2h x+        (式 2)，然而 

2 1h +   2 x   （由式 2） 

2 y   （由式 1） 

2 (2 , ) 1R h j=  +      

2 2 1h h=  − +      

2 (2 1)h h=  + −      

2 (2 1)h h=  + −          

2 3h= +    

矛盾。 

若 1n k= − 時， ( 1, ) ( , ) 1R n j R n j+ = + 成立，此時有 1 2k h−    ，即 2 1k h +    (式 3)，當

n k= 時，欲證 ( 1, ) ( , ) 1R k j R k j+ = + 成立，用反證法，假設 ( 1, )R k j u+ = ( , ) 1R k j v + = ，

以下分成兩個 case： 
Case1： v u ，因為電阻值 y可以用 1k + 個單位電阻構造，因此可以設 s使得 ( 1, ),v R k s= +
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s ， 於 是 就 有 ( 1, ) ( 1, )R k s v u R k j+ =  = + ， 所 以 j s ； 又 由 數 學 歸 納 法 知

( 1, ) ( , ) 1R k s R k s+ = + ，所以 ( , ) 1 ( 1, ) ( , ) 1R k s R k s v R k j+ = + = = + ，因此 s j= ，矛盾。 
Case2：u v 且以 1k + 個單位電阻構造電阻值u的構造法是 1u − 和1串聯，也就是u的構造法

中有1 1 的正方形，代表 1u − 可以用 k個單位電阻構造，因此可以設 t使得 ( , ) 1R k t u= − ，於

是就有 ( , ) 1 1 ( , )R k t u v R k j= −  − = ，所以 t j ；又由數學歸納法知 ( , ) 1 ( 1, )R k t R k t+ = + ，所

以 (2 1, ) ( , ) 1 ( 1, )R h t R k t u R k j+ = + = = +   ，因此 t j= ，矛盾。 

Case3：u v (式 4)且u的基本幾何模型中沒有1 1 的正方形，將此幾何模型由左而右分為

u  個1 1 的區域，若u不是整數，則會剩下最右邊的小區域，無論u是否為整數，都會切

出 u  個區域，每個區域左側的邊上都有至少兩個小正方形，統計所有區域的此類正方形，

它們兩兩不重複，因此至少要分割出 2 u  個小正方形，而u的基本幾何模型要切出 1k + 個

正方形，所以有 1 2k u+     (式 5)，然而 

1k + 2 u    (由式 4) 

2 v    (式 5) 

2 ( , ) 1R k j= +   2 ( 1, ) 2R k j= − +   (數學歸納法) 

 

2 (2 , ) ( 2 1)R h j k h=  + − +         (數學歸納法) 

2 (2 ) ( 2 1)h h k h=  − + − +         (數學歸納法) 

2 1k h= − +   2 ( 1)k h= + −   2[( 1) ]k h= + −    2(2 1 1 )h h + + −       (由式 3) 

2 3h= +    

矛盾，因此定理成立。 
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十七、電阻值為
4 13

4
n −

的連分數構造法 

考慮 n個電阻排出的所有等效電阻，其中 , 4n n  ，由定理 3、定理 7、定理 9、定理12

知道了 ( , ), 1 ~ 5R n k k = ，我們想要證明
4 13( ,6)

4
n

R n
−

= 。 

定理14： 4 13, 4 ( ,6)
4

n
n n R n

−
    =  

證明：由定理13，定理14成立若且為若 11(6,6)
4

R = ，後者顯然成立，因此定理成立。 

定理15： 4 13 4 13, 4 ( ) ( )
4 4

n n
n n f n s

− −
    = =  

證明：因為
4 13 3( 4) ( 4) (1|| 3)

4 4
n

n n
−

= − + = − + ，所以
4 13( ) 4 1 3

4
n

f n n
−

 − + + = 。
 

假設
4 13( )

4
n

m f n
−

=  ，由定理14，就有 4 13 4 13( ,6) ( ,6) ( , )
4 4

m n
R m R n R m k

− −
=  = = ，其中

6k  ，然而 1 ~ 5k = 都不可能使上述等式成立，因此
4 13( )

4
n

f n
−

= 。
 

十八、定理 13的應用 

定理13的條件 (2 , ) 2R h p h h= −       中， 2 1h h h h −  −           ，也就是說我們可以利用程

式模擬的結果，找 2n個單位電阻構造出的等效電阻值 r，若 1n r n  − 內的，他都會遵循

定理 13，我們稱 r為 2n的母電阻值，而2n k+ 個單位電阻構造出的電阻值 r k+ ，其中

1n r n  − ，我們稱 r k+ 為 2n的子電阻值。 
以 3n = 為例，可參照一、(六) n個單位電阻排出的所有等效電阻值，找尋6個電阻構造出的

等效電阻值在區間 (2,3]內，總共會有 11 13 12 9 11 133, , , , , ,
4 5 5 4 5 6

，因此就有大於6個電阻構造出

的等效電阻值中，且
11 13 12 9 11 133, , , , , ,
4 5 5 4 5 6

是第6到12大的。 

在 2( 1)n+ 個電阻構造出的所有等效電阻值中，在區間 ( , 1]n n + 中的電阻值為2( 1)n+ 的母電

阻值，而區間 ( 1, 2]n n+ + 的是 2n的子電阻值，區間 ( , 1]n k n k+ + + 的是2( 1)n k− + 的子電阻

值，所以所有大於 1n+ 的電阻值，都是用數量較少的電組構造所得的子電阻值，而我們都可
以推算到其源頭，因此可以導出以下定理。 

定理 16： 1( , ) ( 1, ) ( , ) 1
2

n
R n p R n p R n p

− 
  + = + 
 

  

證明：假設
1( , )

2
n

R n p
− 

  
 

，依n的奇偶性討論： 

Case1：如果n是偶數，設 2n t= ，
2 1(2 , ) 1

2
t

R t p t
− 

 = − 
 

。用反證法，若

(2 1, ) (2 , ) 1R t p R t p+  + ，顯然有 (2 1, ) (2 , ) 1R t p R t p+  + ，由定理 13知此時 t h   ，且

(2 , ) 2R t p t h − ， (2 , ) 2 2R t p t h t h t −  −    ，又 (2 , ) 1R t p t − ，也就是 2 1t t h t −  −   ，
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然而此三數都是正整數，矛盾。 

Case2：如果n是奇數，設 2 1n t= + ， 2(2 1, )
2
t

R t p t
 +  = 
 

。用反證法，若

(2 2, ) (2 1, ) 1R t p R t p+  + + ，顯然有 (2 2, ) (2 1, ) 1 (2 , ) 2R t p R t p R t p+  + +  + ，由定理 13知此
時 t h   ，且 (2 2, ) 2 2R t p t h+  − + ， (2 2, ) 2 2R t p t h+  − + 2 2 2t h t − +  +   ，又

(2 2, ) (2 1, ) 1 1R t p R t p t+  + +  + ，也就是 2 2 2 1t t h t+  − +  +   ，然而此三數都是正整數，

矛盾。 

定理 17： ( , ) ( , ) ( 1, ) 1
2
n

R n p R n p R n p
 

  = − + 
 

 

證明：假設 ( , )
2
n

R n p
 

  
 
，依 n的奇偶性討論： 

Case1：如果 n是偶數，設 2n t= ，
2(2 , )
2
t

R t p t
 

 = 
 

。用反證法，若 (2 , ) (2 1, ) 1R t p R t p − + ，

顯然有 (2 , ) (2 1, ) 1 (2 2, ) 2R t p R t p R t p − +  − + ，由定理 13知此時 1t h−    ，且

(2 , ) 2R t p t h − ， (2 , ) 2 2 1R t p t h t h t −  −  +   ，又 (2 , )R t p t ，也就是 1 2t t h t+  −    ，

然而此三數都是正整數，矛盾。 

Case2：如果n是奇數，設 2 1n t= + ， 2 1(2 1, )
2

t
R t p t

+ +  = 
 

。用反證法，若

(2 1, ) (2 , ) 1R t p R t p+  + ，顯然有 (2 2, ) 1 (2 1, ) (2 , ) 1R t p R t p R t p+ −  +  + ，由定理 13知此時
t h   ，且 (2 2, ) 2 2R t p t h+  − + ， (2 2, ) 2 2 2 2R t p t h t h+  − +  − +   2t + ，又

(2 2, ) (2 1, ) 1 1R t p R t p t+  + +  + ，也就是 2 2 2 1t t h t+  − +  +   ，然而此三數都是正整數，

矛盾。 

定理 18： ( ) 1, ( 1) ( ) 1
2

f m
m m f m f m+ − 
   + = + 

 
 

證明：用反證法，如果
( ) 1,

2
f m

m m+ − 
   

 
但 ( 1) ( ) 1f m f m+  + ，顯然 ( 1) ( ) 1f m f m+  + ，

設 ( ) , ( 1) 1, ( , ) ,f m a f m a k R a p m= + = − + = ( 1, ) 1R a k q m− + = + ，因此 ( , )R a q m k= + ，因為

( )f m a= ，所以 ( , )R a k q m−  ，顯然 ( , )R a k q m−  ，所以
1( 1, ) 1

2
a k

R a k q m
− + − + = +   

 
，

1 1 2 1( 1, ) 1 ( , ) 1 1
2 2 2

a k a a k
R a k q m R a q k k

− + − − +     
 − + = + = − +  − + =     

     
，顯然矛盾，因

此 ( 1) ( ) 1f m f m+ = + 。 

十九、定理 18的推廣 

定理 18讓我們找到切割出 1的充分條件，再來我們希望能找到何時可以切出 1
2
，因此我們

找到以下定理： 

定理 19： 1 2 1 4 1, , ( ) ( ) ( ) 2 or  ( ) ( 1) 1
2 9 2 9 2

m m m f m f m f m f m f m+   − +  = − + = − +  

證明：用反證法，畫出m的基本幾何模型，若
1 2 1 4, , ( )
2 9 2 9

m m m f m+   − + ，且
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1( ) ( ) 2 and  ( ) ( 1) 1
2

f m f m f m f m − +  − + ，代表此時m的最小構造法沒有切割出1 1 的正方

形以及長為
1
2
和寬為1的矩形，滿足這些條件中的矩形中，效率函數最小的是 2

3
，因此有

2
3

2( ) ( )( )
3

m
f m f

 
  

 
，以下以m的性質分三個 case討論 

(1) 2 3,
3 2

m = ，顯然不滿足
2 1 4( )
9 2 9

m f m − +  

(2) 2 2| ,
3 3

m m  ，由定理10知其最小構造法必切出1 1 的正方形。 

(3) 2 |
3

m， 2 2
3 3

2 2 9 9 2 1 4 1( ) ( )( ) ( ) ( ( ) ) ( ) 2 
3 3 2 2 9 2 9 2

m m m
f m f f f m f m

 
   =  − +  − + 

 
，矛盾。因

此定理成立。 

二十、無法切割無理數邊長 

定理 20：串並表達式對應的幾何模型中，正方形邊長不可能是無理數。 
證明：使用反證法，首先我們可以確定若干個單位電阻進行串並聯的等效電阻值為有理數。

假設有一個串並表達式對應幾何模型中存在一個邊長為無理數的正方形 S，我們考慮包含 S
的矩形中邊長皆是有理數且面積最小的，將 S分割為兩部分的那刀一定是切在邊長不為有理
數的點上，如下圖， , , \a b k  ，那麼我們就會得到若干個單位電阻進行串並聯得到

等效電阻值
k

b
，而

k

b
 ，因此矛盾。 

 

二十一、電阻與圖論 

由參考資料[5]，我們可以定義電阻的圖論模型。 
對於一個單位電阻，我們可以將它改為圖論的形式，是一線段且左右兩端各有一個點，

左邊的點稱為它的頭，右邊的點稱為尾，如左下圖，並且我們稱電阻轉為圖論形式為其圖論

模型。 

 

b  

k  a k−  
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如果兩個單位電阻進行串聯，則左邊模型的尾與右邊模型的頭相接，如左下圖；如果兩

個單位電阻進行並聯，則將兩模型的頭相接、尾相接，如右下圖。 

 
將數個單位電阻進行串並聯得到一個模組。如果將兩個模組進行串聯，則連接左邊模組

的圖論模型的尾與後面模組的圖論模型的頭；如果要將兩個模組進行並聯，則將兩模組的圖

論模型的頭相接、尾相接。以下以
7 11 1 1 15

1 1 2

= +
+ +

舉例。 

電路圖 幾何模型 圖論模型 

 

  

定義一圖論模型中的軸為過兩端點的直線，且此圖若可以分割為許多的模組串聯，則每

個模組的兩端點也都在軸上。例如下圖的紅線極為它的軸。 

 
定義圖論模型中的對偶圖：原圖的邊以及圖外的軸將平面分割為許多區域，對於每個區

域中恰有一個對偶圖的點；對於原圖中的每條邊，其兩側區域中各有一個對偶圖的點，在此

兩點間連一條過此邊的線，此線為對偶圖的邊。 
以下面兩張圖為例，原圖使用藍色的點，其對偶圖使用綠色的點。左下圖用四種顏色標

示出此圖有四個獨立的區域，而在右下圖中，我們在每個區塊標出一個綠點，並且對於原圖

的五條邊都用一條邊連結兩側的點。 

 
如果我們計算兩張互為對偶圖對應的電阻值，可以發現他們互為倒數，因此由以下定理： 

定理 21：將一串並表達式的+和 ||都作一次變換等價它的圖論模型的對偶圖 

證明：事實上此定理證明即為定理1的證明1轉為圖論模式，將圖論模型拆解為許多部份並且
做數學歸納法，因此在此省略。 
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二十二、 ( , )g n m 構造法 

定義一個演算法：

min min ( , ) ( , ), 1 ~ ,min ( , ) ( , ), 1 ~ , , , , 1
2 2

( , ) , 1
, 1

m n
g i m g n i m i g n i g n m i i m n m n

g n m n m

m n

        + − = + − =          
       

= =
 =




        此演算法的幾何意義將長為 n寬為 m的矩形畫上mn個1 1 的正方形，如下圖是
5, 3n m= = 的舉例。將此矩形沿著虛線切割為兩部分，找到切割後的兩矩形在 g函數下的值

並相加，嘗試切割所有虛線後取相加的值最小的作為此矩形 g的值，因此他是切割出最少正

整數邊長的正方形的構造方法。 

 

事實上 ( , ) ( )n
g n m f

m
= 若且為若

n

m
在後面的最小構造法的表格上不是綠色，因此我們可

以發現，此演算法是非常好的函數 f上界。特別注意若 k ，可能有 ( , ) ( , )g n m g kn km ，

例如 (17,19) 11, (34,38) 10g g= = ，所以 g函數有兩個參數。 
根據定義我們可以找到許多 g函數的性質： 

性質 3： , , ( ) ( , ) ( , )n
k m n f g kn km g n m

m
     

證明： 

( ) ( , )n
f g kn km

m
 ：前面已知函數 g是函數 f的上界，因此 ( ) ( ) ( , )n kn

f f g kn km
m km

=  。 

( , ) ( , )g kn km g n m ：從幾何觀點來看，若將長 n寬 m的矩形等比例放大 k倍， ( , )g n m 的每

種切割方法都包含在 ( , )g kn km 中，因此有 ( , ) ( , )g kn km g n m 。 

定理 22： ,   . . ( , ) ( )n
m n k s t g kn km f

m
    =  

證明：從幾何觀點來看，由定理20知， n

m
的幾何模型的最小構造法是一種將長為n寬為m的

矩形切割有理數邊長數刀，切成許多有理數邊長的正方形。因為邊長是有理數，因此我們可

以將矩形等比例放大正整數倍，直到所有的正方形都是正整數。假設長為 n寬為m的矩形切

割出的最小構造法的正方形邊長為
( )

1 2

1 2 ( )

, , ,
n

f
m

n
f

m

q
q q

p p p
，其中 ,p q 且 ,p q互質，則

1 2 ( )
( , , , ) |n

f
m

lcm p p p k  
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二十三、連分數構造法之特殊性質 

如果我們對 g函數像 f一樣畫出表格，則從左上開始的n n 格中的平均對 n作圖可以畫

出如下面第一張的圖，作圖後發現像一個 log函數，然而此演算法較為複雜，因此改用連分
數構造法以相同方式做圖，可做出下面第二張圖，然而不論是否排除掉不互質的值，圖形較

不像 log函數。 

 

 

        而我也直接計算了n n 格子內的和，假定此值為 na ，
1 1

( )
n n

n

i j

j
a s

i= =

= ，可知 1n na a −− 的

值是最外圍的 L型，如 5 4a a− 是紅色線，其中的每個格子都是由第n條對角線上的值+1而來，

也就是

( ) 1,

( ) ( ) 1,

1,

i j
s i j

j

i i
s s j i

j j i

i j

−
+ 


= +  −
 =



，因此有

1

1

1

1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1

1 2 1 1 2 1( ( ) 1) ( ( ) 1) ( ( ) 1) 1 ( ( ) 1) ( ( ) 1) ( ( ) 1)
1 2 1 1 2 1

2 ( ) 2 1
1

2 072031( 1) 2 1

n n

n

k

a a

n n n n n
s s s s s s s

n n n n n

n n n
s s s s s s

n n n

k
s n

n k

A n n

−

−

=

−
−

= + + + + + + + +
−
− − −

= + + + + + + + + + + + + + +
− − −

= + −
− −

=  − + −
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所以 

1
2

1

1

(2 072031( 1) 2 1)

1 (2 072031( ) 2 1)

n

n

k

n

k

a

a A k k

A k k

=

−

=

= +  − + −

= +  + +





 

1

1
1

2

1

1 2 072031( ) ( 1) ( 1)

2 072031( )

n

k

n

k

A k n n n

A k n

−

=

−

=

= + + − + −

= +




 

其中 072031( )A n 為參考資料[6]的數列，因此可推得以下定理。 
 

定理 23：
1

1 1 1 1

1( ) 2 ( )
n n n k

i j k i

j k i
s s n

i i

−

= = = =

− +
= +   

而這個計算結果也代表說n n 的表格內，右下部分包括左下到右上的對角線的和與左上部

分和的差為 2n 。 
n

m
的連分數構造法 n 

m 

 

在資料[6]中也提到 2

1 2

072031( )( )
1 1

n n

n n
n n

x A n x

x x 

=
− −  ，在嘗試證明的過程中，我找到了一

些關係，並且猜測
1 1 1

( ) ( ( 1))
n n n

n

i j i

j
s a i n i

i


= = =

= = − +  ，其中 , ( )k k  是 k的正因數個

數。 

猜想 1：
1 1 1

( ) ( ( 1))
n n n

i j i

j
s i n i

i


= = =

= − +   
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二十四、用生成函數統整已知的函數 f公式 

(一)分母為 2的公式 

已知

2, 1
( ) 1, 2
2

( 1) 1, 2,
2

k
k

f k

k
f k k


 =


= =

 − +  


，假設多項式 2
1

( ) ( )
2

k

k

k
P x f x



=

= ，

2 2
2

1 3 3

2( ) ( ) ( ) ( ( ) 1)
2 2 2

k k k

k k k

k k k
x P x f x f x f x

  
+

= = =

−
= = = −   ，因此

2 2 2
2

3 3 1

1 2(1 ) ( ) ( ) ( ) 2
2 2

k k k

k k k

x P x f x f x x x x x x x
  

= = =

− = + + = + + = +   ，所以

2
1

2 2 2 2 2

3 1 1
21 4 4 2( )

1 1 (1 )(1 ) 1 1 (1 )

k

k

xx x x
x xxP x

x x x x x x x



=

+ + −−−= = = = + +
− − − − + − −


，其中

0

1
1

k

k

x
x



=

=
−  、

0

1 ( 1)
1

k k

k

x
x



=

= −
+  、 0

2
0

1
1 1 ( 1)

(1 )

k

kk

k

d xd
x k x

x dx dx




=

=

−= = = +
−


 ，因此

2
0 0 0 1 1 1

3 1 1 3 1 1 3 1 1( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
4 4 2 4 4 2 4 4 2

k k k k k k k k

k k k k k k

P x x x k x x x k x
     

= = = = = =

= − − + + + = − + + − − + + +     

1

0 0

3 1 1 3 3( ( 1) ( 1)) ( ( 1) )
4 4 2 4 4 2

k k k k

k k

k
k x x

 
+

= =

= − − + + + = − + +  ，也就是說 13 3( ) ( 1)
2 4 4 2

kk k
f += − + + ，

因此我們將此一般式整理成以下定理： 
 

定理 24： 13 3( ) ( 1)
2 4 4 2

kk k
k f +  = − + +  
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肆、結論與應用 

一、最小構造法表格 

下表統計分子和分母在 50以內時最小構造法的值。 

白色代表連分數構造法即為最小構造法，即 ( ) g( , ) ( )n n
f n m s

m m
= = 。 

綠色代表最小構造法的幾何模型中有小數邊長的正方形，即 ( , ) ( )n
g n m f

m
 。 

粉紅色代表

( 1) 1,if
( )= ( , ) and ( )

( 1) 1,if

n
f n m

n nm
f g n m s

mm m
f m n

n

 − + 
 
 − + 


。 

黃色代表

( 1) 1,if
( )= ( , )  ( )

( 1) 1,if

n
f n m

n nm
f g n m s

mm m
f m n

n

 − + 
= 
 − + 


。 

 n  

m  

 

( )n
f

m
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由於圖片內的數字過小，因此分為 9 塊區域(如下圖)，根據對稱性，我們選擇僅列出 A、B、
C、D、E、F等 6個區塊，並分別呈現於後，以便檢視本研究成果。 
 

 

 
  

A B C 

D E BT 

CT ET F 
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A區塊： 

 n  

m  

 
 

 

B區塊： 

 n  

m  

 
 

( )n
f

m
 

( )n
f

m
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C區塊： 

 n  

m  

 
 

D區塊： 

 n  

m  

 
 

( )n
f

m
 

( )n
f

m
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E區塊： 

 n  

m  

 
 

F區塊： 

 n  

m  

 
 

( )n
f

m
 

( )n
f

m
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二、函數的性質 

( )f n n=  ( ,1)R n n=  
2 1( ) 1

2
n

f n
−

= +  
2 1( 1,2)

2
n

R n
−

+ =  

3 1( ) 2
3

n
f n

−
= +  

3 1( 2,3)
3

n
R n

−
+ =  

3 2( ) 2
3

n
f n

−
= +  3 2( 2,4)

3
n

R n
−

+ =  

 ( 3,5)R n n+ =  
4 1( ) 3

4
n

f n
−

= +  
4 1( 3,6)

4
n

R n
−

+ =
 

1( )n

n

F
f n

F

+ =  
 

若 (2 , ) 2R h p h h= −       ，則 , 2 ( 1, ) ( , ) 1n n h R n p R n p    + = +    

1( , ) ( 1, ) ( , ) 1
2

n
R n p R n p R n p

− 
  + = + 
 

 

( , ) ( , ) ( 1, ) 1
2
n

R n p R n p R n p
 

  = − + 
 

 

( ) 1, ( 1) ( ) 1
2

f m
m m f m f m+ − 
   + = + 

 
 

1 2 1 4 1, , ( ) ( ) ( ) 2 or  ( ) ( 1) 1
2 9 2 9 2

m m m f m f m f m f m f m+   − +  = − + = − +  

,   . . ( , ) ( )n
m n k s t g kn km f

m
    =  

1

1 1 1 1

1( ) 2 ( )
n n n k

i j k i

j k i
s s n

i i

−

= = = =

− +
= +   

13 3( ) ( 1)
2 4 4 2

nn n
n f +  = − + +  

 
三、連分數構造法與數論性質猜測 

猜測
1

( ( 1))
n

n

i

a i n i
=

= − + ，這樣我們便可以得到連分數構造法與正整數因數個數的關

係。並且猜測 g函數平均作圖得到的圖形近似的 ln函數係數為。 

四、應用 

1. 如果可以找到完整的結果，或許可以利用函數 f 與R之間的關係，進行加密與解密，就有

機會應用於密碼學。 
2. 或許有機會可以將單位電阻應用在電路學中，花費最少的單位電阻，組合出想要的電阻值，
朝向最省材料的方向結合。 

3. 或許有機會可以解釋圖論中的一些現象。  
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