
010023-封面 

2022 年臺灣國際科學展覽會 
優勝作品專輯 

 

作品編號 010023 

參展科別 數學 

作品名稱 等差指標的探討 

得獎獎項  

 

 

就讀學校 臺北市立成功高級中學 

指導教師 許為明、沈俊嚴 

作者姓名 林子惟、陳冠彣、詹詠翔 

 

關鍵詞 等差指標、等差數列、史丹利數列 



 

 i 

作者簡介 

 

我是林子惟，就讀成功高中數理資優班。自國中開始自學數學和專題研究至今，

喜歡參加長期的數學解題活動，曾參加過通訊解題、雙週一題，也會自己找網路上

的題目研究，和自學高等微積分。 
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我是陳冠彣，目前就讀成功高中數理資優班二年級。從小最有興趣也最拿手的

科目就是數學了，自從上了高中，我參與了許多大大小小的科展及競賽，希望也能

在這次的比賽中得到名次。 
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我是詹詠翔。目前就讀成功高中數理資優班二年級。今年 17歲。我對數學和

資訊非常有興趣，數學常可以透過電腦程式的窮舉來找出規律，甚至算出正確答案。

我發現此次研究與撰寫資訊奧林匹亞的題目的原理類似，因此我有了莫大的興趣。

我想透過我所擁有的專長，來將這份苦差事交給電腦處理，加速我們研究的進行。 
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摘要 

    在國中及高一的數學課程當中，我們都學過「等差數列」這個單元，而本文的研究著重

於在某些限制條件下等差數列的產生時機。在本篇報告中，我們從給定整數範圍(如：從0到𝑛)

的條件下出發，去探索在給定的範圍當中至少要加進去多少正整數才能確保其中存在三個數

字成等差，進而定義等差指標等概念。我們研究了各個數字𝑛的等差指標，並找出其關係，進

而延伸出相關的不等式，然後進行推論。最後，我們藉由發現了一些規律得到了一些可增進

最小等差指標的估計，我們大略估計了其上下界，並嘗試往探討不存在三正整數成等差數列

的自然數集合密度去做發展，用集合密度的角度去切入討論，以幫助我們的估計和定理推導。 

Abstract 

Problems about arithmetic progressions have played a significant role in arithmetic 

combinatorics, which are our major research topic. We have been trying to discover 

the specific situation when a 3-term arithmetic progression exist in a set of integers 

without using difficult and complicated analysis skills.  

  We started from giving it a range, for example, from 0 to n, n has to be an integer, 

and we try to figure out how many integers should we add in the given range to make 

sure it must contain a 3-term arithmetic progression, and then we defined the concept 

of our major researching topic – arithmetic progression index. 

For small n, We’ve found some arithmetic progression indexes to seek relation 

between n and the index and devise some inequalities. In the end of our research, we 

did some estimates of Arithmetic Progression Indexes for n large enough. Now we’re 

doing research in the set of integer which doesn’t contain any 3-term arithmetic 

progression, which would help us with the better estimates and more conjectures. 
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壹、 研究動機 

    我們國中時都學過「等差數列」，不過以前的所學通常是給定既有的數列去判斷是否為

等差或給定一個等差數列讓我們去求其他的問題，反而很少讓我們去考慮一些開放性的問

題。所以，本文想試著去討論一些不一樣的東西，如：反過來探討在某些限制條件或範圍

下，是否至少能找到三個整數會成等差數列。由於等差數列平移之後仍然是等差數列，所以

我們可以將討論範圍從一般的整數範圍限縮至區間[ 0, 𝒏 ] (𝑛為任意正整數)。最後，我們終

於在所有想得到的問題當中，找到了一個研究目標：定義等差指標，並致力於尋求其公式或

相關的最佳估計。 

貳、 研究目的 

研究問題：對於任意正整數𝑛，我們希望就其等差指標𝐴1(𝑛)之值作探討並給予估計。 

針對我們的問題，我們有以下的幾個目標: 

1.先從解決簡單的問題著手，整數範圍小的情形開始討論，如：0~2、0~3，0~4 等。從

中找尋數據，並逐漸加大範圍，以找出規律。 

2.試圖去證明或發現規律或性質。 

3.若無法直接找出結論，至少找出接近的估計值或可供參考的不等式，再深入探討並尋

找問題的應用性及尋求問題的推廣。 

4.尋找其他類似的研究問題。 

5.藉由觀察等差集合差集的加法結構 

 

參、 研究設備及器材 

筆電、紙、筆  
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肆、 研究過程或方法 

首先，我們先給一些定義如下： 

定義1 我們定義等差指標𝐴1(𝑛)、𝐴2(𝑛)、𝐴3(𝑛)、𝐴4(𝑛)如下: 

⚫ 𝑨𝟏(𝑛)為最小的 s使得在0與𝑛之間任意插入 s個正整數𝑎1、𝑎2 ……、𝑎𝑠後，0、

𝑎1、𝑎2 ……、𝑎𝑠、 𝑛中必定存在三項成等差數列 。定義𝐴1(1) = 0。 

⚫ 𝑨𝟐(𝑛)為最大的 s使得在0與𝑛之間可以插入 s個正整數𝑎1、𝑎2 ……、𝑎𝑠，可以滿足 

0、 𝑎1、𝑎2 ……、𝑎𝑠、 𝑛中不存在三項成等差數列 。顯而易見，𝐴1(𝑛) = 𝐴2(𝑛) 

+1。 

⚫ 𝑨𝟑(𝑛)為最大的 s使得在1與𝑛之間可以插入 s個正整數𝑎1、𝑎2 ……、𝑎𝑠，可以滿足 

1、 𝑎1、𝑎2 ……、𝑎𝑠、 𝑛中不存在三項成等差數列 。 

⚫ 𝑨𝟒(𝑛)為最大的 s使得在1與𝑛之間可以插入 s個正整數𝑎1、𝑎2 ……、𝑎𝑠，可以滿足 

 𝑎1、𝑎2 ……、𝑎𝑠中不存在三項成等差數列 。 

[註0-1] 等差指標為判斷是否會形成等差數列的重要依據。 

[註0-2] 當𝑛很大時，四個等差指標所得出的值的差距可忽略，故他們在𝑛很大時

可視為相同。 

定義2 :定義集合 𝐴 + 𝐵: = {𝑎𝑖 + 𝑏𝑗|𝑎𝑖 ∈ 𝐴, 𝑏𝑗 ∈ 𝐵}，𝐴−𝐵: = {𝑎𝑖−𝑏𝑗|𝑎𝑖 ∈ 𝐴, 𝑏𝑗 ∈ 𝐵}。 

定義3 :令𝑆𝑛為收集1~𝑛之間的整數集合，且滿足 

(1) 𝑆𝑛當中任三元素不會形成長度為3之等差數列的集合。 

(2) 𝑺𝒏具飽和性，即若在S𝑛中再放入任意一個正整數必至少產生一個長度為3等差

數列。  
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(一)、數據與預測： 

    在尋找𝐴1(𝑛)的過程中，首先考慮讓0與𝑛當中插入「最多」個數字使得這些數字(也

包含0~𝑛)當中任三個數字皆不成等差，事實上所找到的「最多」個數字即為「𝐴2(𝑛)」個

數字。我們將此取法取得的數列記為{𝑻𝒌
(𝒏)}，其中 k表項數。 

1. 以最小的數字2為例 

   較小的數字優先考慮，不能插1進去，否則0、1、2即會成為一等差數列，故𝐴2(2)=0，

即 𝐴1(2)=1。 

2. 以一個稍微大一點的數字16為例 

    和找𝐴2(2)的方法相同，取0、1、3、4、9、10、11、12、16，扣掉首末項之後是7

個數字，故𝐴1(16)=8。做法如下，取1，不取2 (0、1、2成等差)，接著3、4，不取5，不

取6 (0、3、6成等差)，不取7 (1、4、7成等差)，不取8 (0、4、8成等差或0、8、和末項

16成等差)，取9、10，不取11 (9、10、11成等差)，取12，不取13 (10、13、末項16成等

差)，不取14 (10、12、14成等差)，不取15(9、12、15成等差)。這樣的觀察法雖然有點

費時，卻可較為容易地找出𝐴2(𝑛)的數值。 

3. 在討論過程中找到的規律 

    在尋找𝐴2(𝑛)的過程中，我們將𝑛 = 2到𝑛 = 50分別所取的數列{𝑇𝑘
(𝑛)}列出如第7頁

中的表1，其中選取這些數字的目的在於讓任三個數字不成等差且個數最多，故其個數

即為𝐴2(𝑛)。結果，我們發現所取的𝑛值越來越大時，其等差指標數列{𝑇𝑘
(𝑛)}與其他小

於𝑛的數值所對應的等差指標數列之前幾項會不間斷出現越來越多重複的數字。 

    綜上所述，我們猜測重複的數字和𝑛的大小有關，於是我們開始考慮不受末項的
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限制下(即假設𝑛無窮大)去建構一個數列同樣滿足插入「最多」個數字使得這些數字

(包含0)當中任三個數字皆不成等差，我們暫且將這樣的數列用{𝑇𝑘
(𝑛)}表示。接著，我

們嘗試找出{𝑇𝑘
(𝑛)}的前幾項為1、3、4、9、10、12、13、27、28、30、31……，剛好

這些數字皆為當𝑛越來越大時，其等差指標數列{𝑇𝑘
(𝑛)}與其他小於𝑛的數值所對應的等

差指標數列之前幾項可能出現的不間斷重複數字。 

    接下來，我們觀察當{𝑇𝑘
(∞)}的某個數字 k開始不間斷出現在{𝑻𝒌

(𝒏)}時，該𝒏必大於

2k+1，且標配之間符合0、1(2*0+1)、3(2*1+1)、4、9(2*4+1)、10、12、13、27

（2*13+1）、28、30、31、36、37、39、40（2*13+1+13)、81（2*40+1）、82、…，依

此規律應可推得{𝑻𝒌
(∞)}所有的項。 

    此外，我們可以發現{𝑇𝑘
(∞)}中有許多連續兩項的數字為𝑛與2𝑛+1的關係，我們將

其稱為節點，其中𝑛稱為節點前項，2𝑛+1稱為節點後項。 

    為了方便觀察數據，我們用培基(BASIC)語言寫了一個程式，只要輸入末項𝑛，系

統就會自動排出由{𝑇𝑘
(𝑛)}當中與{𝑇𝑘

(∞)}相同的數字，並算出其個數。例如： 如圖1所

示，欲知0到1000內的狀況，僅需輸入1000，電腦即會列出{𝑇𝑘
(1000)}當中與{𝑇𝑘

(∞)}相同

的數字，並算出其個數。 

圖1：培基(BASIC)語言計算{𝑇𝑘
(1000)}當中與{𝑇𝑘

(∞)}相同的數字及其個數 
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然而，我們發現在該程式中，將𝑛輸入27時，程式跑出的數字(即{𝑇𝑘
(27)}當中與

{𝑇𝑘
(∞)}相同的數字個數)比𝑛輸入26及28所得到的數字(即{𝑇𝑘

(26)}當中與{𝑇𝑘
(∞)}相同的數

字個數以及{𝑇𝑘
(28)}當中與{𝑇𝑘

(∞)}相同的數字個數)還要小，明顯不合常理，不符合

𝐴1(𝑛)為遞增函數的敘述(後面會證明)，陸續輸入43、47、48、49和50皆發生相同情

況。 

    經過討論之後，我們認為這個取法是錯誤的，這個程式的問題就是一決定數字

時，便永遠不會更動，導致末項可以影響中間的數字，無法考慮其塞入數字遞增的合

理性。然而數字足夠大或不考慮末項一直取下去，前面部分即可避免這個問題，故

{𝑇𝑘
(∞)}可以保證正確。 

    我們發現原本的取法要從最小的數字開始考慮，於是我們的取法中必定取1，必不

取2。在我們無法確定這個取法的完全正確性之前，我們姑且只能稱他是一個正確率非

常高的方法，可以當作參考卻不能完全相信。 

表1：𝒏 = 2到𝒏 = 50所取的數列{𝑻𝒌
(𝒏)} 

註:黃色螢光部分為此取法之不符合者，若有刪除記號者表示該列數字取錯，若無則代

表已找到其符合之{𝑇𝑘
(𝑛)}了。本表主要是為了觀察各{𝑇𝑘

(𝑛)}的結構趨勢 

𝑛  {𝑻𝒌
(𝒏)} 

2 0、2 

3 0、1、3 

4 0、1、3、4 

5 0、1、4、5 

6 0、1、4、6 
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7 0、1、3、7 

8 0、1、3、7、8 

9 0、1、3、4、9 

10 0、1、3、4、9、10 

11 0、1、3、4、9、11 

12 0、1、3、4、9、10、12 

13 0、1、3、4、9、10、12、13 

14 0、1、3、4、9、10、13、14 

15 0、1、3、4、10、11、14、15 

16 0、1、3、4、9、11、12、16 

17 0、1、3、4、11、12、15、17 

18 0、1、3、4、10、12、13、18 

19 0、1、3、4、9、12、13、19 

20 0、1、3、4、9、11、16、20 

21 0、1、3、4、9、10、13、21 

22 0、1、3、4、9、10、12、22 

23 0、1、3、4、9、10、21、23 

24 0、1、3、4、9、10、13、21、24 

25 0、1、3、4、9、10、12、22、25 

26 0、1、3、4、9、10、12、22、25、26 

27 0、1、3、7、9、12、13、16、22、27 

28 0、1、3、4、9、10、12、13、27、28 

29 0、1、3、4、9、10、12、13、27、29 

30 0、1、3、4、9、10、12、13、27、28、30 

31 0、1、3、4、9、10、12、13、27、28、30、31 

32 0、1、3、4、9、10、12、13、27、28、31、32 
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33 0、1、3、4、9、10、12、13、27、28、31、33 

34 0、1、3、4、9、10、12、13、27、28、30、34 

35 0、1、3、4、9、10、12、13、27、28、30、34、35 

36 0、1、3、4、9、10、12、13、27、28、30、31、36 

37 0、1、3、4、9、10、12、13、27、28、30、31、36、37 

38 0、1、3、4、9、10、12、13、27、28、30、31、36、38 

39 0、1、3、4、9、10、12、13、27、28、30、31、36、37、39 

40 0、1、3、4、9、10、12、13、27、28、30、31、36、37、39、40 

41 0、1、3、4、9、10、12、13、28、29、31、32、37、38、40、41 

42 0、1、3、4、9、10、12、13、28、29、31、32、38、39、41、42 

43 0、1、3、4、9、10、12、13、27、29、30、32、38、39、43 

44 0、1、3、4、9、10、12、13、29、30、32、33、38、39、42、44 

45 0、1、3、4、9、10、12、13、28、30、31、33、37、40、42、45 

46 0、1、3、4、9、10、12、13、27、30、31、34、36、39、43、46 

47 0、1、3、4、9、10、12、13、27、32、33、36、38、46、47 

48 0、1、3、4、9、10、12、13、27、28、31、32、39、43、48 

49 0、1、3、4、9、10、12、13、27、28、30、34、35、37、49(?) 

50 0、1、3、4、9、10、12、13、28、29、32、33、40、42、50(?) 

∞ 0、1、3、4、9、10、12、13、27、28、30、31、36、37、39、40、81… 

 

表2：𝑛 = 2到𝑛 = 50所對應的𝐴1(𝑛) 

𝐴1(𝑛)的值 

𝐴1(2) = 1 𝐴1(9) = 4 𝐴1(16) = 7 𝐴1(23) = 7 𝐴1(30) = 10  𝐴1(37) = 13 𝐴1(44) = 15 

𝐴1(3) = 2 𝐴1(10) = 5 𝐴1(17) = 7 𝐴1(24) = 7 𝐴1(31) = 11 𝐴1(38) = 13 𝐴1(45) =15 
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𝐴1(4) = 3 𝐴1(11) = 5 𝐴1(18) = 7 𝐴1(25) = 7 𝐴1(32) = 11 𝐴1(39) = 14 𝐴1(46) = 15 

𝐴1(5) = 3 𝐴1(12) = 6 𝐴1(19) = 7 𝐴1(26) = 7 𝐴1(33) = 11 𝐴1(40) = 14 𝐴1(47) = 15 

𝐴1(6) = 3 𝐴1(13) =7 𝐴1(20) = 7 𝐴1(27) = 8 𝐴1(34) = 11 𝐴1(41) = 15 𝐴1(48) = 15 

𝐴1(7) = 3 𝐴1(14) = 7 𝐴1(21) = 7 𝐴1(28) = 9 𝐴1(35) = 12 𝐴1(42) = 15 𝐴1(49) = 15 

𝐴1(8) = 4 𝐴1(15) = 7 𝐴1(22) = 7 𝐴1(29) = 9 𝐴1(36) = 12 𝐴1(43) = 15 𝐴1(50) = 15 

此外，觀察上述表格可發現一些性質或估計，我們將在接下來的單元中作討論。 

(二)、關於等差指標的不等式 

在這裡，我們將對已發現的不等式作敘述並證明。 

定理一 

對任意的正整數𝑛，以下的不等式成立 

𝐴4(𝑛) ≤ 𝐴1(𝑛 + 1) 

【證明】假設𝐴4(𝑛) = s，則在1與𝑛之間可以找到 s個正整數𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑠，使得其中不存

在三項成等差級數。因為這些數也在1與𝑛+1之間，所以根據定義就有 

𝐴4(𝑛+1)≥ s，遂有𝐴4(𝑛) ≤ 𝐴4(𝑛+ 1)而得證。 

定理二 

    對任意正整數𝑛，令𝐴1(𝑛) = d，給定任意整數 m。若在 m到𝑚 + 𝑛之中插

入任意 d個由小到大的正整數，則這些數字之中(包含 m與𝑚 + 𝑛)必存在三數

成等差。若在 m到𝑚 + 𝑛之中插入任意 d−1個由小到大的整數，則這些數字之

中(包含 m與𝑚 + 𝑛)必不存在三數成等差。 

【證明】任取在 m到𝑚 + 𝑛之間任意插入 d個正整數𝑠1, 𝑎2, … , 𝑎𝑑，並依序排列如下： 



10 

𝑚, 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑑 , 𝑚 + 𝑛。 

 

我們將上述數列中的每一項同時減去 m，平移為 

0, 𝑎1− 𝑚, 𝑎2− 𝑚, … , 𝑎𝑑− 𝑚, 𝑛。 

由於等差數列平移後仍為等差數列，再由等差指標的定義可得證。 

定理三 

對任意正整數𝒏，以下的不等式成立 

𝐀𝟏(2𝒏) ≤ 2𝐀𝟏(𝒏) + 1 

【證明】令𝐴1(𝑛)=d，在0到2𝑛間插入2d+1個正整數𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎2𝑑+1並依序排列如下： 

0, 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎2𝑑+1, 2𝑛 

Case 1：數列𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎2𝑑+1中包含𝑛 

    若𝑎𝑖 = 𝑛,其中1  𝑖  𝑑 + 1，則在數列的𝑛到2𝑛之間，存在大於或等於 d個

整數，而其必大於或等於𝑛的等差指標，故在此條件下，不等式成立。 

    若𝑎𝑗 = 𝑛,其中𝑑 + 2  𝑗  2𝑑 + 1，則在數列的0到𝑛之間，存在大於或等於

d個整數，而其必大於或等於𝑛的等差指標，故在此條件下，不等式成立。 

Case 2：數列𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎2𝑑+1中不包含𝑛 

    若𝑎𝑑+1 > 𝑛，取2𝑛 − 𝑎𝑑+1 = 𝑝，則 p < 𝑛，可推得𝐴1(p) ≤ 𝐴1(𝑛)= d，故 d

必大於或等於 p的等差指標，在此條件下，不等式成立。 

    若𝑎𝑑+1 < 𝑛，取𝑛 − 𝑎𝑑+1 = 𝑞，則 q < 𝑛，可推得𝐴1(q) ≤ 𝐴1(𝑛)= d，故 d

必大於或等於 q的等差指標，在此條件下，不等式成立。 

定理四 

對任意的正整數 m，𝑛 (m ≠𝑛)，以下的不等式成立: 
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𝐀𝟏(m) + 𝐀𝟏(𝒏)+1 ≥ 𝐀𝟏(𝒎 + 𝒏) 

【證明】     假設𝐴1(m +𝑛) = s，則在1與 m +𝑛之間可以找到 s個正整數𝑎1,𝑎2, … , 𝑎𝑠使

得其中不存在三項成等差級數。不妨假設 s = u+v，而𝑎1,𝑎2, … , 𝑎𝑢在1與 m 之

間，同時𝑎𝑢+1,𝑎𝑢+2, … , 𝑎𝑢+𝑣在 m+1與 m+𝑛之間。此時，因為𝑎1,𝑎2, … , 𝑎𝑢在1與

m 之間而且任三項不成等差數列，所以就有𝐴1 (m) ≥  u。同時，  𝑎𝑢+1 −

𝑚 ,𝑎𝑢+2 − 𝑚, … , 𝑎𝑢+𝑣 − 𝑚在1與𝑛之間而且任三項不成等差數列，所以就有𝐴1 

(𝑛) ≥ v。綜合得到𝐴1(m) +𝐴1(𝑛) ≥ u + v = s = 𝐴1(𝑛+1) 。 

    事實上，定理四中的不等式不一定只能置入兩個元素，在多個元素的條

件下亦成立，由原先二元的不等式推得以下多元的不等式。 

推論一 

給定正整數𝑛及相異正整數𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑘，以下的不等式成立: 

∑ 𝑨𝟏(𝒂𝒌) + (𝒏 − 𝟏)

𝒏

𝒌=𝟏

≥ 𝑨𝟏 (∑ 𝒂𝒌

𝒏

𝒌=𝟏

) 

【證明】  

𝑨𝟏 (∑ 𝒂𝒌

𝒏

𝒌=𝟏

) 

= 𝐴1(𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑘) 

= 𝐴1[𝑎1 + (𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑘)] 

≤ 𝐴1(𝑎1) + 𝐴1(𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑘) + 1  

≤ 𝐴1(𝑎1) +[𝐴1(𝑎2) + 𝐴1(𝑎3 + ⋯ + 𝑎𝑘) + 1] + 1 

≤… 

≤ ∑ 𝑨𝟏(𝒂𝒌) + (𝒏 − 𝟏)

𝒏

𝒌=𝟏

 

       事實上，由推論一可以將定理三中的不等式推廣如下： 
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推論二 

對任意大於1的正整數𝑛及對任意的正整數 k，以下的不等式成立: 

𝐀𝟏(k𝒏) ≤ k𝐀𝟏(𝒏) + k-1。 

【證明】 對任意大於1的正整數𝑛及對任意的正整數 k， 

𝐴1(k𝑛) = 𝐴1((k-1)𝑛+𝑛)  

≤ 𝐴1((k-1)𝑛) + 𝐴1(𝑛) + 1  

≤ 𝐴1((k-2)𝑛) + (𝐴1(𝑛)+ 1) + 𝐴1(𝑛) + 1  

= 𝐴1((k-2)𝑛) + 2𝐴1(𝑛) + 2 

≤ 𝐴1((k-3)𝑛) + 3𝐴1(𝑛) + 3 

≤… 

≤ 𝐴1(𝑛) + (k-1)𝐴1(𝑛) + (k-1) 

，得證。 

推論三 

對任意的正整數𝒏，以下的不等式成立 

𝐀𝟏(𝒏)+1 ≥ 𝐀𝟏(𝒏+1) ≥ 𝐀𝟏(𝒏) 

【證明】    根據定理四，對於任意正整數𝑛，𝐴1(1) + 𝐴1(𝑛) + 1 ≥ 𝐴1(𝑛+1) 

先前已定義𝐴1(1)=0，故可和定理一合併，變成𝐴1(𝑛) + 1 ≥ 𝐴1(𝑛+1) ≥ 𝐴1(𝑛)。 

           由推論三易知等差指標𝐴1(𝑛)之間的值前後項最多差1，而此不等式也在前
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面表1的數據中顯現出來。此外，配合表1的數據可以很清楚知道推論三所提供

的不等式無法再更進一步精簡，所以這已是最佳型式。 

(三)、等差指標的估計 

1. {𝑻𝒌
(∞)}的相關性質 

利用先前的程式去跑{𝑇𝑘
(∞)}的前幾項，如下面的圖2所示，{𝑇𝑘

(∞)}的第0項到第64項為: 

0 1 3 4 9 10 12 13 27 28 30 31 36 37 39 40 81 82 84 85 90 91 93 94 108 109 111 112 117 

118 120 121 243 244 246 247 252 253 255 256 270 271 273 274 279 280 282 283 324 325 

327 328 333 334 336 337 351 352 354 355 360 361 363 364 729 

圖2：培基(BASIC)語言計算數列{𝑇𝑘
(∞)}中的前64項 

經觀察後發現以下特性： 

(1).節點前項為必發生於𝑇2𝑘−1
(∞)
的形式，其中 k為任意非負整數 

(2).節點後項為3k的形式 

(3).相鄰兩項的差為1,2或數個相異的3的 k次方和再加上2，依序排列後1和其他數

交錯排。  

    接下來，我們好奇這樣的數列是否為我們已知的數列，故我們將{𝑇𝑘
(∞)}的前幾

項輸入整數數列線上大全(OEIS)，發現{𝑇𝑘
(∞)}事實上為史坦利(Stanley)數列，根據

上面所述，這樣的數列可被一般表示為在三進位之中不含有2的非負整數數列，換



14 

句話說，將{𝑇𝑘
(∞)}轉換為三進位時會得到一串和二進位數列一樣的數列，故以二進

位看的話，看到的是各項的順序(自0開始)，和我們的觀察相符，舉例說明如下： 

*以數列{𝑇𝑘
(∞)}中的第8項27為例: 

將27轉為3進位後為(1000)3，將1000看成2進位後，再將(1000)2轉回10進位得 

123+022+021+020 = 8， 

           故27為數列{𝑇𝑘
(∞)}中的第8項。 

*以數列{𝑇𝑘
(∞)}中的第31項355為例: 

將355轉為3進位後為(11111)3，11111看成2進位後，再將(11111)2轉回十進位得 

124+123+122+121+120 = 31， 

故355為數列{𝑇𝑘
(∞)}中的第31項。 

2. 𝐴1(𝑛)的上界估計與下界估計 

   藉由{𝑇𝑘
(∞)}即為史坦利數列的事實，我們接下來開始尋找𝐴1(𝑛)的上下界。 

定理五(等差指標的上界與下界估計) 

   正整數 k使得2 ⋅ 3k−1+1 < 2𝑛+1 ≤ 3k時，則2k−1< 𝐴1(𝑛) ≤ 2k − 1 

【證明】 

    以每個3k−1到3k當作一個區間，當3k−1 < 𝑛 時，𝐴1(𝑛)會大於3k−1的項數， 

也就是 2k−1  ∵{𝑇𝑘
(∞)}不存在等差數列的性質和𝐴1(𝑛)必須要達成「任取」 

  上界和下界有些不同，3k的前一項是
3k−1

2
，故當 2𝑛 +1 ≤ 3k時，則 

𝐴1(𝑛) ≤ 2k − 1  ∵條件為大於等於並且𝐴1(𝑛)必須要達成「任取」 
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綜合以上，當存在正整數 k可使得2 ⋅ 3k−1+1 < 2𝑛 +1 ≤ 3k時，則 

2k−1< 𝐴1(𝑛) ≤ 2k − 1成立。但是當 k太大時，上下界的差也會跟著變得很大，導致

範圍大到難以尋找，於是我們嘗試找出較為精確的上下界: 

範例：取𝑛=34，依照定理五試求出𝐴1(34)的範圍。 

2∙33 ≤ 2∙34+1 < 34 

→23 ≤ 𝐴1(34) ≤ 24-1 

(四)、精確下界: 

找到𝑛在𝐴1(𝑛)的精確下界的步驟非常繁複： 

(1).將𝑛轉為三進位 

(2).如果𝑛轉換後數字包含2，將其第一個2以及其以後之數字全部轉為1，此數為𝑛在

{𝑇𝑘
(∞)}中，小於𝑛且最接近的數，假設其項數為 k，故𝐴1(𝑛)必定大於 k   

∵{𝑇𝑘
(∞)}本身任意三項不會成等差數列，且𝐴1(𝑛)為遞增函數。 

(3).如果𝑛轉換後數字沒有包含2，表示𝑛是{𝑇𝑘
(∞)}的其中一項，而因為𝐴1(𝑛)計算不會

包含𝑛，故𝐴1(𝑛)會大於等於𝑛在{𝑇𝑘
(∞)}的項數。 

(4).例： 

3410 = 10213 

將第一個2以後數字全部轉為1 10113 < 10213 

將轉換後數字視為二進位 10112 = 1110 

故11 < 𝐴1(34) 

以上步驟可針對𝐴1(𝑛)粗略上下界範圍太大的情況使下界更靠近精確的𝐴1(𝑛)。 

而我們推論標準上界不存在，因為無法確定粗略上界不等式的等號成立於何種情

況，導致存在節點之間的𝑛有可能突破所推論出的上界，所以我們推測標準的上界會

有矛盾。 

(五)、𝑨𝟏和𝒏的關係 
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根據史丹利數列中𝑛對於 k的上下界 

3𝑘 ≤ 𝑛 < 3𝑘+1，且2k ≤ 𝐴1(𝑛) 

藉由其上界𝑛 < 3k+1 

⟹    
𝑙𝑛 𝑛

𝑙𝑛 3
< 𝑘 + 1    ⟹    

𝑙𝑛 𝑛

𝑙𝑛 3
− 1 < 𝑘 

又當在𝑛非常大的情況下 

⟹   
𝑙𝑛 𝑛

𝑙𝑛 3
≤ 𝑘 ，再和  2k ≤ 𝐴1(𝑛)  結合 

⟹ 2
𝑙𝑛 𝑛

𝑙𝑛 3 ≤ 𝐴1(𝑛) 

(六)、利用集合方法來做估計 

我們另一個研究方向為利用集合來去做加法結構之研究 

我們先來做幾個基本的定義: 

⚫ 定義集合𝑆𝑛為一個 1~𝑛之整數集合且其任三元素不會形成等差數列，另外𝑆𝑛

必須具飽和性，該集合內元素數量需在條件下達到最大量，使得若在其集合

中再插入任意一正整數必會使其產生一長度為 3等差數列。 

⚫ 定義符號𝑆𝑛 − 𝑆𝑛為𝑆𝑛之內各元素相減所形成之差集 

而|𝑆𝑛 − 𝑆𝑛|、|𝑆𝑛|皆用來表示其個數 

其中|𝑆𝑛|=𝐴1(𝑛)+1 

現在，定義清楚了過後，我們要來推估|𝑆𝑛 − 𝑆𝑛|的上下界 

首先，利用一個集合學常用的定理: 

|𝐴 + 𝐵| ≥ |𝐴| + |𝐵| − 1 

(其中，A、B為正整數集合，等號成立的條件為 A集合和 B集合的元素本身會形成等差
數列，在此不多做證明。) 

將A = −B= 𝑆𝑛帶入上式，即可得下列式子 

|𝑆𝑛 − 𝑆𝑛| ≥ 2|𝑆𝑛| − 1 
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當𝑛很大的時候 

|𝑆𝑛 − 𝑆𝑛| ≥ 2|𝑆𝑛| 

又因曾在利用集合來做估計章節得出|𝑆𝑛|，也就是𝐴1(𝑛)的範圍，我們將其改寫 

2
𝑙𝑛 𝑛

𝑙𝑛 3 = 𝑛
𝑙𝑛 2

𝑙𝑛 3 ≤ 𝐴1(𝑛)=|𝑆𝑛| 

於是可和上式子結合 

|𝑆𝑛 − 𝑆𝑛| ≥ 2|𝑆𝑛| ≥ 𝑛
𝑙𝑛 2
𝑙𝑛 3 × 2 ≈ 2 × 𝑛0.65 

數學家 Bourgain曾經研究過相關的定理，當初他是使用和集，而我們認為差集

會更為簡單，相對於和集，差集多了一個對稱性，且可以觀察的出來 

𝑆𝑛 − 𝑆𝑛集合中必定存在長度為3等差數列(必存在𝑛、0、-𝑛)。我們的最終目標在於證

明𝑆𝑛 − 𝑆𝑛含有任意長度為 k的等差數列，對於所有 k屬於正整數。 

且根據我們的觀察，我們發現說：對於任意正整數𝑛，必可找到在{𝑇𝑘
(∞)}的兩數

a, b使得 a-b=𝑛，不失一般性的假設𝑛是正整數，考慮 a=𝑛+b，將𝑛轉換成3進位，各

位有0, 1, 2三種。 

b：在2的對應位置補上1使其和𝑛相加時進位，而在因2和1相加進位導致下一位

會變成2的位也補上1，其餘位置補上0，相加後即可得 a。 

推論：設𝑆為一集合包含所有史丹利數列的項，可知𝑆 − 𝑆包含所有的整數，顯然有

五個以上元素可構成等差數列，而只要有集合元素構成和𝑆相似(平移、倍

數)，奇差集會有五項以上形成等差數列。 
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伍、 研究結果 

定理: 

𝐴1(𝑛)≤𝐴1(𝑛+ 1) 

𝐴1(2𝑛) ≤ 2𝐴1(𝑛) + 1 

𝐴1(m) +𝐴1(𝑛)+1 ≥ 𝐴1(𝑚 + 𝑛) 

 

推論: 

∑ 𝐴(𝑎𝑘) + (𝑛 − 1)

𝑛

𝑘=1

≥ 𝐴 (∑ 𝑎𝑘

𝑛

𝑘=1

) 

𝐴1(k𝑛) ≤ k𝐴1(𝑛) + k-1。 

 𝐴1(𝑛)+1≥ 𝐴1(𝑛+1) ≥ 𝐴1(𝑛) 

若存在正整數 k使得2 ⋅ 3𝑘−1+1 < 2𝑛 +1 ≤ 3𝑘時，則2𝑘−1< 𝐴1(𝑛) ≤ 2𝑘 − 1 

在𝑛非常大時，2
𝑙𝑛 𝑛

𝑙𝑛 3 ≤ 𝐴1(𝑛) 

定義一集合𝑆𝑛，使其飽和，其元素數量為在不形成等差數列的前提下的最大數量，

則其差集和自己本身有下列的關係: 

|𝑆𝑛 − 𝑆𝑛| ≥ 2|𝑆𝑛| ≥≈ 2 × 𝑛0.65 
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陸、 討論 

    隨著數字增加，𝐴1(𝑛)的同時增加，其估計所得的範圍變得更大，相對地誤差也會變大，

愈來愈不易表示，討論到更後面，必須想辦法找到𝐴1(𝑛)的通式，讓𝑛越大時誤差率盡量降低。 

    我們的𝐴1(𝑛)取法並沒有證明出來取法絕對正確，且𝐴1(𝑛)的取法是非常隨機，且具有多種

長相的。當數字大的時候可能會有非常多的錯誤，所以找尋{𝑇𝑘
(𝑛)}將不會成為我們未來的研究

目標，只會拿來當成做為估計的工具。盡可能的利用規律或者是不等式的持續推導來幫助我

們找到𝐴1(𝑛)的最佳估計，才會是這個問題的核心做法。 

    於是我們找尋網路上許多跟此類問題相關的一些研究文獻，找到了類似像 Brehend  

construction 等等在研究等差數列的問題。但是實際代入數字後會發現，他們的研究皆是利用

漸進的方式去找到其趨勢，並沒有辦法幫助我們在數字較小的時候達成較好的估計。於是我

們正在想辦法由這個問題的本身，觀察出規律，並適時地帶入一些已研究過後的成果來完成

估計。 

     

    我們目前著手於在研究在 A tribute to Paul Erdös 一書中所提到的 Bourgain定理，其內容

會對我們的研究非常有幫助，其利用和集的方式將不存在等差數列的集合帶入進一些集合學

的定理，憑藉著等差數列其完整的加法結構來找到特性，進而解決了找出最佳估計之前必要

的一個先決定理。我們學習他這種精神，利用較好做觀察和具有對稱性的差集來去做探討會

相對容易得出相同的結果，於是未來將專注於研究這項定理。 

 

柒、 結論 

    本文剛開始試圖找到𝐴1(𝑛)對於所有𝑛的絕對數值，發現其困難度過高，轉而研究其最

佳估計，進而引入許多離散數學、數論、不等式、甚至組合來幫助我們找到最佳估計。我們

對其做了初步的估計，並持續延伸此問題，且嘗試多方面的利用不同面向來解決這個問題。

等差數列這個主題十分有趣，他具有非常完美的加法結構，常常會形成許多數學上定理之中

的特例，例如著名的 Cauchy – Davenport inequality，其等號成立的條件恰好就為兩集合本身
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皆為等差數列。有許多的數學家也對此很感興趣，而創造出許多不可思議的成果。我們接下

來會盡可能的完成我們原題目的最佳估計，並且將問題嘗試做出一些改變，例如改為研究等

差數列的長度為4出現的情況，如果可行我們也有試圖將這個一維的問題拉高一個維度，將這

個問題結合平面來探討，抑或是利用我們找到的結果去嘗試利用不同的方法去解釋許多相關

的定理，例如 van der Waerden定理。過去的大數學家 Paul Erdös也有對等差數列相關的問題

進行過研究，且留下了許多的研究成果，我們會參考目前已知的定理，嘗試在不使用許多高

等數學如微積分、傅立葉分析等的情況下，也能夠獲得相同的結果，然後針對已知定理做出

延伸和優化，相信我們做出來的結果會十分豐富且創新，也會對世界上其他研究等差數列相

關的問題做出貢獻。 
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【評語】010023 

作品著手的問題懸宕多年，迭經 Erdős、Szemerédi等人攻

堅。作者勇於挑戰難題，難能可貴。作品條理明暢，言之有物，

但畢竟攻堅不易，難有實質突破。電腦演算效能亦差強人意。建

議多方探索，厚植實力，並著手改善電腦演算法。 
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