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作者簡介 

 

我是游雁婷，目前就讀北一女中二年級。因緣際會下進入了數學研究的領域，

在選定主題後開始我的研究旅程，雖然過程中不免遭受幾番挫折，但幸好有專研老

師的協助，使我可以完成這個作品並與大家分享。 

從中獲得的不僅數學的背景知識，更多是研究的經驗累積和不放棄的精神，希

望未來可以保持這種熱情，繼續探索廣大的數學世界。 
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摘要 

一個連通圖其結構中若沒有包含任何的圈，則將此圖稱為樹狀圖（tree）。若樹狀圖T 的

頂點 v滿足 ( ) 1d v = ，則 v即為T 的『葉子點（leaf）』。將一個樹狀圖中以一筆不間斷經過最多

頂點的路徑，稱為『主幹』，若此樹狀圖滿足所有的 leaf 皆與主幹上的點相連，則特別將此樹

狀圖稱為『毛毛蟲圖（caterpillar）』。本文的研究是對於有n個頂點， k 個 leaf 的毛毛蟲圖，

在不同構的情況下，探討各類毛毛蟲圖的結構變化、對偶關係，在數量上建立遞迴關係、探

討組合意義以及相關的應用。 

 

Abstract 

 A graph with no cycle is acyclic. A tree is a connected acyclic graph. A leaf is a vertex of 

degree one in a tree. The path which consists of the most vertices in a tree is called spine. If the 

spine of the tree is incident to every edge, the graph is called caterpillar. We try to explore the 

conversion rules and the duality relation of graph structures. And our research includes 

combinatorial properties, recurrence relations in quantity, and related applications for 

non-isomorphic caterpillars with n vertices and k leaves. 
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壹、前言 

一、研究動機 

 在數學的世界裡，圖形的結構可以是個複雜難解的領域，但在生活上遇到需要分類分析

的各個問題，利用特定圖形簡化問題是個不錯的解決方案。在專題研究課時，老師介紹圖論

中樹狀圖的架構，以及它的常見用途是對資料做分類，我發現它依據分類情形不同而出現各

種不同的結構，於是我開始思索是不是可以用一個特定的方法計算出固定頂點數量的所有不

同構圖形總數，但是，若想知道全部種類的樹狀圖數量，要考慮到各個分支如何連接，有些

樹狀圖是只有一層分岔，而有些是分岔以外還有下一層分岔，光是想歸類不同形式的圖形就

已經是個大工程，龐大的資料量實在是超出我的能力範圍，於是我們開始嘗試簡化樹狀圖架

構，專研於擁有較簡單結構且方便研究的毛毛蟲圖。 

 

 不久，在化學課時化學老師提到了有機化合物的同分異構物，乍看之下有些化合物的結

構和毛毛蟲圖有幾分相似，每當遇到需要找出同分異構物數量的題目時，若可以用簡單的算

式計算各個種類的不同構毛毛蟲圖數量，就等同於解決一大半的問題，這便引起了我的研究

興趣。在老師的指引下，我閱讀了『The number of caterpillars』一文〔參考文獻 5〕，內容提

及固定頂點數量的毛毛蟲圖總數算式以及說明推論公式的方法，但除了了解固定頂點數的不

同構毛毛蟲圖總數以外，我想更進一步研究毛毛蟲圖的各個特殊關係，於是我將『葉子點

（ leaf ）』的概念加入變數之一，探討不同頂點數及不同 leaf 數量會對各項毛毛蟲圖造成甚麼

影響。在列舉毛毛蟲圖後，我發現每一次變數改變，似乎每一項圖形總數之間都有著特殊的

遞迴關係，所以我試著再進一步探索圖形與圖形之間變化及歸納圖形來源，希望可以找出每

一項不同構毛毛蟲圖的總數變化以及圖形間的特殊關係。 

 

 

二、研究目的 

將有 n個頂點， k 個 leaf 的所有不同構毛毛蟲圖集合記為 ( , )F n k ，集合內元素總數量記

為 ( , )f n k 。令 ( , )F n k 集合內具有線對稱結構圖形所組成的集合為 ( , )S n k ，其元素總數量記為

( , )s n k 。將n個點的自我對偶毛毛蟲圖所形成的集合記為 nD ，並將數量記為 nd 。以下為我的

研究目的： 

1. 當 3n  且 2 1k n  − ，討論 ( , )F n k 及 ( , 1)F n n k− + 的圖形對應與數量關係； 

2. 當 5n  時，探討 ( , )F n k 與 ( 1, 1)F n k− − 、 ( 1, )F n k− 兩者之間的圖形變化關係，進一步建

立 ( , )f n k 的遞迴關係； 



 3 

3. 當 5n  時，探討 ( , )S n k 與 ( 1, 1)S n k− − 、 ( 1, )S n k− 兩者之間的圖形變化關係，並從中建立

( , )s n k 的遞迴關係； 

4. 刻劃 ( , )f n k 、 ( , )s n k 與 nd 的數量。 

 

 

貳、研究方法或過程 

一、基本概念、名詞解釋與先備知識 

    關於圖論的基本知識以及圖形的研究問題，想觀察出特定圖形的某種規律及現象並不容

易，圖論的範圍十分廣大，涵蓋的各式圖形也是數不勝數，當圖形趨於複雜時，除了點與邊

的基本概念以外，每個人對於圖形結構相關的名詞定義難免會有出入〔參考文獻 2，4，6〕，

在研究過程中，為了方便闡述我的研究內容，我定義了許多的名詞，以便清楚地表達出我觀

察到的圖形規律，我先將會用到的圖形概念及名詞定義依序在下方加以解釋。 

 

圖的概念 

    給定若干個點，為了呈現點與點之間的相關性，如果兩點之間有關係，則用一條邊將此

兩點相連，則可得一個圖G ，其中頂點的集合以 ( )V G 表示，邊的集合以 ( )E G 表示，其集合

的元素數量分別記為 ( )V G 與 ( )E G 。若兩點 ), (u v V G ，則將 u 與 v 所決定的邊記為

( )uv E G 。如下圖所示，圖 1G 的點集合為 1 1 2 3( ) { , , }V G v v v= ，邊集合為 1 1 2 3 3 12( ) { , , }E G v v v v v v= ，

其 中 1( ) 3=V G 且 1( ) 3E G = ； 圖 2G 的 點 集 合 為  2 1 2 3 4 5( ) , , , ,V G u u u u u= ， 邊 集 合 為

 2 1 2 2 3 3 4 3 5( ) , , ,E G u u u u u u u u=  ，其中 2( ) 5V G = 且 2( ) 4E G = 。 

1v

2v 3v

1G

 

 

1 1 2 3

1 1 2 2 3 3 1

( ) , ,

( ) , ,

V G v v v

E G v v v v v v

=

=

 

 

2 1 2 3 4 5

2 1 2 2 3 3 4 3 5

( ) , , , ,

( ) , , ,

V G u u u u u

E G u u u u u u u u

=

=
1u

2u

3u

4u
5u

2 :G

 

 

    若圖G 所有的頂點與邊恰好形成一個環狀圖形，則我們將此類型的圖稱為『圈（ cycle）』。

上述的圖 1G 即為一個圈，但圖 2G 並不是一個圈。下列圖形即為長度是3,4,5,6的圈。 
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    給定圖G，若 ( )u V G 且u 與自己有邊相連，意即 ( )uu E G ，則稱此邊為『迴圈（ loop）』；

若 , ( )u v V G 且 ,u v 兩點之間有兩條邊以上，則稱 ,u v 之間有『重邊（  multiple edges）』。若圖

G 的結構中沒有迴圈且沒有重邊，則稱G 為『簡單圖（  simple graph）』。以下我討論的所有

圖形皆為連通的簡單圖。 

 

點的度數 

    對於一般的圖G ，考慮頂點 ( )v V G ，若 v 連出去的邊恰有 k 條，則稱頂點 v 的『度數

（degree ）』為 k ，以符號記為『 ( )d v k= 』。以下圖G 為例， ( ) 2d u = 與 ( ) 3d v = 。 

v

u

( ) 2

( ) 3

d u

d v

=
=

G圖 ：

 

 

樹狀圖 

    一個連通圖的結構中若沒有包含任何的圈，則將此圖稱為『樹狀圖（ tree ）』。令T 為一

個樹狀圖，不難得知頂點集合 ( )V T 與邊集合 ( )E T ，必滿足數量關係 ( ) ( ) 1V T E T= + 。令

( )v V T ，若 v僅與一條邊相連，則稱此點 v為樹狀圖T 的一個『葉子點（ leaf ）』。換句話說，

若樹狀圖T 的頂點 v滿足 ( ) 1d v = ，則 v即為T 的 leaf，反之亦然。如下圖所示，以樹狀圖T 為

例， ( ) 6V T = 且 ( ) 5E T = ，以紅色標示的頂點 1 2 3 4, , ,v v vv 皆為 leaf，共有4個 leaf。 

T圖 ：
( ) 6

( ) 5

V T

E T

=

=
1v 2v 3v 4v

 

 

毛毛蟲圖 

一個樹狀圖中以一筆不間斷經過最多頂點的路徑，稱為『主幹（ spine ）』，若此樹狀圖滿

足所有的 leaf 皆與主幹上的點相連，則特別將此樹狀圖稱為『毛毛蟲圖（ caterpillar ）』。為

了方便我們觀察圖形，之後的毛毛蟲圖我都會將主幹畫為一條筆直的路徑，把其他點分布於

主幹下方。以下圖為例，紅色路徑為主幹，其中 1T 為8個點且5個 leaf 的毛毛蟲圖；然而在 2T

中，因為頂點u 為 leaf，但是u 沒有跟主幹上的點相連，因此 2T 不為毛毛蟲圖。 

1 :T 2 :T

u  
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    在一個毛毛蟲圖中，位於主幹上兩端的頂點稱之為『主幹的端點』；若頂點位於主幹上且

不為主幹的端點，我們將其稱為『內部點』；內部點之間所連的邊稱作『內部邊』，不難得知

內部邊的兩端頂點皆非 leaf；由於主幹上的兩端點必為 leaf，特別的我將非主幹上的 leaf 皆稱

為『腳』。如下圖所示， 1 8,v v 為主幹的端點， 72 3 5, , ,v v v v 為內部點，以紅色標示的邊皆為

內部邊，意即 2 3 3 5 5 7, ,v v v v v v 為內部邊的集合， 4 6,v v 為腳形成的集合。 

主幹的端點 主幹的端點

腳

1v 2v 3v

4v

5v

6v

7v 8v

 

因為內部點 v 必與主幹上的兩點相連，所以我們將內部點 v 的度數 ( )d v 減 2 ，其數量

( ) 2d v − 就表示有多少個腳和該內部點 v相連。將各個內部點連接的腳數量依據由左至右的順

序紀錄，作為內部點的特殊序列，我將其稱作『內部點序列』，並將此序列的左右兩側用小括

號表示。如下圖T 所示， 1( ) 2 2d v − = 、 2( ) 2 0d v − = 、 3( ) 2 3d v − = 、 4( ) 2 0d v − = 、 5( ) 2 1d v − = ，

因此T 的內部點序列為 ( )2,0,3,0,1 。不難得知，內部點序列中各項總和即為腳的總量。 

( )2,0,3,0,1=內部點序列
T：

1v 2v 3v 4v 5v

0 02 3 1  

我們針對主幹上每一個被腳分隔出來的區段，計算在此區段內的內部邊總數，將每一個

數字由左至右紀錄形成一個序列，我將其稱作『內部邊序列』，並將此序列的左右兩側用中括

號表示。如下圖T 所示，紅色標示的邊為內部邊，圖T 的內部邊序列為 0,0,2,0,0,2,0 。不難

得知，內部邊序列中各項總和即為內部邊的總量。 

   0 0 0 0 02 2

 0,0,2,0,0,2,0=內部邊序列T：

 

 

    對於一個毛毛蟲圖，內部點序列與內部邊序列扮演的角色就像是毛毛蟲圖的身份代碼，

不論是給定內部點序列或是內部邊序列，我們都可唯一決定毛毛蟲圖的結構。對於 n個點與 k

個 leaf 的毛毛蟲圖，因為主幹上恰有n k− 個內部點，故內部點序列恰有n k− 項；因為恰有 2k −

個腳，而 2k − 個腳在主幹上分隔出 1k − 個區段，故內部邊序列恰有 1k − 項。 

n個點 k 個 leaf

的毛毛蟲圖 

腳數量 內部點數量 內部點序列 內部邊數量 內部邊序列 

2k − 個 n k− 個 n k− 項 1n k− − 個 1k − 項 
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若將一個毛毛蟲圖的主幹左右順序對調，則連帶相對應的內部點序列及內部邊序列也會

有不同的表示方法，如下方說明。令 ( )21, , , pa a a 為毛毛蟲圖T 的內部點序列，若將T 的主幹

左 右 順 序 對 調 ， 則 可 得 內 部 點 序 列 為 ( )1 1, , ,ppa a a− 並 記 為

『 ( ) ( )1

1

1 1 2
, , , , , ,

p p p
a a a a a a

−

− = 』。同理，對於內部邊序列
1

1

1 1 2, , , , , ,q q qb b b b b b
−

−   =    。

特別的，當毛毛蟲圖為左右對稱的圖形時，則內部點序列與內部邊序列皆恰好只有一個情形，

且兩種序列亦呈現左右對稱。 

 

圖形的同構 

若兩個圖H 與K 彼此之間有相同數量的點與邊，且點與邊的結構完全相同，則將此兩個

圖形稱為『同構（ isomorphic）』，以符號記為『H K 』。以下圖為例，圖 1G 與 2G 為同構，

記為 1 2G G ；毛毛蟲圖 1T 與 2T 也為同構，記為 1 2T T 。 

2G1G
2T1T

 

 

    我好奇的是對於兩個毛毛蟲圖，該如何有效率的判斷他們是否為同構？透過內部點序列

的概念，若兩圖形 1T 與 2T 的內部點序列完全相同，或者是 1T 的內部點序列完全顛倒順序後即

為 2T 的內部點序列，則稱兩毛毛蟲圖 1T 與 2T 為同構。反之，則稱為不同構。如下圖所示，圖 1T 、

2T 為同構；圖 3T 、 4T 則為不同構。 

 

1T

( )1,2,0,1=內部點序列 ( )1,0,2,1=內部點序列

2T

( )2 1,0,2,1T =內部點序列

顛倒順序 同構

( ) 1

1 1,0,2,1T
−=內部點序列

 

 

3T

( )0,3,0,1=內部點序列 ( )1,1,2,0=內部點序列

4T
( ) ( )
( ) ( ) 1

0,3,0,1 1,1,2,0

0,3,0,1 1,1,2,0
−




不同構
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    對於兩個內部點序列 ( )21, , , pa a a 與 ( )21, , , qb b b ，若
( ) ( )
( ) ( )

21 1

1

2

1 212

, , , , , ,

, , , , , ,

p

p

q

q

a a a b b b

a a a b b b
−

 





，則

稱此兩序列為『不同構』。不難得知，不同構的內部點序列，所對應的毛毛蟲圖亦為不同構。

同樣的我們也能利用內部邊序列來判斷圖形是否同構，對於兩個內部邊序列，若不論是否改

變序列的左右順序，皆為不同的序列時，則亦稱此兩序列為不同構。 

 

排列組合基本概念 

    在排列組合中，n個相異物取出 k 個物品的組合數記為 n

kC ，其中
!

!( )!

n

k

n
C

k n k
=

−
。對於重

複組合，若從號碼1,2, ,n號選取 k 個數字，並允許數字可以重複選取，則所有可能情形可用

數學式表達為 n元一次方程式 1 2 nx x kx + + + = 的所有『非負整數解』，其非負整數解的個數

可視為 k 顆相同的球與 1n− 條相同的直線進行排列，將個數記為 1 ( 1)!

!( 1)!

n n k

k k

n k
H C

k n

+ − + −
= =

−
。在

後續我們分析毛毛蟲圖的數量時，將會運用到重複組合的概念。 

 

二、毛毛蟲圖的歸納與探討 

    我們著重在毛毛蟲圖的頂點數與 leaf 數量之不同構圖形的探討，想要了解當頂點數n及

leaf 數量 k 有所改變時，對於各類型的不同構毛毛蟲圖總數有何影響。我的研究從大量的探究

實作為基礎，由觀察做起，我先從數量較少的頂點數開始列舉，希望能進一步從中刻劃規律。 

 

舉例觀察 

    令毛毛蟲圖有 n個點，其中 3n  ，leaf 最少為2，最多為 1n− 。令毛毛蟲圖的 leaf 數量為

k ，可知 leaf 的數量範圍為2 1k n  − 。當固定毛毛蟲圖的點數為 n，leaf 數量為 k 時，我想

要列出每個不同構毛毛蟲圖的結構，將不同構毛毛蟲圖所形成的集合記為『 ( , )F n k 』，並將

此集合的元素數量記為『 ( , )f n k 』，也就是說 ( , )f n k 等於 n個點與 k 個 leaf 所能形成的不同構

毛毛蟲圖總數量，特別的，當 2n = 時， (2,2) 1f = ；當 {2,3, }, 1k n − ，則規定 ( , ) 0f n k = 。

如下列圖形所示，條列出 2,3,4,5,6,7n = 的各種情形，而 8,9,10n = 因數量繁多僅以數字表示

成果，畫圖時我將腳盡量集中在左側，使其比較容易看出是否有繪製到重覆的圖形。 

2n =
(2,2) 1f =
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3n =
(3,2) 1f =

 

 

4n =
(4,2) 1f = (4,3) 1f =

 

 

5n =
(5,2) 1f = (5,3) 1f = (5,4) 1f =

 
 

6n =
(6,2) 1f = (6,3) 2f = (6,4) 2f = (6,5) 1f =

 
 

(7, 2) 1f =
7n =

(7,3) 2f = (7, 4) 4f = (7,6) 1f =(7,5) 2f =

 
 

8n = (8,2) 1f = (8,3) 3f = (8,4) 6f = (8,5) 6f = (8,6) 3f = (8,7) 1f =  

9n = (9,2) 1f = (9,3) 3f = (9,4) 9f = (9,5) 10f = (9,6) 9f = (9,7) 3f = (9,8) 1f =  

10n = 9

2(10, ) 1,4,12,19,19,12,4,1kf k =  =  數列
 

 

 由上方舉例可知，隨著 n變大 ( , )f n k 的值也隨之增加，當我繪製到 (12,5) 66f = 時，至此

數量已為兩位數，似乎想知道各個 ( , )f n k 的數量不是透過窮舉法就可以解決，我試著找出可

以歸納 ( , )f n k 總數的方法，也嘗試用遞迴關係解決後方數量漸增的問題。 

 

統整與歸納 

    我們發現當點數每增加1時，其 leaf 數量的範圍也會增加1。例如，若頂點數為 3n  時，
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則 leaf 的數量介於 2到 1n− ，共 2n− 個可能性；若頂點數為 1n+ 時，則 leaf 的數量就介於 2到

n，共 1n− 個可能性。上述的關係似乎與巴斯卡三角形有相似之處，因此我將 ( , )f n k 排成類

巴斯卡三角形，將 (2,2)f 到 (9,8)f 的值排列成下方形式，以符號及數字分開表示方便觀察。 

( , )f n k（ 排成類巴斯卡三角形）

1

1 1

1 1 1

1 2 2 1

1 2 4 2 1

1

(3, 2)f

(4,2)f (4,3)f

(5, 2)f (5,3)f (5, 4)f

(6,2)f (6,3)f (6,4)f (6,5)f

(7, 2)f (7,3)f (7, 4)f (7,5)f (7,6)f

(2,2)f

(8, 2)f (8,3)f (8, 4)f (8,5)f (8,6)f (8,7)f

(9,2)f (9,3)f (9,4)f (9,5)f (9,7)f (9,8)f(9,6)f 1 9 3 11093

1 63 16 3

 

 

    透過將 ( , )f n k 排列成類巴斯卡三角形後，以下為我所觀察到的特殊現象，條列在下方： 

（1）每一列的最左邊與最右邊的值皆恆為1。意即對任意 3n  ， ( , 2) ( , 1) 1f n f n n= − = ； 

（2）每一列的數值皆為左右對稱。意即 3n  ，2 1k n  − ， ( , ) ( , 1) f n k f n n k= − + 恆成立； 

（3）考慮 5n  ，當n與 k 其中一個不是奇數時， ( , )f n k 的值皆等於上方相鄰兩項的總和。 

     意即 ( 1, 1) ( 1, )( , ) f n kf f n kn k = − − + − ，在上方圖形以藍色標示的數字皆屬於此類； 

（4）考慮 5n  ，當n與 k 兩者皆為奇數時， ( , )f n k 的值皆小於上方相鄰兩項的總和。 

     意即 ( 1, 1) ( 1, )( , ) f n kf f n kn k  − − + − ，在上方圖形以紅色標示的數字皆屬於此類。 

 

 對於一般 ( , )F n k 中的圖形，不難得知圖形腳的總數為 2k − ，內部點數量為n k− 。針對上

述第（1）點的觀察，當 2k = 時，因為腳數量為0，也就是說，n個頂點皆是主幹上的點，即

為筆直的路徑圖（ path），所以不會有第二種不同構的毛毛蟲圖出現，故 ( , 2) 1f n = ，如下圖

(6,2)f 及 (7,2)f 為例；當 1k n= − 時，因為內部點數量為 ( )1 1n n− − = ，可確定主幹的頂點數

量必為3，然而腳可連接的點只有內部點，其中腳皆連接在正中間的內部點上，即為星狀圖

（ star ），所以只會有一種形式的毛毛蟲圖出現，故 ( , 1) 1f n n − = ，如下圖 (6,5)f 及 (7,6)f 為

例。依此類推，所以我們可以推論出對於 3n  的毛毛蟲圖，數量 ( ,2) ( , 1) 1f n f n n= − = 恆成立。 

(7, 2) 1f =(6,2) 1f =
 

(7,6) 1f =(6,5) 1f =

(7, 2) 1f =(6,2) 1f =
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( , )F n k 與 ( , 1)F n n k− + 的對偶關係 

 基於上述第（2）點觀察：每一列的數值皆呈現左右對稱，我們試著找出兩數值及其毛毛

蟲圖之間的關聯性，下方條列出 ( , )F n k 和 ( , 1)F n n k− + 兩圖形集合之間的對應方法及步驟，

令 ( , )G F n k ，以下步驟將說明如何將G 轉換成另一個毛毛蟲圖 'G ： 

步驟 1：令G 屬於 ( , )F n k ，可知其中包含 n個頂點、k 個 leaf、 2k − 個腳、主幹上被腳分隔為

1k − 個區段、內部點數量為n k− 個，內部邊數量為 1n k− − 個。將圖G 主幹上每一個

被腳分隔的區段內所包含的內部邊數量由左至右紀錄，也就是該圖形的內部邊序列，

令G 的內部邊序列為 1 2 1, , , ka a a − 。 

步驟 2：將G 的內部邊序列 1 2 1, , , ka a a − 轉換成內部點序列 ( ) 1

1 2 1, , , ka a a −
−
，令此內部點序

列 ( ) ( )1 2 1 1 2 1

1
, , , , , ,k k ka a a a a a− −

−
−= 所唯一決定的圖為 'G 。 

 

在步驟 2 中，內部點序列有無顛倒順序對於 'G 而言，差別只是有無左右翻轉，本身的結

構不變，但是經過多次觀察後發現，顛倒順序可以盡量將腳集中在圖的左半邊，和原本我的

繪圖習慣較相似，因此選擇轉換時顛倒序列，以便我們之後統整。 

 

例如： 

（1）將 1T 轉換成 1 'T  

1 ' (9,6)T F1 (9,4)T F

1 :T

1 21

 1 1,1,2T =的內部邊序列 ( ) ( )1

1 ' 1,1, 2 2,1,1T
−= =的內部點序列

1 ' :T

2 1 1

 

 

（2）將 2T 轉換成 2 'T  

 2 0,0,0,2,1,1T =的內部邊序列 ( ) ( )1

2 ' 0,0,0,2,1,1 1,1,2,0,0,0T
−= =的內部點序列

2 :T 2 ' :T

021 1 0 00 0 12 1

2 (12,7)T F 2 ' (12,6)T F

0
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    對於毛毛蟲圖G，令G 的內部邊序列為 1 2, , , pa a a  ，考慮以 ( ) 1

1 2, , , pa a a
−
作為內部點

序列唯一決定的毛毛蟲圖 'G ，則我們稱 'G 為G 的『對偶圖』。根據對偶圖的概念，我們有以

下定理： 

Theorem 1： ( , )F n k 與 ( , 1)F n n k− + 的對偶關係 

對於自然數 3n  ，2 1k n  − ，下列敘述恆成立： 

（1）若 ( , )G F n k ，則G 的對偶圖 ( , 1)'G F n n k − + ； 

（2） ( , ) ( , 1)f n k f n n k= − + 。 

【證明】： 

（1）令 ( , )G F n k ，可知毛毛蟲圖G 有n個頂點、k 個 leaf、 2k − 個腳、主幹上被腳分隔為 1k −

個區段、內部點數量為n k− 個，內部邊數量為 1n k− − 個。因為G 的內部邊序列恰有 1k −

項，令G 的內部邊序列為 11 2, , , ka a a − ，可知內部邊的總數為
1

1

1i

k

i

a n k
−

=

= − − 。考慮G 的

對偶圖 'G ，則 'G 的內部點序列即為 ( ) ( )1 2 1 1 2 1

1
, , , , , ,k k ka a a a a a− −

−
−= 。因為 'G 的內部

點序列共有 1k − 項，所以 'G 的主幹上恰有 ( 1) 2 1k k− + = + 個點。因為內部點序列各項總

和
1

1

i

k

i

a
−

=
 即為腳的數量，所以 'G 共有 1n k− − 個腳。然而主幹上的點數量與腳數量總和即

為點的總數，由此可知 ( ') ( 1) ( 1)V G k n k n= + + − − = ，故 'G 為具有n個點與 1n k− + 個 leaf

的毛毛蟲圖，意即 ( , 1)'G F n n k − + 。 

 

（2）令 1 2 ), ( ,FG nG k 且 1G 與 2G 為不同構，所以 1G 與 2G 的內部邊序列亦不同構，將其轉換

成內部點序列後亦不同構，因此 1 'G 與 2 'G 必為不同構的毛毛蟲圖。根據結論（1），可得

( , ) ( , 1)f n k f n n k − + 。同理可知 ( , 1) ( , )f n n k f n k− +  。故 ( , ) ( , 1)f n k f n n k= − + 。 ■ 

 

    由上述定理可知，若將 ( , )f n k 排成類巴斯卡三角形的樣子，對於每一列的數值，皆會呈

現左右對稱的現象。透過對偶圖的概念，就可以得知其中圖形對應的關係。接下來我將介紹

毛毛蟲圖的代碼轉換原則，進一步說明對偶圖的可逆關係。 

 

內部點序列的代碼轉換 

    對於一個毛毛蟲圖，不論是透過內部點序列或是內部邊序列，皆可作為此毛毛蟲圖的身

份代碼，都能唯一決定毛毛蟲圖。若給定內部點序列，我們可將毛毛蟲圖的結構畫出來，再
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從圖形的結構決定出內部邊序列。以下圖為例，可知內部點序列與內部邊序列必然有密切的

關連性，因此接下來我將探討，如何將內部點序列視為字串，直接轉換為內部邊序列的原則。 

 

 0,0,3,0,1,0=內部邊序列( )2,0,0,2,1=內部點序列

代碼轉換
 

 

    給定毛毛蟲圖，令 ( )21, , , pa a a 為其內部點序列，首先我觀察兩側的代碼轉換規則： 

【觀察兩側的代碼轉換】 

    若 1 0a t=  ，因為 t 隻腳所分隔的區段中，共有 t個區段皆不包含內部邊，所以將 1a 轉換

為 t個0 所形成的字串0, ,0

t個

。同理，若 0pa t=  ，則將
pa 轉換為 t個0 所形成的字串0, ,0

t個

。 

內部點序列

內部邊序列

1

0

2

0,0

t個

t

0,0, ,0
t個

      

 

 

    若 1 2 0ta a a= = = = 且 1 0ta +  ，因為此範圍中主幹上的邊恰包含 t 個內部邊，所以將最

左側 1 2, , , ta a a 所形成 t個0 的字串0, ,0

t個

轉換為單一數字 t。同理，若 1 1 0p pt pa a a− + −= = = =

且 0p ta −  ，則將最右側 1 1, , , pp t pa a a− + − 所形成 t個0 的字串0, ,0

t個

轉換為單一數字 t。 

內部點序列

內部邊序列

0

1

0,0

2 t

0,0, ,0
t個
t個

        

 

 

【觀察非兩側的代碼轉換】 

    考慮 2 1i p  − ，若 0ia t=  ，因為 t隻腳所分隔的區段中，共有 1t − 個區段皆不包含內

部邊，所以將 ta 轉換為 1t − 個0 所形成的字串

1

0, ,0

t− 個

。 
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內部點序列

內部邊序列

1



2

0

t個

t

0,0, ,0
1t − 個

            

 

    若 0ia  ， 1 2 0i i i ta a a+ + += = = = 且 1 0i ta + +  ，因為此範圍中主幹上的邊恰包含 1t + 個內

部邊，所以將 1 2, , ,i i i ta a a+ + + 所形成 t 個 0 的字串 0, ,0

t個

轉換為單一數字 1t + 。特別的當 0t =

時，若 0ia  且 1 0ia +  ，則直接新增單一數字1。 

內部點序列

內部邊序列



1

0

2 1t +

0,0, ,0
t個

t個
              

 

 

    綜合上述討論，我將內部點序列 ( )21, , , pa a a 由左至右代碼轉換的四條原則說明如下： 

內部點序列代碼轉換的原則 

若毛毛蟲圖G 的內部點序列為 ( )21, , , pa a a ，經過下列規則進行代碼轉換後，即可得G 的

內部邊序列。 

-1Rule ：若 1 0a t=  ，則將 1a 轉換為 t個0 所形成的字串0, ,0

t個

； 

若 0pa t=  ，則將 pa 轉換為 t個0 所形成的字串0, ,0

t個

。 

-2Rule ：若 1 2 0ta a a= = = = 且 1 0ta +  ，則將 1 2, , , ta a a 形成的字串0, ,0

t個

轉換為數字 t； 

若 1 1 0p pt pa a a− + −= = = = 且 0p ta −  ，則將最右側 1 1, , , pp t pa a a− + − 所形成的字串

0, ,0

t個

轉換為數字 t。 

-3Rule ：考慮 2 1i p  − ，若 0ia t=  ，則將 ta 轉換為 1t − 個0 所形成的字串

1

0, ,0

t− 個

。 

-4Rule ：若 0ia  ， 1 2 0i i i ta a a+ + += = = = 且 1 0i ta + +  ，則將 1 2, , ,i i i ta a a+ + + 所形成的字串

0, ,0

t個

轉換為數字 1t + 。 
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例如：考慮內部點序列 ( )2,3,0,0,1,3,0,0,0 ，經過代碼轉換即可得 0,0,1,0,0,3,1,0,0,3 為內部邊

序列，兩者都代表同一個毛毛蟲圖。下方為代碼轉換的流程圖。 

( )3,0,0,1,3,0,0,0,2內部點序列

0,0,內部邊序列

( ),0,0,1,3,0,0,03,2

-1Rule

0,0,1,

-4Rule

( )0,0,1,3,0,0,0,32,

 ,0,0,1 0,0,

-3Rule

( )1,3,0,0,0,0,02,3,

 ,0,0,1,0 0,3,

-4Rule

( )012,3 , ,, 0, 30 0 ,0,,

 ,0,0,1,0, ,3,10

-4Rule

( )02,3,0,0,1 3,0,0,,

 ,0,0,1,0,0, ,1,0,03

-3Rule

( )02,3,0,0,1 3,0,0,,

 30,0,1,0,0,3,1,0,0,

-2Rule

( )2,3,0,0,1,3,0,0,0內部點序列

 0,0,1,0,0,3,1,0,0,3內部邊序列

轉換

 

 

    事實上，如果將內部邊序列透過上述四條代碼轉換原則，亦可轉換為該圖的內部點序列。 

( )2,3,0,0,1,3,0,0,0內部點序列  0,0,1,0,0,3,1,0,0,3內部邊序列轉換
 

 

上述內部點序列轉換為內部邊序列的四條原則中，可以看出對於左右兩端的代碼， -1Rule

與 -2Rule 是為互逆對應；而對於內部的代碼， -3Rule 與 -4Rule 亦是互逆對應。這表示，這四

條代碼轉換的原則是可逆的，換句話說，這四條原則不僅可以將內部點序列轉換為內部邊序

列，亦可將內部邊序列轉換還原為內部點序列，兩者之間猶如反函數的關係。 

 

內部點序列

內部邊序列

t個

t

0,0, ,0
t個

-1Rule -2Rule

t

0,0, ,0
t個
t個

內部點序列

內部邊序列

-1Rule-2Rule

-1 & -2Rule Rule（無論點序列或邊序列， 互相對應）
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-3 & -4Rule Rule（無論點序列或邊序列， 互相對應）

1t − 個

內部點序列

內部邊序列

t個

t

0,0, ,0

-3Rule -4Rule

內部點序列

內部邊序列 1t +

0,0, ,0
t個

t個

-4Rule -3Rule

          

 

 

    根據上述代碼轉換的四條原則，可知同一個毛毛蟲圖的內部點序列與內部邊序列可以透

過代碼轉換互相對應，因此我們有以下引理： 

Lemma 1：代碼轉換原則的可逆性 

考慮序列
21, , , pa a a  與

21, , , qb b b  。若
21, , , pa a a  經過代碼轉換後可得

21, , , qb b b ，則
21, , , qb b b 經過代碼轉換後亦可得

21, , , pa a a 。 

 

 

    利用 Lemma 1，可知內部點序列與內部邊序列是可以互相轉換的，進一步則有以下定理： 

Theorem 2：互為對偶關係 

若 'G 為毛毛蟲圖G 的對偶圖，則G 必為 'G 的對偶圖。意即， ( ') 'G G= 。 

【證明】： 

    令G 的內部點序列為 ( )21, , , pa a a 且經過代碼轉換後可得內部邊序列為 21, , , qb b b  。根

據 Lemma 1 的結論可知 21, , , qb b b  經過代碼轉換後亦可得 ( )21, , , pa a a 。已知 'G 為G 的對

偶圖，所以 ( )21, , , qb b b 為 'G 的內部點序列，因此序列 ( )21, , , qb b b 經過代碼轉換後可得 'G 的

內部邊序列為 21, , , pa a a  。因為 ( )21, , , pa a a 為G 的內部點序列，由此可知，G 即為 'G 的

對偶圖。換句話說，若 'G 為G 的對偶圖，則 'G 的對偶圖 ( ') 'G 即為G 。 

 

  

G

內部點序列

( )1 2, , , pa a a

內部邊序列

1 2, , , qb b b  

內部點序列

( )1 2, , , qb b b

'G

內部邊序列

1 2, , , pa a a  

轉換 轉換

互為對偶

對偶

■ 
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自我對偶的數量刻劃 

我們知道若G 與 'G 互為對偶圖，則兩者的內部點序列與內部邊序列有相互對應關係，意

即G 的內部點序列可對應為 'G 的內部邊序列，而G 的內部邊序列可對應為 'G 的內部點序

列。根據 Theorem 1 可知， ( , )F n k 與 ( , 1)F n n k− + 的圖形具備對偶關係，若考慮 1k n k= − + ，

則
1

2

n
k

+
= ，這表示當 n為奇數且

1

2

n
k

+
= 時， ( , ) ( , 1)F n k F n n k= − + 。換句話說當n為奇數且

1

2

n
k

+
= 時， ( , )F n k 中的對偶圖亦屬於 ( , )F n k ，然而我好奇的是，是否存在毛毛蟲圖

( , )G F n k ，滿足G 的對偶圖就是自己本身？意即 'G G= 。若毛毛蟲圖G 的對偶圖 'G G= ，

則稱G 為『自我對偶』。可知一個自我對偶的毛毛蟲圖，若其內部點序列為 ( )1 2, , , pa a a ，則

經過代碼轉換的原則後所得的內部邊序列即為 1 1, , ,p pa a a−  。 

 

考慮下方的毛毛蟲圖T，其中T 的內部點序列為 ( )1,0,0,3,0 ，其內部邊序列為 0,3,0,0,1 ，

則可知其對偶圖 'T 的內部點序列亦為 ( )1,0,0,3,0 ，這表示 'T T= 。 

 

:T ' :T自我對偶

 0,3,0,0,1=內部邊序列

( )1,0,0,3,0=內部點序列 ( ) ( )1
0,3,0,0,1 1,0,0,3,0

−= =內部點序列

對偶
 

 

    根據 Theorem 1 的結論（1）可知，若 ( , )F n k 中有自我對偶毛毛蟲圖，則 n必為奇數且

1

2

n
k

+
= ，因此 n個點的自我對偶毛毛蟲圖必屬於

1
( , )

2

n
F n

+
，將 n個點的自我對偶毛毛蟲圖

所形成的集合記為『 n
D 』，並將數量記為『 n

d 』。欲討論自我對偶毛毛蟲圖，我先觀察 (3,2)F 、

(5,3)F 、 (7,4)F 與 (9,5)F 中自我對偶的圖形，如下圖所示，可得 3 1d = 、 5 1d = 、 7 2d = 與 9 4d = 。 

3 :D

5 :D

7 :D 9 :D
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    對於 n個點的自我對偶毛毛蟲圖，其內部點序列我們有以下引理： 

Lemma 2：自我對偶的序列特性 

令 nG D 且G 的內部點序列為 ( )1 2, , , pa a a ，其中
1

2

n
p

−
= ，則有以下特性： 

（1） 1a 與
pa 恰有一個為零； 

（2）內部點序列 ( )1 21, , ,0, pa a a+ 與 ( )1 20, , , 1, pa a a + 所決定的毛毛蟲圖皆屬於 2nD + 。 

【證明】： 

    因為 nG D 且內部點序列為 ( )1 2, , , pa a a ，所以G 的內部邊序列為 1 1, , ,p pa a a−  。 

（1）當 1a 與 pa 不全為零時，不失一般性，假設 1 0a t=  。根據內部點序列轉換代碼的原則，

-1Rule 將 1a 轉 換 為 t 個 0 所 形 成 的 字 串 0, ,0

t個

， 可 知 在 內 部 邊 序 列 中

1 1 0p p p ta a a− − += = = = ，因此
pa 必為零。 

當 1 0a = 時，假設 1 2 0ta a a= = = = 且 1 0ta +  ，其中 0t  。根據內部點序列轉換代碼的

原則， -2Rule 將 1 2, , , ta a a 形成的字串 0, ,0

t個

轉換為數字 t ，可知在內部邊序列中

pa t= ，因此 pa 必不為零。 

 

（2）根據結論（1），不失一般性，假設 1 0a  且 0pa = 。令 ( )1 1 2 , ,1, ,0pA a a a= + 所決定的

毛毛蟲圖為 1G ，因為此序列的項數比原序列多了一項，這表示 1G 主幹上的點比G 主幹

上的點多了1；因為此序列的元素總和比原序列元素總和多了1，這表示 1G 的 leaf 比G 的

leaf 多了1。由此可知 1G 比G 多了 2 個點且多了1個 leaf。因為
1

( , )
2

n
F nG

+
 ，所以

1

3
( 2, )

2
G

n
F n

+
 + 。假設 1 0a t=  ，根據內部點序列轉換代碼的原則， -1Rule 將 1a 轉換

為 t個0 所形成的字串0, ,0

t個

，可知 1 1 0p p p ta a a− − += = = = 。對於序列 1A， -1Rule 將 1 1a +

轉換為 1t + 個 0 所形成的字串

1

0, ,0,0

t+ 個

。又因為序列 1A 最後的 1t + 項皆為0 ， -2Rule 將

最後的 1t + 項所形成的字串

1

0, ,0,0

t+ 個

轉換為 1t + 即為 1 1a + 。由此可知 1G 的內部邊序列即

為 1 10, , , , 1p pa a a− +  ， 故 1G 為 自 我 對 偶 的 毛 毛 蟲 圖 ， 意 即 1 2nG D + 。 令
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( )2 1 2 , ,0, , 1pA a a a= + 所決定的毛毛蟲圖為 2G 。根據內部點序列轉換代碼的原則，同

理可知， 2

3
( 2, )

2
G

n
F n

+
 + 且 2 2nG D + 。■ 

5 :D

7 :D

9 :D

( )1,0=內部點序列

( )2,0,0

( )0,1,1

( )3,0,0,0

( )0,2,0,1

( )2,1,0,0

( )0,1,1,1
（自我對偶圖的結構拓展）  

 

Theorem 3：自我對偶的數量刻劃 

令 5n  為奇數， n個點的自我對偶毛毛蟲圖數量為
5

22n

n

d
−

= 。 

【證明】： 

 根據 Lemma 2 的結論（2）可知，對任意 nT D ，T 的內部點序列可以延伸出兩個不同

的內部點序列，其對應的圖形皆屬於 2nD + 。由此可知，對任意奇數 5n  ，其數量關係式滿足

22 n nd d + 。 

 

    考慮一個自我對偶圖 2nG D + ，其內部點序列為 ( )1 2 3, , , , pa a a a 且內部邊序列為

21 1, , , ,p pa a a a−  ，根據 Lemma 2 的結論（1）可知，內部點序列的首項與末項恰有一個為

零，不失一般性，假設 1 0a = 且 0pa  ，可知內部點序列為 ( )320, , , , pa a a ，將此序列的首項

刪除且末項減去1之後，所得的新序列為 ( )2 3, , , 1pa a a − 且對應的圖形為 H ，不難得知，

1
( , )

2

n
F nH

+
 。已知 H 的內部點序列為 ( ) ( )2 3 2 3, , , , , , 1p pa a a   = − ，令 H 的內部邊序

列為 1 2, , ,p p  −  ，因為H 是刪除圖G 的左端點與最右邊的腳所得的圖形，所以G 的內部
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邊 序 列 可 由 H 的 內 部 邊 序 列 反 推 ， 因 此 可 得 G 的 內 部 邊 序 列 為

21 1 1 2, , , , 1, , , ,0p pp pa a a a   − −   = +    。欲說明 nH D ，則必須驗證對任意 2 i p  ，

i i = 。 

:H

1 2, , ,p pH   −  圖 的內部邊序列 1 2, , ,1 0,p pG   −  +圖 的內部邊序列

:G

leaf原圖最左端增加一個

原圖最右端內部點增加一個腳

    

 

 

因 為 ( ) ( )2 3 2 3, , , , , , 1p pa a a   = − ， 所 以
2 1

1i

i

p

a i p

a i p


  −
=  − =

,當

,當
； 因 為

21 1 1 2, , , , 1, , , ,0p pp pa a a a   − −   = +   ，所以
2 1

1i

i

p

a i p

a i p


  −
=  − =

,當

,當
。由此可知對任意

2 i p  ， i i = 恆成立，故對任意 2nG D + ，皆存在一個圖 nH D 與之對應，透過此種圖

形轉換方法我們可以確定，每一個自我對偶圖必定可找到該圖的來源。所以可推得 2nd + 不會

大於 2 nd ，因此 22 n nd d += 。 

 

    考慮數列 7 95 , , ,d d d ，因為每一次圖形皆以一對應二的方式等倍數增加，所以自我對

偶圖的數量 7 95 , , ,d d d 為首項 5 1d = 且公比為2的等比數列，故可得一般項
5

22n

n

d
−

= 。■ 

 

對稱毛毛蟲圖的刻劃 ( , )s n k  

    在繪製毛毛蟲圖的過程中，我們發現在特定 n個點及 k 個 leaf 時會有線對稱結構的圖形產

生，將其作為 ( , )F n k 中的特例，並將這種具有左右對稱毛毛蟲圖的所成的集合記為

『 ( , )S n k 』，總數量記為『 ( , )s n k 』。 ( , )S n k 中的圖形可以透過內部點序列確認，只要符合內

部點序列 ( ) ( ) 1

1 212, , , , , ,n k n ka a a a a a−
−

−= 即為擁有左右對稱的結構。以在前方呈現過的

( , )F n k 列舉為例，可知 (7,3) 0s = 、 (7,4) 2s = 。特別的，若 {2,3, }, 1k n − ，則規定 ( , ) 0s n k = 。 

(7, 4)F 中左右對稱毛毛蟲圖：
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    接著我們發現 ( , )s n k 的數量似乎和 n與 k 的奇偶性有關，因此我們將 ( , )s n k 依 n與 k 的奇

偶性分成四大類討論，試著用重複組合的概念去刻劃 ( , )s n k 的公式，則有以下定理： 

Theorem 4：對稱毛毛蟲圖的數量 ( , )s n k  

考慮 n 個點， k 個 leaf 的毛毛蟲圖，令結構具有左右對稱的毛毛蟲圖數量為 ( , )s n k ，則

4

2
2

2

4

2
3

2

( , )

n

k

n

k

C n k

s n k

C n k

−

−

−

−



= 




,當 為偶數， 為偶數

,當 為偶數， 為奇數

，

3

2
2

2
( , )

   0 ,

n

kC n k
s n k

n k

−

−


= 



,當 為奇數， 為偶數

當 為奇數， 為奇數

。 

【證明】： 

 令T 為 n個點與 k 個 leaf 且結構為左右對稱的毛毛蟲圖，所以我們只要知道在主幹中以對

稱軸切割出的其中一個半邊，腳在內部點上的分布狀態，即可得知T 的整體圖形結構。以下

證明過程皆以T 在主幹上的對稱軸之左半邊為主，考慮其中內部點與腳的不同連接情形，利

用內部點數量的一半及腳數量的一半做分配，配合n與 k 的奇偶性，以重複組合概念計算，再

轉換為組合數的方式呈現，即可得到每個 ( , )s n k 數量公式。 

（1）當 n為偶數， k 為偶數時。內部點數量的一半為
2

n k−
個，腳數量的一半為

2

2

k −
個。因

為
2

n k−
及

2

2

k −
皆為正整數，用重複組合的概念計算

2

2

k −
個腳分配給

2

n k−
個內部點可

能的情形，共有 2
2

2

n k

kH
−

− 個，可知
4

2 2
2 2

2 2

( , )
n k n

k ks n k H C
− −

− −= = 。 

     

2 4
1

2 2 2 2
2 2 2

2 2 2

( , )
n k n k k n

k k ks n k C CH
− − − −

+ −

− − −= = =

2

2

k −
=腳數量的一半

n k− 個

2

n k−
個

    

 

 

（2）當 n為偶數，k 為奇數時。因為內部點數量n k− 為奇數，所以對稱軸必通過主幹上正中

央的內部點。因為腳的數量 2k − 為奇數，所以正中央的內部點所連結的腳數也必為奇

數，故先固定1個腳在正中央的內部點，將剩餘的 3k − 個腳左右對稱分配在主幹上，由

此可知，將
3

2

k −
個腳分配給左半部

1

2

n k− +
個內部點的所有可能分布情形，即為左右對

稱的圖形總數，同樣透過重複組合的概念可知
1 4

2 2
3 3

2 2

( , )
n k n

k ks n k H C
− + −

− −= = 。 
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2 1

2

k − −
=腳數量的一半

1

2

n k− +
個

n k− 個

1 1 3 4
1

2 2 2 2
3 3 3

2 2 2

( , )
n k n k k n

k k ks n k C CH
− + − + − −

+ −

− − −= = =

    

 

 

（3）當 n為奇數，k 為偶數。因為內部點數量n k− 為奇數，所以對稱軸必通過主幹上正中央

的內部點。因為腳的數量 2k − 為偶數，所以正中央的內部點所連結的腳數也必為偶數，

故將 2k − 個腳左右對稱分配在主幹上，由此可知，將
2

2

k −
個腳分配給左半部

1

2

n k− +
個

內部點的所有可能分布情形，即為左右對稱的圖形總數，同樣地，透過重複組合的概念

可知
1 3

2 2
2 2

2 2

( , )
n k n

k ks n k H C
− + −

− −= = 。 

2

2

k −
=腳數量的一半

1

2

n k− +
個

n k− 個

1 1 2 3
1

2 2 2 2
2 2 2

2 2 2

( , )
n k n k k n

k k ks n k C CH
− + − + − −

+ −

− − −= = =

    

 

 

（4）當n為奇數，k 為奇數。因為內部點數量 n k− 為偶數，所以內部點數量的一半為
2

n k−
個。

因為腳的數量 2k − 為奇數，且主幹中恰好沒有在對稱軸上的內部點，所以 2k − 個腳無

法左右對稱分配在主幹上，所以當n為奇數， k 為奇數時，這樣的毛毛蟲圖不存在，也

就是 ( , ) 0s n k = 。 

              

( , ) 0s n k =

2

2

k −
= 腳數量的一半

n k− 個

2

n k−
個

    

            ■ 

 

對稱毛毛蟲圖的組合意義 

    對於 n個點，k 個 leaf 且為左右對稱的毛毛蟲圖，在刻劃出 ( , )s n k 的值之後，我們發現他

們的關係似乎跟巴斯卡定理也有相似之處，因此我們將 ( , )s n k 的值排成類巴斯卡三角形，將
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(2,2)s 到 (9,8)s 的值排列於下方形式，以符號及數字分開表示方便觀察。 

(3,2)s

(4,2)s (4,3)s

(5,2)s (5,3)s (5,4)s

(6,2)s (6,3)s (6,4)s (6,5)s

(7, 2)s (7,3)s (7, 4)s (7,5)s (7,6)s

(2,2)s

(8,2)s (8,3)s (8,4)s (8,5)s (8,6)s (8,7)s

(9,2)s (9,3)s (9,4)s (9,5)s (9,7)s (9,8)s(9,6)s

1

1 1

1 0 1

1 1 1 1

1 0 2 0 1

1

1 3 0 1030

1 21 12 1

( , )s n k（ 排成類巴斯卡三角形）  

 

    透過將 ( , )s n k 排列成類巴斯卡三角形後，觀察特殊現象，故有以下定理： 

Theorem 5： ( , )s n k 的組合性質 

考慮 n個點， k 個 leaf 的毛毛蟲圖，令結構具有左右對稱的毛毛蟲圖數量為 ( , )s n k ，則： 

（1）每一列的最左邊與最右邊的值皆恆為1。意即對任意 3n  ， ( ,2) ( , 1) 1s n s n n= − = ； 

（2）每一列的數值皆為左右對稱。意即 3n  ，2 1k n  − ， ( , ) ( , 1) s n k s n n k= − + 恆成立； 

（3）考慮 5n  ，當n與 k 其中一個不是奇數時， ( , )s n k 的值皆等於上方相鄰兩項的總和。 

     意即 ( 1, 1) ( 1, )( , ) s n ks s n kn k = − − + − ，在上方圖形以藍色標示的數字皆屬於此類； 

（4）考慮 5n  ，當n與 k 兩者皆為奇數時， ( , )s n k 的值皆為零。 

     意即 0( , )s n k = ，在上方圖形以紅色標示的數字皆屬於此類。 

【證明】： 

（1）針對第一點，當 2k = 時，腳數量為0，其中 n個頂點皆是主幹上的頂點，呈一直線排列，

可知此種圖形必為對稱且不會有第二種不同構的毛毛蟲圖出現，故 ( , 2) 1s n = ；當 1k n= −

時，因為內部點數量為 ( )1 1n n− − = ，且腳只可以連接在內部點上，所以此種圖形的腳

皆連接在正中央的內部點上，可知此種毛毛蟲圖必為對稱且只有一種結構，故

( , 1) 1s n n − = 。所以我們可以推論出對於 3n  的毛毛蟲圖，數量 ( , 2) ( , 1) 1s n s n n= − = 恆成

立。下圖以 (6,2)s 、 (7,2)s 、 (6,5)s 、 (7,6)s 為例，綠色虛線為該圖的對稱軸。 

(7,6) 1s =(6,5) 1s =

(7, 2) 1s =(6,2) 1s =
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（2）針對第二點，利用在前方提及的 ( , )F n k 及 ( , 1)F n n k− + 對偶圖關係，因為 ( , )S n k 為線對

稱圖形的集合，可知其內部邊序列必皆為左右對稱，將其轉換為對偶圖的內部點序列後

依然左右對稱，所以 ( , )S n k 的對偶圖必屬於 ( , 1)S n n k− + 且 ( , ) ( , 1)s n k s n n k= − + 恆成

立。以下圖為例，呈現 (10,5)S 及 (10,6)S 中的對偶圖轉換。 

1 ' (10,6)T S1 (10,5)T S

1 :T

20

 1 2,0,0,2T =內部邊序列 ( ) ( )1

1 ' 2,0,0,2 2,0,0,2T
−

內部點序列= =

1 ' :T

2 0 22 0 0

 

 

（3）針對第三點，當 n與 k 其中一個不是奇數時，我們發現除了 ( , )s n k 的值之間有特殊關係

式 ( , ) ( 1, 1) ( 1, )s n k s n k s n k= − − + − 之外，毛毛蟲圖本身的結構變化似乎也有跡可循。令毛

毛蟲圖屬於 ( , )S n k 且 n與 k 其中一個為偶數，另一個為奇數，將 ( , )S n k 集合內的各個不

同構圖形視為來自於 ( 1, 1)S n k− − 或 ( 1, )S n k− 的圖形結構多增加一個頂點而形成，可以

依據增加頂點的位置判斷出圖形來源。對於來自 ( 1, 1)S n k− − 的圖形而言，不難得知，

增加的一個頂點必須是 ( , )S n k 的其中一個 leaf，為了保持圖形的對稱性，該增加的頂點

只能連接在正中央的內部點上，也就是說，來自 ( 1, 1)S n k− − 的圖形，在正中央的內部

點加上一個腳即可變成 ( , )S n k 圖形；對於來自 ( 1, )S n k− 的圖形而言，不難得知，增加的

頂點不可以是 ( , )S n k 的其中一個 leaf，必須是 ( , )S n k 的內部點，為了維持圖形的對稱性，

該頂點只能加在主幹上的正中央內部邊上，也就是說，來自 ( 1, )S n k− 的圖形，在主幹的

正中央加上一個內部點即可變成 ( , )S n k 圖形。以下圖為例，表示 (8,3) (8,4) (9,4)s s s+ = 。 

 

(8,4)S

(8,3)S

正中央內部點加腳

正中央內部邊加點

(9,4)S
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若毛毛蟲圖屬於 ( , )S n k 且 n與 k 皆為偶數，將 ( , )S n k 集合內的各個不同構圖形視為來自

於 ( 1, 1)S n k− − 或 ( 1, )S n k− 的圖形結構多增加一個頂點而形成。對於來自 ( 1, 1)S n k− − 的

圖形而言，由 Theorem 4 可知當圖形的頂點數與 leaf 數量皆為奇數時，集合內對稱圖形

數量為0，因此 ( , )S n k 的圖形來源必為 ( 1, )S n k− ；對於來自 ( 1, )S n k− 的圖形而言，可知

增加的頂點必為 ( , )S n k 的內部點，為了維持圖形的對稱性，將正中央內部點分裂形成兩

個內部點，同時也形成一條內部邊， ( , )S n k 的對稱軸會通過該條新增的內部邊；若

( 1, )S n k− 的正中央內部點有腳連接，因為圖形結構對稱，所以 ( 1, )S n k− 正中央內部點

所連接的腳數量必為偶數，為了保持圖形對稱性，必須將 ( 1, )S n k− 中連接於正中央內部

點的所有腳，平均分配於 ( , )S n k 正中央內部邊的兩端點，使兩端點所連接的腳數量皆為

( 1, )S n k− 圖形中分布於正中央內部點之腳數量的一半。以下圖為例，表示

(7,3) (7,4) (8,4)s s s+ = 。 

 

(8,4)S(7,4)S
正中央內部點分裂形成內部邊

腳均分於內部邊兩端點

 

 

（4）針對第四點，當n與 k 兩者皆為奇數時， ( , ) 0s n k = ，除了直接以排列組合得知，若想利

用如同上述第三點圖形之間的變化關係也可以發現。令毛毛蟲圖屬於 ( , )S n k 且 n與 k 皆

為奇數，若將 ( , )S n k 集合內的一部份圖形視為來自於 ( 1, 1)S n k− − 各圖形在正中央的內

部點加一個腳，但是 1n− 及 1k − 皆為偶數，不難得知其內部點數量為偶數，不會有正中

央的內部點，所以此種圖形不存在；同樣地，若將 ( , )S n k 視為來自於 ( 1, )S n k− 各圖形在

主幹正中央內部邊加上一個頂點形成，但是 1n− 為偶數且 k 為奇數，不難得知其內部點

數量為奇數，內部邊數量為偶數，因此不會有正中央的內部邊可以加點，此種變換方法

也不可行，所以我們可以得知 ( , ) 0s n k = 。以下圖為例。 

  

(8,2)S

(9,3)S 不存在圖形

(8,3)S

沒有正中央內部點可加腳

沒有正中央內部邊可加點
■ 
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    Theorem 5 的結論（3）與（4）從圖形對應的觀點，說明了 ( , )s n k 的值具有遞迴關係

( 1, 1) ( 1, ) ,

0 , ,

,
( , )

s n k s n k
s k

n
n

n k

k

− − +



−
= 

當 不全為奇數

當 全為奇數
，其中初始狀態為 (3,2) 1s = 。然而利用

Theorem 4，透過 ( , )s n k 的組合數公式，也可以說明 ( , )s n k 存在遞迴關係。例如當n為奇數，k

為偶數時，可知
3

2
2

2

( , )
n

ks n k C
−

−= 、
5

2
4

2

( 1, 1)
n

ks n k C
−

−− − = 且
5

2
2

2

( 1, )
n

ks n k C
−

−− = 。考慮 ( 1, 1)s n k− − 與

( 1, )s n k− 的和，根據巴斯卡定理可知
5 5 3

2 2 2
4 2 2

2 2 2

n n n

k k kC C C
− − −

− − −+ = ，故 ( 1, 1) ( 1, ) ( , )s n k s n k s n k− − + − = 成

立。當 n與 k 為其他奇偶性的情形時，同理可說明遞迴關係式的成立。 

 

 

三、不同構毛毛蟲圖數量的探討 

    考慮 n個點， k 個 leaf 的毛毛蟲圖， ( , )F n k 為不同構的圖形所形成的集合，對於不同的

參數 n與 k ，隨著n與 k 的數值增加， ( , )F n k 的數量也隨之增加，所以我們想用較為具體的組

合數刻劃出 ( , )f n k 的值，並從中思考圖形結構與數值之間的相關變化，探討組合性質。 

 

( , )f n k 的數量刻劃  

    以 (10,5)f 為例，可知 (10,5)F 集合內各圖形的內部點數量皆為5個，腳數量為3個，若內

部點序列為 ( )1 2 3 4 5, , , ,a a a a a ，則 1 2 3 4 5 3a a a a a+ + + + = 。我們可以利用重複組合計算五元一次

方程式 1 2 3 4 5 3a a a a a+ + + + = 的所有非負整數解的個數為 5 7

3 3 35H C= = ，該組合數代表著3個

腳在內部點序列的所有可能分布情形，但因為 (10,5)F 集合中每一個不對稱圖形的內部點序列

共有兩種表示法，如：( )2,0,1,0,0 及 ( )0,0,1,0,2 為同構，決定同一個毛毛蟲圖（如下圖為例），

因此計算非負整數解的個數時，同一個不對稱圖形將會被重複計算為兩次；對於 (10,5)F 集合

內的對稱圖形，因為對稱圖形的內部點序列及其倒序後完全相同，因此計算非負整數解的個

數時，同一個對稱圖形恰計算到一次。由於上述關係，可知重複組合數 5 7

3 3 35H C= = 中包含著

『 (10,5) 3s = 個對稱圖形被計算一次』及『
35 3

16
2

−
= 個不對稱圖形皆被計算到兩次』，所以

我們將該重複組合數加上 (10,5)s 形成兩次對稱圖形及兩次不對稱圖形後同除以二，即可得

5

3 (10,5) 35 3
(10,5) 19

2 2

H s
f

+ +
= = = 。 
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( )2,0,1,0,0內部點序列

:G ' :G

( )0,0,1,0,2內部點序列
圖形同構

序列倒序

 

 

    利用上述相同的分析方法，對於一般的 5n  與 k ，我將 ( , )f n k 的值刻劃如下： 

Theorem 6： ( , )f n k 的刻劃 

考慮 5n  個點， k 個 leaf 的毛毛蟲圖，則 ( )3

2

1
( , ) ( , )

2

n

kf n k C s n k−
−= + 。 

【證明】： 

    令 ( , )T F n k ，其中 5n  ，可知內部點數量為 n k− 個，腳數量為 2k − 個，假設其內部點

序列為 ( )1 2, , , n ka a a − ，已知毛毛蟲圖的內部點序列各項加總即為腳數量，所以 ( , )F n k 集合內

圖形皆符合 1 2 2n ka a a k−+ + + = − ，又以重複組合計算 1 2 2n ka a a k−+ + + = − 的所有非負整

數解的個數為 3

2 2

n k n

k kH C− −
− −= ，該組合數 3

2 2

n k n

k kH C− −
− −= 代表所有以n個點、k 個 leaf 構成之毛毛蟲圖

的內部點序列總數量。根據圖形的對稱與否，考慮圖T 的兩種可能結構，若T 為不對稱圖形，

T 的內部點序列總共有兩種表示方法 ( )1 2, , , n ka a a − 及 ( )2 1, , ,n ka a a− ，這兩個序列皆會被計算

於重複組合數中，所以在該組合數 3

2

n

kC −
− 中同一個不對稱圖形將被重複計算到兩次；然而若圖T

為對稱圖形，可知其內部點序列及其倒序後為相同序列，所以同一個對稱圖形只會被計算到

一次，可知 3

2

n

kC −
− 的值為兩次重覆計算的不對稱圖形加上一次對稱圖形的總數量。因此將 3

2

n

kC −
− 再

加上 ( , )s n k 後該數值即為計算兩次對稱圖形及兩次不對稱圖形，再將其除以二，可形成一次

對稱圖形加上一次不對稱圖形的數量，即可得 ( , )F n k 集合內所有不同構圖形總數

( )3

2

1
( , ) ( , )

2

n

kf n k C s n k−
−= + 。■ 

 

Theorem 7： ( , )f n k 的遞迴關係 

考慮 5n  個點， k 個 leaf 的毛毛蟲圖： 

（1）當 n與 k 其中一個不是奇數時，則 ( , ) ( 1, 1) ( 1, )f n k f n k f n k= − − + − ； 

（2）當 n與 k 兩者皆為奇數時，則 ( , ) ( 1, 1) ( 1, ) ( 1, 1)f n k f n k f n k s n k= − − + − − − − 。 

【證明】： 

（1） 考慮 n與 k 其中一個不是奇數時，由 Theorem 6 可知 ( )3

2

1
( , ) ( , )

2

n

kf n k C s n k−
−= + ，可推論
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( )4

3

1
( 1, 1) ( 1, 1)

2

n

kf n k C s n k−
−− − = + − − 且 ( )4

2

1
( 1, ) ( 1, )

2

n

kf n k C s n k−
−− = + − 。利用 Theorem 5

的 結 論 （ 3 ） 可 知 ( 1, 1) ( 1, ) ( , )s n k s n k s n k− − + − = ， 根 據 巴 斯 卡 定 理 可 知

4 4 3

3 2 2

n n n

k k kC C C− − −
− − −+ = 。 考 慮 ( 1, 1)f n k− − 與 ( 1, )f n k− 的 總 和 ， 可 推 得

( ) ( ) ( )4 4 3

3 2 2

1 1 1
( 1, 1) ( 1, ) ( 1, 1) ( 1, ) ( , )

2 2 2

n n n

k k kf n k f n k C s n k C s n k C s n k− − −
− − −− − + − = + − − + + − = +  

( , )f n k= 。可知當n與 k 其中一個不是奇數時， ( , ) ( 1, 1) ( 1, )f n k f n k f n k= − − + − 恆成立。 

 

（2） 考慮 n 與 k 兩者皆為奇數時，由 Theorem 6 可知 ( )3

2

1
( , ) ( , )

2

n

kf n k C s n k−
−= + ，可推論

( )4

3

1
( 1, 1) ( 1, 1)

2

n

kf n k C s n k−
−− − = + − − 且 ( )4

2

1
( 1, ) ( 1, )

2

n

kf n k C s n k−
−− = + − 。但由 Theorem 5

的結論（4）得知當 n與 k 兩者皆為奇數時 ( , ) 0s n k = ，所以 ( )3

2

1
( , )

2

n

kf n k C −
−= 。根據巴

斯卡定理，可知 ( )3

2

1
( 1, 1) ( 1, ) ( 1, 1) ( 1, )

2

n

kf n k f n k C s n k s n k−
−− − + − = + − − + − 。利用

Theorem 4 可知
5

2
3

2

( 1, 1) ( 1, )
n

ks n k s n k C
−

−− − = − = ，由此可得當 n 與 k 兩者皆為奇數時，

( , ) ( 1, 1) ( 1, ) ( 1, 1)f n k f n k f n k s n k= − − + − − − − 。■ 

 

    結合 Theorem 4 及 Theorem 6，我們已知 ( , )s n k 及 ( , )f n k 的組合數量，接著對於n個點所

形成的所有不同構毛毛蟲圖，我們可以計算 1( , ) : 2 , ,,3f n nk k = − 的加總情形，因此有以

下推論： 

Corollary 

n個點的不同構毛毛蟲圖數量為
4

4 22 2

n

n

− 
 −  + 。 

【證明】： 

根據 Theorem 6 可知n個點、 k 個 leaf 的不同構毛毛蟲圖總數為 ( )3

2

1
( , ) ( , )

2

n

kf n k C s n k−
−= + ，而

Theorem 4 可知

4

2
2

2

4

2
3

2

( , )

n

k

n

k

C n k

s n k

C n k

−

−

−

−



= 




,當 為偶數， 為偶數

,當 為偶數， 為奇數

，

3

2
2

2
( , )

   0 ,

n

kC n k
s n k

n k

−

−


= 



,當 為奇數， 為偶數

當 為奇數， 為奇數

。 
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以下計算 1( , ) : 2 , ,,3f n nk k = − 的總和。 

考慮
1

2

( , ) ( , 2) ( ,3) ( , 4) ( , 1)
n

k

f n k f n f n f n f n n
−

=

= + + + + −  

            ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 3

0 1 2 3

1 1 1 1
( ,2) ( ,3) ( , 4) ( , 1)

2 2 2 2

n n n n

nC s n C s n C s n C s n n− − − −
−= + + + + + + + + −  

            ( ) ( )3 3 3 3

0 1 2 3

1 1
( ,2) ( ,3) ( , 4) ( , 1)

2 2

n n n n

nC C C C s n s n s n s n n− − − −
−= + + + + + + + + + −  

            ( )
3

3

0

1 1
( ,2) ( ,3) ( , 4) ( , 1)

2 2

n
n

i

i

C s n s n s n s n n
−

−

=

= + + + + + −  

            ( )31 1
2 ( ,2) ( ,3) ( , 4) ( , 1)

2 2

n s n s n s n s n n−=  + + + + + −       （根據二項式定理） 

            ( )4 1
2 ( ,2) ( ,3) ( , 4) ( , 1)

2

n s n s n s n s n n−= + + + + + −  

接下來依照 n的奇偶性整合 ( )( , 2) ( ,3) ( , 4) ( , 1)s n s n s n s n n+ + + + − 的值。 

當 n是偶數時， 

( )
1

4

2

1
( , ) 2 ( , 2) ( ,3) ( , 4) ( , 1)

2

n
n

k

f n k s n s n s n s n n
−

−

=

= + + + + + −  

        
4 4 4 4 4 4

4 2 2 2 2 2 2
0 0 1 1 4 4

2 2

1
2

2

n n n n n n

n

n nC C C C C C
− − − − − −

−
− −

 
= + + + + + + + 

 
 

       

4 4
4 4 42 2

4 4 42 2 2

0 0

1
2 2 2 2 2

2

n n
n n n

n n n

i i

i i

C C

− −
− − −

− − −

= =

 
 = + = + = +
 
 
 

   

當 n是奇數時， 

( )
1

4

2

1
( , ) 2 ( , 2) ( ,3) ( , 4) ( , 1)

2

n
n

k

f n k s n s n s n s n n
−

−

=

= + + + + + −  

        
3 3 3 3

4 2 2 2 2
0 1 2 3

2

1
2 0 0 0 0

2

n n n n

n

nC C C C
− − − −

−
−

 
= + + + + + + + + + 

 
 

        

3
3 3 52

4 4 42 2 2

0

1 1
2 2 2 2 2

2 2

n
n n n

n n n

i

i

C

−
− − −

− − −

=

= + = +  = +  

由上述證明可知，不論n為奇數或是偶數，我們皆可以將 1( , ) : 2 , ,,3f n nk k = − 的加總數值

利用高斯符號將兩式概括，即可記為
4

4 22 2

n

n

− 
 −  + ，也就是說，由 n個點所構成的不同構毛毛

蟲圖總數量為
4

4 22 2

n

n

− 
 −  + 。■ 
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 由上述推論可知，若給定 n個頂點，利用
4

4 22 2

n

n

− 
 −  + 即可計算出所有不同構毛毛蟲圖的

總數量，此推論與 The number of caterpillars 文章中的結論相同〔參考文獻 5〕，有趣的地方

在於論文中作者先觀察毛毛蟲圖中點與點之間的連接方式，運用一種特殊標號的方法再搭

配排列組合的計數原理求出該值；而在我的研究中，對於相同頂點數的不同構的毛毛蟲

圖，我是先以 leaf 的數量將其分類，在求出 ( , )f n k 各項的組合數後，再將各項加總，依然

可以得到相同的結論。 

 

( , )F n k 的圖形結構對應關係 

在 Theorem 6 中我已經刻劃了 ( , )f n k 的組合數計算方法，並於 Theorem 7 利用數量說明

( , )f n k 具有遞迴關係，於是我開始思索這樣的遞迴關係是否能在毛毛蟲圖的結構上找出圖形

對應的模式，能夠建立 ( 1, 1)F n k− − 、 ( 1, )F n k− 與 ( , )F n k 不僅限於數量上的相關性，還能更

進一步刻劃集合中圖形結構的變化過程。 

 

為了清楚說明圖形的變化方式，對於非對稱的毛毛蟲圖，我提出了『重端點』的概念，

依照毛毛蟲圖內部點數量的奇偶性，重端點的概念共有兩種類型，其定義如下： 

重端點的定義 

考慮毛毛蟲圖 ( , )G F n k ，令主幹上的內部點依序為 21, , , n kv v v − ，重端點有以下兩種類型： 

-1Type ：當內部點數量 n k− 為偶數，令 1 ( )i i Gv v E+  為主幹上正中央的內部邊。 

已知對任意 }0,1,{ , 1j t − ， 1( ) ( )i j i jd v d v− + += 且 1( ) ( )i t i td v d v− + + 。 

若 1( ) ( )i t i td v d v− + + ，則將 iv 稱為G 的重端點； 

若 1( ) ( )i t i td v d v− + + ，則將 1iv + 稱為G 的重端點。 

-2Type ：當內部點數量n k− 為奇數，令 ( )iv V G 為主幹上正中央的內部點。 

已知對任意 }1,2,{ , 1j t − ， ( ) ( )i j i jd v d v− += 且 ( ) ( )i t i td v d v− + 。 

若 ( ) ( )i t i td v d v− + ，則在內部邊 1i iv v− 中間新增一個頂點u ，將u 稱為G 的重端點； 

若 ( ) ( )i t i td v d v− + ，則在內部邊 1i iv v + 中間新增一個頂點u ，將u 稱為G 的重端點。 

 

-1Type

iv
  

1iv +i tv −
      

1i tv + +

1

1

( ) ( ) 0 1

( ) ( )

i j i j

i t i t

d v d v j t

d v d v

− + +

− + +

= = −



若 ， 至

且 iv 為重端點

-2Type

( ) ( ) 1 1

( ) ( )

i j i j

i t i t

d v d v j t

d v d v

− +

− +

= = −



若 ， 至

且 u新增點 為重端點

iv 1iv +i tv − i tv +1iv − u
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    下方以圖形為例，主幹的對稱軸以綠色虛線表示。 1T 主幹上的點 3v 為 -1Type 重端點； 2T 主

幹上的點 2v 為 -1Type 重端點； 3T 主幹上新增的點u 為 -2Type 重端點。 

1v 2v 3v 4v

3 1 42( ) ( ), )( ) (d v d vv dd v=
2 -1v Type為 重端點

2T ：

2 3( ) ( )d v d v

3 -1v Type為 重端點

1v 2v 3v 4v

1T：
1v 2v 3vu

1 3( ) ( )d v d v

-2pu Ty e新增點 為 重端點

3T ：

 

 

對於有n個點、k 個 leaf 的毛毛蟲圖，該圖形結構可能是來

自於『集合 ( 1, 1)F n k− − 中的圖再新增一個腳』所得到；也可能

是來自於『集合 ( 1, )F n k− 中的圖再新增一個內部點』所形成。

接下來我將根據 n與 k 的奇偶性，區分為三個類別說明圖形結構是如何變化。 

 

【當n與 k 為相異奇偶性】 

（1） 若圖 ( 1, 1)G F n k− − ，則G 主幹上有正中央的內部點，在G 的正中央內部點新增一隻

腳，所得的圖形 1 ( , )G F n k 。如下圖 1T 變換至 2T ； 3T 變換至 4T 。 

( 1, 1) ( , )F n k F n k− − 正中央內部點加腳對應至

1 (7,4)T F 2 (8,5)T F 3 (8,5)T F 4 (9,6)T F

 

 

（2） 若圖 ( 1, )G F n k − ，則G 主幹上有正中央的內部邊，在G 的正中央內部邊新增一個頂

點，所得的圖形 1 ( , )G F n k 。如下圖 5T 變換至 6T ； 7T 變換至 8T 。 

5 (7,5)T F 6 (8,5)T F

( 1, ) ( , )F n k F n k− 正中央內部邊加點對應至

7 (8,6)T F 8 (9,6)T F

 

 

【當n與 k 皆為偶數】 

（1） 若圖 ( 1, 1)G F n k− − ，則G 主幹上有正中央的內部邊。因為 ( 1, 1)S n k− − =，所以G

必為不對稱圖形。因為G 的內部點數量等於n k− 為偶數，可知G 有 -1Type 的重端點 v，

則在重端點 v上新增一個腳，所得的圖形 1 ( , )G F n k 。如下圖 1T 變換至 2T 。 

( 1, 1)F n k− − ( 1, )F n k−

( , )F n k

加腳 加內部點
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( 1, 1) -1 ( , )F n k Type F n k− − 於 重端點加腳對應至

1 (9,5)T F
2 (10,6)T F

v v

 

 

（2） 若圖 ( 1, ) \ ( 1, )G F n k S n k− − 為不對稱圖形，則G 主幹上有正中央的內部點 iv 。因為G

的內部點數量等於 1n k− − 為奇數，可知G 有 -2Type 的重端點u，則在G 的主幹上新增

-2Type 重端點u，可得圖形 1G 。新增重端點後雖然已使圖 1G 有n個點、k 個 leaf，但是

依據正中央內部點所連接的腳數量，進一步還需做出相應的調整。若G 正中央內部點 iv

所連接的腳數量為 p ，則在 1G 中將
2

p 
 
 

個腳由點 iv 轉移至重端點 u ，所得的圖形

2 ( , )G F n k 。如下圖 3T 變換至 4T ； 5T 變換至 6T 。 

2p =

( 1, ) -2 ( , )F n k Type F n k− 將腳分配於 重端點對應至

1分配 個腳於重端點

5p =

2分配 個腳於重端點

3 (11,6)T F

5 (13,8)T F

iv

iv
4 (12,6)T F

6 (14,8)T F

ivu

ivu1iv − 1iv −

1iv − 1iv −

 

 

（3） 特別的，當圖 ( 1, )G S n k − 為對稱圖形時，則G 主幹上有正中央的內部點 iv ，因為圖G

為對稱圖形，由正中央向左右兩側對應之內部點皆具有相同點度數，所以沒有重端點，

對此需特別建立一種對應規則。在圖G 對稱軸左側的內部邊上 1i iv v− 新增一點u ，可得

圖形 1G ，若圖G 正中央內部點 iv 所連接的腳有 p 個，則將 1G 中
2

p 
 
 

個腳由點 iv 轉移至

新增的內部點u ，令所得的圖形為 2G 。因為圖G 為對稱圖形且腳數量為偶數個，所以

正中央內部點連接的腳數量 p 必為偶數，不難得知，在圖 1G 中由 iv 轉移至點u 的腳數

量必恰好為
2

p
個，因此所得的圖 2G 必為對稱結構，屬於 ( , )S n k 。如下圖 7T 變換至 8T 。 

7 (13,8)T S

4p =

4將 個腳均分於兩點

8 (14,8)T S
u iv1iv −iv1iv −
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【當n與 k 皆為奇數】 

    此類型情況較為複雜，必須視毛毛蟲圖是否為對稱圖形，再進一步區分圖形變換的方式。 

（1） 若圖 ( 1, 1) \ ( 1, 1)G F n k S n k− − − − 為不對稱圖形，則G 主幹上有正中央的內部邊。因

為G 的內部點數量等於 n k− 為偶數，可知G 有 -1Type 的重端點 v，則在重端點 v上新

增一隻腳，所得的圖形 1 ( , )G F n k 。如下圖 1T 至 2T 之對應。 

1 (8,4)T F 2 (9,5)T F

( 1, 1) -1 ( , )F n k Type F n k− − 於 重端點加腳對應至

v v

 

 

（2） 若圖 ( 1, ) \ ( 1, )G F n k S n k− − 為不對稱圖形，則G 主幹上有正中央的內部點 iv 。因為G

的內部點數量等於 1n k− − 為奇數，可知G 有 -2Type 的重端點u，則在G 的主幹上新增

-2Type 重端點u ，可得圖形 1G 。進一步對於點 iv 上的腳還需做出相應的調整，若G 正

中央內部點 iv 所連接的腳數量為 p ，則在 1G 中將
2

p 
 
 

個腳由點 iv 轉移至重端點u ，所

得的圖形 2 ( , )G F n k 。如下圖 3T 變換至 4T ； 5T 變換至 6T 。 

3 (12,7)T F 4 (13,7)T F

4p =

2分配 個腳於重端點

5 (10,7)T F
6 (11,7)T F

3p =

1分配 個腳於重端點

( 1, ) -2 ( , )F n k Type F n k− 將腳分配於 重端點對應至

iv u iv

iv u iv

1iv −

1iv − 1iv −

1iv −

 

 

（3） 特別的，當圖 ( 1, 1) ( 1, )G S n k S n k−  − − 為對稱圖形時，不論主幹上的正中央是內部

邊或是內部點，由正中央向左右兩側對應的內部點皆具有相同的點度數，所以這樣的

對稱圖G 沒有重端點。當n與 k 皆為奇數時，因為 ( , )S n k =，所以這種對稱毛毛蟲圖

G ，將會被對應至 ( , )F n k 中的不對稱圖形，我為這類對稱圖形建立另一種對應方式。

① 若 ( 1, 1)G S n k− − 的對稱圖形，則G 主幹上有正中央的內部邊 1iiv v + 。在 +1iv 上新增 

   一個腳，即可得圖形 1 ( , )G F n k ； 
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② 若 ( 1, )G S n k − 的對稱圖形，則G 主幹上有正中央的內部點 iv 。在對稱軸左側的內 

   部邊 1i iv v− 上新增一個內部點u，即可得圖形 1G 。若G 正中央內部點 iv 所連接的腳數 

   量為 p，則在 1G 中將
2

p 
 
 

個腳由點 iv 轉移至新增的內部點u，所得圖形 2 ( , )G F n k 。 

   透過上述①與②的對應方式，可發現 ( 1, 1)S n k− − 與 ( 1, )S n k− 將會變換成同構的 

   毛毛蟲圖。 

(8, 4)S

(8,5)S

(9,5)F

(9,5)F

( 1, 1)

( , )

S n k

F n k

− − 加腳

對應至

( 1, )

( , )

S n k

F n k

− 加點

對應至

重複對應
u

iv

iv 1iv + iv 1iv +

iv 1iv + iv 1iv +

iv

iv u
iv

1iv −

1iv −

1iv −

1iv −

 

 

 由上述說明可知，當n與 k 其中一個不為奇數時， ( 1, 1)F n k− − 與 ( 1, )F n k− 中的圖形，經

過 對 應 規 則 後 即 可 變 換 至 ( , )F n k 中 的 各 個 不 同 構 圖 形 ， 所 以 在 數 量 上 滿 足

( , ) ( 1, 1) ( 1, )f n k f n k f n k= − − + − ，這個結果也同時呼應著 Theorem 7 的結論（1）；此外，當n

與 k 皆為奇數時，除了 ( 1, 1)F n k− − 與 ( 1, )F n k− 中不對稱圖形將變換至 ( , )F n k 中的部分圖形

外，對於 ( 1, 1)S n k− − 與 ( 1, )S n k− 中的圖形，經過對應規則後將會變換至 ( , )F n k 的同構圖形，

這 即 呼 應 著 Theorem 7 的 結 論 （ 2 ）， 在 數 量 上 滿 足 的 關 係 式 為

( , ) ( 1, 1) ( 1, ) ( 1, 1)f n k f n k f n k s n k= − − + − − − − 。因為n與 k 皆為奇數時，對稱圖形在結構上的

變化會有重複對應的現象，所以在計算數值 ( , )f n k 時需要扣掉同構的圖形。上述的圖形對應

關係，不僅可確認 ( , )f n k 在數量上的遞迴關係，更可由圖形結構上的變化瞭解 ( , )F n k 的對應

過程。 

 

四、不同構 Caterpillar的應用 

 從上述各點我們可知毛毛蟲圖的特殊關係式，除了不同構圖形的組合數值及結構變化之

外，我們亦想了解 Caterpillar 在其他領域的應用。 
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 若給定一個毛毛蟲圖 ( , )T F n k ，將毛毛蟲圖主幹上的頂點及該點連接的所有腳上下交

錯排列，在兩個端點與內部點連線外側分別加上一個頂點，再將所有頂點以一個圈連線，即

可得到正 ( 2)n + 邊形的其中一種三角剖分；然而將此三角剖分圖內部各個三角形轉換為正三

角形，且不改變其原本的相互連接關係，各個正三角形的重心形成一個骨架，即可決定有機

化合物中由 n個碳所組成的其中一種碳氫化合物 2nnC H + ，下方以 (8,5)F 集合中的一種結構轉

換為例。 

:T

(8,5)T F

C

C
C

C
C

C
C C

C

C

C

C
C

C
C C

HH

H

H
H

H

H

H

H

H

增加兩個頂點 調整為

正三角形

正三角形

重心連線

重心連線即為

碳原子骨架

加上氫原子

8 10C H得到 結構

各點連成圈

 

 

 經過舉例觀察，我們發現由毛毛蟲圖延伸出的三角剖分轉換為碳原子骨架後，其碳原子

骨架也是一種樹狀圖，且此種樹狀圖的 leaf 皆為2，也就是說該類型的圖形可以用一筆畫不

間斷連接到所有頂點；對於化學結構而言，相同碳原子數量所組成的碳氫化合物中各個同分

異構物，支鏈越少者，分子間接觸面積越多，其分散力增大，沸點較高，以戊烷為例，其同

分異構物的沸點比較：正戊烷 異戊烷 新戊烷，分子結構如下圖所示；毛毛蟲圖對應之碳

鏈結構即有分支少的特徵，因此我推測對於擁有相同碳數量且有相似鍵結方式的碳氫化合物

分子中，可與毛毛蟲圖經過上述關係對應之分子相較其他分子沸點高。 

H

C C C CC

H H H H

H H H H H

H H

H

C C CC

H H H

H H H

H H

C

H

HH

C C C

C

H

H

H

H

H

H

H H

HH

CH H

正戊烷 異戊烷 新戊烷  
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在化學的世界而言，要組成碳氫化合物分子還需考量到單鍵、雙鍵、共振等鍵結影響，

若想得知其中奧妙還須結合有機化合物的相關知識，或許所有的毛毛蟲圖在化學領域中代表

著某個特定類別的構造，雖然目前還在摸索階段，但相信我們在這些圖形對應至化合物的過

程，可以從中在數學與化學兩個科學領域之間建構出一座橋梁。 

 

參、研究結果與討論 

一、研究結果 

將有 n個頂點， k 個 leaf 的所有不同構毛毛蟲圖集合記為 ( , )F n k ，集合內元素總數量記

為 ( , )f n k 。令 ( , )F n k 集合內具有線對稱結構圖形所成的集合為 ( , )S n k ，其元素總數量記為

( , )s n k 。將n個點的自我對偶毛毛蟲圖所形成的集合記為 nD ，並將數量記為 nd 。以下為我在

這次研究中的發現： 

1. 當 3n  ， ( ,2) ( , 1) 1f n f n n= − = ； 

2. 當 3n  且2 1k n  − ， ( , )F n k 及 ( , 1)F n n k− + 有對偶關係且 ( , ) ( , 1)f n k f n n k= − + ； 

3. 當 5n  且n與 k 其中一個不是奇數時， ( , ) ( 1, 1) ( 1, )f n k f n k f n k= − − + − ； 

   當 5n  且n與 k 兩者皆為奇數時， ( , ) ( 1, 1) ( 1, ) ( 1, 1)f n k f n k f n k s n k= − − + − − − − ； 

4. 考慮 5n  個點， k 個 leaf 的不同構毛毛蟲圖數量為 ( )3

2

1
( , ) ( , )

2

n

kf n k C s n k−
−= + ； 

5. ( , )s n k 配合奇偶性計算出各組合數：

4

2
2

2

4

2
3

2

3

2
2

2

( , )

   0 ,

n

k

n

k

n

k

C n k

C n k
s n k

C n k

n k

−

−

−

−

−

−







= 






,當 為偶數， 為偶數

,當 為偶數， 為奇數

,當 為奇數， 為偶數

當 為奇數， 為奇數

； 

6. 當 5n  且n與 k 其中一個不是奇數時， ( , ) ( 1, 1) ( 1, )s n k s n k s n k= − − + − ； 

當 5n  且n與 k 皆為奇數時， ( , ) 0s n k = ； 

7. n個點的不同構毛毛蟲圖數量為
41

4 2

2

( , ) 2 2

nn
n

k

f n k

− −
 −  

=

= + ； 

8. 令 5n  為奇數，n個點的自我對偶毛毛蟲圖數量為
5

22n

n

d
−

= ； 

9. 建立 ( 1, 1)F n k− − 、 ( 1, )F n k− 與 ( , )F n k 之間的圖形結構對應關係。 
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二、討論 

一開始在繪製圖形的過程中，常會遇到難以辨認同構或非同構的問題，因此在研究中我

們將圖形轉換為代碼紀錄，也就是以內部點序列及內部邊序列表示該圖形，然而代碼不只運

用於同構判斷，後方闡述的對偶關係也跳脫出圖形本身並加入代碼轉換，表達出某圖的內部

邊序列即為其對偶圖的內部點序列，而利用圖形結構直接轉換加上代碼輔助，我們發現了自

我對偶圖的毛毛蟲圖數量為
5

22n

n

d
−

= 的特殊等比關係。 

 

 在研究有n個頂點，k 個 leaf 的不同構毛毛蟲圖時，首先以小數量的n與 k 開始列舉觀察，

我們發現 n每增加一， ( , )f n k 就多一項，此特質和巴斯卡三角形有相似之處，每一列的組合

數都增加一項，而我們將 ( , )f n k 排列為類巴斯卡三角形後，依據巴斯卡三角形的特性，聯想

到各個 ( , )f n k 可能代表著某組合數，因此對於 ( , )f n k 的數值而言，我們納入重複組合的觀念，

利用每個 ( , )F n k 各集合內圖形的內部點數量總和即為腳數量的特性，求出內部點序列各項相

加等於腳數量的所有非負整數解總數量，再考量到計算出的組合數內代表著兩次不對稱圖形

加上一次對稱圖形的各個可能性，為了求出 ( , )f n k 的值，我們須將該組合數加上一次對稱圖

形數量再同除以二，即可找出 ( , )F n k 集合內所有不同構圖形的總數，因此我們必須先找出

( , )s n k 的值為何，以對稱毛毛蟲圖 ( , )s n k 的數量而言，我們利用圖形結構的對稱性，把圖形拆

成一半先行討論，考量到n與 k 的奇偶性將內部點數量及腳數量的做出不同變化，算出重複組

合數再轉換為一般常見的組合數。有了 ( , )s n k 的值之後，我們即可得到 ( , )f n k 的確切數值，

再配合巴斯卡定理及遞迴關係式，從中找出 ( , )f n k 的各個特殊關係。然而 ( , )s n k 與 ( , )f n k 特

性相似，我們也利用巴斯卡定理及圖形結構上的變化過程，歸納出各個關係式。 

 

在數值上我們已經確立了 ( , )f n k 的遞迴關係，因此我們試著去找出在圖形結構之間是否

存在一個對應關係，使得 ( 1, 1)F n k− − 及 ( 1, )F n k− 的圖形可以一一變換至 ( , )F n k ，起初在觀

察兩兩集合的相關性時，因為圖形加點或加腳的位置可能性繁多，所以一直無法找出能使兩

圖形能相互對應的規則，但我們從對稱圖形的結構變化啟發靈感，試著對主幹的正中央內部

點或內部邊嘗試不同的對應方式，最後歸納出圖形的一一對應規則，甚至發現在n與 k 皆為奇

數時，兩集合 ( 1, 1)S n k− − 與 ( 1, )S n k− 中的對稱圖形會對應到 ( , )F n k 的同構圖形，這也應證

了當初對 ( , )f n k 於類巴斯卡三角形的兩點歸納，有些地方為上方兩數直接相加，但有些還需

要扣除某個數值，從圖形對應的觀點來看，各集合中的圖形來源都有跡可循，不僅在數量上

有密切的組合關係，亦可得知兩關係式在圖形結構上所代表的意涵。 
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肆、結論與應用 

一、結論 

 利用排列組合及巴斯卡定理，使我們在尋找 n個點，k 個 leaf 所組成的不同構毛毛蟲圖總

數量時，不用再以窮舉法列出所有圖形結構才可求出該項的總數值。在研究中，我們不僅考

量到圖形間的結構變化，對於各項 ( , )f n k ，將各數值排列為類巴斯卡三角形的狀態，並從中

觀察兩兩數值之間的關係，進而運用重複組合的概念找出 ( , )f n k 在組合數中的真實意義，再

透過巴斯卡定理證明出 ( , )f n k 的遞迴關係式，以 (10,5)f 為例，我們可利用兩種方法計算，透

過遞迴關係式及類巴斯卡三角形向下擴展，可得 (10,5) (9,4) (9,5) 9 10 19f f f= + = + = ；或是利

用組合數可直接計算出
10 4

10 3 2
5 2 5 3

2

1 35 3
(10,5) 19

2 2
f C C

−
−

− −

  +
= + = = 

 
。同時，在繪製各個圖形的過程

中，我們也發現了特殊形式的對稱毛毛蟲圖，不但須了解n與 k 的奇偶性對於各種圖形構造產

生甚麼影響，還須依此特性在證明數量時做出適當轉換，才可得到對稱圖形的精確數值。但

因為 ( , )f n k 有著遞迴關係式，我們想要在利用巴斯卡定理所得知的數值關係之外，更進一步

了解圖形之間是如何變化，因而在對稱毛毛蟲圖的組合性質中，對於組合數的遞迴關係及圖

形結構變化皆做出解釋。在圖形的對應中，必須考量『n與 k 的奇偶性』以及『圖形的對稱性

與否』，建立出八種圖形類別的對應，才能精確的探討出圖形之間的結構關連性。 

 

圖論的世界十分廣闊，我研究的只是其中一小部分，但對於我而言，此研究的意義非凡，

即使現在對於此議題中可延伸的區域依舊充滿著許多未知數，相信隨著數學的發展及科技的

進步，我們可以在圖形的領域中慢慢探索且更加了解之。 

 

二、應用 

 利用毛毛蟲圖延伸為三角剖分圖再轉換為有機化合物的結構，原本需要用窮舉法列出所

有圖形才可得到同分異構物總數目，將其轉變為利用毛毛蟲圖總數量的關係式即可得知部分

數量，解決了問題的一大部分，而往後想利用毛毛蟲圖進行分類分析及資源分配也成為我們

日後研究的方向，將數學問題與其他領域連結，不僅可探討該圖形在數學上代表的意義之外，

面對看似難解的生活議題，也可以變得簡單許多。 
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三、未來展望 

 對於不同構毛毛蟲圖，我們從組合數及圖形對偶中發現上述各個關係式，但某些圖形的

對應關係及毛毛蟲圖對於各領域的應用尚未明朗，我們將可延伸的應用問題條列於下方： 

1. 若毛毛蟲圖的主幹為一個圈，則能否找出所有不同構圖形的數量關係？ 

2. 延伸毛毛蟲圖形結構，若允許毛毛蟲圖的其中一個腳或所有腳至主幹上內部點距離 2 ，

則能否找到n個頂點， k 個 leaf 的所有不同構圖形數量關係？ 

3. 能否在化學領域中找出碳氫化合物之同分異構物與不同構圖形總數量的關聯性？ 
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【評語】010009 

Caterpillars圖是圖論上一個常見的圖類。其計數已經在 1973

年由Harary等人完成。本作品作者以自己的方式重新得到了這個

結果，其間展現了觀察與探索的能力，是值得可取的。可惜因為

主要結果是已知的，從而大大減弱了本文的精彩，是可惜之處。

此外作者利用初等的方式計數固然可行，但或許利用更好的工具

（如 Polya定理等）處理此類圖形的計數會更方便，且事半功

倍。 
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