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作者簡介 

 

我是劉冠陞，就讀臺北市立永春高中二年級數理資優班。學術研究是我的興趣，

我從國小就開始參加科展，而探討數學更是能讓我廢寢忘食，尤其是在推導出各種

通解的瞬間，覺得非常有成就感。專題研究不但有趣，還能夠精進我的各項能力，

尤其是製作報告以及上台發表，還有無數次瓶頸所磨練出的耐心。這次很幸運地能

來到國際科展的舞台，除了發表自己的作品外，也希望日後我的研究能夠為學術界

做出貢獻。 



摘要 

 

先前有許多人探討了坐標平面上格點正方形、格點直角三角形的性質，卻沒有人用數學

的方式將此主題推廣到各種多邊形，格點多邊形性質便一直被歸類於資訊研究，目標變為預

測當邊數很多或範圍很大時的估計值，因此本研究的目的在於用數學化的方式探討在坐標平

面上每個頂點坐標皆為整數的多邊形性質，並推導出能算出精確值的通解。 

 

本文探討的多邊形包含了凹多邊形及凸多邊形，研究者提出繪製格點多邊形的「迂迴作

圖法」並成功推導出格點多邊形的範圍條件、範圍內最多邊的格點多邊形邊數、面積極值、

周長極值的通解，並找出了部分多邊形的周長極大值與個數。運用本研究的結果，將有助於

在有限區域或空間中依照特定規律設計最大路徑，例如遊樂場的迷宮與雲霄飛車軌道。 

 

 

Abstract 

 

In previous research, grid squares and grid rectangular triangles on Cartesian coordinate plane 

had been discussed, but few had used mathematical methods to extend this topic to various polygons. 

Properties of grid polygons have always been classified into computer information study, and the 

purpose turns to estimate the approximation value of different shapes or largest area which contain. 

The purpose of this study is to calculate the number of grid polygons in a mathematical way. Since 

each vertex has integer coordinates on the plane, deriving a solution calculating accurate values 

seemed to be possible.  

 

The polygons discussed in this study contain concave and convex ones. The researcher has 

successfully developed a specific sketching way named “inside-out method” in order to obtain 

maximum grid polygons. Furthermore, the researcher derived the range conditions of grid polygons, 

the number of grid polygon edges with the largest edge amount in that range, the maximum and 

minimum values of area, the minimum value of the circumference, and the maximum circumference 

in parts of the polygons. We can apply our results into the design of longest traveling route in limited 

space such as mazes or roller coasters. 

 

 

 



1 
 

壹、研究動機 

 

在國中的資優班的複選中，有一道題是判斷「在特定的矩形範圍內共有多少格點直角三

角形（所有頂點皆落在格子點上）」，當時我就想著能否導出一個通解，可以利用範圍及多

邊形邊數，求出三角形的各項性質，但以失敗告終。之後我查到，有許多科展主題皆是探討

格點正方形[1][2][3]或直角三角形[4]在特定範圍內的種類與個數，但是沒有人推廣到其他的

多邊形，還有學者用程式去預測當多邊形邊數很多（或範圍很大時）的估計值[5]，我認為這

些工作應該存在更數學化的方法，以函式簡潔且精確地表示。因此本研究將會研究坐標平面

上的各種凹多邊形及凸多邊形，也就是簡單多邊形[6]的性質，並嘗試推導出下列通解。 

 

貳、研究目的 

 

一、求坐標平面上特定矩形範圍內的格點多邊形之邊數極值。 

二、求坐標平面上特定矩形範圍內有足夠格點連成格點多邊形的條件式。 

三、求坐標平面上特定矩形範圍內的格點多邊形之面積極值。 

四、求坐標平面上特定矩形範圍內的格點多邊形之周長極值。 

五、求坐標平面上特定矩形範圍內的格點多邊形之個數極值。 

 

參、研究方法 

 

一、名詞定義 

 

（一）邊數𝑘：格點多邊形（每個頂點皆為格子點，含凸𝑘邊形與凹𝑘邊形）的邊數。 

（二）範圍(𝑛, 𝑚)：由𝑥 = 𝑛、𝑦 = 𝑚、𝑥軸、𝑦軸圍成的𝑛 × 𝑚矩形範圍((𝑛, 𝑚) ∈ ℕ)。 

 

 
圖 1：(3,2)示意圖 

 

（三）𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏)：𝑎與𝑏之間較大者((𝑎, 𝑏) ∈ ℕ)。 

（四）𝑚𝑖𝑛(𝑎, 𝑏)：𝑎與𝑏之間較小者((𝑎, 𝑏) ∈ ℕ)。 
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（五）線段𝑙(𝑎, 𝑏)：坐標平面上斜率為±𝑎或±
1

𝑎
，且長𝑏單位的線段(𝑎 ∈ ℤ , 𝑏 ∈ 𝑅, 𝑏 > 0)。 

 

    

圖 2：𝑙(2, √5)示意圖 

 

（六）函式𝐿𝐸𝐷(𝑛, 𝑚)：(𝑛, 𝑚)範圍內，格點多邊形的邊數極大值。 

（七）函式𝑆𝐸𝐷(𝑛, 𝑚)：(𝑛, 𝑚)範圍內，格點多邊形的邊數極小值。 

（八）函式𝐽𝑀(𝑘, 𝑛, 𝑚)：有足夠格點連成格點𝑘邊形的(𝑛, 𝑚)條件判斷式。 

（九）函式𝐿𝐴𝑅(𝑘, 𝑛, 𝑚)：(𝑛, 𝑚)範圍內，格點𝑘邊形的面積極大值。 

（十）函式𝑆𝐴𝑅(𝑘, 𝑛, 𝑚)：(𝑛, 𝑚)範圍內，格點𝑘邊形的面積極小值。 

（十一）函式𝐿𝑃𝑀(𝑘, 𝑛, 𝑚)：(𝑛, 𝑚)範圍內，格點𝑘邊形的周長極大值。 

（十二）函式𝑆𝑃𝑀(𝑘, 𝑛, 𝑚)：(𝑛, 𝑚)範圍內，格點𝑘邊形的周長極小值。 

（十三）函式𝐿𝐴𝑀(𝑘, 𝑛, 𝑚)：(𝑛, 𝑚)範圍內，格點𝑘邊形的個數極大值。 

（十四）函式𝑆𝐴𝑀(𝑘, 𝑛, 𝑚)：(𝑛, 𝑚)範圍內，格點𝑘邊形的個數極小值。 

 

二、研究架構與流程 

 

 

圖 3：研究流程圖 
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三、研究設備與器材 

 

    筆電、GeoGebra、Geometer’s Sketchpad、Excel、Wolfram Alpha。 

 

肆、研究結果 

 

一、坐標平面上特定矩形範圍內的格點多邊形之邊數極值 

 

（一）極大值 

 

基於研究需求，本文所有算式的中括號[𝑥]除非特別註記，否則皆為高斯記號，表示不大

於𝑥的最大整數。為確保範圍內多邊形的邊數最多，所以不能讓任意兩條邊共線且相連，因此

先計算矩形範圍每邊上的格點數，若一邊上有𝑥個點{𝑥 > 2, 𝑥 ∈ ℕ}，則矩形內部至少要有[
𝑥−1

2
]

個格點，以便若只取邊上的格點會產生兩條邊共線且相連時，將其中一條邊改連內部的格點，

因此當矩形範圍為(𝑛, 𝑚)時，內部至少需要2 [
𝑛

2
] + 2 [

𝑚

2
]個格點。矩形內部格點數為總格點數

扣除邊上格點數，也就是(𝑛 + 1)(𝑚 + 1) − 2𝑛 − 2𝑚。 

 

1. 𝒎𝒊𝒏(𝒏, 𝒎) = 𝟏 

 

    當𝑛或𝑚為1時，因為沒有內部格點，因此多邊形邊數最多為 4，即： 

𝑳𝑬𝑫(𝟏, 𝒑) = 𝑳𝑬𝑫(𝒑, 𝟏) = 𝟒 

 

2. 𝒎𝒊𝒏(𝒏, 𝒎) = 𝟐 

 

    矩形內部格點數為總格點數減去邊上格點數，也就是(𝑛 + 1)(𝑚 + 1) − 2𝑛 − 2𝑚。若

𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) = 2、𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) = 𝑝{𝑝 ≥ 2, 𝑝 ∈ ℕ}則內部格點數為3𝑝 + 3 − 4 − 2𝑝 = 𝑝 − 1，而內

部所需的點為2 + 2 [
𝑝

2
] = 2 + 𝑝 ∨ 1 + 𝑝。 

 

    當𝑝為奇數時，𝑝 − 1 − 1 − 𝑝 = −2。 

    當𝑝為偶數時，𝑝 − 1 − 2 − 𝑝 = −3。 
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    因為2 + 𝑝 > 1 + 𝑝 > 𝑝 − 1，所以內部格點數恆少於所需格點數，差2或3個格點。倘若從

(0,0), (𝑛, 0), (0, 𝑚), (𝑛, 𝑚)中任選2點不連接，則所需格點數會減少。當選擇的點位於對角時，

則每邊格點數各減1，若𝑝為奇數，則所需格點數減2，若𝑝為偶數，則所需格點數減4。當選擇

的點共線時，則共邊格點數減2，另一組對邊格點數各減1，若𝑝為奇數，則所需格點數減2，

若𝑝為偶數，則所需格點數減3。由此可知： 

𝑳𝑬𝑫(𝟐, 𝒑) = 𝑳𝑬𝑫(𝒑, 𝟐) = 𝟑(𝒑 + 𝟏) − 𝟐 

 

    且𝑝 > 2時的偶數邊數多邊形，皆可從𝑝 = 2時的情況有規律地推得（圖 4）。 

 

   
圖 4：(𝑛, 𝑚) = (2, 𝑝)時的最多邊數多邊形規律 

 

3. 𝒎𝒊𝒏(𝒏, 𝒎) = 𝟑 

 

    若𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) = 3、𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) = 𝑝{𝑝 ≥ 3, 𝑝 ∈ ℕ}則內部格點數為4𝑝 + 4 − 6 − 2𝑝 = 2𝑝 −

2，而內部所需的點為2 + 2 [
𝑝

2
] = 2 + 𝑝 ∨ 1 + 𝑝。 

 

    當𝑝為奇數時，2𝑝 − 2 − 1 − 𝑝 = 𝑝 − 3，因為𝑝 ≥ 3 ⇒ 𝑝 − 3 ≥ 0。 

    當𝑝為偶數時，2𝑝 − 2 − 2 − 𝑝 = 𝑝 − 4，因為𝑝 ≥ 3且3不是偶數，故𝑝 ≥ 4 ⇒ 𝑝 − 4 ≥ 0。 

 

所以內部格點數恆多於所需格點數，由此可知(𝑛, 𝑚) = (3, 𝑝)或(𝑝, 3)的多邊形最多邊數為

4(𝑝 + 1)，即： 

𝑳𝑬𝑫(𝟑, 𝒑) = 𝑳𝑬𝑫(𝒑, 𝟑) = 𝟒(𝒑 + 𝟏) 

 

    且𝑝 > 3時的奇數邊數多邊形，皆可從𝑝 = 3時的情狀有規律地推得（圖 5）。 

 

   
圖 5：(𝑛, 𝑚) = (3, 𝑝)時的最多邊數多邊形規律 

 

4. 𝒎𝒊𝒏(𝒏, 𝒎) ≥ 𝟒 
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    因為即將要推廣至所有正整數(𝑛, 𝑚)，我們必須先確定格點多邊形的存在性。 

 

當𝑛為奇數且𝑚為奇數時，(𝑛 + 1)(𝑚 + 1) − 2𝑛 − 2𝑚 − 2 [
𝑛

2
] − 2 [

𝑚

2
] = 𝑛𝑚 + 𝑛 + 𝑚 +

1 − 2𝑛 − 2𝑚 − 𝑛 + 1 − 𝑚 + 1 = 𝑛𝑚 − 2𝑛 − 2𝑚 + 3。 

 

當𝑛為奇數且𝑚為偶數時，(𝑛 + 1)(𝑚 + 1) − 2𝑛 − 2𝑚 − 2 [
𝑛

2
] − 2 [

𝑚

2
] = 𝑛𝑚 + 𝑛 + 𝑚 +

1 − 2𝑛 − 2𝑚 − 𝑛 + 1 − 𝑚 = 𝑛𝑚 − 2𝑛 − 2𝑚 + 2。 

 

當𝑛為偶數且𝑚為奇數時，(𝑛 + 1)(𝑚 + 1) − 2𝑛 − 2𝑚 − 2 [
𝑛

2
] − 2 [

𝑚

2
] = 𝑛𝑚 + 𝑛 + 𝑚 +

1 − 2𝑛 − 2𝑚 − 𝑛 − 𝑚 + 1 = 𝑛𝑚 − 2𝑛 − 2𝑚 + 2。 

 

當𝑛為偶數且𝑚為偶數時，(𝑛 + 1)(𝑚 + 1) − 2𝑛 − 2𝑚 − 2 [
𝑛

2
] − 2 [

𝑚

2
] = 𝑛𝑚 + 𝑛 + 𝑚 +

1 − 2𝑛 − 2𝑚 − 𝑛 − 𝑚 = 𝑛𝑚 − 2𝑛 − 2𝑚 + 1。 

 

所以當𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) ≥ 4時，𝑛𝑚 − 2𝑛 − 2𝑚 + 3 >  𝑛𝑚 − 2𝑛 − 2𝑚 + 2 > 𝑛𝑚 − 2𝑛 − 2𝑚 +

1 ≥ 1，這代表內部格點數恆多於所需格點數。在研究的過程中，我們發現當𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) ≥ 4且

𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) ≥ 5時，有一種作圖法能有效避免三點共線，同時避免遺漏掉可連到的格點，我們

將它稱為格點多邊形的「迂迴作圖法」，以下說明： 

 

    步驟 1：設𝐼 = (1,0)、𝐽 = (0,1)，固定從點(0,1)開始，先沿著−𝐽畫線（圖 6）。 

 

 

圖 6：(0,1)開始沿著−𝐽畫線 

 

    步驟 2：依序沿著𝐼、𝐽、𝐼 − 𝐽、𝐼畫線，畫到第𝑎個𝐼後，接著沿著−(𝑎 − 1)𝐼 + 𝐽和𝑎𝐼 − 𝐽畫

線，再換下一個𝐼，直到畫到(𝑛, 0)為止（圖 7）。 

 

 
圖 7：𝑛 = 5時的示意圖 

 



6 
 

    步驟 3：作圖規律改成畫𝐽、−𝐼、𝐼 + 𝐽、𝐽，往後畫到第𝑏個𝐽就接著沿著−(𝑏 − 1)𝐽 − 𝐼和𝑏𝐽 +

𝐼畫線，直到畫到(𝑛, 𝑚)（圖 8）。 

 

 
圖 8：𝑛 = 5、𝑚 = 4時的示意圖 

 

    步驟 4：作圖規律改成畫−𝐼、−𝐽、−𝐼+𝐽、−𝐼，往後畫到第𝑐個−𝐼就接著沿著(𝑐 − 1)𝐼 − 𝐽

和−𝑐𝐼 + 𝐽畫線，再畫下一個−𝐼，直到畫到(0, 𝑚)（圖 9）。 

 

 
圖 9：𝑛 = 5、𝑚 = 4時的示意圖 

 

    步驟 5：作圖規律改成畫−𝐽、+𝐼、−𝐼 + 𝐽、−𝐽，往後畫到第𝑑個−𝐽就接著沿著(𝑑 − 1)𝐽 + 𝐼

和−𝑑𝐽 − 𝐼畫線，再畫下一個−𝐽，直到畫到(0,2)（圖 10）。 

 

 
圖 10：𝑛 = 5、𝑚 = 4時的示意圖 

 

    步驟 6：接下來最外層的點會優先選擇，並且取點方向從剛開始的逆時針變為順時針，往

後每碰到最下方的點，取點方向便改變（圖 11）。每當取到某一點會三點共線時，則如同最

外圈的畫法，向內一層，先取離那一點最遠，但𝑥坐標和𝑦坐標至少一個為1的格點連線，再連

接那一點（圖 12），重複步驟 2至 5，由外而內迂迴延伸，可得最多邊數的格點多邊形。 
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圖 11：𝑛 = 5、𝑚 = 4時的示意圖 

 

 
圖 12：𝑛 = 6、𝑚 = 5時的示意圖（紅線為原本應畫的線段、綠線為避免三點共線的線段） 

 

    最後討論唯一的特例：當𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) = 𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) = 4時，雖然內部格點比所需格點多一

個，但正因為只多了一個，因此在連線時無法避免三點共線，所以必有： 

𝑳𝑬𝑫(𝟒, 𝟒) = 𝟐𝟒 

 

而當𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) ≥ 4且𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) ≥ 5時，由迂迴作圖法可知： 

𝑳𝑬𝑫(𝒏, 𝒎) = 𝟒

+ [
𝟐 𝒎𝒊𝒏(𝒏, 𝒎)

𝒎𝒊𝒏(𝒏, 𝒎) + 𝟐
] ((𝒏 + 𝟏)(𝒎 + 𝟏) − 𝟒 − 𝟐 [

𝟒

𝒎𝒊𝒏(𝒏, 𝒎) + 𝟐
]

− [
𝟖

𝒎𝒊𝒏(𝒏, 𝒎) + 𝟒
] [

𝟐𝒎𝒊𝒏(𝒏, 𝒎)

𝒎𝒊𝒏(𝒏, 𝒎) + 𝟒
]) 

 

（二）極小值 

 

    因為最小格點多邊形為三邊長1 − 1 − √2的三角形，且(𝑛, 𝑚) = (1,1)的範圍即可畫出，因

此與(𝑛, 𝑚)並不相關，無討論必要。意即： 

𝑺𝑬𝑫(𝒏, 𝒎) = 𝟑 

 

二、坐標平面上特定矩形範圍內有足夠格點連成格點多邊形的條件式 

 

由上論述可知，當𝑘 > 𝐿𝐸𝐷(𝑛, 𝑚)時，(𝑛, 𝑚)範圍內便畫不出格點𝑘邊形，因此我們可利用

高斯記號建構一個非0即1的函數𝐽𝑀(𝑘, 𝑛, 𝑚)，當𝐽𝑀(𝑘, 𝑛, 𝑚) = 1就表示(𝑛, 𝑚)範圍可畫出格點
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𝑘邊形；而當𝐽𝑀(𝑘, 𝑛, 𝑚) = 0就表示(𝑛, 𝑚)範圍內畫不出格點𝑘邊形。此即： 

𝑱𝑴(𝒌, 𝒏, 𝒎) = [
𝟐𝒌

𝑳𝑬𝑫(𝒏, 𝒎) + 𝒌
] 

 

三、坐標平面上特定矩形範圍內的格點多邊形之面積極值 

 

（一）極大值 

 

由於本研究探討的範圍包括凹多邊形，且並未分別計算各頂點的坐標，因此常用來計算

多邊形面積的「測量師公式」或「Pick定理」[7]在此並不適用。不難得知𝐿𝐴𝑅(3, 𝑛, 𝑚) =
𝑛𝑚

2
、

𝐿𝐴𝑅(4, 𝑛, 𝑚) = 𝑛𝑚。往後𝑘每增加1，𝐿𝐴𝑅(𝑘, 𝑛, 𝑚)便減
1

2
（圖13），因此當𝑘 ≥ 4時，𝐿𝐴𝑅(𝑘, 𝑛, 𝑚) =

𝑛𝑚 −
𝑘−4

2
，又當𝑘 = 3時，𝐿𝐴𝑅(3, 𝑛, 𝑚) = 𝑛𝑚 −

𝑘−4

2
−

𝑛𝑚

2
+

𝑘−4

2
，加上最小範圍限制可得： 

𝑳𝑨𝑹(𝒌, 𝒏, 𝒎) = (𝒏𝒎 −
𝒌 − 𝟒

𝟐
− (

𝒏𝒎 − 𝒌 + 𝟒

𝟐
) [

𝟔

𝒌 + 𝟑
]) × 𝑱𝑴(𝒌, 𝒏, 𝒎) 

 

    

圖 13：𝑘 = 5至8的𝐿𝐴𝑅示意圖（紅色三角形為被刪除的部分） 

 

（二）極小值 

 

    最小的格點多邊形是三邊長為1 − 1 − √2的三角形，我們發現此增加方式能有規律的在

增加一個三角形時增加一個邊（圖 14），由此可知當𝑘每增加1時，𝑆𝐴𝑅(𝑘)便會增加
1

2
，且

𝑆𝐴𝑅(3) =
1

2
，這與(𝑛, 𝑚)之值無關，因此可得： 

𝑺𝑨𝑹(𝒌, 𝒏, 𝒎) =
𝟏

𝟐
+

𝟏

𝟐
(𝒌 − 𝟑) =

𝒌 − 𝟐

𝟐
 

 

      
圖 14：最小格點三～八邊形（紅色三角形為新增的部分） 
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四、坐標平面上特定矩形範圍內的格點多邊形之周長極值 

 

（一）極大值 

 

1. 𝒌 = 𝟑的情況 

 

因為不存在凹三角形，且周長最長的三角形（圖 15），任兩頂點的曼哈頓距離和[8]（維

基百科，2019）與方形任兩相鄰頂點的曼哈頓距離和必相等，因此必至少一頂點位於方形區

域的頂點上，另外兩頂點則在方形區域對頂點的鄰邊上，如圖，若固定𝐸𝐶̅̅ ̅̅，則當點𝐹越接近點

𝐵時，∠𝐸𝐹𝐶就越小，𝐸𝐹̅̅ ̅̅ + 𝐹𝐶̅̅̅̅就越大，因此點𝐹與點𝐵重合時，𝐸𝐹̅̅ ̅̅ + 𝐹𝐶̅̅̅̅有極大值，參考「等底

等高的三角形中，等腰三角形的周長最短的證明法」[9]的推導方式（圖 16），可知當點𝐸與

點𝐴重合時，𝐸𝐶̅̅ ̅̅ + 𝐸𝐹̅̅ ̅̅ 有極大值，因此可得： 

𝑳𝑷𝑴(𝟑, 𝒏, 𝒎) = (𝒏 + 𝒎 + √𝒏𝟐 + 𝒎𝟐) × 𝑱𝑴(𝒌, 𝒏, 𝒎) 

 

 
圖 15：證明示意圖 

 

 
圖 16：證明示意圖 

 

2. 𝒌 = 𝟒的情況 

 

    四邊形的最大周長是整個研究中討論最複雜的情況。當𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) = 1時，𝐿𝑃𝑀(4, 𝑛, 𝑚) =
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2𝑛 + 2𝑚，但是考慮到凹四邊形周長有可能比矩形範圍的周長更長。為了維持凹四邊形的曼哈

頓距離及周長最長，根據𝐿𝑃𝑀(3, 𝑛, 𝑚)的推導過程可知，周長最長凹四邊形的一邊必為矩形範

圍的對角線，一頂點位於短邊上，剩餘一頂點則必須位於另外三頂點圍成的三角形內部。以

(3,2)為例，我們發現共有二種凹四邊形周長可能最長（圖 17）。 

 

  
圖 17：(3,2)範圍內的凹四邊形示意圖 

 

    我們將上述第一種凹四邊形命名為𝐷1，其周長𝐷1(𝑛, 𝑚)為： 

𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚)  + √𝑛2 + 𝑚2 + √(𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚)  − [
𝑚𝑎𝑥(𝑛,𝑚) 

𝑚𝑖𝑛(𝑛,𝑚) 
] − 1)

2

+ 1 +

√(𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚)  − [
𝑚𝑎𝑥(𝑛,𝑚) 

𝑚𝑖𝑛(𝑛,𝑚) 
] − 1)

2

+ (𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚)  − 1)2  

 

    再將第二種凹四邊形命名為𝐷2，其周長𝐷2(𝑛, 𝑚)為： 

 √𝑛2 + 𝑚2 + √𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚)2 + (− [−
𝑚𝑎𝑥(𝑛,𝑚) 

[
𝑚𝑎𝑥(𝑛,𝑚) 

𝑚𝑖𝑛(𝑛,𝑚) 
]+1

] − 1)

2

+

√(𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) − [
𝑚𝑎𝑥(𝑛,𝑚)

𝑚𝑖𝑛(𝑛,𝑚)
] − 1)

2
+ (𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚)  − 1)2 +

√(𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) − [
𝑚𝑎𝑥(𝑛,𝑚)

𝑚𝑖𝑛(𝑛,𝑚)
] − 1)

2
+ (− [−

𝑚𝑎𝑥(𝑛,𝑚) 

[
𝑚𝑎𝑥(𝑛,𝑚) 

𝑚𝑖𝑛(𝑛,𝑚) 
]+1

] − 2)

2

 

 

    首先探討𝑛 = 𝑚的情況。不失一般性設𝑛 = 𝑚 = 𝑎(𝑎 ∈ 𝑁且𝑎 ≥ 2)，由於 

𝐷1(𝑛, 𝑚) − 2𝑛 − 2𝑚

= 𝑎 + √2𝑎2 + √(𝑎 − [
𝑎

𝑎
] − 1)

2

+ 1 + √(𝑎 − [
𝑎

𝑎
] − 1)

2

+ (𝑎 − 1)2 − 2𝑎 − 2𝑎

= 𝑎√2 − 3𝑎 + √(𝑎 − 2)2 + 1 + √(𝑎 − 2)2 + (𝑎 − 1)2 

 

    將其對𝑎取導數微分後可得 
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𝑑

𝑑𝑎
(𝑎√2 + √(𝑎 − 2)2 + 1 + √(𝑎 − 2)2 + (𝑎 − 1)2 − 3𝑎)

=
𝑎 − 2

√𝑎(𝑎 − 4) + 5
+

2𝑎 − 3

√2(𝑎 − 3) + 5
+ √2 − 3

=
𝑎 − 2 + (√2 − 1)√𝑎(𝑎 − 4) + 10

√𝑎(𝑎 − 4) + 5
+

2𝑎 − 3 − 2√2(𝑎 − 3) + 5

√2(𝑎 − 3) + 5
 

 

    若 2𝑎 − 3 − 2√2(𝑎 − 3) + 5 ≥ 0 ， 則 4𝑎2 − 12𝑎 + 9 ≥ 8𝑎 − 4 ⇒ 𝑎 ≥
5+√3

2
> 4 ∨ 2 >

5−√3

2
≥ 𝑎（不合）。因為當𝑎 = 5時，𝑎√2 − 3𝑎 + √(𝑎 − 2)2 + 1 + √(𝑎 − 2)2 + (𝑎 − 1)2 > 0；

且當𝑎 ≥ 5時，𝑎 − 3 > 𝑎 − 4 > 0，又𝑎 >
5+√3

2
⇒

𝑎−2

√𝑎(𝑎−4)+5
+

2𝑎−3

√2(𝑎−3)+5
+ √2 − 3 > 0，所以當

𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) ≥ 5，周長最大的格點四邊形周長必不為2𝑛 + 2𝑚。 

 

接著分別討論𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) = 2或3或4的情況。 

 

不失一般性設𝑚 = 2、𝑛 = 𝑎(𝑎 ∈ 𝑁且𝑎 ≥ 2)，則 

𝐷1(𝑛, 𝑚) − 2𝑛 − 2𝑚 = 𝑎 + √𝑎2 + 4 + √(𝑎 − [
𝑎

2
] − 1)

2

+ 1 + √(𝑎 − [
𝑎

2
] − 1)

2

+ 1 − 4 − 2𝑎

= √𝑎2 + 4 + 2√(𝑎 − [
𝑎

2
] − 1)

2

+ 1 − 4 − 𝑎

≥ √𝑎2 + 4 + 2√(
𝑎

2
− 1)

2

+ 1 − 4 − 𝑎 

 

    將其對𝑎取導數微分後可得 

𝑑

𝑑𝑎
(√𝑎2 + 4 + 2√(

𝑎

2
− 1)

2

+ 1 − 4 − 𝑎) =
𝑎 − 2

√𝑎2 − 4𝑎 + 8
+

𝑎

√𝑎2 + 4 
− 1

=
𝑎 − 2 −

√𝑎(𝑎 − 4) + 8
2

√𝑎(𝑎 − 4) + 8
+

𝑎 −
√𝑎2 + 4

2

√𝑎2 + 4 
 

 

若𝑎 −
√𝑎2+4

2
≥ 0，則𝑎2 ≥

𝑎2

4
+ 1 ⇒ 𝑎2 ≥ 3 ⇒ 𝑎 ≥ √3 > 1 ∨ 0 > −√3 ≥ 𝑎（不合）。若𝑎 −

2 −
√𝑎(𝑎−4)+8

2
≥ 0，則𝑎2 − 4𝑎 + 4 ≥

𝑎2

4
− 𝑎 + 2 ⇒ 3𝑎2 − 12𝑎 − 8 ≥ 0 ⇒ 𝑎 ≥

6−2√15

3
> 4 ∨ 0 >



12 
 

6−2√15

3
≥ 𝑎（不合）。因為當𝑎 = 5，則√𝑎2 + 4 + 2√(

𝑎

2
− 1)

2
+ 1 − 4 − 𝑎 > 0；且當 𝑎 ≥ 5時，

𝑎 > √3且 𝑎 >
6+2√15

3
且 𝑎 − 4 > 0 ⇒

𝑎−2

√𝑎2−4𝑎+8
+

𝑎

√𝑎2+4 
− 1 > 0，所以當 𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) = 2且

𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) ≥ 5時，周長最大的格點四邊形周長必不為2𝑛 + 2𝑚。 

 

    不失一般性設𝑚 = 3、𝑛 = 𝑎(𝑎 ∈ 𝑁且𝑎 ≥ 3)，則 

𝐷1(𝑛, 𝑚) − 2𝑛 − 2𝑚 = 𝑎 + √𝑎2 + 9 + √(𝑎 − [
𝑎

3
] − 1)

2

+ 1 + √(𝑎 − [
𝑎

3
] − 1)

2

+ 4 − 6 − 2𝑎

= √𝑎2 + 9 + √(𝑎 − [
𝑎

3
] − 1)

2

+ 1 + √(𝑎 − [
𝑎

3
] − 1)

2

+ 4 − 6 − 𝑎

≥ √𝑎2 + 9 + √(
2𝑎

3
− 1)

2

+ 1 + √(
2𝑎

3
− 1)

2

+ 4 − 6 − 𝑎 

 

    將其對𝑎取導數微分後可得 

𝑑

𝑑𝑎
(√𝑎2 + 9 + √(

2𝑎

3
− 1)

2

+ 1 + √(
2𝑎

3
− 1)

2

+ 4 − 6 − 𝑎)

=
𝑎

√𝑎2 +  9
 +

4𝑎 − 6

3√4𝑎(𝑎 − 3) + 18
+

4𝑎 − 6

3√4(𝑎 − 3)𝑎 + 45
− 1

=
𝑎 −

2
3 √𝑎2 + 9

√𝑎2 + 9
+

4𝑎 − 6 − √4𝑎(𝑎 − 3) + 18

3√4𝑎(𝑎 − 3) + 18
 +

2(2𝑎 − 3)

3√4(𝑎 − 3)𝑎 + 45
 

 

    若𝑎 −
2

3
√𝑎2 + 9 ≥ 0，則𝑎2 ≥

4𝑎2

9
+ 4 ⇒

5𝑎2

9
≥ 4 ⇒ 𝑎2 ≥

36

5
⇒ 𝑎 ≥

6

√5
> 2 ∨ 0 > −

6

√5
≥ 𝑎

（不合）。若4𝑎 − 6 − √4𝑎(𝑎 − 3) + 18 ≥ 0 ⇒ 16𝑎2 − 48𝑎 + 36 ≥ 4𝑎2 − 12𝑎 + 18 ⇒ 6𝑎2 −

18𝑎 + 9 ≥ 0 ⇒ 𝑎 ≥
18+7√2

12
> 2 ∨ 1 >

18−7√2

12
≥ 𝑎（不合）。因為當 𝑎 = 5時， √𝑎2 + 9 +

√(
2𝑎

3
− 1)

2
+ 1 + √(

2𝑎

3
− 1)

2
+ 4 − 6 − 𝑎 > 0，且當𝑎 ≥ 5時，𝑎 >

6

√5
且𝑎 >

18±7√2

12
且2𝑎 − 3 >

𝑎 − 3 > 0 ⇒
𝑎

√𝑎2+ 9
 +

4𝑎−6

3√4𝑎(𝑎−3)+18
+

4𝑎−6

3√4(𝑎−3)𝑎+45
− 1 > 0 ， 所 以 若 𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) = 3 且

𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) ≥ 5時，周長最大的格點四邊形周長必不為2𝑛 + 2𝑚。 

 

    不失一般性設𝑚 = 4、𝑛 = 𝑎(𝑎 ∈ 𝑁且𝑎 ≥ 4)，則 
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𝐷1(𝑛, 𝑚) − 2𝑛 − 2𝑚 = 𝑎 + √𝑎2 + 16 + √(𝑎 − [
𝑎

4
] − 1)

2

+ 1 + √(𝑎 − [
𝑎

4
] − 1)

2

+ 9 − 8 − 2𝑎

= √𝑎2 + 16 + √(𝑎 − [
𝑎

4
] − 1)

2

− 1 + √(𝑎 − [
𝑎

4
] − 1)

2

+ 9 − 8 − 𝑎

> √𝑎2 + 16 + √(
3𝑎

4
− 1)

2

− 1 + √(
3𝑎

4
− 1)

2

+ 9 − 8 − 𝑎 

 

    將其對𝑎取導數微分後可得 

𝑑

𝑑𝑎
(√𝑎2 + 16 + √(

3𝑎

4
− 1)

2

− 1 + √(
3𝑎

4
− 1)

2

+ 9 − 8 − 𝑎)

=
𝑎

√𝑎2 + 16
+

3(3𝑎 − 4)

4√3(3𝑎 − 8 ) + 160
+

√3(3𝑎 − 4)

4√𝑎(3𝑎 − 8)
 −  1

=
𝑎

√𝑎2 + 16
 +

3(3𝑎 − 4)

4√3(3𝑎 − 8) + 160
+

√3(3𝑎 − 4)

4√𝑎(3𝑎 − 8)

=
𝑎 −

3√𝑎2 + 16
4

 √𝑎2  +  16
 +

9𝑎 − 12 − √3(3𝑎 − 8) + 160

4√3(3𝑎 − 8) + 160
+

√3(3𝑎 − 4)

4√𝑎(3𝑎 − 8)
 

 

    若𝑎 −
3√𝑎2+16

4
≥ 0，則16𝑎2 ≥ 9𝑎2 + 144 ⇒ 𝑎2 ≥

144

7
⇒ 𝑎 ≥

12

√7
> 4 ∨ 0 > −

12

√7
≥ 𝑎（不合）。

若 9𝑎 − 12 − √3(3𝑎 − 8) + 160 ≥ 0 ， 則 81𝑎2 − 216𝑎 + 144 ≥ 9𝑎 − 24 + 160 ⇒ 81𝑎2 −

225𝑎 + 8 ≥ 0 ⇒ 𝑎 ≥
25+√593

18
> 2 ∨ 1 >

25−√593

18
≥ 𝑎（不合）。因為當𝑎 = 5時，√𝑎2 + 16 +

√(
3𝑎

4
− 1)

2
− 1 + √(

3𝑎

4
− 1)

2
+ 9 − 8 − 𝑎 > 0，且當𝑎 ≥ 5時，3𝑎 − 4 > 3𝑎 − 8 > 0且𝑎 >

12

√7
且

𝑎 >
25+√593

18
⇒

𝑎

√𝑎2 + 16
 +

3(3𝑎−4)

4√3(3𝑎−8)+160
+

√3(3𝑎−4)

4√𝑎(3𝑎−8)
− 1 > 0 ， 所 以 若 𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) = 4 且

𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) ≥ 5時，周長最大的格點四邊形周長必不為2𝑛 + 2𝑚。 

 

    由上可知，當𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) ≥ 5，也就是[
2𝑚𝑎𝑥(𝑛,𝑚)

𝑚𝑎𝑥(𝑛,𝑚)+5
] = 1時，周長最大的格點四邊形周長必

不為2𝑛 + 2𝑚。 

 

    接著比較𝐷1與𝐷2兩種凹四邊形周長的大小。 
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    不失一般性設𝑛 = 𝑚 = 𝑎(𝑎 ∈ 𝑁且𝑎 ≥ 2)，則 

𝐷2(𝑛, 𝑚) − 𝐷1(𝑛, 𝑚)

= √𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚)2 + (− [−
𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) 

[
𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) 
𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) 

] + 1
] − 1)

2

+ √(𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) − [
𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚)

𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚)
] − 1)

2

+ (− [−
𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) 

[
𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) 
𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) 

] + 1
] − 2)

2

− 𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) − √(𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚)  − [
𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) 

𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) 
] − 1)

2

+ 1

= √𝑎2 + (− [−
𝑎

2
] − 1)

2

+ √(𝑎 − 2)2 + (− [−
𝑎

2
] − 2)

2

− 𝑎 − √(𝑎 − 2)2 + 1

≥ √𝑎2 + (
𝑎

2
− 1)

2

+ √(𝑎 − 2)2 + (
𝑎

2
− 2)

2

− 𝑎 − √(𝑎 − 2)2 + 1 

 

    將其對𝑎取導數微分後可得 

𝑑

𝑑𝑎
(√𝑎2 + (

𝑎

2
− 1)

2

+ √(𝑎 − 2)2 + (
𝑎

2
− 2)

2

− 𝑎 − √(𝑎 − 2)2 + 1)

=
2 − 𝑎

√𝑎2 − 4 𝑎 + 5
 +

5𝑎 − 12

2√5𝑎2 − 24𝑎 + 32
+

5𝑎 − 2

2√5𝑎2 − 4 𝑎 + 4
− 1

=
5𝑎 − 12 − 2√5𝑎2 − 24 𝑎 + 32

2√𝑎(5𝑎 − 24) + 32

+
(5𝑎 − 2)√𝑎2 − 4𝑎 + 5 − 2(𝑎 − 2)√5𝑎2 − 4𝑎 + 4

2√𝑎(𝑎 − 4) + 5√𝑎(5𝑎 − 4) + 4
 

 

    若 5𝑎 − 12 − 2√5𝑎2 − 24𝑎 + 32 ≥ 0 ， 則 25𝑎2 − 120𝑎 + 144 ≥ 20𝑎2 − 96𝑎 + 128 ⇒

5𝑎2 − 24𝑎 + 16 ≥ 0 ⇒ (5𝑎 − 4)(𝑎 − 4) ≥ 0 ⇒ 𝑎 = 𝑎 ≥ 4 ∨ 1 >
4

5
≥ 𝑎（不合）。若 (5𝑎 −

2)√𝑎2 − 4𝑎 + 5 − (𝑎 − 2)√5𝑎2 − 4𝑎 + 4 ≥ 0 ， 則
5𝑎−2

𝑎−2
≥ 2√

5𝑎2−4 𝑎+4

𝑎2−4 𝑎+5
⇒

25𝑎2−20𝑎+4

𝑎2−4𝑎+4
≥

10𝑎2−8𝑎+8

𝑎2−4 𝑎+5
⇒ 15𝑎4 − 72𝑎3 + 129𝑎2 − 52𝑎 − 12 ≥ 0。 
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    上 式 中
𝑑

𝑑𝑎
(15𝑎4 − 72𝑎3 + 129𝑎2 − 52𝑎 − 12) = 60𝑎3 − 216𝑎2 + 258𝑎 − 52 ， 又

𝑑

𝑑𝑎
(60𝑎3 − 216𝑎2 + 258𝑎 − 52) = 180𝑎2 − 432𝑎 + 258 = 180 (𝑎 −

6

5
)

2
−

6

5
。 

 

    當𝑎 >
6

5
+

1

5√6
或𝑎 <

6

5
−

1

5√6
時，180 (𝑎 −

6

5
)

2
−

6

5
> 0，故當𝑎 ≥ 2時，𝑦 = 60𝑎3 − 216𝑎2 +

258𝑎 − 52的函數圖形切線斜率恆正。 

 

    當𝑎 = 2時，60𝑎3 − 216𝑎2 + 258𝑎 − 52 = 80 > 0，且當𝑎 ≥ 2時𝑦 = 60𝑎3 − 216𝑎2 +

258𝑎 − 52的函數圖形切線斜率恆正，所以當𝑎 ≥ 2時，𝑦 = 60𝑎3 − 216𝑎2 + 258𝑎 − 52 > 0 ⇒

𝑦 = 15𝑎4 − 72𝑎3 + 129𝑎2 − 52𝑎 − 12的圖形切線斜率恆正。 

 

    當𝑎 = 2時，15𝑎4 − 72𝑎3 + 129𝑎2 − 52𝑎 − 12 = 64 > 0，且當𝑎 ≥ 2時，15𝑎4 − 72𝑎3 +

129𝑎2 − 52𝑎 − 12的函數圖形切線斜率恆正，所以當𝑎 ≥ 2時，15𝑎4 − 72𝑎3 + 129𝑎2 − 52𝑎 −

12 > 0。 

 

    當𝑎 = 5時√𝑎2 + (
𝑎

2
− 1)

2
+ √(𝑎 − 2)2 + (

𝑎

2
− 2)

2
− 𝑎 − √(𝑎 − 2)2 + 1 ≈ 0.09926 > 0，

且當𝑎 ≥ 5時，5𝑎 − 4 > 5𝑎 − 24 ≥ 𝑎 − 4 > 0，又5𝑎 − 12 − 2√5𝑎2 − 24 𝑎 + 32 > 0且(5𝑎 −

2)√𝑎2 − 4𝑎 + 5 − (𝑎 − 2)√5𝑎2 − 4𝑎 + 4 > 0 ⇒
2−𝑎

√𝑎2−4𝑎+5
 +

5𝑎−12

2√5𝑎2−24𝑎+32
+

5𝑎−2

2√5𝑎2−4𝑎+4
− 1 >

0，所以當𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) ≥ 5時，周長最大的格點四邊形必為𝐷2。 

 

    接著分別討論𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) = 2或3或4的情況。 

 

    當𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) = 2時，不失一般性設𝑚 = 2、𝑛 = 𝑎(𝑎 ∈ 𝑁且𝑎 ≥ 2)，則 

𝐷1(𝑛, 𝑚) = 𝑎 + √𝑎2 + 4 + √(𝑎 − [
𝑎

2
] − 1)

2

+ 1 + √(𝑎 − [
𝑎

2
] − 1)

2

+ 1 

𝐷2(𝑛, 𝑚) = √𝑎2 + 4 + 𝑎 − [
𝑎

2
] − 1 + √(𝑎 − [

𝑎

2
] − 1)

2

+ 1 + √𝑎 + 1 
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𝐷2(𝑛, 𝑚) − 𝐷1(𝑛, 𝑚)

= √𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚)2 + (− [−
𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) 

[
𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) 
𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) 

] + 1
] − 1)

2

+ √(𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) − [
𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚)

𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚)
] − 1)

2

+ (− [−
𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) 

[
𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) 
𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) 

] + 1
] − 2)

2

− 𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) − √(𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚)  − [
𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) 

𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) 
] − 1)

2

+ 1

= √𝑎2 + 4 + 𝑎 − [
𝑎

2
] − 1 + √(𝑎 − [

𝑎

2
] − 1)

2

+ 1 + √𝑎 + 1 − 𝑎 − √𝑎2 + 4

− √(𝑎 − [
𝑎

2
] − 1)

2

+ 1 − √(𝑎 − [
𝑎

2
] − 1)

2

+ 1

= − [
𝑎

2
] − 1 + √𝑎 + 1 − √(𝑎 − [

𝑎

2
] − 1)

2

+ 1

≤ −
𝑎 + 3

2
+ √𝑎 + 1 − √(

𝑎 + 3

2
)

2

+ 1 

 

    將其對𝑎取導數微分後可得 

𝑑

𝑑𝑎
(−

𝑎 + 3

2
+ √𝑎 + 1 − √(

𝑎 + 3

2
)

2

+ 1) =
−𝑎 − 3

2√𝑎2 + 6𝑎 + 13
+

1

2√𝑎 + 1
−

1

2

=
−𝑎 − 3

2√𝑎2 + 6𝑎 + 13
+

1 − √𝑎 + 1

2√𝑎 + 1
 

 

若 1 − √𝑎 + 1 ≥ 0，則 𝑎 + 1 ≥ 1 ⇒ 𝑎 ≥ 0。因為當 𝑎 = 2時， − [
𝑎

2
] − 1 + √𝑎 + 1 −

√(𝑎 − [
𝑎

2
] − 1)

2
+ 1 < 0，且

−𝑎−3

2√𝑎2+6𝑎+13
+

1−√𝑎+1

2√𝑎+1
< 0，且1 − √𝑎 + 1 < 0。當𝑎 > 2時，1 −

√𝑎 + 1 < 0 ⇒
−𝑎−3

2√𝑎2+6𝑎+13
+

1−√𝑎+1

2√𝑎+1
⇒ − [

𝑎

2
] − 1 + √𝑎 + 1 − √(𝑎 − [

𝑎

2
] − 1)

2
+ 1 < 0，所以當

𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) = 2時，周長最大格點四邊形必為𝐷1。 
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    當𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) = 3時，不失一般性設𝑚 = 3、𝑛 = 𝑎(𝑎 ∈ 𝑁且𝑎 ≥ 3)，則 

𝐷1(𝑛, 𝑚) = 𝑎 + √𝑎2 + 9 + √(𝑎 − [
𝑎

3
] − 1)

2

+ 1 + √(𝑎 − [
𝑎

3
] − 1)

2

+ 4 

𝐷2(𝑛, 𝑚) = √𝑎2 + 9 + √𝑎2 + (− [−
𝑎 

[
𝑎
3

] + 1
] − 1)

2

+ √(𝑎 − [
𝑎

3
] − 1)

2

+ 4

+ √(𝑎 − [
𝑎

3
] − 1)

2

+ (− [−
𝑎 

[
𝑎
3

] + 1
] − 2)

2

 

 

𝐷2(𝑛, 𝑚) − 𝐷1(𝑛, 𝑚)

= √𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚)2 + (− [−
𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) 

[
𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) 
𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) 

] + 1
] − 1)

2

+ √(max(𝑛, 𝑚) − [
max(𝑛, 𝑚)

min(𝑛, 𝑚)
] − 1)

2

+ (− [−
𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) 

[
𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) 
𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) 

] + 1
] − 2)

2

− 𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) − √(𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚)  − [
𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) 

𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) 
] − 1)

2

+ 1 

                           = √𝑎2 + 9 + √𝑎2 + (− [−
𝑎 

[
𝑎
3

] + 1
] − 1)

2

+ √(𝑎 − [
𝑎

3
] − 1)

2

+ 4

+ √(𝑎 − [
𝑎

3
] − 1)

2

+ (− [−
𝑎 

[
𝑎
3

] + 1
] − 2)

2

− 𝑎 − √𝑎2 + 9

− √(𝑎 − [
𝑎

3
] − 1)

2

+ 1 − √(𝑎 − [
𝑎

3
] − 1)

2

+ 4 
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                          = √𝑎2 + (− [−
𝑎 

[
𝑎
3

] + 1
] − 1)

2

+ √(𝑎 − [
𝑎

3
] − 1)

2

+ (− [−
𝑎 

[
𝑎
3

] + 1
] − 2)

2

− 𝑎

− √(𝑎 − [
𝑎

3
] − 1)

2

+ 1

≤ √𝑎2 + (
𝑎 

𝑎
3

+ 1
− 1)

2

+ √(
2𝑎

3
− 1)

2

+ (
𝑎 

𝑎
3

+ 1
− 2)

2

− 𝑎 − √(
2𝑎 

3 
− 1)

2

+ 1

= √𝑎2 + (
2𝑎 − 3 

𝑎 + 3
)

2

+ √(
2𝑎 − 3

3
)

2

+ (
𝑎 − 6

𝑎 + 3
)

2

− 𝑎 − √(
2𝑎 − 3

3
)

2

+ 1 

    將其對𝑎取導數微分後可得 

𝑑

𝑑𝑎
(√𝑎2 + (

2𝑎 − 3 

𝑎 + 3
)

2

+ √(
2𝑎 − 3

3
)

2

+ (
𝑎 − 6

𝑎 + 3
)

2

− 𝑎 − √(
2𝑎 − 3

3
)

2

+ 1)

=
81(𝑎 − 6) + (𝑎 + 3)3(4𝑎 − 6)

(3𝑎 + 9)√4𝑎4 + 12𝑎3 − 18𝑎2 − 162𝑎 + 405

+
(𝑎 + 3)3𝑎 + 9 (2𝑎 − 3)

(𝑎 + 3)√𝑎4 + 6𝑎3 + 13𝑎2 − 12𝑎 + 9
 −

2𝑎 − 3

3√4𝑎2 − 12𝑎 + 18
−  1  

 

若
81(𝑎−6)+(𝑎+3)3(4𝑎−6)

(3𝑎+9)√4𝑎4+12𝑎3−18𝑎2−162𝑎+405
+

(𝑎+3)3𝑎+9 (2𝑎−3)

(𝑎+3)√𝑎4+6𝑎3+13𝑎2−12𝑎+9
 −

2𝑎−3

3√4𝑎2−12𝑎+18
−  1 ≥ 0，則𝑎 >

1.1 > 1 ∨ −5 > −5.82 > 𝑎 （ 不 合 ） 。 因 為 當 𝑎 = 5 時 ， √𝑎2 + (− [−
𝑎 

[
𝑎

3
]+1

] − 1)

2

+

√(𝑎 − [
𝑎

3
] − 1)

2
+ (− [−

𝑎 

[
𝑎

3
]+1

] − 2)

2

− 𝑎 − √(𝑎 − [
𝑎

3
] − 1)

2
+ 1 ≈ 0.38517 > 0 ， 且

81(𝑎−6)+(𝑎+3)3(4𝑎−6)

(3𝑎+9)√4𝑎4+12𝑎3−18𝑎2−162𝑎+405
+

(𝑎+3)3𝑎+9 (2𝑎−3)

(𝑎+3)√𝑎4+6𝑎3+13𝑎2−12𝑎+9
 −

2𝑎−3

3√4𝑎2−12𝑎+18
−  1 ≈ 12.03333 > 0，

且當𝑎 > 5時，
81(𝑎−6)+(𝑎+3)3(4𝑎−6)

(3𝑎+9)√4𝑎4+12𝑎3−18𝑎2−162𝑎+405
+

(𝑎+3)3𝑎+9 (2𝑎−3)

(𝑎+3)√𝑎4+6𝑎3+13𝑎2−12𝑎+9
 −

2𝑎−3

3√4𝑎2−12𝑎+18
−  1 >

0，所以當𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) = 3且𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) > 5時，周長最大的格點四邊形周長必為𝐷2。 

 

    當𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) = 4時，不失一般性設𝑚 = 4、𝑛 = 𝑎(𝑎 ∈ 𝑁且𝑎 ≥ 4)，則 

𝐷1(𝑛, 𝑚) = 𝑎 + √𝑎2 + 16 + √(𝑎 − [
𝑎

4
] − 1)

2

+ 1 + √(𝑎 − [
𝑎

4
] − 1)

2

+ 9 



19 
 

𝐷2(𝑛, 𝑚) = √𝑎2 + 16 + √𝑎2 + (− [−
𝑎 

[
𝑎
4

] + 1
] − 1)

2

+ √(𝑎 − [
𝑎

4
] − 1)

2

+ 4

+ √(𝑎 − [
𝑎

4
] − 1)

2

+ (− [−
𝑎 

[
𝑎
4

] + 1
] − 2)

2

 

 

𝐷2(𝑛, 𝑚) − 𝐷1(𝑛, 𝑚)

= √𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚)2 + (− [−
𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) 

[
𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) 
𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) 

] + 1
] − 1)

2

 

+ √(𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) − [
𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚)

𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚)
] − 1)

2

+ (− [−
𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) 

[
𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) 
𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) 

] + 1
] − 2)

2

− 𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) − √(𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚)  − [
𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) 

𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) 
] − 1)

2

+ 1

= √𝑎2 + (− [−
𝑎 

[
𝑎
4

] + 1
] − 1)

2

+ √(𝑎 − [
𝑎

4
] − 1)

2

+ (− [−
𝑎 

[
𝑎
4

] + 1
] − 2)

2

− 𝑎

− √(𝑎 − [
𝑎

4
] − 1)

2

+ 1

≥ √𝑎2 + (
𝑎 

𝑎
4

+ 1
− 1)

2

+ √(
3𝑎

4
− 1)

2

+ (
𝑎 

𝑎
4

+ 1
− 2)

2

− 𝑎 − √(
3𝑎 

4
− 1)

2

+ 1

= √𝑎2 + (
3𝑎 − 4 

𝑎 + 4
)

2

+ √(
3𝑎 − 4

4
)

2

+ (
2𝑎 − 8

𝑎 + 4
)

2

− 𝑎 − √(
3𝑎 − 4

4
)

2

+ 1 

 

    將其對𝑎取導數微分後可得 
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𝑑

𝑑𝑎
(√𝑎2 + (

3𝑎 − 4 

𝑎 + 4
)

2

+ √(
3𝑎 − 4

4
)

2

+ (
2𝑎 − 8

𝑎 + 4
)

2

− 𝑎 − √(
3𝑎 − 4

4
)

2

+ 1)

=
512(𝑎 − 4) + 9𝑎(𝑎 + 4)3 − 12(𝑎 + 4)3

4(𝑎 + 4)2√9𝑎4 + 48𝑎3 + 32𝑎2 − 768𝑎 + 1280

+
𝑎(𝑎 + 4)3 + 16(3𝑎 − 4)

(𝑎 + 4)2√𝑎4 + 8𝑎3 + 25𝑎2 − 24𝑎 + 16
−

3(3𝑎 − 4)

4√9𝑎2 − 24𝑎 + 32
− 1  

 

若
512(𝑎−4)+9𝑎(𝑎+4)3−12(𝑎+4)3

4(𝑎+4)2√9𝑎4+48𝑎3+32𝑎2−768𝑎+1280
+

𝑎(𝑎+4)3+16(3𝑎−4)

(𝑎+4)2√𝑎4+8𝑎3+25𝑎2−24𝑎+16
−

3(3𝑎−4)

4√9𝑎2−24𝑎+32
− 1 ≥ 0，則

15 > 14.27 > 𝑎 > 4.38 > 4 ∨ 𝑎 < −8.27 < −8 （ 不 合 ） 。 若 𝑎 > 14.27 ， 則

512(𝑎−4)+9𝑎(𝑎+4)3−12(𝑎+4)3

4(𝑎+4)2√9𝑎4+48𝑎3+32𝑎2−768𝑎+1280
+

𝑎(𝑎+4)3+16(3𝑎−4)

(𝑎+4)2√𝑎4+8𝑎3+25𝑎2−24𝑎+16
−

3(3𝑎−4)

4√9𝑎2−24𝑎+32
− 1 ≈ 0。又因為當

𝑎 = 5 時 ， √𝑎2 + (− [−
𝑎 

[
𝑎

4
]+1

] − 1)

2

+ √(𝑎 − [
𝑎

4
] − 1)

2
+ (− [−

𝑎 

[
𝑎

4
]+1

] − 2)

2

− 𝑎 −

√(𝑎 − [
𝑎

4
] − 1)

2
+ 1 ≈ 0.385 > 0 ∧

512(𝑎−4)+9𝑎(𝑎+4)3−12(𝑎+4)3

4(𝑎+4)2√9𝑎4+48𝑎3+32𝑎2−768𝑎+1280
+

𝑎(𝑎+4)3+16(3𝑎−4)

(𝑎+4)2√𝑎4+8𝑎3+25𝑎2−24𝑎+16
−

3(3𝑎−4)

4√9𝑎2−24𝑎+32
− 1 ≈ 0.077 > 0 ， 且 當 14.27 > 𝑎 > 5 時 ，

512(𝑎−4)+9𝑎(𝑎+4)3−12(𝑎+4)3

4(𝑎+4)2√9𝑎4+48𝑎3+32𝑎2−768𝑎+1280
+

𝑎(𝑎+4)3+16(3𝑎−4)

(𝑎+4)2√𝑎4+8𝑎3+25𝑎2−24𝑎+16
−

3(3𝑎−4)

4√9𝑎2−24𝑎+32
− 1 > 0，且當𝑎 >

14.27時
512(𝑎−4)+9𝑎(𝑎+4)3−12(𝑎+4)3

4(𝑎+4)2√9𝑎4+48𝑎3+32𝑎2−768𝑎+1280
+

𝑎(𝑎+4)3+16(3𝑎−4)

(𝑎+4)2√𝑎4+8𝑎3+25𝑎2−24𝑎+16
−

3(3𝑎−4)

4√9𝑎2−24𝑎+32
− 1 ≈ 0 ⇒

當 𝑎 > 5 時 √𝑎2 + (− [−
𝑎 

[
𝑎

4
]+1

] − 1)

2

+ √(𝑎 − [
𝑎

4
] − 1)

2
+ (− [−

𝑎 

[
𝑎

4
]+1

] − 2)

2

− 𝑎 −

√(𝑎 − [
𝑎

4
] − 1)

2
+ 1 > 0，所以當𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) = 4且𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) > 5時，周長最大的格點四邊形

必為𝐷2。 

 

    綜上所述，當𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) ≥ 5且𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) ≥ 3，也就是[
2𝑚𝑎𝑥(𝑛,𝑚)

𝑚𝑎𝑥(𝑛,𝑚)+5
] [

2𝑚𝑖𝑛(𝑛,𝑚)

𝑚𝑖𝑛(𝑛,𝑚)+3
] = 1時，

周長最大格點四邊形周長為𝐷2。所以有： 
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𝑳𝑷𝑴(𝟒, 𝒏, 𝒎) = (𝟐𝒏 + 𝟐𝒎

+ [
𝟐𝒎𝒂𝒙(𝒏, 𝒎)

𝒎𝒂𝒙(𝒏, 𝒎) + 𝟓
] (𝑫𝟏(𝒏, 𝒎) + [

𝟐𝒎𝒊𝒏(𝒏, 𝒎)

𝒎𝒊𝒏(𝒏, 𝒎) + 𝟑
] (𝑫𝟐(𝒏, 𝒎) − 𝑫𝟏(𝒏, 𝒎))

− 𝟐𝒏 − 𝟐𝒎)) × 𝑱𝑴(𝒏, 𝒎) 

 

3. 𝒌 = 𝟓的情況 

 

周長最長的凸五邊形如圖 18，根據𝐿𝑃𝑀(4, 𝑛, 𝑚)的推導過程可知，凹五邊形的二頂點必

與矩形範圍的頂點重合。 

 
圖 18：周長最長凸五邊形示例（紅色虛線部分必大於實線部分） 

 

    由兩種周長最長的凹四邊形推導可知，周長最長的凹五邊形有下列兩種（圖 19）。 

 

  
圖 19：周長最長五邊形可能的畫法（同色實線部分必大於虛線部分） 

 

    我們將第一種命名為𝐸1，其周長𝐸1(𝑛, 𝑚)為： 

𝑛 + 𝑚 + 𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) + √(𝑛 − 1)2 + (𝑚 − 1)2 + √(𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) − 1)2 + 1 

 

    第二種命名為𝐸2，其周長𝐸2(𝑛, 𝑚)為： 

𝑛 + 𝑚 + √(𝑛 − 1)2 + (𝑚 − 1)2 + √(𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) − 1)2 + (𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) − 2)2

+ √(𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚))
2

+ (𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) − 1)2 

 

    由於周長最長的凸五邊形周長為2𝑛 + 2𝑚 − 2 + √2，且兩種凹五邊形周長皆明顯大於最

大凹多邊形，因此僅需比較兩種凹多邊形的周長長短。 
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    不失一般性設𝑛 = 𝑚 = 𝑎(𝑎 ∈ 𝑁且𝑎 ≥ 2)，則 

𝐸2(𝑛, 𝑚) − 𝐸1(𝑛, 𝑚)

= √(𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) − 1)2 + (𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) − 2)2

+ √(𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚))
2

+ (𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) − 1)2 − 𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) − √(𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) − 1)2 + 1

= √(𝑎 − 1)2 + (𝑎 − 2)2 + √𝑎2 + (𝑎 − 1)2 − 𝑎 − √(𝑎 − 1)2 + 1 

 

    將其對𝑎取導數微分後可得 

𝑑

𝑑𝑎
(√(𝑎 − 1)2 + (𝑎 − 2)2 + √𝑎2 + (𝑎 − 1)2 − 𝑎 − √(𝑎 − 1)2 + 1)

=
2𝑎 − 3

√2𝑎2 − 6𝑎 + 5
+

2𝑎 − 1

√2𝑎2 − 𝑎 + 1
− 1 −

𝑎 − 1

√𝑎2 − 2𝑎 + 2

=
2𝑎 − 3 − √2𝑎2 − 6𝑎 + 5

√2𝑎2 − 6𝑎 + 5
+

(2𝑎 − 1)√𝑎2 − 2𝑎 + 2 − (𝑎 − 1)√2𝑎2 − 𝑎 + 1

√2𝑎2 − 𝑎 + 1√𝑎2 − 2𝑎 + 2
 

 

    若 2𝑎 − 3 − √2𝑎2 − 6𝑎 + 5 ≥ 0，則 2𝑎 − 3 ≥ √2𝑎2 − 6𝑎 + 5 ⇒ 4𝑎2 − 12𝑎 + 9 ≥ 2𝑎2 −

6𝑎 + 5 ⇒ 2𝑎2 − 6𝑎 + 4 ≥ 0 ⇒ 𝑎2 − 3𝑎 + 2 ≥ 0 ⇒ (𝑎 − 1)(𝑎 − 2) ≥ 0 ⇒ 𝑎 ≥ 2 ∨ 𝑎 ≤ 1 （ 不

合）。若(2𝑎 − 1)√𝑎2 − 2𝑎 + 2 − (𝑎 − 1)√2𝑎2 − 𝑎 + 1 ≥ 0，則(2𝑎 − 1)√𝑎2 − 2𝑎 + 2 ≥ (𝑎 −

1)√2𝑎2 − 𝑎 + 1 ⇒ (4𝑎2 − 4𝑎 + 1)(𝑎2 − 2𝑎 + 2) ≥ (𝑎 − 1)(2𝑎2 − 𝑎 + 1) ⇒ 4𝑎4 − 12𝑎3 +

17𝑎2 − 10𝑎 + 2 ≥ 2𝑎3 − 3𝑎2 + 2𝑎 − 1 ⇒ 4𝑎4 − 14𝑎3 + 20𝑎2 − 12𝑎 + 3 ≥ 0。 

 

    上式中 𝑑

𝑑𝑎
(4𝑎4 − 14𝑎3 + 20𝑎2 − 12𝑎 + 3) = 16𝑎3 − 42𝑎2 + 40𝑎 − 12， 

    又 𝑑

𝑑𝑎
(16𝑎3 − 42𝑎2 + 40𝑎 − 12) = 48𝑎2 − 84𝑎 + 40 = 48 (𝑎 −

7

8
)

2
+

13

4
。 

 

    因為當𝑎 > 1時，48 (𝑎 −
7

8
)

2
+

13

4
> 4 > 0，所以當𝑎 ≥ 2時，𝑦 = 16𝑎3 − 42𝑎2 + 40𝑎 − 12

的圖形切線斜率恆正。 

 

    因為當 𝑎 = 2時， 16𝑎3 − 42𝑎2 + 40𝑎 − 12 = 28 > 0且當 𝑎 ≥ 2時 𝑦 = 16𝑎3 − 42𝑎2 +

40𝑎 − 12的圖形切線斜率恆正，所以當𝑎 ≥ 2時，𝑦 = 16𝑎3 − 42𝑎2 + 40𝑎 − 12 > 0 ⇒ 4𝑎4 −

14𝑎3 + 20𝑎2 − 12𝑎 + 3的圖形切線斜率恆正。 
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    因為當𝑎 = 2時4𝑎4 − 14𝑎3 + 20𝑎2 − 12𝑎 + 3 = 11 > 0，且當𝑎 ≥ 2時，𝑦 = 4𝑎4 − 14𝑎3 +

20𝑎2 − 12𝑎 + 3的圖形切線斜率恆正，所以當𝑎 ≥ 2時，4𝑎4 − 14𝑎3 + 20𝑎2 − 12𝑎 + 3 > 0。 

 

    因為當𝑎 = 3時，√(𝑎 − 1)2 + (𝑎 − 2)2 + √𝑎2 + (𝑎 − 1)2 − 𝑎 − √(𝑎 − 1)2 + 1，且當𝑎 ≥

3時 2𝑎 − 3 − √2𝑎2 − 6𝑎 + 5 ≥ 0 且 (2𝑎 − 1)√𝑎2 − 2𝑎 + 2 − (𝑎 − 1)√2𝑎2 − 𝑎 + 1 ≥ 0 ⇒

2𝑎−3

√2𝑎2−6𝑎+5
+

2𝑎−1

√2𝑎2−𝑎+1
− 1 −

𝑎−1

√𝑎2−2𝑎+2
> 0，所以當𝑎 ≥ 3，也就是[

2𝑚𝑖𝑛(𝑛,𝑚)

𝑚𝑖𝑛(𝑛,𝑚)+3
] = 1時，周長最大

的五邊形必為𝐸2。 

 

    接著討論𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) = 2的情況。 

 

    當𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) = 2時，不失一般性設𝑚 = 2、𝑛 = 𝑎(𝑎 ∈ 𝑁且𝑎 ≥ 2)，則 

𝐸2(𝑛, 𝑚) − 𝐸1(𝑛, 𝑚)

= √(𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) − 1)2 + (𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) − 2)2

+ √(𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚))
2

+ (𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) − 1)2 − 𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) − √(𝑚𝑎𝑥(𝑛, 𝑚) − 1)2 + 1

= 𝑎 − 1 + √𝑎2 + 1 − 𝑎 − √(𝑎 − 1)2 + 1 

= √𝑎2 + 1 − √𝑎2 − 2𝑎 + 2 − 1 

 

    將其對𝑎取導數微分後可得 

𝑑

𝑑𝑎
(√𝑎2 + 1 − √𝑎2 − 2𝑎 + 2 − 1) =

𝑎

√𝑎2 + 1
−

𝑎 − 1

√𝑎2 − 2𝑎 + 2
 

 

    因為 lim
𝑎→∞

𝑎

√𝑎2+1
−

𝑎−1

√𝑎2−2𝑎+2
= 0，且當𝑎 = 2時，√𝑎2 + 1 − √𝑎2 − 2𝑎 + 2 − 1 = √5 − √2 −

1 ≈ −0.178 < 0，所以當𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) = 2，也就是[
2𝑚𝑖𝑛(𝑛,𝑚)

𝑚𝑖𝑛(𝑛,𝑚)+2
] = 1時，周長最大的五邊形必為

𝐸1。綜上可得： 

 𝑳𝑷𝑴(𝟓, 𝒏, 𝒎) = ([
𝟐𝒎𝒊𝒏(𝒏,𝒎)

𝒎𝒊𝒏(𝒏,𝒎)+𝟐
] 𝑬𝟏(𝒏, 𝒎) + [

𝟐𝒎𝒊𝒏(𝒏,𝒎)

𝒎𝒊𝒏(𝒏,𝒎)+𝟑
] (𝑬𝟐(𝒏, 𝒎) − 𝑬𝟏(𝒏, 𝒎))) ×

𝑱𝑴(𝒌, 𝒏, 𝒎) 

 

    由於上述討論方法太過複雜，六邊形以上以周長極值在此暫不討論，留待未來研究其簡

化方式。 

 



24 
 

（二）極小值 

 

通過觀察可發現，周長最小的多邊形之間有特定規律（圖 20），𝑙(1, √2)的數目每四個多

邊形一循環，循環節為3 → 2 → 1 → 0，在八邊形特例之前的7項均符合規律（圖 21），𝑙(1, √2)

的數量為4 + 4 [
𝑘−1

4
] − 𝑘，除了八邊形為特例，因為若依照規律，最小周長的八邊形只能畫成

複雜多邊形[6]（圖 22），而𝑙(0,1)的數量為𝑘 − 𝑙(1, √2)的數量，由此可得： 

𝑺𝑷𝑴(𝒌) = 𝒌 − (𝟒 + 𝟒 [
𝒌 − 𝟏

𝟒
] − 𝒌) + (𝟒 + 𝟒 [

𝒌 − 𝟏

𝟒
] − 𝒌) √𝟐 + [

𝟐𝒌

𝒌 + 𝟖
] [

𝟏𝟔

𝒌 + 𝟖
] (𝟐√𝟐 − 𝟐)

= 𝟐𝒌 − 𝟒 − 𝟒 [
𝒌 − 𝟏

𝟒
] + (𝟒 + 𝟒 [

𝒌 − 𝟏

𝟒
] − 𝒌) √𝟐 + [

𝟐𝒌

𝒌 + 𝟖
] [

𝟏𝟔

𝒌 + 𝟖
] (𝟐√𝟐 − 𝟐) 

 

     
圖 20：最小周長格點9至13邊形示意圖（紅線為前圖刪除部分、綠線為新增部分） 

 

     
圖 21：最小周長格點3至7邊形示意圖（紅線為前圖刪除部分、綠線為新增部分） 

 

  
圖 22：最小周長格點8邊形示意圖（左為複雜多邊形、右為簡單多邊形） 

 

五、坐標平面上特定矩形範圍內的格點多邊形之個數極值 

 

（一）極大值 

 

    這裡我們採用反面扣除法來計算。在(𝑛, 𝑚)範圍中，任取三點方法數為𝐶3
(𝑛+1)(𝑚+1)

，鉛直

方向三點共線取法數為 𝐶1
(𝑛+1)

𝐶3
(𝑚+1)

= (𝑛 + 1)𝐶3
(𝑚+1)

，水平方向三點共線取法數為

𝐶1
(𝑚+1)

𝐶3
(𝑛+1)

= (𝑚 + 1)𝐶3
(𝑛+1)

，斜向三點共線取法數為任意線段上扣除端點後的格點總數

∑ ∑ 𝐶1
𝑔𝑐𝑑(𝑖,𝑗)−1

𝐶1
(𝑛+1−𝑖)

𝐶1
(𝑚+1−𝑗)𝑚

𝑗=1
𝑛
𝑖=1 = ∑ ∑ (𝑔𝑐𝑑(𝑛, 𝑚) − 1)(𝑛 + 1 − 𝑖)(𝑚 + 1 − 𝑗)𝑚

𝑗=1
𝑛
𝑖=1 ，因
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此可得： 

𝑳𝑨𝑴(𝟑, 𝒏, 𝒎) = 𝑪𝟑
(𝒏+𝟏)(𝒎+𝟏)

− (𝒏 + 𝟏)𝑪𝟑
(𝒎+𝟏)

− (𝒎 + 𝟏)𝑪𝟑
(𝒏+𝟏)

− ∑ ∑(𝒈𝒄𝒅(𝒏, 𝒎) − 𝟏)(𝒏 + 𝟏 − 𝒊)(𝒎 + 𝟏 − 𝒋)

𝒎

𝒋=𝟏

𝒏

𝒊=𝟏

 

 

    四邊形以上的圖形，目前仍在尋找方法中。 

 

（二）極小值 

 

    若𝑆𝐴𝑀(𝑘, 𝑛, 𝑚) ≠ 0，則當𝐽𝑀(𝑘, 𝑛, 𝑚) = 0時，𝑆𝐴𝑀(𝑘, 𝑛, 𝑚)無解。若𝑆𝐴𝑀(𝑘, 𝑛, 𝑚) = 0，

則𝑆𝐴𝑀(𝑘, 𝑛, 𝑚)恆等於0，與範圍不相關，因此無討論必要。即： 

𝑺𝑨𝑴(𝒌, 𝒏, 𝒎) = 𝟎 

 

伍、結論 

 

經過長期研究後，我們成功使用數學化的方式推導出了(𝑛, 𝑚)範圍內的格點多邊形邊數

極值通解、有足夠格點連成格點𝑘邊形的(𝑛, 𝑚)條件判斷式、(𝑛, 𝑚)範圍內格點𝑘邊形的面積極

值通解，以及(𝑛, 𝑚)範圍內格點𝑘邊形的周長極小值通解，整理羅列如下。 

 

一、(𝑛, 𝑚)範圍內的格點多邊形之邊數極值通解 

 

（一）極大值 

條件 通解 

𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) = 1 𝐿𝐸𝐷(1, 𝑝) = 𝐿𝐸𝐷(𝑝, 1) = 4 

𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) = 2 𝐿𝐸𝐷(2, 𝑝) = 𝐿𝐸𝐷(𝑝, 2) = 3(𝑝 + 1) − 2 

𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) = 3 𝐿𝐸𝐷(3, 𝑝) = 𝐿𝐸𝐷(𝑝, 3) = 4(𝑝 + 1) 

𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) ≥ 4 𝐿𝐸𝐷(𝑛, 𝑚) = 4

+ [
2 𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚)

𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) + 2
] ((𝑛 + 1)(𝑚 + 1) − 4

− 2 [
4

𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) + 2
] − [

8

𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) + 4
] [

2𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚)

𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) + 4
]) 
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（二）極小值 

𝑆𝐸𝐷(𝑛, 𝑚) = 3 

 

二、(𝑛, 𝑚)範圍內有足夠格點連成格點多邊形的條件式 

𝐽𝑀(𝑘, 𝑛, 𝑚) = [
2𝑘

𝐿𝐸𝐷(𝑛, 𝑚) + 𝑘
] 

 

三、(𝑛, 𝑚)範圍內的格點多邊形之面積極值通解 

 

（一）極大值 

𝐿𝐴𝑅(𝑘, 𝑛, 𝑚) = (𝑛𝑚 −
𝑘 − 4

2
− (

𝑛𝑚 − 𝑘 + 4

2
) [

6

𝑘 + 3
]) × 𝐽𝑀(𝑘, 𝑛, 𝑚) 

 

（二）極小值 

𝑆𝐴𝑅(𝑘, 𝑛, 𝑚) =
𝑘 − 2

2
 

 

四、(𝑛, 𝑚)範圍內的格點多邊形之周長極值通解 

 

（一）極大值 

邊數 通解 

𝑘 = 3 𝐿𝑃𝑀(3, 𝑛, 𝑚) = (𝑛 + 𝑚 + √𝑛2 + 𝑚2) × 𝐽𝑀(𝑘, 𝑛, 𝑚)  

𝑘 = 4 
𝐿𝑃𝑀(4, 𝑛, 𝑚) = (2𝑛 + 2𝑚 + [

2𝑚𝑎𝑥(𝑛,𝑚)

𝑚𝑎𝑥(𝑛,𝑚)+5
] (𝐷1(𝑛, 𝑚) +

[
2𝑚𝑖𝑛(𝑛,𝑚)

𝑚𝑖𝑛(𝑛,𝑚)+3
] 𝐷2(𝑛, 𝑚) − 2𝑛 − 2𝑚)) × 𝐽𝑀(𝑛, 𝑚)  

𝑘 = 5 
𝐿𝑃𝑀(5, 𝑛, 𝑚) = ([

2𝑚𝑖𝑛(𝑛,𝑚)

𝑚𝑖𝑛(𝑛,𝑚)+2
] 𝐸1(𝑛, 𝑚) + [

2𝑚𝑖𝑛(𝑛,𝑚)

𝑚𝑖𝑛(𝑛,𝑚)+3
] 𝐸2(𝑛, 𝑚)) ×

𝐽𝑀(𝑛, 𝑚)  

 

（二）極小值 

𝑆𝑃𝑀(𝑘) = 2𝑘 − 4 − 4 [
𝑘 − 1

4
] + (4 + 4 [

𝑘 − 1

4
] − 𝑘) √2 + [

2𝑘

𝑘 + 8
] [

16

𝑘 + 8
] (2√2 − 2) 

 

五、(𝑛, 𝑚)範圍內的格點多邊形之個數極值通解 
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（一）極大值 

邊數 通解 

𝑘 = 3 

𝐿𝐴𝑀(3, 𝑛, 𝑚) = 𝐶3
(𝑛+1)(𝑚+1)

− (𝑛 + 1)𝐶3
(𝑚+1)

− (𝑚 + 1)𝐶3
(𝑛+1)

− ∑ ∑(𝑔𝑐𝑑(𝑛, 𝑚) − 1)(𝑛 + 1 − 𝑖)(𝑚 + 1 − 𝑗)

𝑚

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

 

 

（二）極小值 

𝑆𝐴𝑀(𝑘, 𝑛, 𝑚) = 0 

 

    上述研究結果有助於應用在生活中，當我們必須在有限空間內規劃最大路徑長，例如在

遊樂園中，若要設計二維平面的迷宮、以及三維立體空間中的雲霄飛車軌道時，便可用「迂

迴作圖法」進行作圖設計，並套用本研究的通解推得路徑總長或轉折數，以求節省佔地面積，

達到較經濟的效果。 

 

陸、討論與未來研究方向 

 

目前尚沒辦法以一個通解精確算出(𝑛, 𝑚)範圍內格點𝑘邊形的周長極大值，因為除了

𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑚) = 4、5的周長最長凹多邊形僅需討論兩種情況，其他更多邊數的情況會更複雜，目

前正在嘗試。至於(𝑛, 𝑚)範圍內格點𝑘邊形的個數通解，由於當任取四點以上時，相同的數個

點又可能組成一個凸多邊形，或𝑘 − 1個凹多邊形，而從所有多邊形中計算出凹多邊形數量的

方法目前還在尋找中，故目前尚無很好的結果。 

 

    若是之後能將上述兩項通解導出，則本研究預計將可推廣為凹、凸多邊形個別的通解，

以及斜角坐標系、三角坐標系、立體坐標系等。以下羅列本研究目前仍在進行或未來研究的

目標： 

 

一、找出(𝑛, 𝑚)範圍內格點𝑘邊形的周長極大值通解。 

二、找出(𝑛, 𝑚)範圍內格點𝑘邊形的個數通解。 

三、找出坐標平面上複雜格點多邊形的性質。 

四、找出三角坐標系中格點多邊形的性質。 

五、找出立體直角坐標系中格點多邊形的性質。 
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【評語】010003 

本作品研究平面上格點多邊形邊數、面積極值、周長極小值

的通解，並找出了部分多邊形的周長極大值與個數。作者對這個

問題做出不少好的觀察，也得到許多非 0即 1的公式，並以多層

次高斯符號來表示，顯示出數學掌握能力不錯。然而，作者對於

極值公式的導證，並無法提出一個有力的嚴格證明。至於透過微

積分去尋求極值，並非萬無一失的做法，特別是高斯符號不是一

個可微函數。這個問題最近文獻上有一些新的進展，建議作者可

以多多搜尋閱讀，擷取一些新的想法和技巧，可使數學實力與成

熟度提升。 
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