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摘要 

    球體在旋轉平台上的運動分三階段：進動階段、螺線振盪階段、打滑階段。進動階段、螺

線振盪階段為兩個運動模式的疊加：迴旋半徑漸增的螺旋線運動、向平台中心靠近的平移運

動。當迴旋半徑漸增至滑動摩擦力的上限值，球進入打滑階段並向外甩出平台。 

    研究紀錄球體質心運動參數，並以接觸點準靜態理論計算及滑動-滾動摩擦模型進行數值分

析，找出各種變因與運動參數間的關係。 

    結果發現滾動階段中鋼球作迴旋運動的頻率𝑓
球
和平台旋轉頻率𝑓

盤
和有正比關係，且比例

值和球標準化轉動慣量 正相關。由滾動階段過渡到滑動階段的最大迴旋半徑
maxR 和𝑓

球
2成反

比、和 呈負相關、和滑動摩擦係數
k 成正比。滾動摩擦使球向平台中心靠近，也使迴旋半徑

漸增。平台傾斜或呈錐狀時，球體的運動會向水平方向偏移。 

 

 

 

Abstract 

A spherical object placed on a rotating disk demonstrates a complex motion. Such motion consists of 

three stages including precession, spiral oscilation and slipping. In the first two stages, the motion of the 

rolling object is the combination of two motions - the spiral motion with increasing radius and the center of 

the spiral drifting towards the center of the rotating disk. The object slips when the radius increased to an 

upper limit R max . 

We proposed a theoretical model including the coefficient of rolling frictionβand the coefficient of 

kinetic friction k
 . By the numerical analysis method, we found that the contact point between the rolling 

object and the rotating disk is quasi-static.  

By investigating the quasi-static motion of the rolling object, we discovered the maximum radius of the 

spiral orbit 1 2R ( )
max 2 24

g
k

f

 



+
=

disk

 and the frequency of such circular motion = 
1

f f


 +sphere disk ,which fdisk  is 

the frequency of the rotating disk,   is proportional to the moment of the inertia of the sphere.  

In addition, we investigated the motion of the rolling object on an inclined rotating disk and rotating 

conical disk. The motion has a horizontal drift which is perpendicular to the direction of the incline. 
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壹、 研究動機 

    舊金山探索博物館網頁有一份專欄描寫球在旋轉平台上移動時，產生了俯

衝與轉彎的運動引起我們的好奇。我們對於其中所描寫、形容的現象感到疑

惑，因為這與我們所能想像得到的軌跡相差甚遠。接著，我們上網搜尋關於類

似實驗的影片，結果更是令我們感到驚奇，原來球與盤的簡單實驗裝置，可以

藉由改變各種微小的因素，表現出如此多變的軌跡，例如:球繞中心轉、球繞圓

盤中心外的一個中心旋轉、原地轉動、心臟型曲線、繞中心漸漸向外......等等。

探討這些微小因素帶給軌跡的影響是此篇研究的重點。 

 

貳、 研究目的 

一、  透過實驗、力學分析、數值模擬方法研究以下變因之間的關係 
  (一)平台轉速對球體運動的影響。 

  (二)球體轉動慣量對運動的影響。 

  (三)平台與球體間的滑動摩擦對球體運動的影響。 

  (四)平台與球體間的滾動摩擦對球體運動的影響。 

  (五)平台傾斜角度對球體運動的影響。 
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參、 研究設備及器材 

一、  圖示與說明 

器材名稱 圖片 用途 

拉坏機 
 

拉坏機做為控制圓盤鏈之機器,右方

有可調整轉速之手搖桿。  

鋁板 
 

鋁板作為承載砂紙的底板(厚度 1mm,

半徑 55cm)。 

砂紙 
 

用來改變摩擦係數的工具，分別有

甲、乙、丙、丁種砂紙，其粗細程度

分別為 P150、P400、P600 及 P800 

(ISO/FEPA 單位)。 

不鏽鋼球 
 

作為釋放在砂紙之上的球體，為改變

質量的要素(由左到右分別代號為:小

實、小空、中實、中空、大實、大

空) 。 

支撐木架 
 

由於鋁板較軟，置於原本較小的底座

上時，外緣鋁板會下垂，所以製作支

撐木架，以確保平面為水平。 



4 
 

水管 
 

用以控制球體的運動範圍，來達到球

體準靜態釋放。 

 

車子 
 

在實驗前置作業中，我們將三顆不鏽

鋼珠黏於塑膠下，使之接觸砂紙。 

斜面 

 

在實驗前置作業中，用砂紙固定在斜

面上，製造出一定高度，並使車子滑

下不同的砂紙斜面。 

二、  詳細規格表 

(一)不鏽鋼球規格 

(二)砂紙規格 

 

 

 

代號 質量(g) 直徑(mm) 壁厚(mm) 轉動慣量 

大實 229.43 38.0  0.40 

大空 12.50 38.0 0.45 0.81 

中實 67.73 25.4  0.40 

中空 6.61 25.4 0.80 0.75 

小實 33.28 20.0  0.40 

小空 5.61 20.0 0.80 0.89  

代號 摩擦係數(ISO/FEPA 單位) 滑動摩擦係數 滾動摩擦係數 

甲砂紙 P150 1.10 0.068 

乙砂紙 P400 1.15 0.059 

丙砂紙 P600 0.99 0.096 

丁砂紙 P800 1.14 0.055 
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三、  器材架設示意圖 

(一)俯視圖 

 
(二)側視圖 

 
(三) 準靜態釋放示意圖 
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肆、 研究方法 

一、  實驗前置作業 
  (一)滑動摩擦 
    1.實驗目的:測量不鏽鋼球與不同砂紙的滑動摩擦係數𝜇𝑘。 

2.實驗原理 

 

圖一 滑動摩擦力圖 

mgsinθ − μkmgcosθ = ma，μk =
gsinθ−a

gcosθ
。 

  (二)滾動摩擦係數β及標準化轉動慣量δ 

1.實驗目的:測量不鏽鋼球與不同砂紙的滾動摩擦係數、空心不鏽鋼球 

標準化轉動慣量。 

2.實驗原理:利用小角度斜面，使球體以純滾動方式沿斜面滾下， 

 

圖二 滑動摩擦力圖 

因滾動摩擦約比滑動摩擦小二個數量級，故滾動摩擦對平移運動的影響可

忽略不計，主要提供力矩τ滾 = βNr = β(mgcosθ)r。 

質心運動方程式：mgsinθ − f = ma......(1) 

轉動方程式： fr − β(mgcosθ)r = Iα = δmr2α......(2)   

                 (δ 為無單位標準化轉動慣量) 

    純滾動方程式： a = rα......(3) 

標準化轉動慣量δ測量：由(1)(2)(3)可得 δ + 1 =
𝑔(𝑠𝑖𝑛𝜃−𝛽𝑐𝑜𝑠𝜃)

𝑎
……(4) 

由(4)式知，當固定斜面角度𝜃，以同一張砂紙(固定𝛽)，分別使用不鏽鋼

實、空心球，各作靜止釋放滾動實驗，可得兩球標準化轉動慣量的相對 
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關係 
δ空心球+1

δ實心球+1
=

a實心球

a空心球

，或δ空心球 =
a實心球

a空心球

(δ實心球 + 1) − 1。 

若令均質實心球δ實心球 = 0.4，則可得δ空心球 =
a實心球

a空心球

(0.4 + 1) − 1 

再利用 x-t 圖測得兩球的質心加速度，能求出空心球的標準化轉動慣量

δ空心球。 

滾動摩擦係數β測量：由(1)(2)(3) 可得𝛽 =
𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃−𝑎(δ+1)

𝑔𝑐𝑜𝑠𝜃
……(5) 

在不同粗糙程度的斜面上，固定斜角，以同一實心球(δ實心球 = 0.4)作準靜

態釋放實驗並由 x-t 圖測出質心加速度 a 值得此接觸面的滾動摩擦係數β。 

二、  主要實驗: 探究球體於旋轉平台由準靜態釋放後的運動模式 

(一)實驗目的:分析旋轉平台上，由準靜態釋放的不鏽鋼球體運動情形。 

(二)實驗原理: 

球體在旋轉平台運動物理量說明，如圖三 

 

鋼球運動物理量說明 

                                                     圖三 運動物理量示意圖 

        1.平台旋轉角速度 (0 , 0, Ω)，指向+Z 軸，Ω = 2π𝑓盤 

2.由平台中心指向小球底部的位置向量𝑅⃑ (𝑡) = (x(t), y(t), 0)，位於平

台 X-Y 平面上 

3.鋼球自旋角速度ω⃑⃑ (𝑡) = (𝜔𝑥(𝑡), 𝜔𝑦(𝑡), 0)，位於 X-Y 平面上 

4.鋼球半徑向量r = (0, 0, −𝑟)，指向-Z 軸 

5.鋼球的質心速度𝑉𝑐⃑⃑  ⃑(𝑡) = (𝑉𝑥(𝑡), 𝑉𝑦(𝑡), 0) 

控制及操縱變因物理量說明 

1.鋼球與砂紙間滑動摩擦係數𝜇𝑘 

2.鋼球與砂紙間滾動摩擦係數𝛽 

3.球體標準化轉動慣量𝛿 

4.平台旋轉角速度Ω⃑⃑ ，指向+Z 軸、旋轉頻率𝑓盤 =


2𝜋
 

        5.平台傾斜角θ，平台向-Y 軸傾斜 

 應變變因物理量說明 

1.鋼球質心作振盪的角速度Ω′⃑⃑⃑⃑ 、振盪頻率𝑓球 =
'

2𝜋
 

2.鋼球質心由螺線振盪運動過渡到打滑階段前的最大迴旋半徑𝑅𝑚𝑎𝑥 
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接觸點的相對運動速度𝑉⃑ 𝑟𝑒𝑙:球底與平台接觸點的相對速度關係，如圖所示。 

 

球質心速度為V⃑⃑ 𝑐、球底部點相對於質心的速度ω⃑⃑ × r 、 

 

接觸點平台速度Ω⃑⃑ × R⃑⃑ 。                      圖四 球底部接觸點與平台相對運動 

球底部與平台接觸點相對速度V⃑⃑ 𝑟𝑒𝑙 = V⃑⃑ 球底 − V⃑⃑ 盤 = (V⃑⃑ 𝑐 + ω⃑⃑ × r ) − Ω⃑⃑ × R⃑⃑ ……(1) 

受力分析 

鋼球主要的驅動力有三： 

1.滑動摩擦力f 𝑘：發生時機為接觸點有相對運動時。f 𝑘對球的平移及轉動皆    

 有影響，其方向為接觸點相對運反方向 f 𝑘 = μmgcosθ(−𝑉̂𝑟𝑒𝑙)。……(2)。 

2.滾動摩擦力矩𝜏 滾：發生原因為接觸面的微小凸起或平台與球底部接觸點 

  的附著力。因滾動摩擦係數一般較滑動摩擦係數小約二個數量級，故在 

  平移的部分影響可忽略，主要提供和角速度反向的力矩： 

  𝜏 滾 = 𝛽𝑚𝑔𝑐𝑜𝑠𝜃𝑟(−𝜔̂)……(3)。 

 

 

 

 

圖五 滾動摩擦力矩 

   3.重力的下滑分力W⃑⃑⃑ 
∥：當平台傾斜時，重力有下滑分力，本實驗將傾斜方向 

     設定往-y 軸傾斜，W⃑⃑⃑ 
∥ = 𝑚𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃(−𝑦̂)，因此力過質心故不提供力矩。 

 

運動方程式 

   1.質心平移運動方程式： 

𝑎 𝑐 =
𝐹 合

𝑚
=

f 𝑘+W⃑⃑⃑⃑ ∥

𝑚
=

μmgcosθ(−𝑉̂𝑟𝑒𝑙)+𝑚𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃(−𝑦̂)

𝑚
= μgcosθ(−𝑉̂𝑟𝑒𝑙) + 𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃(−𝑦̂) ……(4) 

 

   2.繞鋼球質心轉動方程式： 

𝛼 =
𝜏⃑ 合

𝐼
=

𝜏⃑ 𝑘+𝜏⃑ 滾

𝛿𝑚𝑟2 =
𝑟 ×𝑓 𝑘+𝛽𝑚𝑔𝑐𝑜𝑠𝜃𝑟(−𝜔̂)

𝛿𝑚𝑟2 ……(5)，其中𝛿為無單位標準化轉動慣量。 

𝜏 滾 = 𝛽𝑚𝑔𝑐𝑜𝑠𝜃𝑟(−𝜔̂) 
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數值分析模擬 

   因運動方程式解析解不易求出，改用數值模擬方式分析鋼球質心的運動情

形，將球運動的物理量分為二方向，依運動方程式進行疊代。 

平台轉速相當快(每秒有二轉左右)，因此球的起始放置成了很不易控制的變

因，為了控制球的起始運動狀態，以下所有實驗均以準靜態(𝐕⃑⃑ 𝒓𝒆𝒍(𝟎) = 𝟎)的初始

條件釋放，因此實驗中我們使用套管套住球，使小球於平台上以質心速度

V⃑⃑ 𝑐(0) = 0，但有自旋角速度ω⃑⃑ (0) × r = Ω⃑⃑ × R⃑⃑ (0)即純滾動的方式出發。設定完

起始條件後，利用疊代方法找出nΔt時刻的物理量： 

x(nΔt) = x((n − 1)Δt) + 𝑉𝑥((n − 1)Δt) ∙ Δt +
1

2
𝑎𝑥((n − 1)Δt) ∙ Δ𝑡2 

y(nΔt) = y((n − 1)Δt) + 𝑉𝑦((n − 1)Δt) ∙ Δt +
1

2
𝑎𝑦((n − 1)Δt) ∙ Δ𝑡2 

𝑉𝑥(nΔt) = 𝑉𝑥((n − 1)Δt) + 𝑎𝑥((n − 1)Δt) ∙ Δt 

𝑉𝑦(nΔt) = 𝑉𝑦((n − 1)Δt) + 𝑎𝑦((n − 1)Δt) ∙ Δt 

𝑎𝑥 =
−𝑔 cos 𝜃 𝜇𝑘(𝑉𝑥 − 𝜔𝑦𝑟 + Ωy)

√(𝑉𝑥 − 𝜔𝑦𝑟 + Ωy)2 + (𝑉𝑦 + 𝜔𝑥𝑟 − Ωx)2
 

𝑎𝑦 =
−𝑔 cos𝜃 𝜇𝑘(𝑉𝑦 + 𝜔𝑥𝑟 − Ωx)

√(𝑉𝑥 − 𝜔𝑦𝑟 + Ωy)2 + (𝑉𝑦 + 𝜔𝑥𝑟 − Ωx)2
+ ( − 𝑔 sin 𝜃) 

𝜔𝑥(nΔt) = 𝜔𝑥((n − 1)Δt) + 𝛼𝑥((n − 1)Δt) ∙ Δt 

𝜔𝑦(nΔt) = 𝜔𝑦((n − 1)Δt) + 𝛼𝑦((n − 1)Δt) ∙ Δt 

𝛼𝑥 =

𝑚𝑔𝑟 cos 𝜃 𝜇𝑘 ∙
−(𝑉𝑦 − 𝜔𝑥 + Ωx)

√(𝑉𝑥 − 𝜔𝑦𝑟 + Ωy)2 + (𝑉𝑦 + 𝜔𝑥𝑟 − Ωx)2
+ 𝛽𝑚𝑔 cos 𝜃(

−𝜔𝑥

√𝜔𝑥
2 + 𝜔𝑦

2
)

𝛿𝑚𝑟2
 

𝛼𝑦 =

𝑚𝑔𝑟 cos 𝜃 𝜇𝑘 ∙
−(𝑉𝑥 − 𝜔𝑦 + Ωy)

√(𝑉𝑥 − 𝜔𝑦𝑟 + Ωy)2 + (𝑉𝑦 + 𝜔𝑥𝑟 − Ωx)2
+ 𝛽𝑚𝑔 cos 𝜃(

−𝜔𝑦

√𝜔𝑥
2 + 𝜔𝑦

2
)

𝛿𝑚𝑟2
 

以下為準靜態釋放起始條件 

𝜔𝑥(0) =
𝑉𝑥 − Ωy

𝑟
 

𝜔𝑦(0) =
Ωx − 𝑉𝑦

𝑟
 

Excel 疊代表格示例： 

t x y 𝑉𝑥 𝑉𝑦 𝑎𝑥 𝑎𝑦 𝜔𝑥 𝜔𝑦 𝛼𝑥 𝛼𝑦 

0 x(0) y(0) 𝑉𝑥(0) 𝑉(0)𝑦 𝑎𝑥(0) 𝑎𝑦(0) 𝜔𝑥(0) 𝜔𝑦(0) 𝛼𝑥(0) 𝛼𝑦(0) 

Δt x(Δt) y(Δt) 𝑉𝑥(Δt) 𝑉𝑦(Δt) 𝑎𝑥(Δt) 𝑎𝑦(Δt) 𝜔𝑥(Δt) 𝜔𝑦(Δt) 𝛼𝑥(Δt) 𝛼𝑦(Δt) 

2Δt x(2Δt) y(2Δt) 𝑉𝑥(2Δt) 𝑉𝑦(2Δt) 𝑎𝑥(2Δt) 𝑎𝑦(2Δt) 𝜔𝑥(2Δt) 𝜔𝑦(2Δt) 𝛼𝑥(2Δt) 𝛼𝑦(2Δt) 

…
 

…
 

…
 

…
 

…
 

…
 

…
 

…
 

…
 

…
 

…
 

(n − 1)Δt x((n − 1)Δt) y((n − 1)Δt) 𝑉𝑥((n − 1)Δt) 𝑉𝑦((n − 1)Δt) 𝑎𝑥((n − 1)Δt) 𝑎𝑦((n − 1)Δt) 𝜔𝑥((n − 1)Δt) 𝜔𝑦((n − 1)Δt) 𝛼𝑥((n − 1)Δt) 𝛼𝑦((n − 1)Δt) 

nΔt x(nΔt) y(nΔt) 𝑉𝑥(nΔt) 𝑉𝑦(nΔt) 𝑎𝑥(nΔt) 𝑎𝑦(nΔt) 𝜔𝑥(nΔt) 𝜔𝑦(nΔt) 𝛼𝑥(nΔt) 𝛼𝑦(nΔt) 
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討論四種不同的起始條件：以下左圖為軌跡圖，右圖為 X(t)、V(t)、Vrel(t)圖 

Case 0：滾動摩擦係數趨近 0 ( θ = 0, β → 0, 𝑥(0) = 0.3, 𝑦(0) = 0, 𝑉𝑥(0) = 0, 

       𝑉𝑦(0) = 0.4, 𝜔𝑥(0) = 172.3053, 𝜔𝑦(0) = 0) 

圖六 Case0 軌跡與運動分析圖 

Case 1：盤心釋放：螺線振盪-打滑( 𝜃 = 0, 𝛽 ≠ 0, 𝑥(0) = 0.001, 𝑦(0) = 0, 𝑉𝑥(0) = 0,

        𝑉𝑦(0) = 0, 𝜔𝑥(0) =
𝑉𝑥−Ωy

𝑟
= 0.96, 𝜔𝑦(0) =

Ωx−𝑉𝑦

𝑟
= 0) 

圖七 Case1 軌跡與運動分析圖 

Case 2：非盤心釋放：進動-振盪-打滑(𝜃 = 0, 𝛽 ≠ 0, 𝑥(0) = 0.2, 𝑦(0) = 0, 𝑉𝑥(0) = 0, 

        𝑉𝑦(0) = 0, 𝜔𝑥(0) = 𝑉𝑥−Ωy

𝑟
= −149.839, 𝜔𝑦(0) =

Ωx−𝑉𝑦

𝑟
= 0) 

圖八 Case2 軌跡與運動分析圖 
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Case 3：盤面傾斜(𝜃 ≠ 0, 𝛽 ≠ 0, 𝑥(0) = 0.2, 𝑦(0) = 0, 𝑉𝑥(0) = 0, 𝑉𝑦(0) = 0,𝜔𝑥(0) =

       
𝑉𝑥−Ωy

𝑟
= −149.839, 𝜔𝑦(0) =

Ωx−𝑉𝑦

𝑟
= 0) 

圖九 Case3 軌跡與運動分析圖 

特殊之處：向-y 方向傾斜，卻有向-x 方向進動的趨勢。 

模擬發現所有 case 都有一段長的時間維持𝐕⃑⃑ 𝒓𝒆𝒍 = 𝟎，我們將它稱為準靜態運動

期間，此期間的運動似有一規律。 

 

初步實驗 

我們注意到 case2 有最豐富的運動資訊，v(t)圖在階段一進動過程是忽快忽慢，

並保持低速，階段二螺線振盪速率穩定增加，階段三打滑速率陡增。 

Vrel(t)圖則在階段一二趨近於 0(準靜態運動期間)，且進入打滑階段前會先突然

降低然後陡升。 

因此我們試著做實驗，並錄下鋼球與砂紙磨擦音量，發現摩擦音量約略在進入

打滑前會由 80dB 陡降至 66dB。我們猜測音量大小與接觸點的相對運動 Vrel 有

關。 
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由模擬圖發現在進入打滑前 Vrel 確實陡降。印證了我們的猜測，也從實驗中看

到了模擬的效果。 

 

準靜態運動期間的解析解 

為了便於在合理的範圍內分析，我們發現在所有 case 的運動初期的振盪階段，

球底部和平台接觸點間的相對速度並不大，因此我們利用球體底部和平台的接

觸點相對速度趨近為零的近似，套入鋼球的運動方程式，期望能找到有意義的

解析解。 

假定：𝑉⃑ rel →0……(6) 

由(6)  
𝑑𝑉⃑⃑ rel

𝑑𝑡
= 0……(7) 

將(1)微分 可得準靜態運動方程式   

𝑑𝑉⃑⃑ rel

𝑑𝑡
= 𝑎⃑ 𝑐 + α⃑⃑ × 𝑟 − Ω⃑⃑ × 𝑉⃑ ……(8) 

將(7)代入(8) 可得準靜態運動方程式 

𝑎 𝑐 + α⃑⃑ × 𝑟 − Ω⃑⃑ × 𝑉⃑ 𝑐 = 0……(9) 

將鋼球的轉動方程式(5)代入(9)得 

𝑎 𝑐 + [
𝑟 ×𝑓 𝑘+𝛽𝑚𝑔𝑟 cos𝜃(−𝜔̂)

𝛿𝑚𝑟2 ] × 𝑟 − Ω⃑⃑ × 𝑉⃑ 𝑐 = 0……(10) 

展開得 𝑎 𝑐 +
𝑓 𝑘

𝛿𝑚
+

𝛽𝑔 cos𝜃(−𝜔̂×𝑟 )

𝛿
− Ω⃑⃑ × 𝑉⃑ 𝑐 = 0 

以質心平移方程式(4)代入 並移項得 𝑎 𝑐 +
1

𝛿
𝑎 𝑐 =

𝛽𝑔 cos𝜃(𝜔̂×𝑟 )

𝛿
+ Ω⃑⃑ × 𝑉⃑ 𝑐 −

𝑔 sin𝜃

𝛿
𝑦̂ 

可得在滑動摩擦力及滾動摩擦作用下，球體做準靜態運動方程式  

𝑎 𝑐 =
𝛽𝑔 cos𝜃(𝜔̂×𝑟 )

(𝛿+1)
+ (

𝛿

𝛿+1
Ω⃑⃑ ) × 𝑉⃑ 𝑐 −

𝑔 sin𝜃

𝛿+1
𝑦̂……(11) 

 

 

 

進動 進動 螺線振盪 打滑  
 

打滑 

 

 螺線振盪 
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以下為此質心運動方程式之解讀： 

For case 0 等速圓周運動：(β → 0；θ = 0) 

𝑎 𝑐 = (
𝛿

𝛿+1
Ω⃑⃑ ) × 𝑉⃑ 𝑐 = Ω′⃑⃑⃑⃑ × 𝑉⃑ 𝑐；右圖中以對應顏色代表加速度方向。 

由於其加速度永遠在法線方向，故作等速率圓周運動。 

鋼球將以Ω′⃑⃑⃑⃑ = (
𝛿

𝛿+1
Ω⃑⃑ )的等角速度繞平台上某一定點作等角速度圓周運動，此圓

周運動角速度Ω′ = 2𝜋𝑓球和平台轉速Ω = 2𝜋𝑓盤有簡單比例關係，或可寫為

=
1

f f


 +
球 盤 ，此比例與轉動慣量有正相關，但和其他物理量無關。 

但因為實驗室很難找到β → 0的材料，故不做此實驗，僅將視為一理想情況。 

 

For case 1 盤心釋放[實驗一]：( 𝜃 = 0, 𝛽 ≠ 0, 𝑥(0) = 0.001, 𝑦(0) = 0, 𝑉𝑥(0) =

0, 𝑉𝑦(0) = 0, 𝜔𝑥(0) =
𝑉𝑥−Ωy

𝑟
= 0.96, 𝜔𝑦(0) =

Ωx−𝑉𝑦

𝑟
= 0  )藍底為準靜態釋放條件 

𝑎 𝑐 =
𝛽𝑔

𝛿+1
(𝜔̂ × 𝑟̂) + (

𝛿

𝛿+1
Ω⃑⃑ ) × 𝑉⃑ 𝑐，右圖中以對應顏色代表加速度方向。 

由於𝜔̂ × 𝑟̂為質心速度的切線方向單位向量，Ω⃑⃑ × 𝑉⃑ 𝑐則在法線方向。 

故球體質心加速度可看為 

𝑎 𝑐 =
𝛽𝑔

𝛿+1
∙ 𝑎̂切 + (

𝛿

𝛿+1
Ω)𝑉𝑐 ∙ 𝑎̂法， 

1.切線加速度𝑎切 =
𝛽𝑔

(𝛿+1)
 

代表此球體將作等加速率運動，加速度大小和滾動摩擦係數成正比、和轉動慣

量有負相關。由此可知，滾動摩擦是使球體加速的根本因素，極端的看，若

=0 則鋼球將作 case0 等速率運動。 

2.法線加速度𝑎法 = (
𝛿

𝛿+1
Ω)𝑉𝑐 = Ω′𝑉𝑐 

代表鋼球將以Ω′⃑⃑⃑⃑ = (
𝛿

𝛿+1
Ω⃑⃑ )的等角速度繞平台上某一定點作等角速度圓周運

動，此圓周運動角速度Ω′ = 2𝜋𝑓球和平台轉速Ω = 2𝜋𝑓盤有簡單比例關係，或

可寫為 =
1

f f


 +
球 盤 ，此比例與轉動慣量有正相關，但和其他物理量無關；將

在後續實驗中觀察並驗證此一結果。 

 

圖十 case0 力圖分析 

圖十一 case1 力圖分析 
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3.圓周運動半徑 

圓周運動的半徑可寫為R =
𝑉𝑐

Ω′。由於鋼球作等角速度圓周運動，而切線速度隨

時間線性增加，故半徑亦隨時間線性增加，可知其運動軌跡為以一固定點為圓

心的螺線。 

4.螺線運動的最大半徑 

將螺線運動的法線加速度以半徑表示為𝑎法 = 𝑅Ω′2，隨半徑漸增，當所需的𝑎法

增至接觸面所能提供的上限𝜇𝑘𝑔時，螺旋線運動來到半徑最大值，再大即由準

靜態進入打滑階段並迅速滑出盤面，並超過準靜態假設的適用邊界。定義此臨

界最大半徑𝑅𝑚𝑎𝑥 =
𝜇𝑘𝑔

Ω′2
，經過代換可得 2

max 2 2

1
R ( )

4

k g

f

 

 

+
=

盤

；將在後續實驗

中觀察並驗證此一結果。 

 

本研究將操控以下變因：鋼球與砂紙間滑動摩擦係數(μk)、球與砂紙間滾動摩

擦係數(β)、球體標準化轉動慣量(δ)、平台旋轉頻率(𝑓盤)，觀察相應的運動參

數，鋼球作螺線迴旋運動的頻率(𝑓球)、由滾動階段過渡到滑動階段的最大迴旋

半徑𝑅𝑚𝑎𝑥，並比對上述框框內的二條方程式，檢驗理論的正確性。 

 

For case 2 非盤心釋放[實驗二]：(𝜃 = 0, 𝛽 ≠ 0, 𝑥(0) = 0.2, 𝑦(0) = 0, 𝑉𝑥(0) = 0,

𝑉𝑦(0) = 0, 𝜔𝑥(0) =
𝑉𝑥−Ωy

𝑟
= −149.839, 𝜔𝑦(0) =

Ωx−𝑉𝑦

𝑟
= 0)藍底為準靜態釋放條件 

將球由非平台中心釋放時，球會向平台中心一邊打轉一邊進動(precession)，如下

圖所示，至平台中心後的運動模式與前一個 case 相同。 

我們可這樣想：依準靜態運動的條件，可推論球在每一位置的ω̂方向均由盤心

輻射向外，假設在球離平台中心甚遠處，且運動過程振幅不大，因此運動過程

ω̂及ω̂ × r̂的方向均不改變。 

𝑎 𝑐 =
𝛽𝑔

𝛿 + 1
(𝜔̂ × 𝑟̂) + (

𝛿

𝛿 + 1
Ω⃑⃑ ) × 𝑉⃑ 𝑐 

以下圖為例，右方循環中，ω̂向右，
𝛽𝑔

𝛿+1
(𝜔̂ × 𝑟̂)向上，加速度的方向與下方公式

中的顏色對應，(
𝛿

𝛿+1
Ω⃑⃑ ) × 𝑉⃑ 𝑐在法線方向。 
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進動速率𝑉𝑝分析 

①經②至③為加速過程，當中可見橘色加速度有切線加快效果，③為最快速

率，③經④到⑤為減速過程當中可見橘色加速度有切線減慢效果，⑤為接近 0

的速率。 

越靠近盤心，因
𝛽𝑔

𝛿+1
(𝜔̂ × 𝑟̂)改變方向，③為最快速率點延遲來到、⑤最慢速率

點提早來到，加速過程時間大於減速時間，故速率會漸快。 

 

 

 

 

 

為了定量進動的速率，一個週期定義為①到⑤的過程。令球做週期性振盪的時

間間隔為∆𝑡 =
1

𝑓球

，則∆𝑡 =
1

(
𝛿

𝛿+1
)𝑓盤

，每個週期進動位移∆𝑥可依加速度運動理論

估計之，∆𝑥 ∝ 𝑉̅∆𝑡 ∝ (𝑎切∆𝑡)∆𝑡，其中𝑎切 ∝
𝛽𝑔

𝛿+1
(𝜔̂ × 𝑟̂)。定義平均進動速率

𝑉𝑝 ≡
∆𝑥

∆𝑡
。則𝑉𝑝 ∝

(𝑎切 ∆𝑡)∆𝑡

∆𝑡
∝

𝛽𝑔

𝛿+1

1

(
𝛿

𝛿+1
)𝑓盤

∝
𝛽

𝛿𝑓盤

。將於實驗及模擬中驗證進動速率

𝑉𝑝 ∝
𝛽

𝛿 𝑓
盤

關係式。 

 

進動曲率半徑分析 

曲率半徑𝑅 =
𝑉𝑐

2

𝑎法

=
𝑉𝑐

2

|[
𝛽𝑔

𝛿+1
(𝜔̂×𝑟̂)]+(

𝛿

𝛿+1
Ω⃑⃑ )×𝑉⃑⃑ 𝑐|

，先不考慮橘色項，𝑅 =
𝑉𝑐

2

𝑎法

=
𝑉𝑐

2

(
𝛿

𝛿+1
Ω)×𝑉𝑐

∝

𝑉𝑐，故一個週期內的半徑大小關係為③>②=④>①=⑤。 

再考慮
𝛽𝑔

𝛿+1
(𝜔̂ × 𝑟̂)，則②③④期間該加速度均有一離心分量，使𝑎法量值下降，

進而再提高𝑅，其中③處此加速度恰完全在離心方向，因此對提高𝑅有更顯著效

果。①⑤處的
𝛽𝑔

𝛿+1
(𝜔̂ × 𝑟̂)則恰在切線方向，不影響原討論之𝑅。故考慮僅使原趨

勢放大，並不影響相對大小關係。 

 

 

 

 

 平台圓心 

 起始點 1 
2 

3 
4 

5 

圖十二 case2 力圖分析 
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For case 3 傾斜平台[實驗三]：(𝜃 ≠ 0, 𝛽 ≠ 0, 𝑥(0) = 0, 𝑦(0) = 0.2, 𝑉𝑥(0) = 0,

𝑉𝑦(0) = 0, 𝜔𝑥(0) =
𝑉𝑥−Ωy

𝑟
= −149.839, 𝜔𝑦(0) =

Ωx−𝑉𝑦

𝑟
= 0) 

𝑎 𝑐 =
𝛽𝑔 cos 𝜃(𝜔̂ × 𝑟̂)

𝛿 + 1
+ (

𝛿

𝛿 + 1
Ω⃑⃑ ) × 𝑉⃑ 𝑐 −

𝑔 sin 𝜃

𝛿 + 1
𝑦̂ 

比 case2 多了一個−
𝑔 sin𝜃

𝛿+1
𝑦̂，此項最終導致向-y 傾斜的盤，卻使球向-x 進動。 

 
圖十三 case2 力圖分析(不傾斜圓盤)          圖十四 case3 力圖分析(傾斜圓盤)  

  

 (三)實驗步驟 

 1.設定好平台傾斜度等物理量，將球以準靜態置放於轉動平台的對應位置上。 

 2.待鋼球脫落圓盤即停止。 

 3.重複 1.與 2.利用不同砂紙、盤轉速、釋放半徑、轉動慣量釋放鋼球。 

 4.將鋼球運動軌跡影片輸入 tracker 進行運動分析，以圓心為原點，設定一對互 

相垂直 x、y 軸，測量鋼球運動的軌跡圖（x-y 圖）及位置-時間 關係圖（x-t

圖）。 

 

 

 

 

 

 

 

 

重力−
𝑔 sin𝜃

𝛿+1
𝑦̂ 

𝛽𝑔 cos 𝜃(𝜔̂ × 𝑟̂)

𝛿 + 1
 

(
𝛿

𝛿 + 1
Ω⃑⃑ ) × 𝑉⃑ 𝑐 

下一秒慣性位置 

該點瞬時速度 

該點瞬時速度 

 

𝛽𝑔 cos 𝜃(𝜔̂ × 𝑟̂)

𝛿 + 1
 

(
𝛿

𝛿 + 1
Ω⃑⃑ ) × 𝑉⃑ 𝑐 

下一秒慣性位置 

該點瞬時速度 
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數值分析模擬-平台呈錐型+傾斜的推廣 

為了因應平台四周有因重力下凹的狀況，因此我們提出錐狀平台模擬，擬合公

式如下表。 

 

 

 

 

 

 

                模擬公式推廣 

錐形平台修正，平台𝜃𝑥傾向𝑥方向，平台𝜃𝑦傾向𝑦方向，∅錐狀角度 

原旋轉平台公式 錐形+傾斜改良 

x(nΔt) = x((n − 1)Δt) + 𝑉𝑥((n − 1)Δt) ∙ Δ +
1

2
𝑎𝑥((n − 1)Δt) ∙ Δ𝑡2 

x(nΔt) = x((n − 1)Δt) + 𝑉𝑥((n − 1)Δt) ∙ Δt +
1

2

(𝐹𝑥 + m𝑔 sin ∅
𝑥

√𝑥2 + 𝑦2
− m𝑔sin𝜃𝑥)

𝑚
∙ Δ𝑡2 

y(nΔt) = y((n − 1)Δt) + 𝑉𝑦((n − 1)Δt) ∙ Δt +
1

2
𝑎𝑦((n − 1)Δt) ∙ Δ𝑡2 

y(nΔt) = y((n − 1)Δt) + 𝑉𝑦((n − 1)Δt) ∙ Δt +
1

2

(𝐹𝑦 + m𝑔 sin ∅
𝑦

√𝑥2 + 𝑦2
− m𝑔sin𝜃𝑦)

𝑚
∙ Δ𝑡2 

 

𝑉𝑥(nΔt) = 𝑉𝑥((n − 1)Δt) +
𝐹𝑥

𝑚
∙ Δt  

 𝑉𝑥(nΔt) = 𝑉𝑥((n − 1)Δt) +

(𝐹𝑥 + m𝑔 sin ∅
𝑥

√𝑥2 + 𝑦2
− m𝑔sin𝜃𝑥)

𝑚
∙ Δt 

 

𝑉𝑦(nΔt) = 𝑉𝑦((n − 1)Δt) +
𝐹𝑦

𝑚
∙ Δt 

 𝑉𝑦(nΔt) = 𝑉𝑦((n − 1)Δt) +

(𝐹𝑦 + m𝑔 sin ∅
𝑦

√𝑥2 + 𝑦2
− m𝑔sin𝜃𝑦)

𝑚
∙ Δt 

 

𝑎𝑥 =
−𝑔(𝑉𝑥 − 𝜔𝑦𝑟 + Ωy)

√(𝑉𝑥 − 𝜔𝑦𝑟 + Ωy)2 + (𝑉𝑦 + 𝜔𝑥𝑟 − Ωx)2
 

 

𝑎𝑥 =
−𝑔 cos∅ 𝜇𝑘(𝑉𝑥 − 𝜔𝑦𝑟 + Ωy)

√(𝑉𝑥 − 𝜔𝑦𝑟 + Ωy)2 + (𝑉𝑦 + 𝜔𝑥𝑟 − Ωx)2
+ 𝑔 sin ∅

𝑥

√𝑥2 + 𝑦2
 

 

𝑎𝑦 =
−𝑔(𝑉𝑦 + 𝜔𝑥𝑟 − Ωx)

√(𝑉𝑥 − 𝜔𝑦𝑟 + Ωy)2 + (𝑉𝑦 + 𝜔𝑥𝑟 − Ωx)2
 

 

𝑎𝑦 =
−𝑔 cos ∅𝜇𝑘(𝑉𝑦 + 𝜔𝑥𝑟 − Ωx)

√(𝑉𝑥 − 𝜔𝑦𝑟 + Ωy)2 + (𝑉𝑦 + 𝜔𝑥𝑟 − Ωx)2
+ 𝑔 sin∅

𝑦

√𝑥2 + 𝑦2
 

𝜔𝑥(nΔt) = 𝜔𝑥((n − 1)Δt) +

(𝐹𝑥𝑟 + 𝛽𝑚𝑔𝑟
−𝜔𝑥

√𝜔𝑥
2 + 𝜔𝑦

2
)

𝛿𝑚𝑟2
∙ Δt 

 

 

𝜔𝑥(nΔt) = 𝜔𝑥((n − 1)Δt) +

(𝐹𝑥𝑟 + 𝛽𝑚𝑔𝑟 cos∅
−𝜔𝑥

√𝜔𝑥
2 + 𝜔𝑦

2
)

𝛿𝑚𝑟2
∙ Δt 

 

𝜔𝑦(nΔt) = 𝜔𝑦((n − 1)Δt) +

𝐹𝑦𝑟 + 𝛽𝑚𝑔𝑟(
−𝜔𝑦

√𝜔𝑥
2 + 𝜔𝑦

2
)

𝛿𝑚𝑟2
∙ Δt 

 

𝜔𝑦(nΔt) = 𝜔𝑦((n − 1)Δt) +

𝐹𝑦𝑟 + 𝛽𝑚𝑔𝑟 cos ∅(
−𝜔𝑦

√𝜔𝑥
2 + 𝜔𝑦

2
)

𝛿𝑚𝑟2
∙ Δt 
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伍、 研究結果與討論 

一、  實驗前置作業 

  (一)滑動摩擦係數𝜇𝑘的測量 

 
圖十五 四種砂紙滑動摩擦位置與時間關係圖 tanθ=1.313 

圖十五 吻合實驗數據的多項式函數曲線之𝑅2值近似於 1，此僅有些許誤

差的滑動摩擦將用於實驗一、二、三的驗證。 

  (二)滾動摩擦係數β及標準化轉動慣量δ的測量 

 

圖十六 四種砂紙滾動摩擦位置與時間關係圖tanθ = 0.154 

 

圖十七 𝛿大實、𝛿大空之位置與時間關係圖tanθ = 0.093 

圖十六、十七 吻合實驗數據的多項式函數曲線之𝑅2值近似於 1，此僅有
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些許誤差的滾動摩擦、轉動慣量將用於實驗一、二、三的驗證。 

二、  實驗一: 球體於轉盤圓心準靜態釋放 

 (一) 軌跡圖實驗 VS 模擬 

 

圖十八 盤心準靜態釋放實驗軌跡圖        圖十九 盤心準靜態釋放模擬軌跡圖 

(甲砂紙, 中空,  𝑓盤 = 136 轉/分) 

由圖十八 可以看到軌跡呈現出兩個階段，先呈現螺線振盪向外，接著進入

打滑階段。 

 (二) 運動分析實驗 VS 模擬 

 

圖二十 中心準靜態釋放實驗運動分析 
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圖二十一 中心準靜態釋放模擬運動分析 

比較圖二十、二十一，由 V(t)中，可看出運動分為兩個階段，先呈現螺線振

盪向外，接著進入打滑階段，與軌跡圖可互相參照。 

 

模擬圖中𝑉𝑟𝑒𝑙(𝑡)可發現在螺線振盪階段近似 0，進入打滑階段時陡增。說明

我們可用準靜態近似條件理論來分析螺線振盪運動階段。 

由 X(t)中，發現在同一條件下的實驗和模擬運動分析圖，振盪頻率約為定值 

，且在實驗與模擬的振盪頻率相當接近。我們在後續實驗中利用準靜態近似

條件理論原理的 =
1

f f


 +
球 盤 與實驗結果對照，驗證其解釋力。 

將以準靜態近似條件理論原理的 2

max 2 2

1
R ( )

4

k g

f

 

 

+
=

盤

作為𝑅𝑚𝑎𝑥的理論值，

並與實驗結果對照。 

模擬圖中的 V(t)和實驗圖大致吻合，可以發現，進入打滑階段時 V(t)陡增。 

實驗中我們除了以軌跡圖來判斷𝑅𝑚𝑎𝑥外，也利用 V(t)陡增的條件協助判斷。 
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 (三)𝑓球與𝑓盤之關係 

 

圖二十二 甲砂紙𝑓球與𝑓盤之關係 

𝑓球與𝑓盤皆是在螺線振盪階段下擷取，由圖二十二實驗結果顯示不論空心或實

心球的螺線振盪頻率𝑓球均與盤轉動頻率𝑓盤成正比，此結果與理論， 

𝑓球 =
𝛿

𝛿+1
𝑓盤吻合。 圖中呈現出空心球的斜率較實心球大 1.42 倍，而

𝛿

𝛿+1
的理

論值為 1.57 倍，誤差 值僅為 9%，此結果亦與上述理論吻合，證實準靜態模

型在此實驗中具解釋力。 
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(四)𝑅𝑚𝑎𝑥之探討 

 

圖二十三 甲砂紙(𝜇
𝑘

= 1.1)不同轉速下       圖二十四 𝑅𝑚𝑎𝑥實/𝑅𝑚𝑎𝑥空與(1/𝑓
盤

)²之關係 

𝑅𝑚𝑎𝑥與(1/𝑓
盤

)²的關係 

將實驗結果與理論 2

max 2 2

1
R ( )

4

k g

f

 

 

+
=

盤

對照。 

由圖二十三，發現固定球的轉動慣量、砂紙摩擦係數，改變平台轉速，轉速

越快則𝑅𝑚𝑎𝑥越小。實驗結果吻合𝑅𝑚𝑎𝑥與
1

𝑓盤
2成正比的理論預測。 

由圖二十四，固定砂紙摩擦係數、盤轉速。發現實心鋼球較空心鋼球有較大

的𝑅𝑚𝑎𝑥，其比值有
𝑅𝑚𝑎𝑥實

𝑅𝑚𝑎𝑥空

= 1.54的關係。且此比值在不同的轉速、不同砂紙

的情況下均為此定值。根據理論
𝑅𝑚𝑎𝑥實

𝑅𝑚𝑎𝑥空

=
(
𝛿實+1

𝛿實
)2

(
𝛿空+1

𝛿空
)2
可見此比值僅與轉動慣量有

關，與盤轉速或砂紙種類無關，實驗結果呼應理論。 

根據我們先前測定的轉動慣量值，發現
(
𝛿實+1

𝛿實
)

(
𝛿空+1

𝛿空
)
為 1.5，而

(
𝛿實+1

𝛿實
)2

(
𝛿空+1

𝛿空
)2
為 2.25，此處

顯示可能我們測定轉動慣量或𝑅𝑚𝑎𝑥的絕對值可能有誤差，但基本趨勢即實心

球𝑅𝑚𝑎𝑥較空心球大、其比值僅和轉動慣量有關此一結果仍證實理論具解釋

力。 
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三、  實驗二:球體距圓心 20 公分準靜態釋放 

(一) 軌跡圖實驗 VS 模擬 

 

圖二十五 非盤心準靜態釋放軌跡圖      圖二十六 非盤心準靜態釋放模擬軌跡圖 

(丁砂紙, 大空, 𝑓
盤

= 117 轉/分) 

 

由圖二十五可以看到軌跡呈現明顯的三個階段，第一階段進動向盤心靠

攏，稱為進動， 第二階段螺線振盪向外，第三階段打滑。螺線振盪階

段、打滑階段與實驗一相似。 

 (二) 運動分析實驗 VS 模擬 

 
圖二十七 非盤心準靜態釋放實驗運動分析 
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圖二十八 非盤心準靜態釋放模擬運動分析 

模擬圖中𝑉𝑟𝑒𝑙(𝑡)可發現在進動階段及螺線振盪階均近似 0，進入打滑階段時

陡增。說明我們可用準靜態近似條件理論來分析進動及螺線振盪的運動階段。 

由 X(t)中，發現在同一條件下的實驗和模擬運動分析圖，振盪頻率約為定值 

，且在實驗與模擬的振盪頻率相當接近。我們在後續實驗中利用準靜態近似

條件理論原理的 =
1

f f


 +
球 盤 與實驗結果對照，驗證其解釋力。 

將以準靜態近似條件理論原理的 2

max 2 2

1
R ( )

4

k g

f

 

 

+
=

盤

作為𝑅𝑚𝑎𝑥 的理論值，

並與實驗結果對照。 

模擬圖中的 V(t)和實驗圖大致吻合，可以發現，進入打滑階段時 V(t)陡增。 

實驗中我們除了以軌跡圖來判斷𝑅𝑚𝑎𝑥外，也利用 V(t)陡增的條件協助判斷。 

經各種條件下的模擬發現在進動階段中，向盤心靠攏的進動速率為一定值𝑣𝑝 

將用模擬與實驗結果，驗證此結果。 
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(三)滾動摩擦係數、滑動摩擦係數對運動的影響、進動分析 

β    𝑢𝑘      𝜇𝑘 0.2 0.4 

0.01 

 

 

0.02 

 

 

圖二十九 比較不同係數𝜇𝑘與𝛽下進動速度以及𝑅𝑚𝑎𝑥之關係 

由圖二十九，滑動滾動摩擦的數值模擬發現，調整滑動摩擦係數𝜇𝑘與滾

動摩擦係數𝛽，可發現二者對軌跡有不同影響： 

當𝛽固定時，發現𝑅𝑚𝑎𝑥與𝜇𝑘成正比，是因為𝜇𝑘越大能夠提供更大的摩擦力

作為向心力，延遲打滑的時間與提升最大半徑，此點在後面的實驗可驗 

證。 

 當𝜇𝑘固定時，𝛽越大，向盤心靠攏的進動越快速，且其原因可參考原理的 

 力學分析，以上為定性分析，接下來探討進動速度與𝛽之間的定量分析 

圖三十 實驗進動分析                   圖三十一 模擬進動分析 

 

打滑 

進動 
螺線振盪 
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其他條件固定之情況下，如圖三十實驗圖，改變轉速測量得空心球的振盪

頻率較實心球高出約 1.79 倍，而根據實驗中的測量值 2.02，其誤差僅約

10%，由圖三十一模擬圖得誤差為 0.7%，可知不論是實驗或是模擬，球進

動速度和盤的旋轉頻率成反比，並且和球的轉動慣量成反比。 

吻合𝑉𝑝 ∝
𝛽

𝛿 𝑓
盤

之預測。 

 

圖三十二 實驗進動分析                  圖三十三 模擬進動分析 

比較圖三十二、三十三，不論是實驗或是模擬，當其他條件固定時，球

進動速率正比於滾動摩擦係數，與圖二十九定性分析吻合，也吻合定量

關係𝑉𝑝 ∝
𝛽

𝛿 𝑓
盤

。 

(四) 𝑓球與𝑓盤之關係 

 

   圖三十四 甲砂紙𝑓球與𝑓盤之關係     圖三十五 丙砂紙𝑓球與𝑓盤之關係 

 

 

 

 

 

圖三十六 丁砂紙𝑓球與𝑓盤之關係 
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由圖三十四、三十五、三十六，𝑓球與𝑓盤皆是在準靜態階段下擷取，依

=
1

f f


 +
球 盤 ，在不同的砂紙上𝑓球均應正比於𝑓盤，且其比值應和球之轉動

慣量有 =
1

f

f



 +

球

盤

的關係。實驗結果呼應此理論：在不同砂紙的實驗中，均

發現球的振盪頻率與盤的旋轉頻率成正比；且在固定砂紙、固定盤轉速的情

況下，空心球的振盪頻率較實心球高出約 1.43 倍，而根據實驗中的測量值

1
1.56

1









+
=

+

空

空

實

實

，其誤差僅約 9%，證實對於進動階段及螺線振盪階段部分，

仍可利用準靜態近似來求出解析解。 

 

 (五)𝑓球與𝜇𝑘之關係 

 

圖三十七 實心球在不同轉速下𝑓球與𝜇𝑘之關係   圖三十八 空心球在不同轉速下𝑓球與𝜇𝑘之關係 

 

觀察𝑓球與𝜇𝑘關係，由圖三十七、三十八在不同轉速下的實驗結果顯示，不論

高轉速或低轉速，𝑓球均與𝜇𝑘 無關，而與原理顯示的 =
1

f f


 +
球 盤 吻合。 
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  (六)𝑅𝑚𝑎𝑥之探討 

 

圖三十九 丙砂紙(𝜇𝑘 = 0.9)與丁砂紙(𝜇𝑘 = 1.14)不同轉速下
𝑅

𝑚𝑎𝑥實

𝑅
𝑚𝑎𝑥空

與(1/𝑓盤 ) ²的關係 

 

圖四十 
𝑅

𝑚𝑎𝑥實

𝑅
𝑚𝑎𝑥空

與(1/𝑓盤 ) ²之關係 

   𝑅𝑚𝑎𝑥是由準靜態過渡到打滑的臨界狀態,理論值 2

max 2 2

1
R ( )

4

k g

f

 

 

+
=

盤

 

 圖三十九，使用甲砂紙測量不同轉速下之𝑅𝑚𝑎𝑥，實驗結果即𝑅𝑚𝑎𝑥與(1/𝑓盤)²成 

 正比，與理論吻合。且由圖三十九，丁砂紙斜率除以丙砂紙斜率約為 1.092 與  

 
𝜇𝑘丁

𝜇𝑘丙

= 1.15，可說明𝑅𝑚𝑎𝑥與𝜇𝑘成正比。 

 圖四十使用甲砂紙與丙砂紙測量不同轉速下之𝑅𝑚𝑎𝑥實/𝑅𝑚𝑎𝑥空實驗值為 1.58 且  

 (
𝛿實心球+1

𝛿實心球
/

𝛿空心球+1

𝛿空心球
)理論值為 1.59，𝑅𝑚𝑎𝑥正比於(

𝛿+1

𝛿
)，與公式不吻合，但仍可 

 看出具有相同趨勢，實心球較空心球有較大最大半徑。 
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四、  實驗三:球體距圓心 20 公分準靜態釋放於傾斜轉盤 

(一)傾角軌跡分析、運動分析 實驗 vs 模擬 

 

圖四十一 傾斜盤面實驗軌跡圖   圖四十二 傾斜盤面模擬軌跡圖 

 

圖四十三 傾斜盤面實驗位置與時間關係圖   圖四十四 傾斜盤面模擬位置與時間關係圖 

比對圖四十一、四十二與四十三、四十四實驗結果與滑動滾動摩擦模擬，發

現高度一致性，證實研究中所提出的滑動滾動摩擦模型對於解釋、預測鋼球

在旋轉平台上的運動而言是適切的模型。 

且由圖四十三、四十四中實驗結果、模擬圖中均發現下列規則: 

傾斜角度 震盪次數 震盪時間間隔 

1.8 度 5 2、2.5、2.4、1.77、1.57 

2.5 度 3 1.7、2.17、1.73 

3.3 度 2 1.87、1.9 

  說明傾斜角度越大，球體振盪次數越小，且每次振盪時間間隔有逐漸減少趨    

  勢。 
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五、  模擬推廣:  

(一)傾斜平台軌跡模擬(分別朝+X、-X、+Y、-Y 軸方向傾斜平台) 

  

 

 

 

 

 

 

 

圖四十五 傾斜平台軌跡模擬圖 

(二)錐形+傾斜平台軌跡模擬(分別朝+X、-X、+Y、-Y 軸方向傾斜錐形平台) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     圖四十六 錐形+傾斜平台軌跡模擬圖 
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  會做這樣的擬合，是由於我們發現實驗圖二十五與最初的模擬不吻合，從其

他文獻中也找不到適當的公式。而在實驗三試過了將平台傾斜的實驗後，發現

平台的傾角會影響球的軌跡。因此初步嘗試使用各種傾角跑看看模擬，結果發

現也不能擬合(如圖四十五中的九種情況)。 

 

  後來觀察發現盤的邊緣似乎有下凹，可能是由於重力關係造成。因此開始嘗

試不同高低形狀的盤面，最後使用錐形(傘狀)的盤面去模擬時，發現有較高的

吻合度(如圖四十六中的右邊中間圖)。因此，我們提出的滑動-滾動摩擦模擬不

僅只能應用於平坦的旋轉平台分析，也能夠應用在傾斜甚至是不同高低起伏形

狀的旋轉平台。這是本研究相較於現有文獻更有突破之處。 

 

 

陸、 結論 

一、  由實驗發現，球體在旋轉平台上的運動，可以分為三階段：進動、螺線 

   振盪、打滑。 

二、  由盤心釋放的實驗中，以下數個實驗結果均與準靜態理論相符：𝑓球與𝑓盤   

      成正比、𝑓球與
𝛿

𝛿+1
正比，且𝑓球與𝜇𝑘無關。𝑅𝑚𝑎𝑥與(1/𝑓盤)²成正比、𝑅𝑚𝑎𝑥與     

      
𝛿+1

𝛿
成正比。 

三、  由非盤心釋放的實驗中，以下數個實驗結果與準靜態理論相符： 𝑓球與 

      𝑓盤成正比、𝑓球與
𝛿

𝛿+1
正比，且𝑓球與𝜇𝑘無關。𝑅𝑚𝑎𝑥與(1/𝑓盤)²成正比、 

             𝑅𝑚𝑎𝑥與
𝛿+1

𝛿
成正比、𝑅𝑚𝑎𝑥與𝜇𝑘成正比。 

四、  滑動-滾動摩擦模擬能夠清楚描述進動、螺線振盪、打滑的現象。且由實 

驗結果及模擬均一致顯示滑動摩擦與滾動摩擦是影響球運動軌跡的關鍵

因子：滾動摩擦是球加速的主因，滾動摩擦係數越大，進動速度𝑣𝑝越

大；而滑動摩擦會和球打滑前的最大半徑成正比。滑動-滾動摩擦模擬符

合實驗結果，具解釋力與預測力。 

五、  旋轉平台傾斜，並以準靜態方式純滾動釋放，發現球會偏往水平的方 
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向進動，且傾角越大則進動越明顯，時間間隔也越短。此結果與滑動-滾

動摩擦模擬相符，證實我們研究提出的模型可應用到新的情境。 

六、  滑動-滾動摩擦模擬可應用至錐形及其他不同高低起伏形狀的旋轉平台。 

      (如：鞍型)。 

 

柒、 展望與應用 

一、   case0 中，若滾動摩擦接近 0，則球會在平台一側繞一非圓心定點，做等 

       速率圓周運動，這是非常有趣的現象。 

二、   研究結果或可類比地表的氣流運動，如颱風路徑：旋轉平台-科氏力，   

       砂紙-氣流與地表的摩擦力，傾斜斜面-高低氣壓差。 

三、   Harvard 曾利用馬鞍型旋轉平台，在特定的旋轉頻率下，可將橡膠球侷    

       限在鞍底部而不滑下。本研究中的模擬方法可應用至此類時變勢能空  

       間中球體粒子的運動分析。一個實際的例子是四極式質譜儀/粒子陷阱 

發明人，德國物理學家 Wolfgang Paul 先生也同時發明了此裝置來具體

化展示其原理。他利用交流電場產生交替變化的鞍型電位場，而經過的

粒子，必須有恰當的電荷質量比，才能穩定待在中間，否則其振幅就會

快速加大，最終噴飛出去。所謂恰當的荷質比，會和電場交變的頻率有

關。在數學上習慣以馬丟方程式的微分方程來分析粒子在交變電場中的

行為。但若我們能夠應用我們的模擬來類比，鞍形平台高低代表空間中

的電位高低分布，旋轉頻率代表電場交替變化的頻率，或許能夠提供一

個具體而簡單的模型來說明粒子在電磁場中的行為模式。 
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【評語】160007 

本研究紀錄球體質心運動參數，並以接觸點準靜態理論計算及

滑動-滾動摩擦模型進行數值分析，找出各種變因與運動參數間的

關係。本研究透過實驗、力學分析、數值模擬方法研究數個變因之

間的關係，相當紮實。但最好還有一些特殊新穎的想法或结果。  
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