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1 

摘要 

本研究的目的在於探討在社群網路發達時代中，資訊的傳播範圍之可能性。我們將的智

慧上網裝置視為節點，以圖論方式分析節點到另一個節點的訊息傳遞模式。我們研究在傳遞

訊息對象人數不同時，及在不同共同朋友數量的網路圖中找出其傳播範圍的關係式。最後我

們找到不同結點數與傳遞次數、發源點之關係式，並進行一般化論證。並提出定理以供探討

不同節點訊息傳遞時，其網路傳播範圍之關係，應用於社群網路分析參考。 

Abstract 

The purpose of this study is to explore the possibility of information spreading in the internet 

age. We regard the mobile device as a node and analyze the information transmission mode from 

one node to another node in the way of graph theory. We study the relationship between the number 

of messages and mutual friends. Finally, we find the relationship between the number of nodes, 

transmission, and the origin point, and make a general demonstration. Besides, a theorem is 

proposed to explore the relationship between the spreading range of messages in different nodes, 

which can be used as a reference for social network analysis. 
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壹、 研究動機 

近年來由於資訊網路發展快速，各種訊息的傳播已非昔日，用單純的口耳相傳來進行。

往往有人在自己的社群網路發一訊息，便可告知在其同一社群網路的朋友，此時其朋友如果

再自己的社群網路轉發出去，便會造成一傳多的傳遞。因此我們很好奇此一現象是否可以數

學建模方式來評估其傳播範圍中節點數的上界？ 

在網路中，每一個人或電腦（手持式可上網裝置）都可視一個節點，從一個電腦到另一

個電腦的連結則是這個網路的邊[1]。假如電腦 A 及電腦 B 有連結，我們以 A~B 表示。如圖 1

所示，在圖中可看到三群資料分別由 A、H、P 為中心。若此時由 A 發一訊息，因為 A~B, A~C, 

A~D, A~E, A~F, A~G, A~H，所以 B, C, D, E, F, G, H 可以馬上收到 A 所發的訊息。假設關係不

變，且 A 跟 H 比較親近之外，其他人的親密程度相同，因此把 A 和 H 的連接加粗結果（如圖

2），此時可產生一加權無向圖，下表一為加權無向圖權值示意表，由於 A,P,H 為三群的主結

點，第一次傳遞訊息要此三群的主結點收到，才會繼續傳遞下去，例如：A 與 P 皆傳遞給 H，

H 才能繼續傳遞下去，而同時 A 也傳遞至 B,C,D,E,F,G。我們特別將權重最大的連結，以粗邊

來表示（圖 2）。我們發現 A 和 H 皆為許多節點之共同的朋友，因此本研究以此來深化網路訊

息傳遞範圍的邊界分析，研究可能結構，找出訊息最大傳遞範圍。 

 

 
 

圖 1：社群網路虛擬無向圖 圖 2：社群網路虛擬局部加權無向圖 

因此，本研究設定網路上的每個人為一節點(node)，透過節點對節點的連結方式生成一實

對稱矩陣，由於特徵向量可視為矩陣的線性不變量[2]。因此其方向上變換矩陣可以拉伸向量

而不必扭曲，可使得計算不同節點的關係程度成為可行。由於特徵向量中心性僅以矩陣呈現，

我們在一篇論文[4]中看到，有關另一種加權方法，我們以此概念進行延伸探討。 
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貳、 研究目的 

一、 相關名詞解釋 

(一) 節點(node)： 

社會網路的組成包含了節點(node)與連結(link)。就社會學而言，節點為社會中具

有行動能力的個體，例如家庭成員或公司職員等[3]。在本研究中，節點即為接收或發

送訊息的點。 

(二) 發源點： 

第一個發送訊息的點。在本研究中，以紅色節點來表示發源點或傳送訊息的點，

若是第 1 個發送訊息的點就是發源點，而如圖 3，A 點即為發源點。 

 

圖 3：A 點為發源點的情形 

(三) 共同朋友(f)： 

根據交通大學黃全榮的研究[5]，共同朋友表示兩個不同的節點，向外走一步可到

達的節點（與該個節點間無任何節點）為同一點，則該節點為他們的共同朋友。 

 

圖 4：共同朋友示意圖 

如圖 4，A、B 點為發源點，A、B 點向外走一步皆可到達綠色節點，因此綠色節

點為 A、B 的共同朋友。 

(四) 訊息傳遞層(次)(n)： 

定義發源點所在之層(次)數為 0，而向外傳送一次的點即為第一層(次)，以此類

推，從第一層(次)節點所發送出去的點為第二層(次)，以此類推。 

(五) 傳遞訊息的傳播範圍： 

在本研究中，我們將發送或接收訊息的人之裝置視為節點，以圖形表示人與人
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（裝置與裝置）之間傳遞情形。 

二、 研究問題 

(一) 當由一個發源點向外傳送訊息，發送訊息的共同朋友上界與節點數量之關係式為何？ 

(二) 當由一個發源點向外傳送訊息，無共同朋友時訊息的傳播範圍為何？ 

(三) 當由一個發源點向外傳送訊息，有共同朋友時訊息的傳播範圍為何？ 

(四) 當固定訊息傳播的範圍，發源點個數與傳遞訊息的最少次數之關係式為何？ 

 

參、 研究設備及器材 

硬體部分：紙、筆、電腦。 

軟體部分：文書處理軟體 Word、方程式編輯器 MathType、幾何圖形 GeoGebra。 

 

肆、 研究過程或方法 

一、 名詞解釋及符號定義 

 

圖 5:由 A 出發分別同時給 B、C、D 三個群示意圖 

n：向外傳遞的層數，定義發源點(如圖5紅點為第零層，即 n=0為第0層)，由第0層向外傳遞

訊息後，接收到的點為第一層，（如圖5，藍色圓圈上的點為第一層，即 n=1） 

𝐿𝑛：第 n 層的點集合（如圖5，第0層(n=0)的點集合為 A，定義  0 =L A ） 

|𝐿𝑛|：第 n 層的節點數（如圖5，第0層(n=0)的節點個數即為1，定義 0 1L = ） 

𝐿0 ∪ 𝐿1 ∪ 𝐿2 ∪ ⋯ ∪ 𝐿𝑛：訊息傳遞到第 n 層的點集合（如圖5，由𝐿0 = {𝐴},𝐿1 = {𝐵, 𝐶, 𝐷}可得

𝐿0 ∪ 𝐿1 = {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷}） 

|𝐿0 ∪ 𝐿1 ∪ 𝐿2 ∪ ⋯ ∪ 𝐿𝑛|：傳遞訊息到 n 層的總節點數（如圖5，由於𝐿0 ∪ 𝐿1 = {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷}，因

A 
B 

D 

C 
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此𝐿0 ∪ 𝐿1的點個數為4，即|𝐿0 ∪ 𝐿1| = 4），為方便表示，定義 s 為接收及發送訊息範圍的總節

點數。 

a：發源點個數(發源點計算在總點數內，故恆有(a≤|𝐿0 ∪ 𝐿1 ∪ 𝐿2 ∪ ⋯ ∪ 𝐿𝑛|) 

k：每次向外傳給 k 人（如圖5，A 點向外傳遞給三個人，我們以節點表示人數，即 k=3） 

t：傳遞次數 

f：共同朋友個數（如圖5，由第1層向外傳遞訊息至第2層後，接收到的節點中有共同的即為

共同朋友，即綠色節點，即 f=2） 

(一) 傳遞層次及範圍的假設與解釋 

本研究假設訊息傳播出去的點，也就是發源點，所成集合為𝐿0。在圖 6 中假設有

一訊息由 A 傳播出去（A 為發源點），則𝐿0 = {𝐴}。 

本研究定義對所有非負整數 n，𝐿𝑛+1 = {𝑥|𝑥 ~ 𝑦 , 𝑥 ∉ 𝐿𝑘 , 𝑘 ≤ 𝑛, 𝑦 ∈ 𝐿𝑛}。例如：若

直接由A發送到訊息的點所成集合稱為𝐿1，如圖 6中的紅色方框部分，𝐿1 = {𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐾}。

接下來訊息由𝐿1內的點傳播出去，而接收到的點所成集合為𝐿2。 

明顯地，若𝐿𝑛為被傳播出去第 n 次所成的集合，則表示一個訊息被傳播出去 n 次，

而所有接收到訊息的節點所成集合為𝐿0 ∪ 𝐿1 ∪ 𝐿2 ∪ ⋯ ∪ 𝐿𝑛，且𝐿𝑖 ∩ 𝐿𝑗 = { }(i ≠j 且 i,j∈

ℤ)。 

定義：發源點所成集合為𝐿0。若𝐿0 = {𝐴}，為|𝐿0| = 1，以總節點個數為單位。發源點

能發布訊號。設此圖形為𝐿0 ∪ 𝐿1 ∪ 𝐿2 ∪ ⋯ ∪ 𝐿𝑛範圍圖，而將其圖形之範圍節點數記為

|𝐿0 ∪ 𝐿1 ∪ 𝐿2 ∪ ⋯ ∪ 𝐿𝑛| = ∑ |𝐿𝑖|𝑛
𝑖=0 ，稱其接收及發送範圍節點數，亦即圖形開始下一層

傳遞前，所呈現的基礎圖形。 

舉例來說： 

當發源點向外傳遞，本研究假設有一訊息由 A 傳播出去（A 為發源點），如下圖，A 傳

遞給 C,K,B,D，𝐿0 = {𝐴}，𝐿1 = {𝐶, 𝐾, 𝐵, 𝐷} ，總節點數記為|𝐿0 ∪ 𝐿1| = ∑ |𝐿𝑖|1
𝑖=0 = 5，

而圖6紅色方框部分稱為𝐿0 ∪ 𝐿1的範圍圖。 
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圖6：傳遞範圍示意圖 

(二) 訊息傳遞定義： 

1. 傳遞範圍： 

(1) 限制傳遞次數：一個節點只可傳遞一次訊息 

(2) 無限制性傳送：一次可傳至多個點 

(3) 多對節點可同步傳遞，且彼此互不干擾 

(4) 僅一個發源點 

2. 最少傳遞次數： 

(1) 不限制傳遞次數：一個節點可傳遞多次訊息 

(2) 有選擇性傳送：一次只可將訊息向外傳至一個節點 

(3) 所有點個數恆大於或等於發源點總數 

(4) 發源點個數可以改變 

(5) 多對節點可同步傳遞，且彼此互不干擾 

(6) 一個節點不可同時進行互換或向外傳出給其他節點 

(三) 最大範圍圖 

定義：發源點所成集合為𝐿0。若𝐿0 = {𝐴}，最大範圍為|𝐿0|=1，以總節點個數為單位。

發源點能發布訊號。設此圖形為𝐿0 ∪ 𝐿1 ∪ 𝐿2 ∪ ⋯ ∪ 𝐿𝑛範圍圖，而將其圖形之最大範圍節

點數記為|𝐿0 ∪ 𝐿1 ∪ 𝐿2 ∪ ⋯ ∪ 𝐿𝑛|=∑ |𝐿𝑖|𝑛
𝑖=0 ，稱其最大接收及發送範圍節點數，亦即圖形開

始下一層傳遞前，所呈現的基礎圖形。 

舉例來說：當發源點向外傳遞，我們假設有一訊息由 A 傳播出去（A 為發源點），如下圖，

A 傳遞給 C,K,B,D，𝐿0 = {𝐴}，𝐿1={C,K,B,D}，最大範圍節點數記為 0 1L L =∑ |𝐿𝑖|𝑛
𝑖=0 =5，

而下圖稱為𝐿0 ∪ 𝐿1的最大範圍圖，如圖8。 

(四) 最大範圍圖訊息傳遞定義： 
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1. 「無選擇性」傳送：一個發源點每次可將訊息傳至多個點。 

2. 點個數隨發源點之層數而改變。 

3. 所有點個數恆大於或等於發源點總數。 

4. 「單點傳輸」：當發源點僅有 1 個時，亦即只有一種訊號進行傳遞(本身具備所有訊號) 

故其他未有訊號的點，一旦獲得訊號，即可向外傳遞，可不需交換訊息後再傳。 

5. 多對節點可同步傳遞，且彼此互不干擾。 

6. 內部傳遞（內傳）：發源點內互相傳遞（類似交換訊息），之間不額外進行延伸（點個數

不變，除非點已獲得所有訊號且不協助傳遞訊號的狀態下，才會增加），以達成所有點

獲得全部訊息。 

二、 研究過程 

本研究模擬訊息的傳遞，在不同條件下找出訊息傳遞的範圍，並提出了以下定理： 

(一) 共同朋友上界與發送訊息的節點數量之關係 

在模擬訊息傳遞前須先找出共同朋友數量的限制，本研究先討論固定一個發

源點時，列出訊息傳遞給不同人數時，共同朋友數量的上界以及共同朋友和訊息傳

遞範圍的關係。 

1. 當 k=1 時 

 

表 1：一個發源點，每個節點一次將訊息向外傳遞訊息給 1 個人，即 k=1 

  
 

1 0 11, 2L L L=  =  
2 0 1 21, 3L L L L=   =  

3 0 1 2 31, 4L L L L L=    =  

在訊息每次只傳遞給 1 人時，不會有共同朋友，因此第二層最多可以有⌊
1×1

2
⌋ =

0個共同朋友。 

 

2. 當 k=2 時 
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表 2：一個發源點，每個節點一次將訊息向外傳遞訊息給 2 個人，即 k=2： 

 

 
 

1 0 12, 3L L L=  =  
2 0 1 22, 5L L L L=   =  

3 0 1 2 32, 7L L L L L=    =  

在訊息每次傳遞給 人時，若無共同朋友，訊息傳遞至第二層的總節點數|𝐿2| =

2 × 2 = 4，由圖可知第二層最多可以有⌊
4

2
⌋=2=⌊

2×2

2
⌋=2 個共同朋友。 

3. 當 k=3 時 

 

表 3：一個發源點，每次傳遞訊息給三個人，即 k=3： 

 
 

 

1 0 13, 4L L L=  =  
2 0 1 25, 9L L L L=   =  

3 0 1 2 311, 20L L L L L=    =  

在訊息每次傳遞給 3 人時，若無共同朋友|𝐿2| = 3 × 3 = 9，所以第二層最多可

以有⌊
9

2
⌋=4 個共同朋友。 

4. 當 k=4 時 

 

表 4：一個發源點，每次傳遞訊息給四個人，即 k=4： 

 
 

 

1 0 14, 5L L L=  =  
2 0 1 28, 13L L L L=   =  

3 0 1 2 316, 29L L L L L=    =  

在訊息傳遞每次給 4 人時，若無共同朋友|𝐿2| = 4 × 4 = 16，所以第二層最多

2
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可以有⌊
16

2
⌋ = 8個共同朋友。 

5. 一個發源點，每次傳遞訊息給 k 個人，即 k=k： 

從以上例子可知傳遞訊息時的共同朋友上界由 k 值決定，由於共同朋友從第二

層開始出現，且|𝐿𝑖| ≤ |𝐿𝑖+1|，故在𝐿2的傳遞範圍內為有共同朋友中最少節點的層數，

中 f 的最大值為整個傳遞範圍中 f 的最大值。當訊息傳遞給 k 人時，在無共同朋友時，

|𝐿2| = 𝑘 × 𝑘 = 𝑘2，傳遞範圍最多可以有

2

2

k 
 
 

個共同朋友。 

 

(二) 模擬無共同朋友時網路傳遞訊息的傳播範圍 

例如當 k=2 時，無共同朋友時網路傳遞訊息的傳播範圍如下(表 5) 

表 5：當有 1 個發源點，每個節點一次向外傳遞給 k個節點，傳遞至n層 

 
 

 

1 0 12, 3L L L=  =  
2 0 1 24, 7L L L L=   =  

3 0 1 2 38, 15L L L L L=    =  

猜想： 

第 n 層的節點數量： 

因為只有一個發源點，|𝐿0| = 1，訊息往外傳遞至 k 個節點，|𝐿1| = 𝑘， 1L 的每個節點將

訊息傳遞至 k 個節點，|𝐿2| = 𝑘2，𝐿2的每個節點再將訊息傳遞至 k 個節點，𝐿3 = 𝑘3，以此類

推，|𝐿4| = 𝑘4,𝐿𝑛 = 𝑘𝑛。 

訊息傳遞到第 n 層時，傳遞範圍內有接收到訊息的所有節點數量： 

第 0 層節點數：|𝐿0| = 1
  

訊息傳至第 1 層節點總數：|𝐿0 ∪ 𝐿1| = 𝑘 + 1  

訊息傳至第 2 層節點總數：|𝐿0 ∪ 𝐿1 ∪ 𝐿2| = 𝑘2 + 𝑘 + 1  

訊息傳至第 3 層節點總數：|𝐿0 ∪ 𝐿1 ∪ 𝐿2 ∪ 𝐿3| = 𝑘3 + 𝑘2 + 𝑘 + 1
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訊息傳至第 n 層的節點總數：⋃ |𝐿𝑖|𝑛
𝑖=0 = ∑ |𝐿𝑖|𝑛

𝑖=0 = 𝑘𝑛 + 𝑘𝑛−1 + 𝑘𝑛−2 + ⋯ + 𝑘0 =

𝑘𝑛+1−1

𝑘−1
, 𝑛 ≥ 0, 𝑘 ≥ 0 

因此我們得到，每次向外發送訊息的節點數量與訊息傳遞範圍的關係式 

定理一：當有1個發源點，每個節點一次向外傳遞給 k個節點，傳遞至 n 層，則 

|⋃ 𝑳𝒊
𝒏
𝒊=𝟎 | = ∑ |𝑳𝒊|

𝒏
𝒊=𝟎 =

𝒌𝒏+𝟏−𝟏

𝒌−𝟏
, 𝒏 ≥ 𝟎, 𝒌 ≥ 𝟎  

證明： 

當層數為 1 時， 

|⋃ 𝐿𝑖
1
𝑖=0 | = ∑ |𝐿𝑖|1

𝑖=0 = 𝑘 + 1 =
(𝑘+1)(𝑘−1)

𝑘−1
=

𝑘2−1

𝑘−1
=

𝑘1+1−1

𝑘−1
 ，成立 

設層數為 n 時，|⋃ 𝐿𝑖
𝑛
𝑖=0 | = ∑ |𝐿𝑖|𝑛

𝑖=0 =
𝑘𝑛+1−1

𝑘−1
成立，n≥0 

當層數為 n+1 時，|⋃ 𝐿𝑖
𝑛+1
𝑖=0 | = ∑ |𝐿𝑖|𝑛+1

𝑖=0 = ∑ |𝐿𝑖|𝑛
𝑖=0 + |𝐿𝑛+1| =

𝑘𝑛+1−1

𝑘−1
+ 𝑘𝑛 ⋅ 𝑘 =

𝑘𝑛+1−1+𝑘𝑛+1−𝑘𝑛

𝑘−1
 

=
𝑘𝑛+1−1+𝑘𝑛+2−𝑘𝑛+1

𝑘−1
=

𝑘𝑛+2−1

𝑘−1
=

𝑘(𝑛+1)+1−1

𝑘−1
，成立。 

因此由數學歸納法得知⋃ |𝐿𝑖|𝑛
𝑖=0 = ∑ |𝐿𝑖|𝑛

𝑖=0 =
𝑘𝑛+1−1

𝑘−1
對於所有非負整數 n 皆成立。■ 

(三) 模擬有共同朋友時網路傳遞訊息的傳播範圍 

1. 當有一位共同朋友，訊息傳遞範圍的關係式 

例如當 k=2 時，一位共同朋友，訊息傳遞範圍的關係式如下(表 6) 

表 6：當有 1 個發源點，每個節點向外傳遞給 k個節點，但從第二層開始每層都有一

位共同朋友，傳遞至 n層 

 
 

 

1 0 12, 3L L L=  =  
2 0 1 23, 6L L L L=   =  

3 0 1 2 35, 11L L L L L=    =  



11 

第 n 層的節點數量：因為只有一個發源點，|𝐿0| = 1，訊息往外傳遞至 k 個節點，|𝐿1| = 𝑘，

𝐿1的每個節點將訊息傳遞至 k 個節點，有一個共同朋友，節點數要-1，|𝐿2| = 𝑘2 − 1，𝐿2

的每個節點再將訊息傳遞至 k 個節點，因為有一個共同朋友，所以節點數為|𝐿3| =

(𝑘2 − 1)𝑘 − 1 = 𝑘3 − 𝑘 − 1，以此類推，|𝐿𝑛| = −(∑ 𝑘𝑚𝑛−2
𝑚=0 ) + 𝑘𝑛 = −

𝑘𝑛−1−1

𝑘−1
+ 𝑘𝑛, 𝑛 ≥

2。 

訊息傳遞到第 n 層時，傳遞範圍內有接收到訊息的所有節點數量： 

第 0 層節點數：|𝐿0| = 1 

訊息傳至第 1 層節點總數：|𝐿0 ∪ 𝐿1| = 𝑘 + 1
  

訊息傳至第 2 層節點總數：|𝐿0 ∪ 𝐿1 ∪ 𝐿2| = 𝑘2 + 𝑘  

訊息傳至第 3 層節點總數：|𝐿0 ∪ 𝐿1 ∪ 𝐿2 ∪ 𝐿3| = 𝑘3 + 𝑘2 − 1  

訊息傳至第 4 層節點總數：|𝐿0 ∪ 𝐿1 ∪ 𝐿2 ∪ 𝐿3 ∪ 𝐿4| = 𝑘4 + 𝑘3 − 𝑘 − 2
  

訊息傳至第 n 層的節點總數：|⋃ 𝐿𝑖
𝑛
𝑖=0 | = ∑ |𝐿𝑖|𝑛

𝑖=0 = −[∑ (𝑚 + 1)𝑛−3
𝑚=0 𝑘𝑛−𝑚−3] + 𝑘𝑛 +

𝑘𝑛−1, 𝑛 ≥ 3, 𝑘 ≥ 2
 

一般式猜想： 

由|⋃ 𝐿𝑖
𝑛
𝑖=0 | = ∑ |𝐿𝑖|𝑛

𝑖=0 = −[∑ (𝑚 + 1)𝑛−3
𝑚=0 𝑘𝑛−𝑚−3] + 𝑘𝑛 + 𝑘𝑛−1得 

⇒ |⋃ 𝐿𝑖
𝑛
𝑖=0 | = ∑ |𝐿𝑖|𝑛

𝑖=0 = −[𝑘𝑛−3 + 2𝑘𝑛−4 + 3𝑘𝑛−5 + ⋯ + (𝑛 − 3)𝑘1 + (𝑛 − 2)𝑘𝑛−𝑛] +

𝑘𝑛 + 𝑘𝑛−1  

令𝑆𝑛 = 𝑘𝑛−3 + 2𝑘𝑛−4 + 3𝑘𝑛−5 + ⋯ + (𝑛 − 3)𝑘1 + (𝑛 − 2)𝑘𝑛−𝑛 

⇒ 𝑆𝑛 =
𝑘(𝑘𝑛−2−1)

(𝑘−1)2 −
𝑛−2

𝑘−1
代回原式 

⇒ |⋃ 𝐿𝑖
𝑛
𝑖=0 | = ∑ |𝐿𝑖|𝑛

𝑖=0 = − [
𝑘(𝑘𝑛−2−1)

(𝑘−1)2 −
𝑛−2

𝑘−1
] + 𝑘𝑛 + 𝑘𝑛−1  

因此|⋃ 𝐿𝑖
𝑛
𝑖=0 | = ∑ |𝐿𝑖|𝑛

𝑖=0 = −[∑ (𝑚 + 1)𝑛−3
𝑚=0 𝑘𝑛−𝑚−3] + 𝑘𝑛 + 𝑘𝑛−1, 𝑛 ≥ 3, 𝑘 ≥ 2 

= − [
𝑘(𝑘𝑛−2−1)

(𝑘−1)2 −
𝑛−2

𝑘−1
] + 𝑘𝑛 + 𝑘𝑛−1, 𝑛 ≥ 3, 𝑘 ≥ 2  
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定理二：當有 1 個發源點，每個節點向外傳遞給 k個節點，但從第二層開始每層都有一位

共同朋友，傳遞至 n層，則 

|⋃ 𝑳𝒊
𝒏
𝒊=𝟎 | = ∑ |𝑳𝒊|

𝒏
𝒊=𝟎 = − [

𝒌(𝒌𝒏−𝟐−𝟏)

(𝒌−𝟏)𝟐 −
𝒏−𝟐

𝒌−𝟏
] + 𝒌𝒏 + 𝒌𝒏−𝟏, 𝒏 ≥ 𝟑, 𝒌 ≥ 𝟐  

證明： 

由於 3n  時才成立，所以這裡我們從 n=3 開始證明。 

當層數為 3 時，|⋃ 𝐿𝑖
3
𝑖=0 | = ∑ |𝐿𝑖|3

𝑖=0 = −1 + 𝑘2 + 𝑘3 = − (
𝑘−1

𝑘−1
) + 𝑘2 + 𝑘3 

= − (
𝑘

𝑘−1
−

1

𝑘−1
) + 𝑘2 + 𝑘3 = − [

𝑘(𝑘−1)

(𝑘−1)2 −
1

𝑘−1
] + 𝑘3 + 𝑘2  

= − [
𝑘(𝑘3−2−1)

(𝑘−1)2 −
3−2

𝑘−1
] + 𝑘3 + 𝑘3−1 = − [

𝑘(𝑘𝑛−2−1)

(𝑘−1)2 −
𝑛−2

𝑘−1
] + 𝑘𝑛 + 𝑘𝑛−1  

設層數為 n 時，|⋃ 𝐿𝑖
𝑛
𝑖=0 | = ∑ |𝐿𝑖|𝑛

𝑖=0 = − [
𝑘(𝑘𝑛−2−1)

(𝑘−1)2 −
𝑛−2

𝑘−1
] + 𝑘𝑛 + 𝑘𝑛−1成立 

則層數為 n+1 時，|⋃ 𝐿𝑖
𝑛+1
𝑖=0 | = ∑ |𝐿𝑖|𝑛+1

𝑖=0 = − [
𝑘(𝑘𝑛−2−1)

(𝑘−1)2 −
𝑛−2

𝑘−1
] + 𝑘𝑛 + 𝑘𝑛−1 + |𝐿𝑛+1| 

= − [
𝑘(𝑘𝑛−1−1)

(𝑘−1)2 −
𝑛+1−2

𝑘−1
] + (𝑘𝑛+1 + 𝑘𝑛)成立，因此由數學歸納法得知， 

|⋃ 𝐿𝑖
𝑛
𝑖=0 | = ∑ |𝐿𝑖|𝑛

𝑖=0 = − [
𝑘(𝑘𝑛−2−1)

(𝑘−1)2 −
𝑛−2

𝑘−1
] + 𝑘𝑛 + 𝑘𝑛−1對於所有 3n  之整數皆成立。■ 

2. 當有兩位共同朋友，訊息傳遞範圍的關係式 

例如當 k=3 時，有兩位共同朋友，訊息傳遞範圍的關係式如下(表 7) 

表 7：當有 1 個發源點，每個節點向外傳遞給 k個節點，但從第二層開始每層都有兩位共

同朋友，傳遞至 n 層 

 
 

 

1 0 13, 4L L L=  =  
2 0 1 27, 11L L L L=   =  

3 0 1 2 319, 30L L L L L=    =  

第 n 層的節點數量： 
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因為只有一個發源點，|𝐿0| = 1，訊息往外傳遞至 k 個節點，|𝐿1| = 𝑘，𝐿1的每個節

點將訊息傳遞至 k 個節點，有兩個共同朋友，節點數要-2，|𝐿2| = 𝑘2 − 2，𝐿2的每個節

點再將訊息傳遞至 k 個節點，因為有兩個共同朋友，所以節點數為 

|𝐿3| = (𝑘2 − 2) 𝑘 − 2 = 𝑘3 − 2𝑘 − 2，𝐿2每個節點再將訊息傳遞至 k 個節點，因為有

兩個共同朋友，所以節點數為|𝐿4| = [(𝑘2 − 2)]𝑘 − 2 = 𝑘4 − 2𝑘 − 2以此類推，|𝐿𝑛| =

𝑘𝑛 − 2 (
𝑘𝑛−1−1

𝑘−1
) , 𝑘 ≥ 2。 

訊息傳遞到第 n 層時，傳遞範圍內有接收到訊息的所有節點數量： 

訊息傳至第 0 層節點總數：|𝐿0| = 1 

訊息傳至第 1 層節點總數：|𝐿0 ∪ 𝐿1| = 𝑘 + 1 

訊息傳至第 2 層節點總數：|𝐿0 ∪ 𝐿1 ∪ 𝐿2| = 𝑘2 + 𝑘 − 1 

訊息傳至第 3 層節點總數：|𝐿0 ∪ 𝐿1 ∪ 𝐿2 ∪ 𝐿3| = 𝑘3 + 𝑘2 − 𝑘 − 3 

訊息傳至第 n 層的節點總數： 

|⋃ 𝐿𝑖
𝑛
𝑖=0 | = ∑ |𝐿𝑖|𝑛

𝑖=0 = −[∑ (2𝑚 + 1)𝑘𝑛−𝑚−2𝑛−2
𝑚=0 ] + 𝑘𝑛 + 𝑘𝑛−1, 𝑛 ≥ 2, 𝑘 ≥ 2

  

一般式猜想： 

由|⋃ 𝐿𝑖
𝑛
𝑖=0 | = ∑ |𝐿𝑖|𝑛

𝑖=0 = −[∑ (2𝑚 + 1)𝑘𝑛−𝑚−2𝑛−2
𝑚=0 ] + 𝑘𝑛 + 𝑘𝑛−1得 

⇒ |⋃ 𝐿𝑖
𝑛
𝑖=0 | = ∑ |𝐿𝑖|𝑛

𝑖=0 = −[𝑘𝑛−2 + 3𝑘𝑛−3 + 5𝑘𝑛−4 + ⋯ + (2𝑛 − 5)𝑘1 + (2𝑛 − 3)𝑘𝑛−𝑛] +

𝑘𝑛 + 𝑘𝑛−1  

令𝑆𝑛 = 𝑘𝑛−2 + 3𝑘𝑛−3 + 5𝑘𝑛−4 + ⋯ + (2𝑛 − 5)𝑘1 + (2𝑛 − 3)𝑘𝑛−𝑛 

⇒ 𝑆𝑛 =
𝑘𝑛−1

𝑘−1
+ 2 [

𝑘(𝑘𝑛−2−1)

(𝑘−1)2 ] −
2𝑛−3

𝑘−1
=

𝑘𝑛−1−2𝑛+3

𝑘−1
+ 2 [

𝑘(𝑘𝑛−2−1)

(𝑘−1)2 ]帶回原式 

⇒ |⋃ 𝐿𝑖
𝑛
𝑖=0 | = ∑ |𝐿𝑖|𝑛

𝑖=0 = − {
𝑘𝑛−1−2𝑛+3

𝑘−1
+ 2 [

𝑘(𝑘𝑛−2−1)

(𝑘−1)2 ]} + 𝑘𝑛 + 𝑘𝑛−1  

因此|⋃ 𝐿𝑖
𝑛
𝑖=0 | = ∑ |𝐿𝑖|𝑛

𝑖=0 = −[∑ (2𝑚 + 1)𝑘𝑛−𝑚−2𝑛−2
𝑚=0 ] + 𝑘𝑛 + 𝑘𝑛−1, 𝑛 ≥ 2, 𝑘 ≥ 2 

= − {
𝑘𝑛−1−2𝑛+3

𝑘−1
+ 2 [

𝑘(𝑘𝑛−2−1)

(𝑘−1)2 ]} + 𝑘𝑛 + 𝑘𝑛−1, 𝑛 ≥ 2, 𝑘 ≥ 2  
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定理三：當有 1 個發源點，每個節點向外傳遞給 個節點，但從第二層開始每層都有兩位

共同朋友，傳遞至 n層，則 

⋃ |𝑳𝒊|
𝒏
𝒊=𝟎 = ∑ |𝑳𝒊|

𝒏
𝒊=𝟎 = − {

𝒌𝒏−𝟏−𝟐𝒏+𝟑

𝒌−𝟏
+ 𝟐 [

𝒌(𝒌𝒏−𝟐−𝟏)

(𝒌−𝟏)𝟐 ]} + 𝒌𝒏 + 𝒌𝒏−𝟏, 𝒏 ≥ 𝟐, 𝒌 ≥ 𝟐  

證明： 

由於 2n  時才成立，所以這裡我們從 n=2 開始證明。 

當層數為 2 時，|⋃ 𝐿𝑖
2
𝑖=0 | = ∑ |𝐿𝑖|2

𝑖=0 = − {
𝑘2−1−2⋅2+3

𝑘−1
+ 2 [

𝑘(𝑘2−2−1)

(𝑘−1)2 ]} + 𝑘2 + 𝑘2−1 = −1 +

𝑘1 + 𝑘2成立。 

設層數為 n 時，|⋃ 𝐿𝑖
𝑛
𝑖=0 | = ∑ |𝐿𝑖|𝑛

𝑖=0 = − {
𝑘𝑛−1−2𝑛+3

𝑘−1
+ 2 [

𝑘(𝑘𝑛−2−1)

(𝑘−1)2 ]} + 𝑘𝑛 + 𝑘𝑛−1成立。 

則當層數為 n+1，|⋃ 𝐿𝑖
𝑛+1
𝑖=0 | = ∑ |𝐿𝑖|𝑛+1

𝑖=0 = − {
𝑘𝑛−1−2𝑛+3

𝑘−1
+ 2 [

𝑘(𝑘𝑛−2−1)

(𝑘−1)2 ]} + 𝑘𝑛 + 𝑘𝑛−1 +

|𝐿𝑛+1| = − [
𝑘𝑛−2(𝑛+1)+3

𝑘−1
+ 2 [

𝑘(𝑘𝑛+1−2−1)

(𝑘−1)2 ]] + (𝑘𝑛 + 𝑘𝑛+1)成立。 

因此由數學歸納法得知，|⋃ 𝐿𝑖
𝑛
𝑖=0 | = ∑ |𝐿𝑖|𝑛

𝑖=0 = − {
𝑘𝑛−1−2𝑛+3

𝑘−1
+ 2 [

𝑘(𝑘𝑛−2−1)

(𝑘−1)2 ]} + 𝑘𝑛 + 𝑘𝑛−1

對於所有 2n  之整數皆成立。■ 

3. 當有 f 個共同朋友( 2f  )，訊息傳遞範圍的關係式？ 

推論：當有 1 個發源點，每個節點向外傳遞給 k，但從第二層開始每層都有 f 個共同朋

友，傳遞至 n 層： 

由前面論證猜想 

|⋃ 𝐿𝑖
𝑛
𝑖=0 | = ∑ |𝐿𝑖| =𝑛

𝑖=0 − [∑ (𝑓𝑚 + 1)𝑘𝑛−𝑚−2𝑛−2
𝑚=0 ] + 𝑘𝑛 + 𝑘𝑛−1, 𝑛 ≥ 2, 𝑘 ≥ 𝑓  

= − {
(𝑓−1)𝑘𝑛−1−𝑓𝑛+4

𝑘−1
+ 𝑓 [

𝑘(𝑘𝑛−2−1)

(𝑘−1)2 ]} + 𝑘𝑛 + 𝑘𝑛−1, 𝑛 ≥ 2, 𝑘 ≥ 𝑓  

本研究已完成基礎條件限制及定義，之後將對三大研究目標進行一般式的論證，並分析

訊息可能的最大傳播範圍。另外，如何探討在不同節點數量的網路圖中如何找出其傳播上界

的關係式，並提出一個可驗證模式，來判定最大的訊息傳播範圍。 

(四) 當固定訊息發送的範圍，發源點個數與傳遞訊息的最少次數的關係式 

固定訊息發送範圍的節點數量與邊個數，並找出其關係式，以下為圖形傳遞達最大範圍

時（意即 s 取最大）之結果，且發源點多個的狀況。 

k
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本研究將發源點數量增加，每個發源點帶著不同訊息，以最快速度將所有訊息向外傳遞，

研究猜想總結點數(s)與傳遞次數(t)、發源點(a)之關係式為𝑠 = 2𝑡−⌊
𝑎−1

2
⌋，以下我們開始證明： 

1. 當發源點個數為奇數 

(1) 當有一個發源點時，所有節點皆接收到訊息的最少次數 

定理四：當有 1 個發源點(a=1)，每次所有擁有訊息的節點向外傳遞給 1 個節點，傳

遞範圍內總節點數 s 與訊息傳遞次數 t 之關係式，則 

當 t≥1 時，s=2t 

證明: 

當 t=1 時，s=21 =2 成立。如圖 7，發源點 A 傳訊息給 B。 

當 t=2 時，s=22 =4 成立。如圖 8，發源點 A 與 B 傳訊息給鄰近 2 點。 

當 t=3 時，s=23 =8 成立。如下圖 9，發源點 A 與 B 再傳訊息給鄰近 2 點，而第 2 次

（圖 8）延伸之兩點亦可向外傳訊給鄰近 2 點。 

   

圖 7:t=1 圖 8:t=2 圖 9:t=3 

設 t=p 時，s=2p （其中 p∈ℕ）成立。 

則 t=p+1 時，s=2𝑝 × 2 = 2𝑝+1亦成立(由於點個數為2𝑝，而下一次的圖形為前一次的 2

倍，即2𝑝+1） 

由數學歸納法可知：∀ t∈ℕ，當 a=1 時，圖形之節點數等於 s=2t。■ 

(2) 當有三個發源點時，所有節點皆接可收到訊息最少次數 
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圖 10:t=0 圖 11: t=1 

 

 

圖 12: t=2 圖 13: t=3 

A,B2 點互換訊息(a 與 b 訊息互傳)，C 點不做任何變化，如圖 11。 

A,B 點具有 a,b 訊息，B,C 2 點互換訊息(a,b 與 c 訊息互傳)，A 點不做任何變化，如圖

12。 

B,C 點具有 a,b,c 所有訊息，B 給 A 點 c 訊息，C 點因擁有所有訊息，且不需協助其他

點傳遞，即向外傳遞產生新點 D。 

所有點均具有所有訊息，即可於下一次後開始 2 倍傳輸，如圖 13。 

定理五：當有 3 個發源點(a=3)，每次所有擁有訊息的節點向外傳遞給 1 個節點，傳

遞範圍內總節點數 s 與訊息傳遞次數 t 之關係式，則 

當 t≥3 時，s=2t-1 

證明： 

(t≤2 時，任一點訊息未能向外傳遞、延伸，未獲得完整訊息或仍須協助傳訊，如上圖

11、12) 

當 t=3，s=23-1=4 成立，如圖 11。 

設 t=p 時，s=2p- 1（其中 p∈ℕ）成立。 

則 t=p+1 時，𝑠 = 2𝑝−1 × 2 = 2𝑝亦成立。 

由數學歸納法可知：∀t∈ℕ 且 t≥3，當 a=3 時，圖形之節點數等於 s=2t-1。■ 

(3) 當有 a 個發源點時(a 為偶數)，所有節點皆接收到訊息的最少次數 T≥a 

b 

a a,b 

a,b 

a,b 

a,b,c 

a,b,c 

a,b,c a,b,c 

a,b,c 

A

 

A

 

A

 

A

 

B

 

B

 B

 

B

 

a,b,c 

C

 

c 

C

 

C

 

C

 

c 
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當有 a 個發源點，每次所有擁有訊息的節點向外傳遞給 1 個節點，傳遞範圍內總節點

數 s 與訊息傳遞次數 t 之關係式，則 s=2𝑡−
𝑎−1

2 (t≥a) 

T≥a 當 t=a 時，令 a=2b-1 

當 b=1 時，𝑠 = 21 = 22−1−
(2−1)−1

2 成立 

設 b=m 時，𝑠 = 2
(2𝑚−1)−

(2𝑚−1)−1

2 （其中 m∈ℕ）成立 

則 b=m+1 時，𝑠 = 2
(2𝑚−1)−

(2𝑚−1)−1

2 × 2 = 2𝑚+1 = 22(𝑚+1)−1−
2(𝑚+1)−2

2 亦成立 

利用數學歸納法原理得知𝑠 = 2
(2𝑏−1)−

(2𝑏−1)−1

2 = 2𝑡−
𝑎−1

2 ■ 

2. 當發源點個數為奇數 

(1) 當有兩個發源點時(a=2)，所有節點皆接收到訊息的最少次數 

定理六：當有 2 個發源點，每次所有擁有訊息的節點向外傳遞給 1 個節點，傳遞範

圍內總節點數 s 與訊息傳遞次數 t 之關係式，則 

當 t≥2 時，s=2t 

證明： 

t=1 時，s=21 =2 成立。如圖 14，發源點 A,B 帶有不同訊息，兩者相互傳遞訊息。 

t=2 時，s=22 =4 成立。如圖 15，A,B 皆具完整的訊息，即可向外傳遞至鄰近的點。 

t=3 時，s=23 =8 成立。 

設 t=p 時，s=2p（其中 p∈ℕ）成立。 

則 t=p+1 時，s=2𝑝 × 2 = 2𝑝+1亦成立。 
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由數學歸納法可知：∀ t∈ℕ，當 a=2 時，圖形之邊數等於 s=2t。■ 

（備註：當每個點獲得所有訊息後，點個數將以 2 的倍數增加、延伸） 

 

  

圖 14:t=1 圖 15:t=2 

舉例：以圖 14 而言，由於 A,B 2 點在此時皆具所有訊息，而到下 1 次（如圖 15）即可

向外傳遞，點個數為 4 個，為前 1 次的 2 倍，以此類推，圖形再經過 1 次，即

可變為 8 個點，點個數仍為其前 1 次的 2 倍。 

(2) 當有四個發源點時(a=4)，所有節點皆接收到訊息的最少次數 

定理七：當有 4 個發源點，每次所有擁有訊息的節點向外傳遞給 1 個節點，傳遞範

圍內總節點數 s 與訊息傳遞次數 t 之關係式，則 

當 t≥4 時，s=2t-1
 

證明： 

(t≤2 時，任一點訊息尚未能向外傳遞、延伸，未獲得完整訊息或仍須協助傳訊） 

當 t=3，s=23-1=4 成立。 

如圖 16，最快 3 次 A,B,C,D 4 個點才可獲得全部訊息，以 A 點為例，當它傳遞訊息到

D 點時，需經 3 次才可完成。 

t=4，s=24-1=8。 

由於 A,B,C,D 4 個點皆獲得全部訊息，即可向外延伸，傳遞至鄰近的點。 

a b a,b a,b a,b 
a,b 

A

 

A B 

B
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t=5，s=25-1=16。 

設 t=p 時，亦即 s=2p-1（其中 p∈ℕ）成立。 

則 t=p+1，𝑠 = 2𝑝−1 × 2 = 2𝑝亦成立。 

由數學歸納法可知：∀ t∈ℕ 且 t≥3，當 a=4 時，圖形之節點數等於 s=2t-1。■ 

 

圖 16:t=4 

(3) 當有 a 個發源點時(a 為偶數)，所有節點皆接收到訊息的最少次數 T≥a 

當有 a 個發源點，每次所有擁有訊息的節點向外傳遞給 1 個節點，傳遞範圍內總節點

數 s 與訊息傳遞次數 t 之關係式，則 s=2𝑡−
𝑎−2

2 (t≥a) 

t=a 時，令 a=2b 

當 b=1 時，𝑠 = 22 = 22−
2−2

2  

設 b=m 時，𝑠 = 22𝑚−
2𝑚−2

2 （其中 m∈ℕ）成立 

則 b=m+1 時，𝑠 = 22𝑚−
2𝑚−2

2 × 2 = 2𝑚+2 = 22(𝑚+1)−
2(𝑚+1)−2

2 亦成立 

利用數學歸納法原理得知𝑠 = 22𝑏−
2𝑏−2

2 = 2𝑡−
𝑎−2

2 ■ 

3. 當發源點個數為任意正整數 

當有 a 個發源點時，所有節點皆接收到訊息的最少次數 

A 

D 

C 

B 
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定理八：當有 a 個發源點，每次所有擁有訊息的節點向外傳遞給 1 個節點，傳遞範圍

內總節點數 s 與訊息傳遞次數 t 之關係式，則 

當 t≥a 時，𝒔 = 𝟐𝒕−⌊
𝒂−𝟏

𝟐
⌋
 

證明: 

a 個發源點，每次所有擁有訊息的節點向外傳遞給 1 個節點，傳遞範圍內總節點數 s 與訊

息傳遞次數 t 之關係式： 

由上得知，在 t=a 時，總結點數(s)與傳遞次數(t)、發源點(a)之關係式： 

奇數 s=2
𝑎+1

2 = 2𝑡−
𝑎−1

2  

偶數 s=2
𝑎+2

2 = 2𝑡−
𝑎−2

2  

在 t>a 時，總結點數(s)與傳遞次數(t)、發源點(a)之關係式，我們分 a 為奇數、a 為偶數來

證明，以下為證明： 

(1) a 為奇數 s=2𝑡−
𝑎−1

2 (t≥a) 

當 t=1、a=1 時，s=21−
1−1

2
=21

 

設 t=a 時，s=2𝑎−
𝑎−1

2 成立 

則 t=a+2 時，s=2𝑎−
𝑎−1

2 × 22 = 2𝑎+2−
𝑎−1

2 = 2𝑡−
𝑎−1

2  亦成立 

利用數學歸納法原理得知 s=2𝑡−
𝑎−1

2 ■ 

(2) a 為偶數 s=2𝑡−
𝑎−2

2 (t≥a) 
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當 t=2、a=2 時，s=22−
2−2

2
=22

 

設 t=a 時，s=2𝑡−
𝑎−2

2 成立 

則 t=a+2 時，s=2𝑎−
𝑎−2

2 × 22 = 2
(𝑎+2)−

𝑎−2

2 = 2𝑡−
𝑎−2

2 亦成立 

利用數學歸納法原理得知 s=2𝑡−
𝑎−2

2 ■ 

由上得知我們的猜想𝑠 = 2𝑡−⌊
𝑎−1

2
⌋為總結點數(s)與傳遞次數(t)、發源點(a)之關係式正確  
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伍、 研究結果 

一、 共同朋友上界與發送訊息的節點數量之關係 

1 個發源點，每個節點一次將訊息向外傳遞給 k 個節點，傳遞範圍內的共同朋友上界： 

傳遞範圍內最多可以有⌊
𝑘2

2
⌋個共同朋友 

二、 模擬無共同朋友時網路傳遞訊息的傳播範圍 

每次向外發送訊息的節點數量與訊息傳遞範圍的關係式： 

定理一：當有 1 個發源點，每個節點一次將訊息向外傳遞給 k 個節點，傳遞至 n層，則 

⋃ |𝑳𝒊|
𝒏
𝒊=𝟎 = ∑ |𝑳𝒊|

𝒏
𝒊=𝟎 =

𝒌𝒏+𝟏−𝟏

𝒌−𝟏
, 𝒏 ≥ 𝟎, 𝒌 ≥ 𝟎  

三、 模擬有共同朋友時網路傳遞訊息的傳播範圍 

(一) 當有一位共同朋友，訊息傳遞範圍的關係式 

定理二：當有 1 個發源點，每個節點一次將訊息向外傳遞給 k 個節點，但從第二層開始

每層都有一位共同朋友，傳遞至 n層，則 

⋃ |𝑳𝒊|
𝒏
𝒊=𝟎 = ∑ |𝑳𝒊|

𝒏
𝒊=𝟎 = − [

𝒌(𝒌𝒏−𝟐−𝟏)

(𝒌−𝟏)𝟐 −
𝒏−𝟐

𝒌−𝟏
] + 𝒌𝒏 + 𝒌𝒏−𝟏, 𝒏 ≥ 𝟑, 𝒌 ≥ 𝟐  

(二) 當有兩位共同朋友，訊息傳遞範圍的關係式 

定理三：當有 1 個發源點，每個節點一次將訊息向外傳遞給 k 個節點，但從第二層開始

每層都有兩位共同朋友，傳遞至 n層，則 

⋃ |𝑳𝒊|
𝒏
𝒊=𝟎 = ∑ |𝑳𝒊|

𝒏
𝒊=𝟎 = − {

𝒌𝒏−𝟏−𝟐𝒏+𝟑

𝒌−𝟏
+ 𝟐 [

𝒌(𝒌𝒏−𝟐−𝟏)

(𝒌−𝟏)𝟐 ]} + 𝒌𝒏 + 𝒌𝒏−𝟏, 𝒏 ≥ 𝟐, 𝒌 ≥ 𝟐  

(三) 當有 f 位共同朋友，訊息傳遞範圍的關係式 

推論：當有 1 個發源點，每個節點一次將訊息向外傳遞給 k 個節點，但從第二層開始每

層都有 f 個共同朋友，傳遞至 n 層，則 

⋃ |𝐿𝑖|𝑛
𝑖 = ∑ |𝐿𝑖| =𝑛

𝑖 − {
(𝑓−1)𝑘𝑛−1−𝑓𝑛+4

𝑘−1
+ 𝑓 [

𝑘(𝑘𝑛−2−1)

(𝑘−1)2 ]} + 𝑘𝑛 + 𝑘𝑛−1, 𝑛 ≥ 2, 𝑘 ≥ 𝑓  

四、 發源點個數與傳遞訊息的最少次數之關係式 
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(一) 根據定理四、定理五我們得知，當有奇數個發源點時，所有節點皆接收到訊息的最

短時間、發源點次數與節點個數關係式為：𝑠 = 2𝑡−
𝑎−1

2 (𝑡 ≥ 𝑎)： 

定理四：當有 1 個發源點(a=1)，每次所有擁有訊息的節點向外傳遞給 1 個節點，傳

遞範圍內總節點數 s 與訊息傳遞次數 t 之關係式，則 

當 t≥1 時，s=2t 

定理五：當有 3 個發源點(a=3)，每次所有擁有訊息的節點向外傳遞給 1 個節點，傳

遞範圍內總節點數 s 與訊息傳遞次數 t 之關係式，則 

當 t≥3 時，s=2t-1 

(二) 根據定理六、定理七我們得知，當有偶數個發源點時，所有節點皆接收到訊息的最

短時間、發源點次數與節點個數關係式為：𝑠 = 2𝑡−
𝑎−2

2 (𝑡 ≥ 𝑎) 

定理六：當有 2 個發源點，每次所有擁有訊息的節點向外傳遞給 1 個節點，傳遞範

圍內總節點數 s 與訊息傳遞次數 t 之關係式，則 

當 t≥2 時，s=2t 

定理七：當有 4 個發源點，每次所有擁有訊息的節點向外傳遞給 1 個節點，傳遞範

圍內總節點數 s 與訊息傳遞次數 t 之關係式，則 

當 t≥4 時，s=2t-1 

(三) 𝑠 = 2𝑡−⌊
𝑎−1

2
⌋為總結點數(s)、傳遞次數(t)與發源點(a)之關係式 

定理八：當有 a 個發源點，每次所有擁有訊息的節點向外傳遞給 1 個節點，傳遞

範圍內總節點數 s 與訊息傳遞次數 t 之關係式，則當 t≥a 時，𝒔 = 𝟐𝒕−⌊
𝒂−𝟏

𝟐
⌋
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陸、 討論 

一、 本研究定義了傳遞訊息之條件並利用共同朋友與訊息傳遞層數作為我們探討人與人之

間傳遞訊息的傳遞範圍。 

二、 本研究討論了傳遞訊息之共同朋友數量最大值，當由一個發源點傳遞訊息至 k 個節點，

在由此 k 個節點分別向外發送 k 個訊息，從第二層開始每層最多可以有⌊
𝑘2

2
⌋個共同朋友。 

三、 本研究討論了共同朋友數量與每次傳遞訊息範圍之範圍，提出了定理一、定理二、定理

三。 

四、 我們找到共同朋友數量與每次傳遞訊息範圍之一般化的結果並證明，我們發現其結果與

等比數列有關，且提出之定理中 k、n 係數、常數有其規律性。 

五、 我們發現提出之節點總數公式中皆有兩項𝑘𝑛及𝑘𝑛−1。 

六、 探討在不同節點數量的網路圖中如何找出其傳播上界的關係式，並提出一個可以驗證模

式來判定訊息傳播的最大上界範圍。 

七、 找到總結點數(s)與傳遞次數(t)、發源點(a)之關係式，並進行一般化。 

  



25 

柒、 結論 

本研究在傳遞訊息對象人數不同時及在不同共同朋友數量的網路圖中，找出其傳播範

圍： 

一、當由一個發源點傳遞訊息至 k 個節點，在由此 k 個節點分別向外發送 k 個訊息，從第

二層開始每層最多可以有⌊
𝑘2

2
⌋個共同朋友，我們可以找到在有共同朋友最多的情況下，

找到其訊息傳播的最大值。 

二、由定理一、定理二、定理三，我們討論了共同朋友數量與每次傳遞訊息範圍之範圍 

三、們找到共同朋友數量與每次傳遞訊息範圍之一般化的結果並證明，我們發現其結果與

等比數列有關，且提出之定理中 k、n 係數、常數有其規律性。 

在 1 個發源點，每個節點向外傳遞給 k，但從第二層開始每層都有 f 位共同朋友，傳遞

至 n 層為：|⋃ 𝐿𝑖
𝑛
𝑖=0 | = ∑ |𝐿𝑖| =𝑛

𝑖=0 − {
(𝑓−1)𝑘𝑛−1−𝑓𝑛+4

𝑘−1
+ 𝑓 [

𝑘(𝑘𝑛−2−1)

(𝑘−1)2 ]} + 𝑘𝑛 + 𝑘𝑛−1, 𝑛 ≥

2, 𝑘 ≥ 𝑓 

四、我們找到總結點數(s)與傳遞次數(t)、發源點(a)之關係式，並一般化。我們得到定理

四、定理五、定理六、定理七、定理八，當固定訊息傳播的範圍，發源點個數與傳遞

訊息的最少次數之關係式為 

𝑠 = 2𝑡−⌊
𝑎−1

2
⌋
 (t≥a) 

在奇數個發源點時，所有節點皆接收到訊息的最短時間、發源點次數與節點個數關係式

為：s=2𝑡−
𝑎−1

2 (t≥a)  

在偶數個發源點時，所有節點皆接收到訊息的最短時間、發源點次數與節點個數關係式

為：s= 2𝑡−
𝑎−2

2 (t≥a) 
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捌、 未來展望 

一、探討在不同節點數量的網路圖中如何找出其傳播最大範圍的關係式。 

二、探討在一個發源點時，有不同節點數量的網路圖中如何找出其傳播範圍的關係式。 

試著求出 1 個發源點的網路圖中，每個節點向外傳給任意個節點數，此節點集合總數

(不包含發源點)為 s(i)，在傳遞 t 次後我們以 s(t)
(j)= ∑ 𝑎𝑖

𝑗
𝑖=1 (𝑎1 ≤ 𝑎2 ≤ ⋯ ≤ 𝑎𝑗) 

例如：s(1)=1=a1、s(2)=3=a2、s(3)=5=a3、s(4)=7=a4(如圖 17) 

傳遞兩次(t=2)時，s(2)
(4)= ∑ 𝑎𝑖

4
𝑖=1 = 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + 𝑎4 = 16 

 

圖 17:當 t=2 時，傳播範圍圖 

 

  

s(2) 

s(1) 

s(3) 

s(4) 
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【評語】010052 

在網路的世代，本作品研究主題探討訊息傳播的範圍。作者先

定義一個數學模式，也就是每一層的訊息傳遞有固定的共同朋友數，

給出模式條件去估算「共同朋友」的最大數量，利用歸納法去證明

其公式，整個作品內容稍嫌單薄，主要是利用等比級數和。至於比

較有趣的特徵向量中心性計算收斂性卻未深入探討，是比較可惜之

處。其實一般訊息覆蓋範圍，有很多討論方式，比較常用的是利用

entropy，或 KLdivergence等等，建議同學可以試著去參考理解。  
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