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作者簡介 

 
我是巫玟槿，目前就讀基隆市中正國中三年級。我的興趣是閱讀各種的數學書

籍，不論是國中、高中、大學的數學知識都讓我廢寢忘食，我也喜歡鑽研艱難的數

學問題，每當解開謎題時，都帶給我無比的成就。非常榮幸可以來到國際科展，將

拙作分享給諸位數學高手，也希望能在這次國際科展中，認識到更多熱愛數學的朋

友。 
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摘要 

本文先針對直線 L和三定點 A、B(線外)、P(線上)，探討△ ABP的尤拉線平行𝐴𝐵 ⃡    的公

式，透過函數凹性判定和對函數最小值𝑁和3的比較，提供是否有解的依據，並找到了漂亮

的判斷公式
4𝑎𝑏

ℎ2 。接著在確定尤拉線平行𝐴𝑃 ⃡    、𝐵𝑃 ⃡    的存在性及解的公式後，發現最多有三解。 

對於前文的 P 點，作者利用先前發現的一系列定理，設計了能以尺規作圖達成△ ABP的

尤拉線平行𝐴𝐵 ⃡    、𝐴𝑃 ⃡    、𝐵𝑃 ⃡    的兩條直線，當在那兩條線上分別取 A 點和 B 點之後，可用尺規

作圖找到 P 點，甚是有趣。 

針對首段 P 點，兩平行線，尤拉線和△ 各邊，交角可作為0°，作者推廣至△ ABP的尤拉

線與𝐴𝐵達成交角為指定角的方法。 

在探討藉多邊形各邊與分割點連接的子△中，作者發現任意三角形不存在能使各子△尤

拉線平行原多邊形與其共用邊的分割點 P；但四邊形、五邊形可能存在符合此條件的分割點

P，且能利用前文定理創造出這樣的多邊形。 

Abstract 

     This article first focuses on line L and three fixed points, A, B (outside the line), and P (on the 

line).Then it explores the formula which can make Euler line of △ABP parallel to 𝐴𝐵 ⃡    . Then, we 

found 
4𝑎𝑏

ℎ2  , the beautiful formula of judgment, by judging whether the function is concave or not 

and comparing N, the minima of function, with 3. Finally, after confirming that the Euler line can 

be parallel to 𝐴𝑃 ⃡     and 𝐵𝑃 ⃡    , the number of solutions is three at most. 

     For the solution of point P in the previous article, using a series of the theorems found earlier, 

the author designed pairs of lines that can be used for making the Euler line parallel to 𝐴𝐵 ⃡    , 𝐴𝑃 ⃡    , or 

𝐵𝑃 ⃡     by straightedge and compass construction. When A is on the one line and B is on the other, we 

can use a special method to achieve the goal. 

     For the solution of the point P in the first paragraph, the angle between the two parallel lines, the 

Euler line and the each side of the triangle, can be assume as 0°. The author extended arbitrary 

angle, and we found a new way to make the solution of the P can be done. 

     Finally, we discussed the sub-triangles, which is made by connecting Split Point and each sides 

of the polygon. Any triangles can’t be found any Split Point P, which can make each Euler lines of 

the sub-triangles parallel to common side of the sub-triangle and polygon, but some of 

quadrilaterals and pentagons might be able to be found that. And the eligible polygons can be found 

by theorems in the previous article. 
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圖(1) 
 
 

圖(2) 
 
 

圖(4-1) 
 
 

圖(4-2) 
 
 

圖(3-1) 
 
 

圖(3-2) 
 
 

壹、研究動機 

  在幾何課程中，常出現一道題目：在直線L上方有𝐴、𝐵兩定點，如圖(1)，試在𝐿上用

尺規作圖找出一點𝑃，使𝑃𝐴̅̅ ̅̅ + 𝑃𝐵̅̅ ̅̅ 最小。我們又想是否可以在𝐿上找到一點𝑃，使△ 𝑃𝐴𝐵的

尤拉線平行𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ？如圖(2)，這樣的尤拉線一定有解嗎？有沒有什麼規則可以事先預判呢？再

如圖(3-1)、(3-2)，我們發現了幾組的兩條直線，依序選定A、B後，可利用尺規作圖找出使

尤拉線平行𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐴𝑃̅̅ ̅̅ 、𝐵𝑃̅̅ ̅̅ 的𝑃點。又如圖(4-1)，在△ABC 中是否存在以一點 P，使尤拉線

L、M、N平行AB、CA、BC，亦或如圖(4-2)，是否可以擴充到多邊形呢? 
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貳、名詞解釋 

一、𝑚某線：某線斜率，若為𝑚𝐸則為尤拉線斜率。 

二、分割點 P  (Split Point P)：如圖(4-1)、圖(4-2)，P 在空白的平面上，藉由𝑃點與各邊連   

  接，將多邊形分割成多個子△。 

參、研究目的 

一、如圖(2)，對𝑥軸外的兩定點 A、B，和𝑥軸上的動點 P，探討△ PAB 尤拉線平行𝐴𝐵、 

𝐵𝑃或𝑃𝐴的條件。 

二、進一步，如圖(3-1)、圖(3-2)，探討設計兩條交點在𝑥軸的特殊定直線𝐿1、𝐿2，使得使用 

 者對在 L1上的動點 A，和在L2上的動點 B，都能在𝑥軸上，以尺規作圖找到一點 P， 

 使得△ PAB尤拉線平行𝐴𝐵或𝐵𝑃或𝑃𝐴，且 A、B 在𝑥軸的同異側皆可。 

三、推廣目的一、至△ ABP的尤拉線和𝐴𝐵達成交角為指定角(不只是平行)的探討。 

四、探討如圖(4-1)，判斷△ CAB 分割點 P，使各子△尤拉線同時分別平行各邊的存 

 在性。 

五、探討如圖(4-2)，判斷多邊形分割點 P，使各子 △ 尤拉線同時分別平行各邊的存在性。 
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圖(5) 

肆、研究過程與方法 

一、 研究架構 

 

 

 

 

二、 固定𝐀𝐁̅̅ ̅̅ 兩點，P 在𝒙軸上移動，找出△ 𝑨𝑩𝑷尤拉線平行𝐀𝐁̅̅ ̅̅ 、𝑩𝑷̅̅ ̅̅ 、𝐏𝐀̅̅ ̅̅ 的

P 點座標 

(一) 找出 △ 𝑨𝑩𝑷尤拉線平行𝐀𝐁̅̅ ̅̅ 的 P 點座標 (解析法) 

一開始我們先舉一例特殊化運算，確認其解的存在性。 

令𝐴(−2,2)、𝐵(2,4)、𝑃(𝑡, 0)，試使 △ 𝑃𝐴𝐵的尤拉線 ∥ 𝐴𝐵 ⃡    。 

(1)由𝐴𝐵 ⃡    方程式為𝑦 =
1

2
𝑥 + 3，令尤拉線之方程式為𝑦 =

1

2
𝑥 + 𝑘  

(2)算得重心座標為(
−2+2+𝑡

3
,
2+4+0

3
) = (

𝑡

3
, 2) 

(3)再由𝐴𝐵、𝑃𝐵中垂線聯立可得外心座標 (
𝑡2+4

2𝑡+12
,
−𝑡2+3𝑡+14

𝑡+6
)  

(4)將外心座標與重心座標代入尤拉線的方程式𝑦 =
1

2
𝑥 + 𝑘，得： 13𝑡2 − 24𝑡 − 12 = 0 

(5)檢查判別式：𝐷 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 1200 > 0，有兩解 ⇒ 𝑃 (
12+10√3

13
, 0)或𝑃 (

12−10√3

13
, 0)  

將結果畫出，如圖(5)。則尤拉線和𝐴𝐵 ⃡    平行，即為所求。 

透過這個觀察，可知在平面上給兩定點𝐴, 𝐵及外側一直線𝐿，檢視在直線𝐿上是否存在一

個點𝑃，使△ 𝑃𝐴𝐵的尤拉線平行𝐴𝐵 ⃡    ，依上文的舉例來看是存在的，且依一元二次方程式的解

來看，可能有兩個相異解、重根一個解，甚至也可能無解。因為這種𝑃點的解有很多情況，

所以我們後面要去創造一套判斷公式，讓使用者在收到𝐴, 𝐵兩定點及外側直線𝐿的資料之

後，可立即判定是否有解並且利用公式把解算出來，因此我們找出了以下預備定理。 
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 Lemma1:平面上有△ 𝐴𝐵𝐶，當 𝑡𝑎𝑛 ∠𝐴 ∙ 𝑡𝑎𝑛 ∠𝐵 = 3，若且唯若其尤拉線平行𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 。 

  
 
 

圖(6) 

Theorem1:取 A、B 點作橢圓短軸頂點，以√3 𝐴𝐵為長軸，則此橢圓上除四頂點外的任意一

點，其與 A、B 所連成的三角形之尤拉線，必定與AB平行。 

 

圖(7) 

圖(8) 

 

<proof> 

(1)令𝐴(𝑏, 𝑐)、𝐵(0,0)、𝐶(𝑎, 0)， 𝑎 > 0、𝑐 > 0，如圖(6)。 

(2)經運算後可得外心𝑂 (
𝑎

2
,
𝑏2+𝑐2−𝑎𝑏

2𝑐
)、重心𝐺 (

𝑏+0+𝑎

3
,
𝑐+0+0

3
)、 

垂心𝐻 (𝑏,
𝑎𝑏 − 𝑏2

𝑐
) 

(3)尤拉線 ∥ 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ ，則𝐻、𝐺、𝑂的𝑦座標必相同 

⇒
𝑐

3
=

𝑏2+𝑐2−𝑎𝑏

2𝑐
=

𝑎𝑏−𝑏2

𝑐
⇒ 𝑐2 = 3(𝑎𝑏 − 𝑏2)  

⇒ 𝑡𝑎𝑛 ∠𝐴 ∙ 𝑡𝑎𝑛 ∠𝐵 =
𝐴𝐷̅̅ ̅̅

𝐵𝐷̅̅ ̅̅
∙

𝐴𝐷̅̅ ̅̅

𝐶𝐷̅̅ ̅̅
=

𝑐

𝑏
∙

𝑐

𝑎−𝑏
=

𝑐2

𝑎𝑏−𝑏2 =
3(𝑎𝑏−𝑏2)

𝑎𝑏−𝑏2 = 3  

(4)反過來，當𝑡𝑎𝑛 𝛼 ∙ 𝑡𝑎𝑛 𝛽 = 3，即
𝑐

𝑏
∙

𝑐

𝑎−𝑏
= 3 ∴

𝑐2

𝑎𝑏−𝑏2 = 3  

⇒
𝑐

3
=

𝑎𝑏−𝑏2

𝑐
⇒ 𝐺的𝑦座標 = 𝐻的𝑦座標  證畢 

 

 

<proof> 

(1) 在座標平面上取 A(0,0) , B(t,0) , C(q,r)，欲使△ ABC 尤拉線與AB平行 

(2) 由 Lemma1 可知若𝑡𝑎𝑛 ∠𝐴 ∙ 𝑡𝑎𝑛 ∠𝐵 = 3，若且唯若尤拉線平行𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ，

可推得𝑡𝑎𝑛 ∠𝐴 =
𝑟

𝑞
、𝑡𝑎𝑛 ∠𝐵 =

𝑟

𝑡−𝑞
 

(3) 令𝑡𝑎𝑛 ∠𝐴 ∙ 𝑡𝑎𝑛 ∠𝐵 = 3，即
𝑟2

𝑡𝑞−𝑞2 = 3 

(4) 由上式可推得 C 點軌跡
𝑦2

𝑡𝑥−𝑥2 = 3 , 𝑡𝑥 − 𝑥2 ≠ 0，代入圓錐曲線 

判別式後，可知其為一橢圓，並經轉換後可寫作： 

(𝑥−
𝑡

2
)

2

(
𝑡

2
)

2 +
𝑦2

(
√3𝑡

2
)

2 = 1 ,則長軸：短軸 = √3：1      證畢 
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圖(9) 

圖(10) 

(二) 找出 △ 𝑨𝑩𝑷尤拉線平行𝐀𝐁̅̅ ̅̅ 的 P點座標 (幾何法) 

1. 規定：如圖(9)，在直角坐標平面上，令𝐴(0, 𝑎)、 

𝐵(ℎ, 𝑏)、𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑐，𝐴𝐴′̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝑥軸、𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝑥軸，𝐴𝐴′̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑎、 

𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑏，𝐴′(0,0)、𝐵′(ℎ, 0)，𝐴′𝐵′̅̅ ̅̅ ̅̅ = ℎ，作𝐴𝐼̅̅ ̅ ⊥ 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ， 

𝐵𝐽̅̅ ̅ ⊥ 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 分別交𝑥軸於𝐼、𝐽。 

 

且由圖(8)可知該橢圓和𝑥軸最多有兩點或一交點或不相交，但為了使𝑡𝑎𝑛 𝛼 > 0，

𝑡𝑎𝑛 𝛽 > 0恆成立，我們在圖(9)中，加入𝐴𝐼̅̅ ̅ ⊥ 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ , 𝐵𝐽̅̅ ̅ ⊥ 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 使∠𝑃𝐴𝐵及∠𝑃𝐵𝐴皆為銳角，此時

𝐾 > 0而排除∠𝑃𝐴𝐵或∠𝑃𝐵𝐴為鈍角的情況(三角形不可能有兩鈍角)。又由圖(9)知道我們要

找的𝑃點必落在𝐼�̅�上。𝑃(𝑥, 0)在𝑥軸上，且先假設𝑃點的有效範圍是在𝐼點和𝐽點之間，而𝛼 =

∠𝑃𝐴𝐵、𝛽 = ∠𝑃𝐵𝐴、𝐾 = 𝑡𝑎𝑛 𝛼 ∙ 𝑡𝑎𝑛 𝛽。 

2. 推導𝐾函數 

首先利用圖(9)去計算𝑡𝑎𝑛 𝛼和𝑡𝑎𝑛 𝛽的表示式，即𝐾 = 𝑡𝑎𝑛 𝛼 ∙ 𝑡𝑎𝑛 𝛽的表示式。  

𝑡𝑎𝑛 𝛼 =
−

ℎ

𝑏−𝑎
−

𝑥

𝑎

1+
−ℎ

𝑏−𝑎
∙
𝑥

𝑎

  

   =
−𝑎ℎ−𝑏𝑥+𝑎𝑥

𝑎𝑏−𝑎2−ℎ𝑥
                               

接著我們研究𝐾函數所繪出的曲線 

3. 使用 Geogebra 畫出𝐾函數曲線 

令𝑦 = 𝑓(𝑥) = 𝐾，即𝑦 = 𝑓(𝑥) =
−(−𝑎𝑥+𝑏𝑥+𝑎ℎ)2

(ℎ𝑥+𝑎2−𝑎𝑏)(ℎ𝑥+𝑎𝑏−ℎ2−𝑏2)
  

將上式輸入 Geogebra 並代入𝑎、𝑏、ℎ可得下圖。 (𝑀1、𝑀2 ⊥ 𝑥軸) 

 

 

 

 

 

 

 

𝑡𝑎𝑛 𝛽 =
ℎ

𝑏−𝑎
−

ℎ−𝑥

𝑏

1+
ℎ

𝑏−𝑎
∙
ℎ−𝑥

𝑏

  

 =
𝑎ℎ+𝑏𝑥−𝑎𝑥

𝑏2−𝑎𝑏+ℎ2−ℎ𝑥
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圖(11) 

Lemma2:如圖(11)，𝑎 > 0、𝑏 > 0、ℎ > 0，𝑓曲線的垂直漸近線必定為𝑀1、𝑀2 (𝑀1、𝑀2 ⊥

𝑥軸)，且𝑥 ∈ (
𝑎𝑏−𝑎2

ℎ
,
ℎ2+𝑏2−𝑎𝑏

ℎ
) 

 

 

 

 

  

 

 

 

4. 我們由圖(10)和圖(11)綜合出以下兩點問題： 

(1) 我們設的兩組𝑎、𝑏、ℎ中，直線𝑀1、𝑀2恰為其之垂直漸近線，因此曲線𝑓的範圍在直

線𝑀1、𝑀2之間(不包含直線𝑀1、𝑀2)，但是我們無法確認是否存在例外，因此我們決定利

用代數運算的方式將其推導出。(運算過程請見下文 3.)  

(2) 從製作出的兩個𝑓曲線中我們可以得知：在兩漸近線的區間中，𝑓曲線為上凹，但我 

   們仍需要使用代數運算得之，以確保沒有例外。(運算過程請見下文 4.) 

5. 使用代數運算計算直線𝑀1、𝑀2和𝑓曲線之漸近線 

 

 

<proof> 

(1) 算出直線𝑀1、𝑀2方程式 

首先我們算出𝐴𝐵 ⃡    方程式：
𝑦 − 𝑎

𝑥 − 0
=

𝑎 − 𝑏

0 − ℎ
 

接著算出𝐼和𝐽之座標，令𝐴𝐼 ⃡  之𝑦截距為𝑘、𝐵𝐽 ⃡   之𝑦截距為𝑤 

⇒ 𝐴𝐼 ⃡  : 𝑦 =
ℎ

𝑎−𝑏
𝑥 + 𝑘、𝐵𝐽 ⃡   : 𝑦 =

ℎ

𝑎−𝑏
𝑥 + 𝑤，將𝐴、𝐵座標代入，令𝑦 = 0 

得𝐼 (−
𝑎(𝑎−𝑏)

ℎ
, 0) , 𝐽 (

−𝑏(𝑎−𝑏)+ℎ

ℎ
, 0) 

則𝑀1: 𝑥 =
𝑎𝑏−𝑎2

ℎ
 ,𝑀2: 𝑥 =

ℎ2+𝑏2−𝑎𝑏

ℎ
 

(2) 使用𝑎、𝑏、ℎ代數運算計算出𝑓(𝑥)的垂直漸近線 

𝑓(𝑥) =
−(−𝑎𝑥+𝑏𝑥+𝑎ℎ)2

(ℎ𝑥+𝑎2−𝑎𝑏)(ℎ𝑥+𝑎𝑏−ℎ2−𝑏2)
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圖(12) 

ℎ𝑥任意的趨近於𝑎𝑏 − 𝑎2和趨近於ℎ2 + 𝑏2 − 𝑎𝑏，並可任意靠近 0， 

故以下式表示之： 

ℎ𝑥 − (𝑎𝑏 − 𝑎2) → 0 和 ℎ𝑥 − (ℎ2 + 𝑏2 − 𝑎𝑏) → 0  

即𝑥 − (
𝑎𝑏−𝑎2

ℎ
) → 0 和𝑥 − (

ℎ2+𝑏2−𝑎𝑏

ℎ
) → 0  

並得 𝑙𝑖𝑚
𝑥→

𝑎𝑏−𝑎2

ℎ

−(−𝑎𝑥+𝑏𝑥+𝑎ℎ)2

(ℎ𝑥+𝑎2−𝑎𝑏)(ℎ𝑥+𝑎𝑏−ℎ2−𝑏2)
=

−(−𝑎𝑥+𝑏𝑥+𝑎ℎ)2

0
= ±∞  

以及 𝑙𝑖𝑚
𝑥→

ℎ2+𝑏2−𝑎𝑏

ℎ

−(−𝑎𝑥+𝑏𝑥+𝑎ℎ)2

(ℎ𝑥+𝑎2−𝑎𝑏)(ℎ𝑥+𝑎𝑏−ℎ2−𝑏2)
=

−(−𝑎𝑥+𝑏𝑥+𝑎ℎ)2

0
= ±∞  

故𝑓(𝑥)之垂直漸近線為𝑥 =
𝑎𝑏−𝑎2

ℎ
和𝑥 =

ℎ2+𝑏2−𝑎𝑏

ℎ
  

得𝑓(𝑥)，𝑥 ∈ (
𝑎𝑏−𝑎2

ℎ
,
ℎ2+𝑏2−𝑎𝑏

ℎ
)  

且上二式與直線𝑀1、𝑀2之方程式相符，直線𝑀1、𝑀2為曲線𝑓之垂直漸近線。  證畢 

6. 代數運算𝑓曲線之凹性 

(1) 使用微分之概念分析(以下皆為𝑥 ∈ (
𝑎𝑏−𝑎2

ℎ
,
ℎ2+𝑏2−𝑎𝑏

ℎ
)探討) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

當𝑥 ∈ ℝ時，其在𝑓(𝑥)曲線上的切線的斜率為𝑓(𝑥)之一階導數之值，如圖(12)中之 

𝑓′(𝑥)曲線，若𝑓′(𝑥)曲線的𝑦值隨𝑥的增加而跟著增加，即其𝑓′(𝑥)的每點在曲線上的切線皆

> 0，則𝑓(𝑥)曲線必定為上凹，因此當𝑓(𝑥)的二階導數，𝑓′′(𝑥) > 0時，其𝑓′(𝑥)必定符合上

文所述，則𝑓(𝑥)曲線必定為上凹。因此，我們僅需要證明出𝑥 ∈ (
𝑎𝑏−𝑎2

ℎ
,
ℎ2+𝑏2−𝑎𝑏

ℎ
)時，其
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Lemma3:如圖(12)，𝑎 > 0、𝑏 > 0、ℎ > 0、𝑥 ∈ (
𝑎𝑏−𝑎2

ℎ
,
ℎ2+𝑏2−𝑎𝑏

ℎ
)，𝑓′′(𝑥) > 0，意即在兩

漸近線之間，𝑓(𝑥)曲線之凹性為上凹。 

𝑓′′(𝑥) > 0，即可驗證我們上文所設的假設——在兩漸近線之間，𝑓(𝑥)曲線之凹性為上凹。 

(2) 試證𝑓′′(𝑥) > 0 

 

 

<proof> 

首先我們先使用 Geogebra 程式運算出 K 函數之二階導數，但由於式子過長，因此我們

決定令𝑎 = 1、𝑏 > 𝑎，而當𝑎 ≠ 1時，我們再將其他數字等比例放大或縮小即可。 

其值如下： 

𝑓′′(𝑥) = (−2(ℎ(ℎ𝑥 − 𝑏 + 1) + ℎ(−𝑏² − ℎ² + ℎ𝑥 + 𝑏))(−2(𝑏 − 1)(𝑏𝑥 + ℎ − 𝑥)(ℎ𝑥 − 𝑏 +

1)(−𝑏2 − ℎ2 + ℎ𝑥 + 𝑏) + (ℎ(ℎ𝑥 − 𝑏 + 1) + ℎ(−𝑏2 − ℎ2 + ℎ𝑥 + 𝑏))(𝑏𝑥 + ℎ − 𝑥)2)(ℎ𝑥 − 𝑏 +

1)(−𝑏2 − ℎ2 + ℎ𝑥 + 𝑏) + ((ℎ𝑥 − 𝑏 + 1)(−𝑏² − ℎ² + ℎ𝑥 + 𝑏))²(−2(𝑏 − 1)²(ℎ𝑥 − 𝑏 +

1)(−𝑏² − ℎ² + ℎ𝑥 + 𝑏) + 2(𝑏 − 1)(ℎ(ℎ𝑥 − 𝑏 + 1) + ℎ(−𝑏² − ℎ² + ℎ𝑥 + 𝑏))(𝑏𝑥 + ℎ − 𝑥) −

2ℎ(𝑏 − 1)(𝑏𝑥 + ℎ − 𝑥)(ℎ𝑥 − 𝑏 + 1) − 2ℎ(𝑏 − 1)(𝑏𝑥 + ℎ − 𝑥)(−𝑏² − ℎ² + ℎ𝑥 + 𝑏) +

2ℎ²(𝑏𝑥 + ℎ − 𝑥)²))/((ℎ𝑥 − 𝑏 + 1)(−𝑏² − ℎ² + ℎ𝑥 + 𝑏))⁴ 

由於其分母為完全四次方因此可不用考慮，但分子仍非常繁複，如果再將另外的兩個未

知數代入以上數值的話，那便無法涵蓋全部狀況，因此我們決定將其因式分解再做運算。

為了方便辨認各類不同的方程式，我們將方程式因式分解並上色，可得： 

𝑓′′(𝑥) = −2(ℎ² + 𝑏² − 2𝑏 + 1)(𝑥ℎ − 𝑏 + 1)(𝑥ℎ − ℎ² − 𝑏² + 𝑏)(𝑥3ℎ3𝑏² − 𝑥³ℎ³ + 3𝑥²ℎ⁴ −

3𝑥²ℎ²𝑏³ + 6𝑥²ℎ²𝑏² − 3𝑥²ℎ²𝑏 − 3𝑥ℎ⁵ − 6𝑥ℎ³𝑏² + 6𝑥ℎ³𝑏 + ℎ⁶ + 3ℎ⁴𝑏² − 3ℎ⁴𝑏 + 3ℎ²𝑏⁴ −

6ℎ²𝑏³ + 3ℎ²𝑏² + 𝑏⁶ − 4𝑏⁵ + 6𝑏⁴ − 4𝑏³ + 𝑏²)  

由於𝑥 ∈ (
𝑏−1

ℎ
,
ℎ2+𝑏2−𝑏

ℎ
) (此為𝑥 ∈ (

𝑎𝑏−𝑎2

ℎ
,
ℎ2+𝑏2−𝑎𝑏

ℎ
)代入𝑎 = 1)，因此我們可知：  

ℎ𝑥 − 𝑏 + 1 > 0、−𝑏² − ℎ² + ℎ𝑥 + 𝑏 < 0 

則綠色式 > 0，因此只需要知道上藍色式之正負即可得出𝑓′′(𝑥)之正負。 

我們將其再進行一次微分，並令其= 0，求其曲線最高或最低點的𝑥座標，將微分結果因式

分解後得： 

3ℎ²(𝑥𝑏 − 𝑥 + ℎ)(𝑥𝑏ℎ + 𝑥ℎ − 2𝑏² + 2𝑏 −  ℎ²) = 0 
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圖(13) 

得解𝑥 =
2𝑏2+ ℎ2− 2𝑏

𝑏 ℎ + ℎ
 ,

−ℎ

𝑏 − 1
，可知前者為 > 0，後者為 < 0。 

將兩式代回藍色式因式分解後分別可得：
𝑏2(ℎ2+ 𝑏2− 2𝑏 + 1)

3

(𝑏 + 1)2  , 
𝑏2(ℎ2+ 𝑏2− 2𝑏 + 1)

3

(𝑏 − 1)2  

又0 <
𝑏2(ℎ2+ 𝑏2− 2𝑏 + 1)

3

(𝑏 + 1)2 <
𝑏2(ℎ2+ 𝑏2− 2𝑏 + 1)

3

(𝑏 − 1)2 ，若𝑏 > 1，則𝑥 ∈ [
−ℎ

𝑏 − 1
 , ∞)時，藍色式所形成

的曲線之最低點仍然在𝑥軸之上，故當𝑏 > 1時，藍色式> 0。 

若𝑏 = 1，藍色式為3ℎ⁴𝑥² − 3ℎ⁵𝑥 + ℎ⁶，此曲線的最高或最低點為紫色式(因為此時橘色式

不存在)，且紫色式> 0，接著我們令藍色式為0，代入公式解的判別式： 

(−3ℎ⁵)² −  4 ∙ 3ℎ⁴ ∙ ℎ⁶ = −3ℎ¹⁰ < 0 

則曲線並不通過𝑥軸，所以可知，此為一上凹圖形，且最低點亦位於𝑥軸之上，當𝑏 = 1時，

藍色式> 0。 

則𝑓′′(𝑥) > 0 得證，𝑓曲線為上凹，即為所求。  證畢 

7.利用之前的研究結果建立一套判定尤拉線和兩定點平行的公式解 

(1)架構說明 

我們知道𝑓曲線在直線𝑀1和𝑀2之間必定為開口向上之曲線，所以只要使用微分的概念便

可得到𝐾函數之最小值，如圖(13)，並且由𝐾 = 𝑡𝑎𝑛 𝛼 ∙ 𝑡𝑎𝑛 𝛽和𝑦 = 3做出判別式。 
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圖(14) 

Lemma4:如圖(12)，𝑎 > 0、𝑏 > 0、ℎ > 0、則𝑓曲線在兩漸近線之間的最低點的𝑥座標為：

−2𝑎2𝑏+2𝑎𝑏2+𝑎ℎ2

𝑎ℎ+𝑏ℎ
 

令𝐾的一階導數值為 0，尋找哪一點(𝑥, 𝑓(𝑥))能夠使得其在曲線𝑓的切線斜率為 0即可找

出何時的𝐾函數最小，接著將此時的𝑥代入前式之𝐾，就能夠算得𝐾函數之最小值"𝑁"。 

其架構說明如圖(14)。 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

8.在直線𝑀1和直線𝑀2之間的範圍，求𝐾的最低點的𝑥座標 

 

 

<proof> 

𝐾 =
−(−𝑎𝑥+𝑏𝑥+𝑎ℎ)2

(ℎ𝑥+𝑎2−𝑎𝑏)(ℎ𝑥+𝑎𝑏−ℎ2−𝑏2)
，我們使用了Geogebra 程式，將上式微分，可得下式：  

−(2(−𝑎+𝑏)(𝑎2−𝑎𝑏+ℎ𝑥)(𝑎ℎ−𝑎𝑥+𝑏𝑥)(−𝑏2−ℎ2+𝑎𝑏+ℎ𝑥)−(ℎ(𝑎2−𝑎𝑏+ℎ𝑥)+ℎ(−𝑏2−ℎ2+𝑎𝑏+ℎ𝑥))(𝑎ℎ−𝑎𝑥+𝑏𝑥)2)

((𝑎2−𝑎𝑏+ℎ𝑥)(−𝑏2−ℎ2+𝑎𝑏+ℎ𝑥))
2     

令上式為 0，並因式分解後可得下式： 

圖(13-1) 

 

 

𝑁 > 3，無解 

 

𝑁 < 3，兩解 

 

𝑁 = 3，恰有一解 

圖(15-1) 圖(15-2) 圖(15-3) 
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(−𝑎2 + 2𝑎𝑏 − 𝑏2 − ℎ2)(𝑎𝑥 − 𝑏𝑥 − 𝑎ℎ)(𝑎ℎ𝑥 + 𝑏ℎ𝑥 + 2𝑎2𝑏 − 2𝑎𝑏2 − 𝑎ℎ2) = 0 

由上式可知：𝑥 =
−2𝑎2𝑏+2𝑎𝑏2+𝑎ℎ2

𝑎ℎ+𝑏ℎ
, 

𝑎ℎ

𝑎−𝑏
  

我們知道𝑓(𝑥)在𝑀1和𝑀2之間，即𝑥 ∈ (
𝑎𝑏−𝑎2

ℎ
,
ℎ2+𝑏2−𝑎𝑏

ℎ
)，必為上凹曲線，因此𝑥一定只有

一解且經運算後可知：
𝑎ℎ

𝑎−𝑏
<

𝑎𝑏−𝑎2

ℎ
<

−2𝑎2𝑏+2𝑎𝑏2+𝑎ℎ2

𝑎ℎ+𝑏ℎ
<

ℎ2+𝑏2−𝑎𝑏

ℎ
，則𝑓(𝑥)在𝑀1和𝑀2之間的最

低點的𝑥座標為：
−2𝑎2𝑏+2𝑎𝑏2+𝑎ℎ2

𝑎ℎ+𝑏ℎ
  證畢 

9.試找出僅有一組解時的𝑏 

若要使𝑁 = 3(即𝑃僅有一解)，便要令𝑥 =
−2𝑎2𝑏+2𝑎𝑏2+𝑎ℎ2

𝑎ℎ+𝑏ℎ
，並且代入𝐾，然後令其為3。 

可得𝐾 =
4𝑎𝑏

ℎ2 = 3，我們任意舉了一例，令ℎ = 2、𝑎 = 1 

⇒ 𝑏 = 3，再將以上代回
−2𝑎2𝑏+2𝑎𝑏2+𝑎ℎ2

𝑎ℎ+𝑏ℎ
 得𝑥 = 2，在 Geogebra 中代入後可得下圖(16) 

此時的𝑁 = 3，即𝑃僅有一解，即為所求。  證畢 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖(16) 
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Theorem2:在空白平面上取三段距離𝑎、𝑏、ℎ，如圖(17)，並令N =
4𝑎𝑏

ℎ2 ， 

若𝑁 > 3   則無解，無法使△ ABP尤拉線與AB平行 

若𝑁 = 3   則恰有一解使△ ABP尤拉線與AB平行 

若N < 3   則有兩解使△ ABP尤拉線與AB平行 

 

 

 

 

Note1:可以看出
4𝑎𝑏

ℎ2 中所用到的數值，皆可以使用尺規作圖作出，所以也就是說判斷解的數

量是可以使用尺規作圖作出的，而要接解找出則是需要使用橢圓規方能作出。 

 

Theorem3:平面上有直線 L 和 A、B 兩點，求有幾個 P 點可以使△ ABP尤拉線與AB平行。 

(1) 作A′A ⃡     、B′B ⃡     ⊥ 𝐿軸     (7) 以 B 為圓心，BH為半徑畫圓，交LB ⃡   於 M 點 

(2) 作BL ⊥ B′B ⃡     ，交A′A ⃡     於 L 點   (8) 作KJ ⊥ 直線 L，交𝐶𝐴      於 J 點 

(3) 作BL中垂線且交BL於 H    (9) 比較A′M、A′J長度 

(4) 連B′H       若A′J > A′M 則無解，無法使△ ABP尤拉線與AB平行 

(5) 作∠𝐴′𝐴𝐽 = ∠𝐵𝐻𝐵′，交直線 L 於𝐽點 若A′M = A′J 則恰有一解使△ ABP尤拉線與AB平行 

(6) 延長LB ⃡          若A′M < A′J  則有兩解使△ ABP尤拉線與AB平行 

 

 

 

10.製作出一套判斷有幾組解使△ ABP尤拉線與AB平行之判別式(代數式) 

我們將先前算出之𝐾的最小值時的𝑥，代入𝐾 = 3的方程式之中製作出判別式： 

 

 

 

 

<proof> 

將 Lemma4 中所得的結果:
−2𝑎2𝑏+2𝑎𝑏2+𝑎ℎ2

𝑎ℎ+𝑏ℎ
，令其為𝑥帶入 K 中即可得到：

4𝑎𝑏

ℎ2 ，此式即為

我們想求得的判斷公式 N，為曲線 f 在漸近線之間的最低點之 y 座標，所以可用此來判斷其

解的數量，如圖(15-1)、圖(15-2)、圖(15-3)。  證畢 

 

  

 

 

 

 

 

 

11. 製作出一套判斷有幾組解使△ ABP尤拉線與AB平行的方法(尺規作圖) 

 

 

 

 

 

 

   

圖(17) 
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我們以圖(17)為例，過程如圖(18)所示: 

 

<proof> 

(1) 令AA′ = 𝑎、BB′ = 𝑏、AC = ℎ 

(2) 先令ℎ = 2，以使得
4𝑎𝑏

ℎ2 = 𝑎𝑏，然後再將𝑎𝑏與
3ℎ

2
比較 

(3) 利用相似性質作出𝑎𝑏長(1: 𝑏 = 𝑎: 𝑎𝑏) 

(4) 最後對𝑎𝑏和
3ℎ

2
進行必較即為所求  證畢 

由上圖可知𝑎𝑏 =
3ℎ

2
，所以應該有兩組解，而我們也再以橢圓檢驗是否正確，如圖(19)： 

 

 

 

 

 

 

 

 

12.程式化 

我們將研究出的方程式，先做流程圖，再譯成電腦程式，以供大家使用，詳見附件一。

此程式能夠精準判斷𝑃點的數量和解出𝑃點的座標，並且判讀輸入是否正確。 

圖(18) 

圖(19) 
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 Lemma5:平面上有△ 𝐴𝐵𝐶，令其三邊斜率為𝑝, 𝑞, 𝑟，則尤拉線斜率𝑚𝐸 = −
𝑝𝑞+𝑞𝑟+𝑟𝑝+3

𝑝+𝑞+𝑟+3𝑝𝑞𝑟
 

  
 
 

圖(20) 

接著是我們的第二條預備定理: 

 

<proof> 

(1) 計算出△ 𝐴𝐵𝐶的尤拉線和BC夾角的正切值(如圖(20))： 

 

 

 

 

 

 

𝑞 − 𝑚𝐸

1 + 𝑞𝑚𝐸
= tan ∠𝐻𝑂𝐺 =

𝐻𝐺

𝐼𝑁
=

𝐴𝐼 − 𝐴𝐻 − 𝑂𝑁

𝐵𝑁 − 𝐵𝐼
 

=
2𝑟 sin ∠𝐶𝐵𝐴 sin ∠𝐴𝐶𝐵 − 2𝑟 cos ∠𝐵𝐴𝐶 − 𝑟 cos ∠𝐵𝐴𝐶

𝑟 sin ∠𝐵𝐴𝐶 − 2𝑟 sin ∠𝐴𝐶𝐵 cos ∠𝐴𝐵𝐶
 

=
2 sin ∠𝐶𝐵𝐴 sin ∠𝐴𝐶𝐵 + 3 cos(∠𝐶𝐵𝐴 + ∠𝐴𝐶𝐵)

sin(∠𝐶𝐵𝐴 + 𝐴𝐶𝐵) − 2 sin ∠𝐴𝐶𝐵 cos ∠𝐴𝐵𝐶
 

=
3 cos ∠𝐶𝐵𝐴 cos ∠𝐴𝐶𝐵 − sin ∠𝐶𝐵𝐴 sin ∠𝐴𝐶𝐵

sin ∠𝐶𝐵𝐴 cos 𝐴𝐶𝐵 − sin ∠𝐴𝐶𝐵 cos ∠𝐴𝐵𝐶
 

=
3 − tan 𝐵 tan 𝐶

tan 𝐵 − tan 𝐶
 

(2) 又可算得： 

tan 𝐵 =
𝑝 − 𝑞

1 + 𝑝𝑞
 ,       tan 𝐶 =

𝑞 − 𝑟

1 + 𝑞𝑟
 

(3) 我們可以得到： 

𝑞 − 𝑚𝐸

1 + 𝑞𝑚𝐸
=

3 −
𝑝 − 𝑞
1 + 𝑝𝑞

∙
𝑞 − 𝑟
1 + 𝑞𝑟

𝑝 − 𝑞
1 + 𝑝𝑞

−
𝑞 − 𝑟
1 + 𝑞𝑟

 

(4) 交叉相乘後可以得到：3𝑚𝐸𝑝𝑞𝑟 + 𝑚𝐸𝑝 + 𝑚𝐸𝑞 + 𝑚𝐸𝑟 + 𝑝𝑞 + 𝑝𝑟 + 𝑞𝑟 + 3 = 0 

(5) 我們可以從此關係式中對𝑚𝐸求解，即可得到我們的 Lemma5。 
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Theorem4.1:在座標平面上任取 A(e,f) , B(q,r)，令 P(t,0)， 

若3𝑒2 − 6𝑒𝑞 − 4𝑓𝑟 + 3𝑞2 > 0   則有兩組解使△ ABP尤拉線與AB平行，且解 t 為： 

3𝑒3−3𝑒2𝑞+3𝑒𝑓2−2𝑒𝑓𝑟−3𝑒𝑞2−𝑒𝑟2−𝑓2𝑞−2𝑓𝑞𝑟+3𝑞3+3𝑞𝑟2±(√3𝑒2−2√3𝑒𝑞+√3𝑓2−2√3𝑓𝑟+√3𝑞2+√3𝑟2)√3𝑒2−6𝑒𝑞−4𝑓𝑟+3𝑞2

6𝑒2−12𝑒𝑞+2𝑓2−4𝑓𝑟+6𝑞2+2𝑟2
  

若3𝑒2 − 6𝑒𝑞 − 4𝑓𝑟 + 3𝑞2 = 0   則恰有一組解使△ ABP尤拉線與AB平行，且解 t 為： 

3𝑒3−3𝑒2𝑞+3𝑒𝑓2−2𝑒𝑓𝑟−3𝑒𝑞2−𝑒𝑟2−𝑓2𝑞−2𝑓𝑞𝑟+3𝑞3+3𝑞

6𝑒2−12𝑒𝑞+2𝑓2−4𝑓𝑟+6𝑞2+2𝑟2
  

若3𝑒2 − 6𝑒𝑞 − 4𝑓𝑟 + 3𝑞2 < 0   則無解，無法使△ ABP尤拉線與AB平行 

 

圖(21) 

 

 

 

 

 

 

 

 <proof> 

(1) 分別算出𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐵𝑃̅̅ ̅̅ 、𝑃𝐴̅̅ ̅̅ 斜率，得: 

𝑚𝐴𝐵̅̅ ̅̅ =
𝑟−𝑓

𝑔−𝑒
 , 𝑚𝐵𝑃̅̅ ̅̅ =

𝑟

𝑞−𝑡
 , 𝑚𝑃𝐴̅̅ ̅̅ =

𝑓

𝑒−𝑡
  

(2) 可利用 Lemma5 列出方程式： 

−
𝑓𝑟

(𝑒 − 𝑡)(𝑞 − 𝑡)
−

𝑓(−𝑓 + 𝑟)
(𝑒 − 𝑡)(−𝑒 + 𝑞)

−
𝑟(−𝑓 + 𝑟)

(𝑞 − 𝑡)(−𝑒 + 𝑞)
− 3

𝑓
𝑒 − 𝑡

+
𝑟

𝑞 − 𝑡
+

−𝑓 + 𝑟
−𝑒 + 𝑞

+
3𝑓𝑟(−𝑓 + 𝑟)

(𝑒 − 𝑡)(𝑞 − 𝑡)(−𝑒 + 𝑞)

=
−𝑓 + 𝑟

−𝑒 + 𝑞
 

(3) 算得一元二次方程式之判別式： 

(√3𝑒2 − 2√3𝑒𝑞 + √3𝑓2 − 2√3𝑓𝑟 + √3𝑞2 + √3𝑟2)
2
(3𝑒2 − 6𝑒𝑞 − 4𝑓𝑟 + 3𝑞2) 

由上式可知其正負關鍵為：3𝑒2 − 6𝑒𝑞 − 4𝑓𝑟 + 3𝑞2 

(4) 算得一元二次方程式解： 

 t=
3𝑒3−3𝑒2𝑞+3𝑒𝑓2−2𝑒𝑓𝑟−3𝑒𝑞2−𝑒𝑟2−𝑓2𝑞−2𝑓𝑞𝑟+3𝑞3+3𝑞𝑟2±(√3𝑒2−2√3𝑒𝑞+√3𝑓2−2√3𝑓𝑟+√3𝑞2+√3𝑟2)√3𝑒2−6𝑒𝑞−4𝑓𝑟+3𝑞2

6𝑒2−12𝑒𝑞+2𝑓2−4𝑓𝑟+6𝑞2+2𝑟2
 

證畢  
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Theorem4.2:在座標平面上任取 A(0,f) , B(q,r) , P(t,0) 

令D = 𝑟4 + 6𝑟3𝑓 + 12𝑟2𝑓2 + 6𝑟2𝑞2 + 8𝑟𝑓3 − 30𝑟𝑓𝑞2 − 3𝑓2𝑞2 + 9𝑞4    

𝑢 =
−2𝑓2+3𝑞2+𝑟2+𝑓𝑟

9𝑞
、 

𝑣 =
(−𝑓2𝑞+4𝑓𝑞𝑟)(2𝑓2−3𝑞2−𝑟2−𝑓𝑟)

54𝑞2 −
(2𝑓2−3𝑞2−𝑟2−𝑓𝑟)

3

729𝑞3 −
−𝑓2𝑞2−3𝑓2𝑟2+3𝑓3𝑟

6𝑞
、 

𝑤 =
−𝑓2𝑞+4𝑓𝑞𝑟

9𝑞
−

(2𝑓2−3𝑞2−𝑟2−𝑓𝑟)
2

81𝑞2   

若𝐷 > 0  則恰有一組實數解使△ ABP尤拉線與AP平行，且解 t 為：𝑡 = 𝑡1 

若𝐷 = 0    則有兩組實數解使△ ABP尤拉線與AP平行，且解 t 為：𝑡 = 𝑡1 , 𝑡 = 𝑡2 = 𝑡3 

若𝐷 < 0    則有三組實數解使△ ABP尤拉線與AP平行，且解 t 為：𝑡 = 𝑡1 , 𝑡2 , 𝑡3 

其中𝑡1 = 𝑢 + √𝑣 + √𝑣2 + 𝑤3
3

+ √𝑣 − √𝑣2 + 𝑤3
3

 , 

𝑡2 = 𝑢 +
−1 + √3𝑖

2
√𝑣 + √𝑣2 + 𝑤3
3

+
−1 − √3𝑖

2
√𝑣 − √𝑣2 + 𝑤3
3

 , 

𝑡3 = 𝑢 +
−1−√3𝑖

2
√𝑣 + √𝑣 + 𝑤3
3

+
−1+√3𝑖

2
√𝑣 − √𝑣2 + 𝑤3
3

  

 

  

 

(二) 找出 △ 𝑨𝑩𝑷尤拉線平行𝐀𝐏̅̅ ̅̅ 、𝐁𝐏̅̅ ̅̅ 的 P 點座標 

作法同 Theorem4.1，可列出以下 Theorem4.2、Theorem4.3，但因運算過於複雜，所以

將 A(e,f)改為 A(0,f)，以方便計算： 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

<proof> 

(1) 分別算出三邊斜率，得：𝑚𝐴𝐵̅̅ ̅̅ =
𝑟−𝑓

𝑔
 , 𝑚𝐵𝑃̅̅ ̅̅ =

𝑟

𝑞−𝑡
 , 𝑚𝑃𝐴̅̅ ̅̅ =

𝑓

−𝑡
  

(2) 可利用 Lemma5 列出方程式：
3𝑞𝑡2−𝑓2𝑞+𝑓2𝑡−3𝑞2𝑡−𝑟2𝑡+2𝑓𝑞𝑟

−𝑓𝑞2−3𝑓𝑟2+𝑓𝑡2−𝑟𝑡2+3𝑓2𝑟+2𝑞𝑟𝑡
=

𝑓

−𝑡
  

(3) 展開後為一元三次方程式： 

3𝑞𝑡3 + (2𝑓2 − 3𝑞2 − 𝑟2 − 𝑓𝑟)𝑥2 + (−𝑓2𝑞 + 4𝑓𝑞𝑟)𝑥 − 𝑓²𝑞² − 3𝑓²𝑟² + 3𝑓³𝑟 = 0  

此三次方程式判別式為： 

𝑓2(𝑟2 − 2𝑟𝑓 + 𝑓2 + 𝑞2)2
𝑟4 + 6𝑟3𝑓 + 12𝑟2𝑓2 + 6𝑟2𝑞2 + 8𝑟𝑓3 − 30𝑟𝑓𝑞2 − 3𝑓2𝑞2 + 9𝑞4

729𝑞4
  

觀察此式子的正負值的關鍵為後段分式的分子： 

𝑟4 + 6𝑟3𝑓 + 12𝑟2𝑓2 + 6𝑟2𝑞2 + 8𝑟𝑓3 − 30𝑟𝑓𝑞2 − 3𝑓2𝑞2 + 9𝑞4 

我們令上式為最新判別式 D，作為解的分類之用。 
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Theorem4.3:在座標平面上任取 A(0,f) , B(q,r) ,P(t,0) 

令D = 𝑓4 + 6𝑓3𝑟 + 12𝑓2𝑟2 + 6𝑓2𝑞2 + 8𝑓𝑟3 − 30𝑓𝑟𝑞2 − 3𝑟2𝑞2 + 9𝑞4    

𝑢 =
−𝑓2+6𝑞2+2𝑟2−𝑓𝑟

9𝑞
、 

𝑣 =
(−𝑓2+6𝑞2+2𝑟2−𝑓𝑟)(−3𝑞3−3𝑞𝑟2+2𝑓2𝑞−2𝑓𝑞𝑟)

54𝑞2 −
(−𝑓2+6𝑞2+2𝑟2−𝑓𝑟)

3

−729𝑞3 +
3𝑓𝑟3−𝑓2𝑞2−3𝑓2𝑟2+3𝑓𝑞2𝑟

6𝑞
、 

𝑤 =
(−𝑓2𝑞+4𝑓𝑞𝑟)(2𝑓2−3𝑞2−𝑟2−𝑓𝑟)

54𝑞2 −
(2𝑓2−3𝑞2−𝑟2−𝑓𝑟)

3

729𝑞3 −
−𝑓2𝑞2−3𝑓2𝑟2+3𝑓3𝑟

6𝑞
  

若D > 0  則恰有一組實數解使△ ABP尤拉線與BP平行，且解 t 為：𝑡 = 𝑡1 

若𝐷 = 0    則有兩組實數解使△ ABP尤拉線與BP平行，且解 t 為：𝑡 = 𝑡1 , 𝑡 = 𝑡2 = 𝑡3 

若𝐷 < 0    則有三組實數解使△ ABP尤拉線與BP平行，且解 t 為：𝑡 = 𝑡1 , 𝑡2 , 𝑡3 

其中𝑡1 = 𝑢 + √𝑣 + √𝑣2 + 𝑤3
3

+ √𝑣 − √𝑣2 + 𝑤3
3

  

𝑡2 = 𝑢 +
−1 + √3𝑖

2
√𝑣 + √𝑣2 + 𝑤3
3

+
−1 − √3𝑖

2
√𝑣 − √𝑣2 + 𝑤3
3

 , 

𝑡3 = 𝑢 +
−1−√3𝑖

2
√𝑣 + √𝑣 + 𝑤3
3

+
−1+√3𝑖

2
√𝑣 − √𝑣2 + 𝑤3
3

  

 

 

(4) 將之前的一元三次方程式中的各項係數代入三次方程式的求解公式後，由於其解的方程式

過長，因此我們分成兩個步驟進行計算： 

【1】先令𝑢 =
−2𝑓2+3𝑞2+𝑟2+𝑓𝑟

9𝑞
 , 𝑣 =

(−𝑓2𝑞+4𝑓𝑞𝑟)(2𝑓2−3𝑞2−𝑟2−𝑓𝑟)

54𝑞2 −
(2𝑓2−3𝑞2−𝑟2−𝑓𝑟)

3

729𝑞3 −
−𝑓2𝑞2−3𝑓2𝑟2+3𝑓3𝑟

6𝑞
、 

𝑤 =
−𝑓2𝑞+4𝑓𝑞𝑟

9𝑞
−

(2𝑓2−3𝑞2−𝑟2−𝑓𝑟)
2

81𝑞2   

【2】再代入𝑡1 = 𝑢 + √𝑣 + √𝑣2 + 𝑤3
3

+ √𝑣 − √𝑣2 + 𝑤3
3

 , 

𝑡2 = 𝑢 +
−1 + √3𝑖

2
√𝑣 + √𝑣2 + 𝑤3
3

+
−1 − √3𝑖

2
√𝑣 − √𝑣2 + 𝑤3
3

 , 

𝑡3 = 𝑢 +
−1−√3𝑖

2
√𝑣 + √𝑣 + 𝑤3
3

+
−1+√3𝑖

2
√𝑣 − √𝑣2 + 𝑤3
3

    證畢 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

<proof> 

(1) 分別算出三邊斜率，得：𝑚𝐴𝐵̅̅ ̅̅ =
𝑟−𝑓

𝑔
 , 𝑚𝐵𝑃̅̅ ̅̅ =

𝑟

𝑞−𝑡
 , 𝑚𝑃𝐴̅̅ ̅̅ =

𝑓

−𝑡
  

(2) 可利用 Lemma5 列出方程式：
3𝑞𝑡2−𝑓2𝑞+𝑓2𝑡−3𝑞2𝑡−𝑟2𝑡+2𝑓𝑞𝑟

−𝑓𝑞2−3𝑓𝑟2+𝑓𝑡2−𝑟𝑡2+3𝑓2𝑟+2𝑞𝑟𝑡
=

𝑟

𝑞−𝑡
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圖(23) 

圖(24) 

圖(22) 

(3) 展開後為一元三次方程式： 

−3𝑞𝑥3 + (−𝑓2 + 6𝑞2 + 2𝑟2 − 𝑓𝑟)𝑥2 + (−3𝑞³ − 3𝑞𝑟² + 2𝑓²𝑞 − 2𝑓𝑞𝑟)𝑥 + 3𝑓𝑟³ − 𝑓²𝑞² − 3𝑓²𝑟² + 3𝑓𝑞²𝑟 = 0 

此三次方程式判別式為： 

𝑟2(𝑓2 − 2𝑓𝑟 + 𝑟2 + 𝑞2)2
𝑓4 + 6𝑓3𝑟 + 12𝑓2𝑟2 + 6𝑓2𝑞2 + 8𝑓𝑟3 − 30𝑓𝑟𝑞2 − 3𝑟2𝑞2 + 9𝑞4

729𝑞4
 

由上式可知其正負關鍵為： 

𝑓4 + 6𝑓3𝑟 + 12𝑓2𝑟2 + 6𝑓2𝑞2 + 8𝑓𝑟3 − 30𝑓𝑟𝑞2 − 3𝑟2𝑞2 + 9𝑞4 

(4) 將之前的一元三次方程式中的各項係數代入三次方程式的求解公式後，由於其解的方程式

過長，因此我們分成兩個步驟進行計算： 

【1】先令𝑢 =
−𝑓2+6𝑞2+2𝑟2−𝑓𝑟

9𝑞
、𝑣 =

(−𝑓2+6𝑞2+2𝑟2−𝑓𝑟)(−3𝑞3−3𝑞𝑟2+2𝑓2𝑞−2𝑓𝑞𝑟)

54𝑞2
−

(−𝑓2+6𝑞2+2𝑟2−𝑓𝑟)3

−729𝑞3
+

3𝑓𝑟3−𝑓2𝑞2−3𝑓2𝑟2+3𝑓𝑞2𝑟

6𝑞
、 

𝑤 =
(−𝑓2𝑞+4𝑓𝑞𝑟)(2𝑓2−3𝑞2−𝑟2−𝑓𝑟)

54𝑞2 −
(2𝑓2−3𝑞2−𝑟2−𝑓𝑟)

3

729𝑞3 −
−𝑓2𝑞2−3𝑓2𝑟2+3𝑓3𝑟

6𝑞
  

【2】再代入𝑡1 = 𝑢 + √𝑣 + √𝑣2 + 𝑤3
3

+ √𝑣 − √𝑣2 + 𝑤3
3

 , 

𝑡2 = 𝑢 +
−1 + √3𝑖

2
√𝑣 + √𝑣2 + 𝑤3
3

+
−1 − √3𝑖

2
√𝑣 − √𝑣2 + 𝑤3
3

 , 

𝑡3 = 𝑢 +
−1−√3𝑖

2
√𝑣 + √𝑣 + 𝑤3
3

+
−1+√3𝑖

2
√𝑣 − √𝑣2 + 𝑤3
3

    證畢 

我們分別為 Theorem4.1、Theorem4.2、Theorem4.3 各舉了一個例子，如圖(22)、圖(23) 

、圖(24) 
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Corollary1:在座標平面上任取𝐴(0, 𝑓) , 𝐵(𝑞, 𝑟), P 在曲線Γ 

若曲線 Γ：

(𝑓 − 𝑦)(𝑟 − 𝑦)
𝑥(𝑞 − 𝑥)

+
(𝑓 − 𝑦)(−𝑓 + 𝑟)

𝑞𝑥 −
(𝑟 − 𝑦)(−𝑓 + 𝑟)

𝑞(𝑞 − 𝑥)
− 3

−(𝑓 − 𝑟)
𝑞

+
𝑟 − 𝑦
𝑞 − 𝑥

+
−𝑓 + 𝑦

𝑥
+

3(𝑓 − 𝑟)(𝑓 − 𝑦)(𝑟 − 𝑦)
𝑞𝑥(𝑞 − 𝑥)

=
−𝑓 + 𝑦

𝑥
 

則△ 𝐴𝐵𝑃尤拉線平行AP̅̅̅̅ ，如圖(25)  (藍色直線為△ 𝐴𝐵𝑃尤拉線) 

若曲線 Γ：

(𝑓 − 𝑦)(𝑟 − 𝑦)
𝑥(𝑞 − 𝑥)

+
(𝑓 − 𝑦)(−𝑓 + 𝑟)

𝑞𝑥 −
(𝑟 − 𝑦)(−𝑓 + 𝑟)

𝑞(𝑞 − 𝑥)
− 3

𝑟 − 𝑦
𝑞 − 𝑥

+
−𝑓 + 𝑟

𝑞
+

−𝑓 + 𝑦
𝑥

+
3(𝑓 − 𝑟)(𝑓 − 𝑦)(𝑟 − 𝑦)

𝑞𝑥(𝑞 − 𝑥)

=
𝑟 − 𝑦

𝑞 − 𝑥
 

則△ 𝐴𝐵𝑃尤拉線平行BP̅̅̅̅ ，如圖(26)  (綠色直線為△ 𝐴𝐵𝑃尤拉線) 

 

圖(25) 

圖(26) 

Note2:令所有平行AP̅̅̅̅ 、BP̅̅̅̅ 的尤拉線與AB̅̅ ̅̅ 的交點為 H。 

平行AP̅̅̅̅ 時，AH̅̅ ̅̅ ：HB̅̅ ̅̅ = 1：2，而平行BP̅̅̅̅ 時，AH̅̅ ̅̅ ：HB̅̅ ̅̅ = 2：1，也就是說，當尤拉線平行

AP̅̅̅̅ 、BP̅̅̅̅ 有一組以上的解時，其尤拉線與AB̅̅ ̅̅ 交於同一點 

 

接著，我們可以運用以上定理 4.2、4.3，再增加 P 點一個變數，來探討△ 𝐴𝐵𝑃尤拉線平

行AP̅̅̅̅ 、BP̅̅̅̅ 的 P 點軌跡，即可推論出以下 Corollary1。至於△ 𝐴𝐵𝑃尤拉線平行AB̅̅ ̅̅ 的部分，即

為 Theorem1 中的橢圓，在此就不加贅述， 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  

 

 

 

 

因為尤拉線為通過重心的平行線，所以可寫成以下註解： 

 

 

 

另外，可以再使用定理 4.1、4.2、4.3 中的判別式，在固定一點的狀況下，便可推導出

以下 Corollary2 的三條封閉曲線，可以迅速地看出△ 𝐴𝐵𝑃尤拉線平行AB̅̅ ̅̅ 、AP̅̅̅̅ 、BP̅̅̅̅ 有幾組

解。 

 

 Γ 

 Γ 
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Corollary2:在座標平面上取 A(0,1) , 任意一點 B 

欲使尤拉線平行AB，若有一曲線：y =
3

4
𝑥2，如圖(27) 

則 B在曲線內時，無解；在曲線上時，恰有一組解；在曲線外時，有兩解。 

欲使尤拉線平行AP，若有一曲線： 

9𝑥4 + 𝑦4 + 6𝑥2𝑦2 + 6𝑦3 − 30𝑥2𝑦 − 3𝑥2 + 12𝑦2 + 8𝑦 = 0，如圖(28) 

則若 B在曲線內時，三組解；在曲線上時，有兩解；在曲線外時，恰有一組解。 

欲使尤拉線平行BP，若有一曲線： 

9𝑥4 − 3𝑥2𝑦2 + 8𝑦3 − 30𝑥2𝑦 + 6𝑥2 + 12𝑦2 + 6𝑦 + 1 = 0，如圖(29) 

則若 B在曲線內時，三組解；在曲線上時，有兩解；在曲線外時，恰有一組解。 

 

圖(27) 圖(28) 圖(29) 

Theorem5:令𝐴(𝑒, 𝑓) , 𝐵(𝑞, 𝑟)。欲使△ 𝐴𝐵𝑃尤拉線平行AB̅̅ ̅̅ ，在 P 點有解的狀況，令兩組解分

別為P1、P2，則：𝑡𝑎𝑛 ∠𝑃1𝐴𝐵 ∙ 𝑡𝑎𝑛 ∠𝑃2𝐴𝐵 =
3𝑟

𝑓
 , 𝑡𝑎𝑛 ∠𝑃1𝐵𝐴 ∙ 𝑡𝑎𝑛 ∠𝑃2𝐵𝐴 =

3𝑓

𝑟
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

  

 

接著，我們試著找出各組解之間的關係，我們列出了以下的定理三： 

 

 

 

<proof> 

(1) 我們先令𝐴(0,1), 𝐵(𝑞, 𝑟), 𝑃(𝑥, 0)，由 Theorem2.1 可算得：𝑥 =
3𝑞3+3𝑟2𝑞±√3√3𝑞2−4𝑟(𝑟2+𝑞2−2𝑟+1)−2𝑟𝑞−𝑞

2𝑟2+6𝑞2−4𝑟+2
  

(2) 則𝑡𝑎𝑛 ∠𝑃1𝐴𝐵 =
−√3√3𝑞2−4𝑟+3𝑞

2
 ,𝑡𝑎𝑛 ∠𝑃2𝐴𝐵 =

√3√−4𝑟+3𝑞2+3𝑞

2
 

(3) 則 𝑡𝑎𝑛 ∠𝑃1𝐴𝐵 ∙ 𝑡𝑎𝑛 ∠𝑃2𝐴𝐵 = 3𝑟，可知此數值與𝑞無關，所以當𝑒改變時，此值並不受影響 

(4) 再加入𝑓這個變數後可得:𝑡𝑎𝑛 ∠𝑃1𝐴𝐵 ∙ 𝑡𝑎𝑛 ∠𝑃2𝐴𝐵 =
3𝑟

𝑓
 

(5) 又由 Lemma1 可算得：𝑡𝑎𝑛 ∠𝑃1𝐵𝐴 ∙ 𝑡𝑎𝑛 ∠𝑃2𝐵𝐴 =
3𝑓

𝑟
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因此，我們就可以使用這個特性，在只知道一組解的狀況，將第二個解找出來，且在僅

有一組解時，其解可以直接以尺規作圖畫出。 

三、 建立直線𝑳𝟏、𝑳𝟐安排 A、B 兩點在兩線上，並以尺規作圖將解找出來 

綜合前文整篇報告的分析，若在空白坐標平面上想只用圓規和直尺在𝑥軸上找出𝑃點，

使△ 𝐴𝐵𝑃的尤拉線保證能平行𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐴𝑃̅̅ ̅̅ 或𝐵𝑃̅̅ ̅̅ 且同側、異側都行的通，那要如何安排𝐴點和𝐵

點呢？解決此問題我們精心設計一套方法，設計概念來源自研究動機的圖(1)不等式求作𝑃點

的概念。我們在偶然的狀況下發現了以下的奇觀，如圖(30)，不論 A、B 兩點在直線𝐿1、𝐿2

的任一處，只要使∠PAB = 45°且 P 點於𝑥軸上，則此時△ 𝐴𝐵𝑃的尤拉線必定與AB ⃡    平行。 

  

我們很快地發現，這樣的直線𝐿1、𝐿2並不只有一種，只是∠PAB不一定是45°，且經過了

我們的觀察，我們發現了此奇觀的原因，並將其寫成了以下定理。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖(30) 
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Lemma6:若有兩直線𝐿1、𝐿2，且兩線交於一點，將 A、B 兩點分別放置於兩線上，其餘各點

位置如圖(31)，且∠PBA = ∠KHA、P 點於𝐿直線上，則∠PAB = ∠IHB、∠BPA = ∠BHA。 

 

 

 

 

 

 

 

 

<proof> 

(1) 如圖(32)，作𝐿1、𝐶𝑃之交點為 D 

(2) ∵ ∠𝐴𝐶𝐷 = ∠𝐷𝑃1𝑃2(已知)，且∠𝐶𝐷𝐴 = ∠𝑃2𝐷𝑃1(對頂角相等) 

(3) 故 △ 𝐴𝐶𝐷 ∼△ 𝑃2𝑃1𝐷(AA 相似) 

(4) 則𝐶𝐷 ∶ 𝐴𝐷 = 𝑃1𝐷 ∶ 𝑃2𝐷，又∠𝑃1𝐷𝐶 = ∠𝐴𝐷𝑃2(對頂角相等) 

(5) 故 △ 𝐴𝐷𝑃2 ∼△ 𝐶𝐷𝑃1(SAS 相似) 

(6) 則∠𝐷𝑃2𝐴 = ∠𝐶𝑃1𝐷，又∠𝐴𝐶𝑃2 = ∠𝐴𝐵𝑃1(已知) 

(7) 故△ 𝐴𝑃2𝐶 ∼△ 𝐴𝑃1𝐵(AA 相似) 

(8) 當直線𝐿1、𝐿2上分別有兩點 E、F，且𝐸𝐹//𝐴𝐵，如圖(33) 

(9) 此時若再取一點 G 於𝐿2上，連𝐸𝐺，作∠ABP1 = ∠𝐺𝐸𝑃2，且P2在𝐿直線上 

(10) 根據上紋可得出結果：△ 𝐸𝑃2𝐺 ∼△ 𝐸𝑃1𝐹 ∼△ 𝐴𝑃1𝐵 

(11) 由於 E、F 可任意移動，所以此證明能涵蓋所有情況  證畢 

 

 

 

 

 

 

圖(31) 圖(32) 

圖(33) 
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Theorem6.1:若有兩直線𝐿1、𝐿2，且兩直線交於一點 G、𝑚𝐿1
∙ 𝑚𝐿2

= −3，將 A、B 兩點分別

放置於兩線上，並作∠PAB = ∠PGB，且 P 點於𝑥軸上，則△ PAB尤拉線平行AB。 

 

Theorem6.2:若有兩直線𝐿1、𝐿2，且兩直線交於一點 G、tan ∠BGA ∙ 𝑚𝐿2
= 3，將 A、B 兩點

分別放置於兩線上，並作∠PAB = ∠PGB，且 P 點於𝑥軸上，則△ PAB尤拉線平行AP。 

 
Theorem6.3:若有兩直線𝐿1、𝐿2，且兩直線交於一點 G、tan ∠BGA ∙ 𝑚𝐿1

= −3，將 A、B 兩

點分別放置於兩線上，並作∠PAB = ∠PGB，且 P 點於𝑥軸上，則△ PAB尤拉線平行BP。 

 

Note3: 雖然此方法僅取得一解，不過我們可以由 Theorem5 將第二組解求出，如圖(34) 

 

 

<proof> 

根據 Lemma6 可推得，若tan ∠PGB ∙ tan ∠AGE = 3，即𝑚𝐿1
∙ 𝑚𝐿2

= −3，tan ∠PAB ∙

tan ∠ABP=3，則△ PAB尤拉線平行AB  證畢 

 

 

接著同理，可以推得平行AP、BP的作法。 

 

 

 

 

 

 

 

圖(34) 
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Theorem7:令A(0,0)、B(1,0)、P 在曲線Γ。若△ 𝐴𝐵𝑃中𝑚𝐸為常數，則曲線Γ為不連續之圓錐

曲線，且滿足：𝑚𝐸 > √3或𝑚𝐸 < −√3時，曲線Γ為不連續雙曲線 

𝑚𝐸 = ±√3 時，曲線Γ為不連續之拋物線(退化為兩條平行線) 

−√3 < 𝑚𝐸 < √3時，曲線Γ為不連續橢圓 

我們分別為定理 6.2、6.3 各舉了一個例子如下： 

 

 

 

 

 

 

 

四、 找出 △ 𝑨𝑩𝑷尤拉線與𝐀𝐁 ⃡    夾角為任一角度的所有 P 點軌跡圖 

。 

 

 

 

<proof> 

(1) 以 Lemma2 算得Γ曲線方程式： 

Γ：3𝑥2 − 2𝑚𝐸𝑥𝑦 + 𝑦2 − 3𝑥 + 𝑚𝐸𝑦 = 0  𝑥 ≠ 0 , 𝑥 ≠ 1 , 𝑥 ≠
1

2
 , 𝑦 ≠ 0 

(2) 可知其為一個圓錐曲線，接著並以圓錐曲線判別是判斷之： 

𝑚𝐸
 2 − 3 > 0  曲線Γ為不連續雙曲線，如圖(37) 

𝑚𝐸
 2 − 3 = 0  曲線Γ為不連續之拋物線(退化為兩條平行線) ，如圖(38) 

𝑚𝐸
 2 − 3 < 0  曲線Γ為不連續橢圓，如圖(39) 

則可整理出 Theorem4   證畢 

 

 

 

 

 

圖(36) 

圖(37) 圖(38) 圖(39) 

圖(35) 
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接著我們利用 Geogebra 的軌跡滑桿，研究 Theorem7 中的曲線Γ在改變𝑚𝐸時的軌跡，如

圖(42)，我們發現有些地方是固定的，且這些位置都恰巧為其不連續之處，這令我們十分驚

喜，於是我們決定要來研究這個性質，並把他寫成了定理八。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 圖(42) 

Note4: 當𝑚𝐸
 = ±√3時，曲線Γ為退化的不連續拋物線，平行線，且兩條都分別通過(1,0)、

(
1

2
, −√3)、(0, −√3)以及(0,0)、 (

1

2
, √3)、(0, √3)，因此此平行線跟𝑥軸的夾角，一個為

60°，另一個為120°，且此時線上的任意點與 A、B 所連成的三角形，其尤拉線都一定會互

相平行且與𝑥軸的夾角(銳角)皆為60°，如圖(40)、圖(41)。 

 

圖(40) 圖(41) 
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Theorem8:令A(0,0)、B(1,0)、P 在曲線Γ。若△ 𝐴𝐵𝑃中𝑚𝐸為常數，則曲線Γ通過P1(0,0)、

P2(1,0)、P3 (
1

2
,
√3

2
)、P4 (

1

2
, −

√3

2
)這四個固定點，若在取得P5(0, −𝑚𝐸)、P6(1, 𝑚𝐸)中的任意一

點，則可畫出我們要的曲線Γ曲線，如圖(43)、圖(44)、圖(45)。且此六點為Γ曲線之間斷點。 

 

 

 

<proof> 

(1) 因為我們發現重疊的點都是那些不連續的地方，所以我們決定，將 Theorem4 中Γ曲 

線的方程式帶入𝑥 = 0 , 𝑥 = 1 , 𝑥 =
1

2
 , 𝑦 = 0，試試看能不能找出一些蛛絲馬跡。 

(2) 由上述方法便可以得到P1(0,0)、P2(1,0)、P3 (
1

2
,
√3

2
)、P4 (

1

2
, −

√3

2
)、P5(0, −𝑚𝐸)、 

P6(1, 𝑚𝐸)這六點，就是Γ曲線間斷點，而 Theorem4 中提到，若𝑚𝐸為常數，則Γ曲線為圓錐

曲線，僅需五點就可以作出。  證畢 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

Note5:當我們令𝑚𝐸 = 0，會無法找出第五個點，不過因為P1、P2、P3、P4為其四個端點，因

此我們仍然可以做出𝑚𝐸 = 0時的曲線Γ，如圖(46)。 

 

圖(43) 圖(44) 圖(45) 

圖(46) 
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而我們便可以使用 Theorem5 的這個方法，在 A、B 在任意位置時，找到△ 𝐴𝐵𝑃尤拉線與AB ⃡    

夾角為任一角度的所有 P 點軌跡圖，我們以30°為例作圖，如圖(47) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

說明: 

在圖(46)中，為了使△ ABP的尤拉線和AB ⃡    的夾角為30°，由 Theorem5 知，當圓錐曲線

上的每一點 P 都要滿足夾角為30°的需求時，該圓錐曲線必定通過間斷點Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ，

且因為我們在A(0,0)、B(1,0)的狀況下還有兩個間斷點P5(0, −𝑚𝐸)、P6(1, 𝑚𝐸)，而𝑚𝐸即為尤

拉線與AB ⃡    的正切值(逆時針為正)，先令𝐴𝐵 = 1，因此知要在AB ⃡    上作一垂線，且通過 A，並

作∠ABE = 30° ，令BE ⃡   和過 A 點的垂線相交於 E，則此時𝐴𝐸 = tan 30°，在這當下，我們已

經找到了該圓錐曲線上的五個點，分別為：A、B、C、D、E，因此可以畫出該圓錐曲線，

也就是說在該圓錐曲線上的任意點 P 都可以滿足△ ABP的尤拉線和AB ⃡    的夾角為30°。 

  

圖(47) 
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Theorem9:任意 △ CAB，並不存在分割點 P，使各子 △ 尤拉線平行𝐴𝐵、𝐵𝐶、𝐶𝐴。 

六、 探討研究動機中的圖(4-1)、(4-2)，判斷△ 𝐂𝐀𝐁分割點𝐏平行𝑨𝑩、𝑩𝑪、𝑪𝑨

的存在性 

 

<proof> 

(1) 令 A(0,0)、B(1,0)、C(p,q) 

(2) 我們可以利用 Theorem1 中的橢圓來判定，有沒有一點 P 可以讓三邊所畫出的橢圓能夠 

共點，就能知道是否存在這個分割點。我們先算出三個橢圓Γ1、Γ2、Γ3的方程式，如圖(48)： 

 

 

 

 

 

 

 

Γ1：y2 + 3𝑥2 − 3𝑥 = 0 

Γ2：

4

3
(

𝑞(
−1
2

(𝑝+1)+𝑥)

√𝑞2+(𝑝−1)2
+

(−𝑝+1)(
−1
2

𝑞+𝑦)

√𝑞2+(𝑝−1)2
)

2

𝑞2+(𝑝−1)2 +

4(−
𝑞(

−1
2

𝑞+𝑦)

√𝑞2+(𝑝−1)2
+

(−𝑝+1)(
−1
2

(𝑝+1)+𝑥)

√𝑞2+(𝑝−1)2
)

2

𝑞2+(𝑝−1)2 = 1 

Γ3：
(4𝑝2+12𝑞2)(𝑦−

1

2
𝑞)

2
+(12𝑝2+4𝑞2)(𝑥−

1

2
𝑝)

2
+16𝑝𝑞(𝑥−

1

2
𝑝)(𝑦−

1

2
𝑞)

3𝑝4+3𝑞4+6𝑝2𝑞2 = 1  

(3) 我們假設Γ1、Γ2、Γ3三曲線不存在共點為假，則三曲線存在共點，可得到以下兩條等式： 

3𝑥² + 𝑦² − 3𝑥 + 1 =
(4𝑝2+12𝑞2)(𝑦−

1

2
𝑞)

2
+(12𝑝2+4𝑞2)(𝑥−

1

2
𝑝)

2
+16𝑝𝑞(𝑥−

1

2
𝑝)(𝑦−

1

2
𝑞)

3𝑝4+3𝑞4+6𝑝2𝑞2   

3𝑥² + 𝑦² − 3𝑥 + 1 =

4

3
(

𝑞(
−1
2

(𝑝+1)+𝑥)

√𝑞2+(𝑝−1)2
+

(−𝑝+1)(
−1
2

𝑞+𝑦)

√𝑞2+(𝑝−1)2
)

2

𝑞2+(𝑝−1)2 +

4(−
𝑞(

−1
2

𝑞+𝑦)

√𝑞2+(𝑝−1)2
+

(−𝑝+1)(
−1
2

(𝑝+1)+𝑥)

√𝑞2+(𝑝−1)2
)

2

𝑞2+(𝑝−1)2   

(4) 我們可以從此關係式中對𝑥求解，分別可得以下式： 

𝑥 =
9𝑝4−12𝑝3+18𝑝2𝑞2−12𝑝𝑞2+16𝑝𝑞𝑦+9𝑞4±(√3𝑝2+√3𝑞2)√−36𝑝4𝑦2+27𝑝4−72𝑝3−72𝑝2𝑞2𝑦2+54𝑝2𝑞2−144𝑝2𝑞𝑦

                                                                       18𝑝4+36𝑝2𝑞2−24𝑝2+18𝑞4−8𝑞2   

+96𝑝2𝑦2+48𝑝2−72𝑝𝑞2+96𝑝𝑞𝑦−36𝑞4𝑦2+27𝑞4−144𝑞3𝑦+160𝑞2𝑦2+64𝑞𝑦−64𝑦2

 
  

圖(48) 
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Theorem10:任意多邊形，若存在分割點 P，則各子 △ 滿足： 

假設子 △ 為 △ 𝐴𝐵P，令AB̅̅ ̅̅ = 𝑝、AP̅̅̅̅ = 𝑏、BP̅̅̅̅ = 𝑎，則：𝑎⁴ + 𝑏⁴ − 2𝑝⁴ − 2𝑎²𝑏² + 𝑎²𝑝² + 𝑏²𝑝² = 0 

𝑥 =
9𝑝4−48𝑝3+18𝑝2𝑞2+66𝑝2−48𝑝𝑞2+16𝑝𝑞𝑦−24𝑝+9𝑞4+22𝑞2−16𝑞𝑦−3±(√3𝑝2−2√3𝑝+√3𝑞2+√3)√−36𝑝4𝑦2+27𝑝4

                                                                                                      18𝑝4   

+144𝑝3𝑦2−36𝑝3−72𝑝2𝑞2𝑦2+54𝑝2𝑞2−144𝑝2𝑞𝑦−120𝑝2𝑦2−6𝑝2+144𝑝𝑞2𝑦2−36𝑝𝑞2+192𝑝𝑞𝑦−48𝑝𝑦2+12𝑝−36𝑞4𝑦2+27𝑞4

−72𝑝3+36𝑝2𝑞2+84𝑝2−72𝑝𝑞2−24𝑝+18𝑞4+28𝑞2−6                                                                 
 

−144𝑞3𝑦+88𝑞2𝑦2−18𝑞2+16𝑞𝑦−4𝑦2+3

 
 

(5) 此二式矛盾，故任意 △ CAB，不存在分割點 P   證畢 

七、 判斷多邊形分割點𝐏，使各子 △ 尤拉線同時分別平行各邊的存在性 

三角形已證明不存在分割點 P，使各子 △ 尤拉線同時分別平行各邊，我們以相同方法可

算得四邊形存在此分割點，但不容易找到，不過因為使用橢圓計算的代數過於龐大，之後的

計算就無法使用一般電腦所算出，所以我們作出了一個新的方法來判斷多邊形是否存在

分割點 P。 

 

 

<proof> 

(1) 如圖(49)，由 Lemma1 可知，當 𝑡𝑎𝑛 ∠𝐴 ∙ 𝑡𝑎𝑛 ∠𝐵 = 3，△ 𝐴𝐵P尤拉線平行𝐴𝐵̅̅ ̅̅  

，所以我們先算出𝑡𝑎𝑛 ∠𝐴 ∙ 𝑡𝑎𝑛 ∠𝐵： 

𝑡𝑎𝑛 ∠𝐴 ∙ 𝑡𝑎𝑛 ∠𝐵 =
sin ∠𝐴

cos ∠𝐴
∙
sin ∠𝐵

cos ∠𝐵
=

√1 − cos2 ∠𝐴

cos ∠𝐴
∙
√1 − cos2 ∠𝐵

cos ∠𝐵
 

=

√1 − (
𝑏2 + 𝑝2 − 𝑎2

2𝑏𝑝
)

2

√1 − (
(𝑎2 + 𝑝2 − 𝑏2)

2𝑎𝑝 )
2

𝑏2 + 𝑝2 − 𝑎2

2𝑏𝑝
∙
𝑎2 + 𝑝2 − 𝑏2

2𝑎𝑝
 

  

=
𝑎4 + 𝑏4 + 𝑝4 − 2𝑎2𝑏2 − 2𝑎2𝑝2 − 2𝑏2𝑝2

𝑎4 + 𝑏4 − 𝑝4 − 2𝑎2𝑏2
 

(2)令上為 3，可得：𝑎⁴ + 𝑏⁴ − 2𝑝⁴ − 2𝑎²𝑏² + 𝑎²𝑝² + 𝑏²𝑝² = 0  證畢 

 

 

 

 

 

圖(49) 
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我們便以五邊形為例，試試看是否可以使用此法計算出五邊行是否存在分割點 P，使

各子 △ 尤拉線同時分別平行各邊。 

(1)如圖(50)，我們先令𝐶(𝑎, 𝑏)、𝐷(𝑐, 𝑑)、𝐸(𝑒, 𝑓)、𝑃(𝑔, ℎ)，則𝐴𝐵、𝐵𝐶、 

𝐶𝐷、𝐷𝐸、𝐸𝐴、𝐴𝑃、𝐵𝑃、𝐶𝑃、𝐷𝑃、𝐸𝑃，分別為1、√(𝑎 − 1)2 + 𝑏2、 

√(𝑐 − 𝑎)2 + (𝑑 − 𝑏)2、√(𝑒 − 𝑐)2 + (𝑓 − 𝑑)2、√𝑒2 + 𝑓2、√𝑔2 + ℎ2 

、√(𝑔 − 1)2 + ℎ2、√(𝑔 − 𝑎)2 + (ℎ − 𝑏)2、√(𝑔 − 𝑐)2 + (ℎ − 𝑑)2 

、√(𝑔 − 𝑒)2 + (ℎ − 𝑓)2 

(2) 我們假設存在分割點 P，使各子 △ 尤拉線同時分別平行各邊為真，則可寫出以下式子： 

6𝑔² + 2ℎ² − 6𝑔 = 0 

−6𝑎³𝑔 + 6𝑎³ − 6𝑎²𝑏ℎ + 6𝑎²𝑔² + 6𝑎²𝑔 + 2𝑎²ℎ² − 12𝑎² − 6𝑎𝑏²𝑔 + 6𝑎𝑏² + 8𝑎𝑏𝑔ℎ + 4𝑎𝑏ℎ −

12𝑎𝑔² + 6𝑎𝑔 − 4𝑎ℎ² + 6𝑎 − 6𝑏³ℎ + 2𝑏²𝑔² + 2𝑏²𝑔 + 6𝑏²ℎ² − 4𝑏² − 8𝑏𝑔ℎ + 2𝑏ℎ + 6𝑔² −

6𝑔 + 2ℎ² = 0  

6𝑎³𝑐 − 6𝑎³𝑔 + 6𝑎²𝑏𝑑 − 6𝑎²𝑏ℎ − 12𝑎²𝑐² + 6𝑎²𝑐𝑔 − 4𝑎²𝑑² + 2𝑎²𝑑ℎ + 6𝑎²𝑔² + 2𝑎²ℎ² +

6𝑎𝑏²𝑐 − 6𝑎𝑏²𝑔 − 16𝑎𝑏𝑐𝑑 + 4𝑎𝑏𝑐ℎ + 4𝑎𝑏𝑑𝑔 + 8𝑎𝑏𝑔ℎ + 6𝑎𝑐³ + 6𝑎𝑐²𝑔 + 6𝑎𝑐𝑑² + 4𝑎𝑐𝑑ℎ −

12𝑎𝑐𝑔² − 4𝑎𝑐ℎ² + 2𝑎𝑑²𝑔 − 8𝑎𝑑𝑔ℎ + 6𝑏³𝑑 − 6𝑏³ℎ − 4𝑏²𝑐² + 2𝑏²𝑐𝑔 − 12𝑏²𝑑² + 6𝑏²𝑑ℎ +

2𝑏²𝑔² + 6𝑏²ℎ² + 6𝑏𝑐²𝑑 + 2𝑏𝑐²ℎ + 4𝑏𝑐𝑑𝑔 − 8𝑏𝑐𝑔ℎ + 6𝑏𝑑³ + 6𝑏𝑑²ℎ − 4𝑏𝑑𝑔² − 12𝑏𝑑ℎ² −

6𝑐³𝑔 − 6𝑐²𝑑ℎ + 6𝑐²𝑔² + 2𝑐²ℎ² − 6𝑐𝑑²𝑔 + 8𝑐𝑑𝑔ℎ − 6𝑑³ℎ + 2𝑑²𝑔² + 6𝑑²ℎ² = 0  

6𝑐3𝑒 − 6𝑐3𝑔 + 6𝑐2𝑑𝑓 − 6𝑐2𝑑ℎ − 12𝑐2𝑒2 + 6𝑐2𝑒𝑔 − 4𝑐2𝑓2 + 2𝑐2𝑓ℎ + 6𝑐2𝑔2 + 2𝑐2ℎ2 +

6𝑐𝑑2𝑒 − 6𝑐𝑑2𝑔 − 16𝑐𝑑𝑒𝑓 + 4𝑐𝑑𝑒ℎ + 4𝑐𝑑𝑓𝑔 + 8𝑐𝑑𝑔ℎ + 6𝑐𝑒3 + 6𝑐𝑒2𝑔 + 6𝑐𝑒𝑓2 + 4𝑐𝑒𝑓ℎ −

12𝑐𝑒𝑔2 − 4𝑐𝑒ℎ2 + 2𝑐𝑓2𝑔 − 8𝑐𝑓𝑔ℎ + 6𝑑3𝑓 − 6𝑑3ℎ − 4𝑑2𝑒2 + 2𝑑2𝑒𝑔 − 12𝑑2𝑓2 + 6𝑑2𝑓ℎ +

2𝑑2𝑔2 + 6𝑑2ℎ2 + 6𝑑𝑒2𝑓 + 2𝑑𝑒2ℎ + 4𝑑𝑒𝑓𝑔 − 8𝑑𝑒𝑔ℎ + 6𝑑𝑓3 + 6𝑑𝑓2ℎ − 4𝑑𝑓𝑔2 − 12𝑑𝑓ℎ2 −

6𝑒3𝑔 − 6𝑒2𝑓ℎ + 6𝑒2𝑔2 + 2𝑒2ℎ2 − 6𝑒𝑓2𝑔 + 8𝑒𝑓𝑔ℎ − 6𝑓3ℎ + 2𝑓2𝑔2 + 6𝑓2ℎ2 = 0  

−6𝑒³𝑔 − 6𝑒²𝑓ℎ + 6𝑒²𝑔² + 2𝑒²ℎ² − 6𝑒𝑓²𝑔 + 8𝑒𝑓𝑔ℎ − 6𝑓³ℎ + 2𝑓²𝑔² + 6𝑓²ℎ² = 0 

(3) 雖然算式依舊龐大，但電腦還是能算出𝑃點𝑥座標的解，以 Theorem9 中的方式，交互比

較，即可證出五邊形存在分割點 P，使各子 △ 尤拉線同時分別平行各邊，舉例如圖(51)。 

圖(50) 
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Theorem11: 令A(0,0) , 𝐵(1,0)在橢圓上曲一點 P(分割點)，再以 Corollary1 中的曲線，一邊接

一邊的建立，最後再取交點，即可創造出一個有分割點 P 的多邊形，以五邊形為例， 

如圖(52-1)至圖(52-6)。詳細作法見下文。 

 

而其他多邊形便以此類推，即可判斷其是否存在分割點 P，使各子 △ 尤拉線同時分別平

行各邊。以上我們的做法為先作一多邊形，再找出分割點 P，但我們轉念一想，我們何不先

在橢圓上曲一點 P(分割點)，再以 Corollary1 中的曲線，一邊接一邊的建立，最後再取交

點，即可創造出一個有分割點 P 多邊形，如圖(52-1)至圖(52-6)。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖(51) 

圖(52-1) 圖(52-2) 圖(52-3) 

圖(52-4) 圖(52-5) 圖(52-6) 
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(1)令A(0,0) , 𝐵(1,0)，並利用

Theorem1 中的橢圓得到圖中的黑色

曲線，在曲線上任取一點 P，再使用

Corollary1 中，使△ 𝐴𝐵𝑃尤拉線平行

AP̅̅̅̅ 的曲線Γ，以 B、P 作出藍色曲線 

(2)接著先在原先的藍色曲線上任取一

點 C，再繼續利用 Corollary1 中，使

△ 𝐴𝐵𝑃尤拉線平行AP̅̅̅̅ 的曲線Γ，以

C、P 作出藍色曲線，以此類推作出 D 

(3)最後用曲線Γ以 A、P 作出紅色曲

線，在以 D、P 作出藍色曲線取交

點，若無交點，則調動 P、C、D 使

得兩曲線能夠有交點，而由 A、B、

C、D、E (E1、E2)所連成的五邊形就

具有一分割點 P，即為所求 
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  我們可以以此作法再找出其餘多邊如圖(53-1)至圖(55-2)。 

  

圖(53-1) 圖(53-2) 

圖(54-1) 圖(54-2) 

圖(55-1) 圖(55-2) 
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表(1) 

伍、討論 

一、在 Theorem2 和 Theorem4.1 中皆有提到△ ABP尤拉線與AB平行的條件，Theorem4.1

中，若令 e = 0 則可得到 Theorem2 中的式子，兩者可相互對照，雖然是依不同的方式所算

得的，然而殊途同歸，最後結果相同，令我們十分驚喜。 

二、我們 Theorem4.1、Theorem4.2、Theorem4.3 系列中，我們的 A、B 在𝑥軸的同側或是

異側，都可以使用相同公式求得其解的個數以及解的位置，然而在尤拉線與AB平行時，有

些性質並不相同，如表(1)： 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 尤拉線與AB平行 

A、B 在𝑥軸的同側 0 到 2 組解 

A、B 在𝑥軸的異側 必定 2 組解 
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Theorem1:取 A、B 點作橢圓短軸頂點，以√3 𝐴𝐵為長軸，則此橢圓上除四頂點外的任意一

點，其與 A、B 所連成的三角形之尤拉線，必定與AB平行。 

 

Corollary1:在座標平面上任取𝐴(0, 𝑓) , 𝐵(𝑞, 𝑟) 

若有一曲線 Γ：

(𝑓 − 𝑦)(𝑟 − 𝑦)
𝑥(𝑞 − 𝑥)

+
(𝑓 − 𝑦)(−𝑓 + 𝑟)

𝑞𝑥 −
(𝑟 − 𝑦)(−𝑓 + 𝑟)

𝑞(𝑞 − 𝑥)
− 3

−(𝑓 − 𝑟)
𝑞

+
𝑟 − 𝑦
𝑞 − 𝑥

+
−𝑓 + 𝑦

𝑥
+

3(𝑓 − 𝑟)(𝑓 − 𝑦)(𝑟 − 𝑦)
𝑞𝑥(𝑞 − 𝑥)

=
−𝑓 + 𝑦

𝑥
 

則△ 𝐴𝐵𝑃尤拉線平行AP̅̅̅̅ ，如圖(25)  (藍色直線為△ 𝐴𝐵𝑃尤拉線) 

若有一曲線 Γ：

(𝑓 − 𝑦)(𝑟 − 𝑦)
𝑥(𝑞 − 𝑥)

+
(𝑓 − 𝑦)(−𝑓 + 𝑟)

𝑞𝑥 −
(𝑟 − 𝑦)(−𝑓 + 𝑟)

𝑞(𝑞 − 𝑥)
− 3

𝑟 − 𝑦
𝑞 − 𝑥

+
−𝑓 + 𝑟

𝑞
+

−𝑓 + 𝑦
𝑥

+
3(𝑓 − 𝑟)(𝑓 − 𝑦)(𝑟 − 𝑦)

𝑞𝑥(𝑞 − 𝑥)

=
𝑟 − 𝑦

𝑞 − 𝑥
 

則△ 𝐴𝐵𝑃尤拉線平行BP̅̅̅̅ ，如圖(26)  (綠色直線為△ 𝐴𝐵𝑃尤拉線) 

 Theorem5:令𝐴(𝑒, 𝑓) , 𝐵(𝑞, 𝑟)。欲使△ 𝐴𝐵𝑃尤拉線平行AB̅̅ ̅̅ ，在 P 點有解的狀況，令兩組解分

別為P1、P2，則：𝑡𝑎𝑛 ∠𝑃1𝐴𝐵 ∙ 𝑡𝑎𝑛 ∠𝑃2𝐴𝐵 =
3𝑟

𝑓
 , 𝑡𝑎𝑛 ∠𝑃1𝐵𝐴 ∙ 𝑡𝑎𝑛 ∠𝑃2𝐵𝐴 =

3𝑓

𝑟
  

Theorem3:平面上有直線 L 和 A、B 兩點，求有幾個 P 點可以使△ ABP尤拉線與AB平行。 

(7) 作A′A ⃡     、B′B ⃡     ⊥ 𝐿軸     (7) 以 B 為圓心，BH為半徑畫圓，交LB ⃡   於 M 點 

(8) 作BL ⊥ B′B ⃡     ，交A′A ⃡     於 L 點   (8) 作KJ ⊥ 直線 L，交𝐶𝐴      於 J 點 

(9) 作BL中垂線且交BL於 H    (9) 比較A′M、A′J長度 

(10) 連B′H       若A′J > A′M 則無解，無法使△ ABP尤拉線與AB平行 

(11) 作∠𝐴′𝐴𝐽 = ∠𝐵𝐻𝐵′，交直線 L 於𝐽點 若A′M = A′J 則恰有一解使△ ABP尤拉線與AB平行 

(12) 延長LB ⃡          若A′M < A′J  則有兩解使△ ABP尤拉線與AB平行 

 

 

 

陸、研究結果 

我們在此列舉我們重要的定理： 
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Corollary2:在座標平面上取 A(0,1) , 任意一點 B 

欲使尤拉線平行AB，若有一曲線：y =
3

4
𝑥2，如圖(27) 

則 B在曲線內時，無解；在曲線上時，恰有一組解；在曲線外時，有兩解。 

欲使尤拉線平行AP，若有一曲線： 

9𝑥4 + 𝑦4 + 6𝑥2𝑦2 + 6𝑦3 − 30𝑥2𝑦 − 3𝑥2 + 12𝑦2 + 8𝑦 = 0，如圖(28) 

則若 B在曲線內時，三組解；在曲線上時，有兩解；在曲線外時，恰有一組解。 

欲使尤拉線平行BP，若有一曲線： 

9𝑥4 − 3𝑥2𝑦2 + 8𝑦3 − 30𝑥2𝑦 + 6𝑥2 + 12𝑦2 + 6𝑦 + 1 = 0，如圖(29) 

則若 B在曲線內時，三組解；在曲線上時，有兩解；在曲線外時，恰有一組解。 

 Lemma6:若有兩直線𝐿1、𝐿2，且兩線交於一點，將 A、B 兩點分別放置於兩線上，其餘各點

位置如圖(31)，且∠PBA = ∠KHA、P 點於𝐿直線上，則∠PAB = ∠IHB、∠BPA = ∠BHA。 

Theorem6.1:若有兩直線𝐿1、𝐿2，且兩直線交於一點 G，且𝑚𝐿1
∙ 𝑚𝐿2

= −3，將 A、B 兩點分

別放置於兩線上，並作∠PAB = ∠PGB，且 P 點於𝑥軸上，則△ PAB尤拉線平行AB。 

 Theorem6.2:若有兩直線𝐿1、𝐿2，且兩直線交於一點 G，且tan ∠BGA ∙ 𝑚𝐿2
= 3，將 A、B 兩

點分別放置於兩線上，並作∠PAB = ∠PGB，且 P 點於𝑥軸上，則△ PAB尤拉線平行AP。 

 Theorem6.3:若有兩直線𝐿1、𝐿2，且兩直線交於一點 G，且tan ∠BGA ∙ 𝑚𝐿1
= −3，將 A、B

兩點分別放置於兩線上，並作∠PAB = ∠PGB，且 P 點於𝑥軸上，則△ PAB尤拉線平行BP。 

 Theorem8:令A(0,0)、B(1,0)、P 在曲線Γ。若△ 𝐴𝐵𝑃中𝑚𝐸為常數，則曲線Γ通過P1(0,0)、

P2(1,0)、P3 (
1

2
,
√3

2
)、P4 (

1

2
, −

√3

2
)這四個固定點，若在取得P5(0, −𝑚𝐸)、P6(1, 𝑚𝐸)中的任意一

點，則可畫出我們要的曲線Γ曲線，如圖(43)、圖(44)、圖(45)。且此六點為Γ曲線之間斷點。 

Theorem9:任意 △ CAB，並不存在分割點 P，使各子 △ 尤拉線平行𝐴𝐵、𝐵𝐶、𝐶𝐴。 

Theorem10:任意多邊形，若存在分割點 P，則各子 △ 滿足： 

假設子 △ 為 △ 𝐴𝐵P，令AB̅̅ ̅̅ = 𝑝、AP̅̅̅̅ = 𝑏、BP̅̅̅̅ = 𝑎，則：𝑎⁴ + 𝑏⁴ − 2𝑝⁴ − 2𝑎²𝑏² + 𝑎²𝑝² + 𝑏²𝑝² = 0 

Theorem11: 令A(0,0) , 𝐵(1,0)在橢圓上曲一點 P(分割點)，再以 Corollary1 中的曲線，一邊接

一邊的建立，最後再取交點，即可創造出一個有分割點 P 多邊形，以五邊行為例， 

如圖(52-1)至圖(52-6)。詳細作法見下文。 
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柒、未來展望 

  若我們讓任意 △ CAB中的分割點 P可以向z軸移動，如圖(52)(黑色直線為尤拉線)，那麼

各子△尤拉線和邊是否可能平行呢？若我們再加入一個條件，除了各子△尤拉線和邊平行

外，原本的△ CAB尤拉線又是否可以與其邊平行呢?如圖(53)，那如果擴展到多邊形時，又會

迸出甚麼樣的火花?真是令人好奇。 
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【評語】010049 

本作品先得出一個三角形的兩內角 tangent值的乘積為 3的時

候，此三角形的尤拉線平行於連接兩角之邊。利用座標解析幾何的

方式，列出第三個動點(在一條直線上)能讓 tangent 值的乘積為 3

的函數關係，據此討論是否存在有平行於給定兩點連線的尤拉線。

就結論來看，所有結論均要仰賴一個給定的坐標系，以及 A，B兩

點的座標，才能判別是否存在平行於 AB的尤拉線。但是比較強的

結果，是在給定 AB線段與 L的夾角，就應該可以判別是否在 L上

存在有 P點，使得存在平行於 AB的尤拉線。  
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