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作者簡介 

 

我是吳頴祈，目前就讀臺南一中二年級，平常的興趣是聽披頭四及拍影片。

「Mathematics is not only solving “X,” but also figuring out “Y”」Arthur Benjamin

在 TED 上演講的一席話深深地在數學研究方面影響了我。從一般的小題目發現不

一般的規律，找出它究竟只是巧合還是能夠被證明，並設法推廣。過程中，各種突

然意想不到的美麗性質總是能帶給我極大的驚喜與快樂。希望這次國際科展夠與

大家切磋交流，分享彼此看到的數學之美。 

  



 

 ii 

 

我是吳奕娃，目前就讀台南一中二年級。一直以來，數學是我較擅長且深感興

趣的科目，特別是排列組合的章節，而升上高中後我開始接觸資訊，並透過程式來

輔助數學專題研究的相關計算。在做科展的過程中雖然遇到不少瓶頸，但每當有所

進展時總是讓人雀躍不已，非常榮幸能夠參加這次的國際科展，也希望藉由這次的

機會拓展對數學的新視野。 
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摘要 

隨機漫步是數學、物理學、化學、經濟學上常需要涉及和探討的問題，其中探討回

到原點的方法數和機率是常見的研究方向。本研究嘗試列出不同維度之間回到原點的方

法數遞迴關係，發現不同維度移動相同次數時，回到原點方法數為特定的多項式。 

參考了文獻 Counting Abelian Squares 後，本研究證明了特殊的對應關係，得到了多

維空間中回到原點方法數的漸近式。儘管並沒有直接以其他較困難的數學探討方法計算，

但依據本研究之結論，已可算出多維度下回到原點之方法數 

至於在有限空間中回到原點的方法數，本研究僅完成二維平面下，超出邊界不同次

數各種情況的討論，並經由程式檢驗公式的正確性。 

 

 

Abstract 

Random walk is a problemoften involved and discussed in mathematics,physics, chemistry 

and economics.The exploration of the number and the probability of returning to the origin is a 

common research direction. This article attempts to construct the recurrence relation of the 

number of returning to the origin between different dimensions. We have found out that when 

the amount of movements confirmed, the numberof returning to the origin conform a special 

type Polynomial. 

Besides, wecan get theasymptote by proving the specialcorrespondence betweenthe 

number of returning to the origin andthe number of“Abelian Squares”, a sequence with  

beautiful properties proposed by L. B. Richmond and Jeffrey Shallit(June 7, 2018). Though this 

article does not involve any Further Mathematics discussion,we can easily find the number of 

returning to the origin regardless of the amount of movement under any dimensionalspace. 

As for the number ofreturning to the origin underlimited scope, this article only  solves the 

problem in two-dimensional space. We also verify the correctness of the formula through the 

program. The work on the situation of more dimensional space is still in process. 
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壹、研究動機 

在高一數學課學到排列組合的章節時，老師曾在黑板上寫下了這個有趣的問題： 

有一隻青蛙位於坐標平面的原點，每步隨機朝上、下、左、右跳一單位長。 

請問：(1)青蛙跳了四步後恰回到原點有幾種走法?  

(2)跳了八步後回到原點有幾種走法?                                                  

                                                           改編自<106 年學測> 

而在解題的過程中，我無意中注意到青蛙在二維平面與單一直線上的走法數恰好成

平方數的關係，對於這樣的發現，我也開始好奇若將步數推廣到更多步，或是將維度推

廣到更多維空間，又或者改變移動終點的位置時，是否會有特定的方法數公式，並試圖

找到回到原點漸近式，研究不同維度間的關係式。 

貳、研究目的 

我們的研究目的如下: 

一、 探討青蛙在單一直線、二維平面、三維空間上移動特定次數回到原點的方法數。 

二、 探討青蛙在單一直線、二維平面、三維空間上移動特定次數到達特定點的方法數。 

三、 探討青蛙在不同維度中移動相同次數與回到原點的方法數之間的關係。 

四、 透過參考之數學模型探討青蛙在不同維度中移動任意次數回到原點之方法數漸近

線。 

五、 探討青蛙在二維平面有限範圍內，移動特定次數回到原點的方法數。 

 

參、文獻探討 

在隨機漫步的討論中，有許多在單一維度或是無限定範圍，對是否會回到原點的機

率的探討，像是 1921 年波利亞·哲爾吉[1]證明了二維隨機漫步中幾乎必然會回到原點，對

於三維或更高維度，返回原點的概率隨著維度的增加而減少。也有不少研究探討賭徒問

題[2]，研究單回合勝率及雙方賭本給定的情況下，博弈者各自的輸光賭本的概率。也有

如卡塔蘭數[3]這種探討棋盤式道路的捷徑走法數的研究。 

雖然本研究中有部分討論在上網搜尋後已經有類似的結論存在，但在討論六、七中

探討不同維度之間隨機漫步回到原點的方法數之間的關係式及通式，以及討論八中對於

不同於無限定範圍的探討，我們給定一個限定範圍，計算回到原點的方法數，都是不同

於現有資料的新結論。 
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肆、研究過程及方法 

一、自訂名詞及符號解釋 

在以下討論之中，我們有以下的定義及前提 

(一) 多維空間中青蛙的移動每一次都是一單位長。 

(二)因為在 D 維空間中，座標可以 D 個基本單位向量表示，因此我們設定在 D 維空間中，

青蛙每一步可選擇 D 個基本單位向量及他們的反方向共 2D 個方向進行移動，且每

個方向被選擇的機會相等。以三維空間舉例，青蛙可選擇±x、 ± y、 ± z共 6 個方

向進行移動。 

(三) 在以下討論之中，我們將以E1、E2、E3 ⋯ ED表示青蛙沿第一、第二、第三…第 D 個

基本單位向量移動的事件，而e1、e2、e3 ⋯ eD表示往他們的反方向移動的事件；以

J1、J2、J3 ⋯ JD表示青蛙沿第一、第二、第三…第 D 個基本單位向量移動的次數，而

j1、j2、j3 ⋯ jD表示往他們的反方向移動的次數。 

(四) 以a(D,n)表示在 D 維空間中移動 2n 次恰回到原點的方法數。 

(五) 以T(F1,F2,F3,F4…,FD)表示在 D 維空間中欲到達之特定點座標，又因為T(±F1,±F2,…,±FD)皆

是對稱的，故以下討論我們設F1, F2, F3, F4 … , FD ≥ 0。 

(六) 以a(T(F1,F2,F3,F4…,FD),n)表示在 D 維空間中移動2n + F1 + F2 + F3 … FD到達之特定點

T(F1,F2,F3,F4…,FD)之方法數。 

(七) 以bm(D,n)表示在 D 維空間中，限制範圍為是m(任何座標絕對值皆不可大於m)，移動

2n次恰回到原點之方法數。 

 

 

二、青蛙在一維空間上移動的情況 

定理 1 .𝑎(1,𝑛) = 𝐶𝑛
2𝑛 

(一)情境背景: 

青蛙在單一條直線上移動時，青蛙可選擇E1、e1，共 2 種方向進行移動，其中

因為要回到原點，J1 = j1,且J1 + j1 = 總移動次數，並設青蛙移動了 2n 次。 

 

(二)證明:  

因為青蛙總共移動了 2n 次，又J1 = j1 = n，在 2n 次移動中有 n 次是選擇E1移

動，剩下 n 次是選擇e1移動，因此可得到一般式a(1,n) = Cn
2n。 
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三、青蛙在二維空間上移動的情況 

引理 1 :∑ (Ck
n)2n

k=0 = Cn
2n   (范德蒙公式) 

證明： (1 + x)2n = (1 + x)n(1 + x)n 

由二項式定理等號左邊可化為(1 + x)2n = ∑ Cr
2nxr2n

r=0  

等號右邊則可化為(1 + x)n(1 + x)n 

= (∑ Ck
nxk

n

k=0

) (∑ Ck
nxk

n

k=0

) = ∑ (∑ Ck
n × Cr−k

n

r

k=0

)

2n

r=0

xr 

比較兩式中 xn係數，可得Cn
2n = ∑ Ck

n × Cn−k
n = ∑ (Ck

n)2n
k=0

n
k=0  

 

定理 2 .𝑎(2,𝑛) = (𝐶𝑛
2𝑛)2 

(一)情境背景: 

青蛙在二維平面上移動時，青蛙可選擇𝐸1、𝑒1、𝐸2、𝑒2，共 4 種方向進行移動，

其中因為要回到原點，移動過程中:𝐽1 = 𝑗1, 𝐽2 = 𝑗2,且𝐽1 + 𝑗1 + 𝐽2 + 𝑗2 = 總移動次數，

並設青蛙移動了 2n 次。 

 

(二)證明: 

青蛙總共移動了 2n 次，因為𝐽1 = 𝑗1，我們不妨先假設𝐽1 = 𝑗1 = 𝑘1   (0 ≤ 𝑘1 ≤ n) 

則出現次數𝐽2 = 𝑗2 = 𝑛 − 𝑘1 

回到原點的方法數=
(2𝑛)!

𝑘1!𝑘1!(𝑛−𝑘1)!(𝑛−𝑘1)!
，考慮到所有𝑘1 = 0,1,2, … , n 

總方法數= ∑
(2𝑛)!

𝑘1!𝑘1!(𝑛−𝑘1)!(𝑛−𝑘1)!
𝑛
𝑘1=0  

一般式𝑎(2,𝑛) = ∑
(2𝑛)!

𝑘1!𝑘1!(𝑛−𝑘1)!(𝑛−𝑘1)!

𝑛
𝑘1=0 = ∑ [

(2𝑛)!

𝑛!𝑛!

𝑛
𝑘1=0 ×

𝑛!𝑛!

𝑘1!𝑘1!(𝑛−𝑘1)!(𝑛−𝑘1)!
] 

= ∑ [𝐶𝑛
2𝑛𝑛

𝑘1=0 × (𝐶𝑘1

𝑛 )
2

] = 𝐶𝑛
2𝑛 ∑ (𝐶𝑘1

𝑛 )
2𝑛

𝑘1=0 = (𝐶𝑛
2𝑛)2 (引理 1) 

恰好等於在單一直線上移動 2n 次的平方。 

 

(三)我們也可以用另一種角度思考，並巧妙地得出結論: 

1. 重新審視情境背景後，我們決定「先找到如何安排必回到原點的方法」觀察到出現

次數:𝐽1 = 𝑗1, 𝐽2 = 𝑗2可以同時代表𝐽1 + 𝐽2 = 𝑛 ,且𝐽1 + 𝑗2 = 𝑛，這是 2n 次移動回到原點

的充要條件，因此倘若我們先選出在 2n 次移動中的 n 次為「大寫 E」，再選擇 2n



5 
 

中 n 次為「𝐸1和𝑒2」，代表第一次，第二次均選到的次數即為𝐸1，第一次選到，第

二次沒選到的次數即為𝐸2，第一次沒選到，第二次選到的次數即為𝑒2，第一次，第

二次均沒有選到的次數即為𝑒1，這樣就可以寫出一種回到原點的方法。 

2. 以n = 4舉例，青蛙總共移動了 8 次， 

先選出其中 4 次為「大寫 E」，這邊我們先選擇了第 1,2,5,6 次。(ex:移動過程

EEeeEEee) 

再選出其中 4 次為「E1和e2」，這邊我們先選擇了第 1,3,5,6 次。(ex:移動過程

EEeeEEee) 

3. 最後，再依照上述規則，將 E 寫成 E1，將 E 寫成 E2，將 e 寫成 e2，將 e 寫成 e1，

這樣就得 E1E2e2e1E1E1e1e1 這種回到原點的移動方法，簡單來說就是青蛙移動了

「上右左下上上下下」，依照上列意思，我們會進行兩次「從 2n 次中選 n 次」，所

以我們可列出回到原點的方法總數Cn
2n × Cn

2n，綜合以上我們可以得到一般式a(2,n) =

(Cn
2n)2。 

 

 

四、青蛙在三維空間上移動的情況 

 (一)情境背景 

青蛙在立體三維平面上移動時，青蛙可選擇𝐸1、𝑒1、𝐸2、𝑒2、𝐸3、𝑒3，共 6 種

方向進行移動，其中因為要回到原點，移動過程:𝐽1 = 𝑗1, 𝐽2 = 𝑗2, 𝐽3 = 𝑗3, 且𝐽1 + 𝑗1 +

𝐽2 + 𝑗2 + 𝐽3 + 𝑗3 = 總移動次數，並設青蛙移動了 2n 次。 

(二) 假設𝐽1 = 𝑗1 = 𝑘1，出現次數𝐽2 = 𝑗2 = 𝑘2，出現次數𝐽3 = 𝑗3 = 𝑛 − 𝑘1 − 𝑘2，青蛙總

共移動了 2n 次，回到原點的方法數=
(2𝑛)!

𝑘1!𝑘1!𝑘2!𝑘2!(𝑛−𝑘1−𝑘2)!(𝑛−𝑘1−𝑘2)!
 

因為這裡𝑘1、𝑘2會互相影響其值範圍，變數過多導致不易探討，因此我們並未使

用此方法繼續演算。 

 

(三) 以二維推三維: 

接著我們思考三維空間回到原點的方法數和二維平面回到原點的方法數會不會有

關，進一步有了以下推論: 

1. 若在 2 維平面移動了 2k 次回到原點(0 ≤ 𝑘 ≤ n)，如果在移動過程中加入 2n-2k 次的

定理 3 .𝑎(3,𝑛) = 𝐶𝑛
2𝑛 ∑ 𝐶𝑘

2𝑘𝑛
𝑘=0 × (𝐶𝑘

𝑛)2 
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𝐸3、𝑒3就會變成在 3 維空間中移動 2n 次後回到原點的一種方法。 

2. 在移動 2n 次中，我們先選出 2k 次是原先的移動方式，再從剩下的 2n-2k 次移動中，

選擇 n-k 次是E3，即可寫出三維空間中一種回到原點的方式。 

3. 依照上列意思，我們可以列出回到原點的方法數= a(2,k) × C2k
2n × Cn−k

2n−2k，考慮到所

有k = 0,1,2, … , n， 

𝑎(3,𝑛) = ∑(𝐶𝑘
2𝑘)

2
𝑛

𝑘=0

× 𝐶2𝑘
2𝑛 × 𝐶𝑛−𝑘

2𝑛−2𝑘 

= ∑
(2𝑘)!

𝑘! 𝑘!

𝑛

𝑘=0

×
(2𝑘)!

𝑘! 𝑘!
×

(2𝑛)!

(2𝑘)! (2𝑛 − 2𝑘)!
×

(2𝑛 − 2𝑘)!

(𝑛 − 𝑘)! (𝑛 − 𝑘)!
 

= ∑
(2𝑘)!

𝑘! 𝑘!

𝑛

𝑘=0

×
(2𝑘)!

𝑘! 𝑘!
×

(2𝑛)!

(2𝑘)! (2𝑛 − 2𝑘)!
×

(2𝑛 − 2𝑘)!

(𝑛 − 𝑘)! (𝑛 − 𝑘)!
×

𝑛! 𝑛!

𝑛! 𝑛!
 

= ∑
(2𝑛)!

𝑛! 𝑛!
×

(2𝑘)!

𝑘! 𝑘!

𝑛

𝑘=0

×
𝑛!

𝑘! (𝑛 − 𝑘)!
×

𝑛!

𝑘! (𝑛 − 𝑘)!
= 𝐶𝑛

2𝑛 ∑ 𝐶𝑘
2𝑘

𝑛

𝑘=0

× (𝐶𝑘
𝑛)2 

綜合以上我們可以得到一般式𝑎(3,𝑛) = 𝐶𝑛
2𝑛 ∑ 𝐶𝑘

2𝑘𝑛
𝑘=0 × (𝐶𝑘

𝑛)2 

 

 

五、青蛙在一、二、三維空間上移動到特定點情況 

在探討完各種情境下回到原點的方法數後，我們思考若是要到達特定點，是不是也

會有類似的規律呢 ? 因此有了以下的探討: 

(一)一維直線 

1. 情境背景 

欲到達點𝑇(𝐹1)，青蛙在單一條直線上移動時，青蛙可選擇𝐸1、𝑒1，共 2 種方向

進行移動，移動過程各方向:𝐽1 = 𝑗1 + 𝐹1, 且𝐽1 + 𝑗1 = 總移動次數，並設青蛙移動了

2n+F1次。 

 

2. 推論過程 

因為青蛙總共移動了 2n+F 次，又出現次數𝐽1 = 𝑗1 + 𝐹1，在 2n+F1 次移動中有

n+F1 次是選擇𝐸1移動，剩下 n 次是選擇𝑒1移動，因此我們可以輕易地得到一般式

𝑎(𝑇(𝐹1),𝑛) = 𝐶𝑛
2𝑛+𝐹1。 

 

定理四𝑎(𝑇(𝐹1),𝑛) = 𝐶𝑛
2𝑛+𝐹1 
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(二) 二維平面 

 

 
 

1. 情境背景 

欲到達點𝑇(𝐹1,𝐹2)青蛙在二維平面上移動時，青蛙可選擇𝐸1、𝑒1、𝐸2、𝑒2，共 4 種方向

進行移動，其中因為要回到原點，移動過程各方向出現次數: 

𝐽1 = 𝑗1 + 𝐹1, 𝐽2 = 𝑗2 + 𝐹2, 

且𝐽1 + 𝑗1 + 𝐽2 + 𝑗2=總移動次數，並設青蛙移動了 2n+F1+F2次。 

2. 推論過程 

青蛙總共移動了 2n+F1+F2次，因為出現次數𝐽1 = 𝑗1 + 𝐹1，我們不妨先假設出現次數 

𝑗1 = 𝑘1   (0 ≤ 𝑘1 ≤ n)，則出現次數𝑗2 = 𝑛 − 𝑘1 

回到原點的方法數=
(2𝑛+𝐹1+𝐹2)!

(𝑘1+𝐹1)!𝑘1!(𝑛+𝐹2−𝑘1)!(𝑛−𝑘1)!
，考慮到所有𝑘1 = 0,1,2, … , n 

總方法數= ∑
(2𝑛+𝐹1+𝐹2)!

(𝑘1+𝐹1)!𝑘1!(𝑛+𝐹2−𝑘1)!(𝑛−𝑘1)!

𝑛
𝑘1=0  

一般式𝑎(𝑇(𝐹1,𝐹2),𝑛) 

= ∑
(2𝑛 + 𝐹1 + 𝐹2)!

(𝑘1 + 𝐹1)! 𝑘1! (𝑛 + 𝐹2 − 𝑘1)! (𝑛 − 𝑘1)!

𝑛

𝑘1=0

 

= ∑ [
(2𝑛 + 𝐹1 + 𝐹2)!

𝑛! (𝑛 + 𝐹1 + 𝐹2)!

𝑛

𝑘1=0

×
𝑛! (𝑛 + 𝐹1 + 𝐹2)!

𝑘1! (𝑛 − 𝑘1)! (𝑛 + 𝐹2 − 𝑘1)! (𝑘1 + 𝐹1)!
]    

= ∑ [𝐶𝑛
2𝑛+𝐹1+𝐹2

𝑛

𝑘1=0

× 𝐶𝑘1

𝑛 × 𝐶𝑛+𝐹2−𝑘1

𝑛+𝐹1+𝐹2] = 𝐶𝑛
2𝑛+𝐹1+𝐹2 ∑ 𝐶𝑘1

𝑛 × 𝐶𝑛+𝐹2−𝑘1

𝑛+𝐹1+𝐹2

𝑛

𝑘1=0

 

= 𝐶𝑛+𝐹1+𝐹2

2𝑛+𝐹1+𝐹2 × 𝐶𝑛+𝐹1

2𝑛+𝐹1+𝐹2  (引理一) 

 

(三) 三維空間 

 

 

1. 情境背景 

欲到達點𝑇(𝐹1,𝐹2,𝐹3)青蛙在三維平面上移動時，青蛙可選擇𝐽1、𝑗1、𝐽2、𝑗2、𝐽3、𝑗3，共

6 種方向進行移動，其中因為要回到原點，移動過程各方向出現次數 :𝐽1 = 𝑗1 +

𝐹1, 𝐽2 = 𝑗2 + 𝐹2, 𝐽3 = 𝑗3 + 𝐹3， 

定理五𝑎(𝑇(𝐹1,𝐹2),𝑛) = 𝐶𝑛+𝐹1+𝐹2

2𝑛+𝐹1+𝐹2 × 𝐶𝑛+𝐹1

2𝑛+𝐹1+𝐹2 

 

定理六𝑎(𝑇(𝐹1,𝐹2,𝐹3),𝑛) = 𝐶𝑛+𝐹1+𝐹2

2𝑛+𝐹1+𝐹2 ∑ 𝐶𝑘+𝐹1

2𝑘+𝐹1+𝐹2 × 𝐶𝑘+𝐹1+𝐹2

𝑛+𝐹1+𝐹2+𝐹3𝑛
𝑘=0 × 𝐶𝑘

𝑛 

 

= 𝐶𝑛+𝐹1+𝐹2

2𝑛+𝐹1+𝐹2 ∑ 𝐶𝑘+𝐹1

2𝑘+𝐹1+𝐹2 × 𝐶𝑘+𝐹1+𝐹2

𝑛+𝐹1+𝐹2+𝐹3

𝑛

𝑘=0

× 𝐶𝑘
𝑛 

 

= 𝐶𝑛+𝐹1+𝐹2

2𝑛+𝐹1+𝐹2 ∑ 𝐶𝑘+𝐹1

2𝑘+𝐹1+𝐹2 × 𝐶𝑘+𝐹1+𝐹2

𝑛+𝐹1+𝐹2+𝐹3

𝑛

𝑘=0

× 𝐶𝑘
𝑛 
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且𝐽1 + 𝑗1 + 𝐽2 + 𝑗2 + 𝐽3 + 𝑗3=總移動次數，並設青蛙移動了 2n+F1+F2+F3次。 

2.推論過程 

我們比照情境，思考三維空間到達特定點的方法數和二維平面到達特定點的方法數

會不會有關，進一步有了以下推論: 

若在 2 維平面移動了 2k+F1+F2 次到達特定點 T，如果在移動過程中加入 2n-

2k+F3 次的E3、e3就會變成在 3 維空間中移動 2n+F1+F2+F3 次後回到原點的一種

方法。 

而在總共移動 2n+F1+F2+F3 次中，我們先選出 2k+F1+F2 次是原先的移動到

T(F1,F2,0)的方式，再從剩下的 2n-2k+F3 次移動中，選擇 n-k+F3 次是E3，即可寫出

三維空間中一種回到原點的方式。 

依照上列意思，我們可以列出回到原點的方法數= a(T(F1,F2),k) × C2k+F1+F2

2n+F1+F2+F3 ×

Cn−k+F3

2n−2k+F3，考慮到所有k = 0,1,2, … , n， 

𝑎(3,𝑛) = ∑ 𝐶𝑘+𝐹1+𝐹2

2𝑘+𝐹1+𝐹2 × 𝐶𝑘+𝐹1

2𝑘+𝐹1+𝐹2

𝑛

𝑘=0

× 𝐶2𝑘+𝐹1+𝐹2

2𝑛+𝐹1+𝐹2+𝐹3 × 𝐶𝑛−𝑘+𝐹3

2𝑛−2𝑘+𝐹3 

= ∑ 𝐶𝑘+𝐹1

2𝑘+𝐹1+𝐹2 ×
(2𝑘 + 𝐹1 + 𝐹2)!

(𝑘 + 𝐹1 + 𝐹2)! 𝑘!

𝑛

𝑘=0

×
(2𝑛 + 𝐹1 + 𝐹2 + 𝐹3)!

(2𝑘 + 𝐹1 + 𝐹2)! (2𝑛 − 2𝑘 + 𝐹3)!
×

(2𝑛 − 2𝑘 + 𝐹3)!

(𝑛 − 𝑘 + 𝐹3)! (𝑛 − 𝑘)!
 

= ∑ 𝐶𝑘+𝐹1

2𝑘+𝐹1+𝐹2

𝑛

𝑘=0

×
(2𝑛 + 𝐹1 + 𝐹2 + 𝐹3)!

(𝑘 + 𝐹1 + 𝐹2)! 𝑘! (𝑛 − 𝑘 + 𝐹3)! (𝑛 − 𝑘)!
×

(𝑛 + 𝐹1 + 𝐹2 + 𝐹3)! (𝑛)!

(𝑛 + 𝐹1 + 𝐹2 + 𝐹3)! (𝑛)!
 

= ∑ 𝐶𝑘+𝐹1

2𝑘+𝐹1+𝐹2

𝑛

𝑘=0

×
(2𝑛 + 𝐹1 + 𝐹2 + 𝐹3)!

(𝑛 + 𝐹1 + 𝐹2 + 𝐹3)! (𝑛)!
×

(𝑛 + 𝐹1 + 𝐹2 + 𝐹3)!

(𝑘 + 𝐹1 + 𝐹2)! (𝑛 − 𝑘 + 𝐹3)!
×

(𝑛)!

𝑘! (𝑛 − 𝑘)!
 

= 𝐶𝑛+𝐹1+𝐹2

2𝑛+𝐹1+𝐹2 ∑ 𝐶𝑘+𝐹1

2𝑘+𝐹1+𝐹2 × 𝐶𝑘+𝐹1+𝐹2

𝑛+𝐹1+𝐹2+𝐹3

𝑛

𝑘=0

× 𝐶𝑘
𝑛 

 

 

六、青蛙在多維空間上移動的情況 

證明: 

設𝑓(x) = mxn + a1xn−1 + a2xn−2 + ⋯ + an−1x + an 

另設f1(x + 1) = f(x + 1) − f(x)，fk+1(x + 1) = fk(x + 1) − fk(x) 

引理 2: 領導係數為 m 的 n 次多項式經 n-1 次的前後項相減後會形成公差為𝑛! × 𝑚的等差數列 



9 
 

f1(x + 1) 

= [m(x + 1)n + a1(x + 1)n−1 + a2(x + 1)n−2 + ⋯ + an−1(x + 1) + an] 

 −[mxn + a1xn−1 + a2xn−2 + ⋯ + an−1x + an] 

= m(xn + nxn−1 + ⋯ + 1) − mxn 

 +a1(xn−1 + (n − 1)xn−2 + ⋯ + 1) − a1xn−1 

+a2(xn−2 + (n − 2)xn−3 + ⋯ + 1) − a2xn−2 

⋮ 

+an−1(x + 1) − an−1x 

 +an − an 

= nmxn−1 + b1xn−2 + b2xn−3 + ⋯ + bn−1x + bn為 n-1 次方程式。 

可知每進行一次前後項相減，方程式次數減 1 且領導係數將乘上次方數，我們可推

出fn−1(x)為 1 次方程式，而fn(x)為 1 次方程式的公差。 

設ck為fk(x)的領導係數，則可知 ∵ ck+1 = (n − k)ck，c1 = nm 

∴ fn(x) = cn = cn−1 = 2cn−2 = (1 × 2 × ⋯ × 𝑛)m = 𝑛! m 

 

(一) 求 D-1 維與 D 維的關係式: 

1. 證明 

若在 D-1 維平面移動了 2k 次回到原點(0 ≤ 𝑘 ≤ n)，如果在移動過程中加入 2n-2k 次

的𝐸𝐷、𝑒𝐷，就會變成在 D 維空間中移動 2n 次後回到原點的一種方法，而在移動 2n

次中，我們先選出 2k 次是原先的移動方式，再從剩下的 2n-2k 次移動中，選擇 n-k

次是𝐸𝐷，即可寫出 D 維空間中一種回到原點的方式。 

依照上列意思，我們可以列出回到原點的方法數= 𝑎(𝐷−1,𝑘) × 𝐶2𝑘
2𝑛 × 𝐶𝑛−𝑘

2𝑛−2𝑘，考慮到

所有𝑘 = 0,1,2, … , n，𝑎(𝐷,𝑛) = ∑ 𝑎(𝐷−1,𝑘) × 𝐶2𝑘
2𝑛 × 𝐶𝑛−𝑘

2𝑛−2𝑘𝑛
𝑘=0 。 

 

2. 電腦運算 

隨著維度和步數的增加，在推導以及計算上也變得複雜許多，因此我們選擇使用電

腦撰寫程式來進行這些運算。利用𝑎(𝐷,𝑛) = ∑ 𝑎(𝐷−1,𝑘) × 𝐶2𝑘
2𝑛 × 𝐶𝑛−𝑘

2𝑛−2𝑘𝑛
𝑘=0 ，我們便

可以從𝑎(1,𝑛)的數值逐步往下計算𝑎(𝐷,𝑛)的數值，對於不同 D 值、n 值及對應的

𝑎(𝐷,𝑛)，我們做出如下表格(僅列出部分)。 

 

定理 7.𝑎(𝐷,𝑛) = ∑ 𝑎(𝐷−1,𝑘) × 𝐶2𝑘
2𝑛 × 𝐶𝑛−𝑘

2𝑛−2𝑘𝑛
𝑘=0  
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表 1: 

 

將所有𝑎(𝐷,𝑛)同除以𝑎(1,𝑛)，我們發現所有𝑎(𝐷,𝑛)都恰好能被𝑎(1,𝑛)整除，接著固定 n

值，觀察同除以𝑎(1,𝑛)後的𝑎(𝐷,𝑛): 

表 2:

 

 

3. 前後項相減成等差 

從 n=0 到 2，可以輕易地看出他們是零次、一次、二次的多項式。 

接著我們觀察到: 

n=1 時： 𝑎(𝐷,1) = 2  4 6  8  10  12     . . .    呈等差，公差= 2 = 2 × (1!)2 

 

n=2 時： 𝑎(𝐷,2) = 6   36   90   168   270   396. . .   

前後項相減 1 次      30   54   78   102   126. . .    呈等差，公差= 24 = 6 × (2!)2 

 

n=3 時： 𝑎(𝐷,3) = 20   400   1860   5120   10900   19920    . . . 
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前後項相減 1 次380   1460   3260   5780   9020     . . .  

前後項相減 2 次1080   1800   2520   3240 . . .  呈等差，公差= 720 = 20 × (3!)2 

 

n=4 時： a(D,4) = 70   4900   44730   190120   551950   1281420    . . .  

前後項相減 1 次4830   39830   145390   361830   729470      . . . 

前後項相減 2 次35000   105560   216440   367640      . . . 

前後項相減 3 次70560  110880  151200. . .  呈等差，公差= 40320 = 70 × (4!)2 

 

領導係數為 m 的 N 次多項式經 N-1 次的前後項相減後會形成公差為N! × m的等差數

列。(引理 2)。因此，我們推測在固定移動次數為 2n 次的情況下𝑎(𝐷,𝑛)是一個領導係

數為𝐶𝑛
2𝑛 × 𝑛!的 D 的 n 次多項式。 

 

4. 推導𝑎(𝐷,𝑛)關係式 

引理 3: ∑ 𝑑𝑛−1𝐷−1
𝑑=0 中𝐷𝑛項的係數為

1

𝑛
，且當𝑝 ≤ 𝑛 − 2時，∑ 𝑑𝑝𝐷−1

𝑑=0 不會產生𝐷𝑛項及影響𝐷𝑛

的係數。 

證明: 

以下我們將定義𝑎(𝐷,0) = 1 (只有原地不動一種方式)，𝑎(0,𝑛) = 0 (不存在) 

𝑎(𝐷,1) = 𝐶1
2 × D (從𝐸1、𝐸2 ⋯ 𝐸𝐷、𝑒1、𝑒2 ⋯ 𝑒𝐷中挑一個再往它的反方向動) 

𝑎(𝐷,2) = ∑ 𝑎(𝐷−1,𝑘) × 𝐶2𝑘
4 × 𝐶2−𝑘

4−2𝑘

2

𝑘=0

 

= 1 × 𝐶0
4 × 𝐶2

4 + 𝐶1
2 × (D − 1) × 𝐶2

4 × 𝐶1
2 + 𝑎(𝐷−1,2) 

而我們又可以將a(D−1,2)換成∑ a(D−1,k) × C2k
4 × C2−k

4−2k2
k=0  

就可以得到𝑎(𝐷,2) = 1 × 𝐶0
4 × 𝐶2

4 + 𝐶1
2 × (D − 1) × 𝐶2

4 × 𝐶1
2 

+1 × 𝐶0
4 × 𝐶2

4 + 𝐶1
2 × (D − 2) × 𝐶2

4 × 𝐶1
2 + 𝑎(𝐷−2,2) 

同理我們再把a(D−2,2)，a(D−3,2)，a(D−4,2) ⋯ ⋯ a(1,2)用同樣的方式往下換 

就可以得到𝑎(𝐷,2) = 1 × 𝐶0
4 × 𝐶2

4 + 𝐶1
2 × (D − 1) × 𝐶2

4 × 𝐶1
2 

+1 × 𝐶0
4 × 𝐶2

4 + 𝐶1
2 × (D − 2) × 𝐶2

4 × 𝐶1
2 

+1 × 𝐶0
4 × 𝐶2

4 + 𝐶1
2 × (D − 3) × 𝐶2

4 × 𝐶1
2 

⋮ 

定理 8: 𝑎(𝐷,𝑛) = ∑ ∑ 𝑎(𝑑,𝑘) × 𝐶2𝑘
2𝑛 × 𝐶𝑛−𝑘

2𝑛−2𝑘𝑛−1
𝑘=0

𝐷−1
𝑑=0  
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+1 × 𝐶0
4 × 𝐶2

4 + 𝐶1
2 × (D − D + 1) × 𝐶2

4 × 𝐶1
2 

        +1 × 𝐶0
4 × 𝐶2

4 + 𝐶1
2 × (D − D) × 𝐶2

4 × 𝐶1
2 +  𝑎(0,2) 

= 𝐶2
4 × (D + 4 ×

(𝐷 − 1)𝐷

2
) =  𝐶2

4(2! 𝐷2 − 𝐷) 

此種推算法除了得證a(D,2)的通式是領導係數為C2
4 × 2!外，亦可讓我們寫出另一種表

達a(D,n)的方式:a(D,n) = ∑ ∑ 𝑎(𝑑,𝑘) × 𝐶2𝑘
2𝑛 × 𝐶𝑛−𝑘

2𝑛−2𝑘𝑛−1
𝑘=0

𝐷−1
𝑑=0  

證明: 

已知∑ dn−1D−1
d=0 中Dn項的係數為

1

n
，且當p ≤ n − 2時，∑ dpD−1

d=0 不會產生Dn項及引響

Dn的係數(領導係數)(引理 3)，因此以下將針對dn−1做討論。 

今天若 k=1,2,3,4…(n-1) 時，a(D,k)皆是領導係數為Ck
2k × k!的 D 的 n 次多項式 

針對∑ dn−1D−1
d=0 做討論，以 R 代表算式剩下的部分(不同等式間的 R 可能不同) 

𝑎(𝐷,𝑛) = ∑ [𝑎(𝑑,𝑛−1) × 𝐶2(𝑛−1)
2𝑛 × 𝐶𝑛−(𝑛−1)

2𝑛−2(𝑛−1)
]

𝐷−1

𝑑=0

+ 𝑅 

= ∑ [𝐶𝑛−1
2𝑛−2 × (𝑛 − 1)! × 𝑑𝑛−1 × 𝐶2(𝑛−1)

2𝑛 × 𝐶𝑛−(𝑛−1)
2𝑛−2(𝑛−1)

]

𝐷−1

𝑑=0

+ 𝑅 

= (𝑛 − 1)! × 𝐶𝑛−1
2𝑛−2 × 𝐶2𝑛−2

2𝑛 × 𝐶1
2 × ∑ 𝑑𝑛−1

𝐷−1

𝑑=0

+ 𝑅 

= (𝑛 − 1)! ×
(2𝑛 − 2)!

(𝑛 − 1)! (𝑛 − 1)!
×

(2𝑛)!

(2𝑛 − 2)! 2!
× 2 ×

𝐷𝑛

𝑛
+ 𝑅 

= (𝑛 − 1)! ×
(2𝑛)!

(𝑛 − 1)! (𝑛 − 1)!
×

𝐷𝑛

𝑛
+ 𝑅 

= 𝑛! (𝑛 − 1)! ×
(2𝑛)!

𝑛! (𝑛 − 1)! [𝑛(𝑛 − 1)!]
× 𝐷𝑛 + 𝑅 

= 𝐶𝑛
2𝑛 × 𝑛! × 𝐷𝑛 + 𝑅 

故 k=1,2,3,4…(n-1) ，a(D,k)皆是領導係數為𝐶𝑘
2𝑘 × 𝑘!的 D 的 k 次多項式時，𝑎(𝐷,𝑛)是

領導係數為𝐶𝑛
2𝑛 × 𝑛!的 D 的 n 次多項式 

 

5. 利用電腦求出𝑎(𝐷,𝑛)多項式 

根據數學歸納法:得證∀n ∈ N，𝑎(𝐷,𝑛)是領導係數為𝐶𝑛
2𝑛 × 𝑛!的 D 的 n 次多項式 

最後利用 Dev-C++軟體求出 n=0 到 7 的完整多項式 

 

定理 9: 確定移動次數為 2n 時，𝑎(𝐷,𝑛)是領導係數為𝐶𝑛
2𝑛 × 𝑛!的 D 的 n 次多項式 
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表 3:

 
 
 

七、以對應之數學模型寫出青蛙在任意維度中回到原點的方法數通解 

(一)背景解釋: 

將表二的數據在網路上搜尋時，我們意外地找到 OEIS(On-Line Encyclopedia of 

Integer Sequences)A287316 的表格數據恰好和四-2.-表二相同，進而找到文獻

Counting Abelian Squares。 

(二)Counting Abelian Squares 文獻概論: 

1. 摘要: 

在集合∪𝐷 (n)的元素為所有長度為 2n 的單字中，前 n 位是由 D 個字母任意排列(可

以 不 要 全部 用 到 ) ， 且 後 n 位 是 前面 出 現 的字 母 再 經一 次 重 新排 列 。

(例:intestines ∈∪5 (5))。以𝑓𝐷(n)表示這個集合中的元素個數。 

 

(三)構造對應關係證明多為空間隨機漫步回到原點方法數𝑎(𝐷,𝑛)漸近式: 

1. 因為 Counting Abelian Squares 中採用的推算方法過於繁複且困難，因此我們構造

一一對應來說明，我們可以觀察到𝑎(𝐷,𝑛) = 𝑓𝐷(𝑛) × 𝐶𝑛
2𝑛。 

2. 轉換題目: 

青蛙在 D 維度上移動時，可選擇𝐸1、𝑒1、𝐸2、𝑒2 ⋯ 𝐸𝐷、𝑒𝐷，共 2D 種方向進行移動，

其中因為要回到原點，移動過程各方向:𝐽1 = 𝑗1, 𝐽2 = 𝑗2, ⋯ 𝐽𝐷 = 𝑗𝐷 , 

且出現次數𝐽1 + 𝑗1 + 𝐽2 + 𝑗2, ⋯ 𝐽𝐷 + 𝑗𝐷 = 2𝑛次， 

因此我們不妨設集合A𝐷(n)的元素為所有長度為 2n 的單字中，有 n 位是由 D 個字母

大寫任意排列，且其他 n 位是前面出現的字母小寫再經一次重新排列。

引理 4: 𝑓𝐷(n)  ≈ 𝐷2n+D/2 × (4πn)(1−D)/2 
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(例:INTestinES ∈ A5(5))，而𝑎(𝐷,𝑛)就是A𝐷(n)中的元素個數。 

1.說明: 

以𝑒𝐷𝑘表示在單字前半第 k 位的字母，以𝑒𝑑𝑘表示在單字後半第 k 位的字母。 

設∪𝐷 (n)有一元素(單字)為𝑒𝐷1𝑒𝐷2𝑒𝐷3 ⋯ 𝑒𝐷𝑛(前半)𝑒𝑑1𝑒𝑑2𝑒𝑑3 ⋯ 𝑒𝑑𝑛(後半)。 

而我們再從 2n 個位子中，取 n 個位置放由左向右依序放置𝑒𝐷𝑘，並將他們寫成大寫，

剩下 n 個位置放由左向右依序放置𝑒𝑑𝑘，並維持小寫那麼我們就可以寫出一A𝐷(n)

中的元素。 

 

2. 舉例: 

有一元素(單字)為aabc(前半)caba(後半) 

則將在這 8 個位子中取 4 個位置放由左向右依序放置aabc，(以第 1、2、5、7 為舉

例)並將他們寫成大寫，剩下 4 個位置放由左向右依序放置edk，並維持小寫那麼我

們就可以寫出一A3(4)中的元素AAcaBbCa。 

因此，可推得每個在集合∪D (n)中的元素都可以在集合AD(n)中皆可製造Cn
2n個不重

複的元素，即a(D,n) = fD(n) × Cn
2n。 

 

(四) 代入結論: 

𝐶𝑛
2𝑛 ≈

√2𝜋2𝑛(
2𝑛

𝑒
)2𝑛

√2𝜋𝑛(
𝑛

𝑒
)𝑛 × √2𝜋𝑛(

𝑛

𝑒
)𝑛

=
22𝑛

√𝜋𝑛
 

 

𝑓𝐷(n)  ≈ 𝐷2n+D/2 × (4πn)(1−D)/2 

𝑎(𝐷,𝑛) = 𝑓𝐷(𝑛) × 𝐶𝑛
2𝑛 ≈ 𝐷2𝑛+

𝐷

2 × (4𝜋𝑛)
1−𝐷

2 ×
22𝑛

√𝜋𝑛
 

≈ 22𝑛−𝐷+1 × 𝐷2𝑛+
𝐷

2 × (𝜋𝑛)
−𝐷

2  

 

(五) 代入數值比較並觀察漸近式之誤差即可行性: 

定理 10: 𝑎(𝐷,𝑛) = 𝑓𝐷(𝑛) × 𝐶𝑛
2𝑛 

引理 5: 𝐶𝑛
2𝑛 ≈

22𝑛

√𝜋𝑛
  (由斯特靈漸近式n! ≈ √2𝜋𝑛(

𝑛

𝑒
)𝑛) 

定理 11: 𝑎(𝐷,𝑛) ≈ 22𝑛−𝐷+1 × 𝐷2𝑛+
𝐷

2 × (𝜋𝑛)
−𝐷

2  
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將數值代入以漸近式推出的數值: 

表 4: 

 

 

以程式運算出的正確數值: 

表 5: 

 

誤差 

表 6: 

 

由表格可以發現隨著 n 值越來越大，以漸近式推出的數值越來越準確。因此在

n 值很大時利用此漸近式求回到原點的方法數是快速且準確的。 
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八、探討青蛙在二維平面有限範圍內移動特定次數回到原點的方法數 

 

(一)情境背景 

限定青蛙在二維平面中的移動範圍為{(x, y)| − m ≤ x ≤ m, −m ≤ y ≤ m}， 

並假設青蛙總共移動 2n 次， 

則在限定範圍移動回到原點的方法數 = 所有方法數減去移動超出範圍的方法數。 

因此我們先討論在何種情況下，青蛙可能會移動出限定範圍。我們可以將移動範圍

看成一個邊長為 2m 的正方形，青蛙從其正中央出發，超出範圍可能有 5 種情況:分

別為過程中曾經超出 0 到 4 個邊。(例:曾經超出上邊與右邊與下邊就是超出 3 個邊，

如下圖 1)。 

 

由圖我們可以看出，過程中要最多超出幾個邊，n 值就要大於等於幾個m + 1，也就

是超過幾個半邊長。(例:若要超出上、下、右三個邊那 n 至少要等於3𝑚 + 3)。 

 

(二) 一路領先問題 

以下我們將以k = 9，m + 1 = 2為例，並且只針對移動超過上下兩個相對的邊的情

況進行討論: 

令J1 = j1 = k、J2 = j2 = n − k， 

1. 要超出 1 次上邊的條件是某個時刻出現個數𝐸1 − 𝑒1 ≥ 𝑚+1， 

我們可將𝐸1、𝑒1排列順序畫成棋盤式道路捷徑走法(如圖 2，向上移動表示𝐸1，向右

移動表示𝑒1，從起點移動到終點就決定了𝐸1、𝑒1的排列順序)，又因為必須滿足出現

個數𝐸1 − 𝑒1 ≥ 𝑚+1 的條件，我們可以發現途中必定經過藍色的界線。而我們對這條

定理 13. 𝑏𝑚(2,𝑛) = (𝐶𝑛
2𝑛)2 + 4 ∑ ∑ 𝐶𝑛−(𝑖−𝑗)(𝑚+1)

2𝑛 × 𝐶𝑛−(𝑖+𝑗)(𝑚+1)
2𝑛 × (−1)𝑖+𝑗𝑡−𝑖

𝑗=1
𝑡−1
𝑖=0  

                                       , t(m + 1 ≤ n < (𝑡 + 1)(𝑚 + 1) 

圖 1 

 

紅色及藍色的移動長度皆為 m+1 
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藍色界線做原本圖形的對稱圖形後，可將原本的圖 2 的黑色棋盤轉換成圖 3 中的綠

色棋盤， 

                  
而從綠色棋盤中新起點到終點的每一種走法剛好可完全對應從原黑色棋盤起點過藍

線到終點的每一種走法。 

由上述可得𝐸1、𝑒1由前到後的排列組合數Ck−(m+1)
2k 。 

 

2. 要超出 1 次上邊再超出 1 次下邊的條件是某個時刻出現個數𝐸1 − 𝑒1 ≥ 𝑚+1，且某個

時刻出現個數𝑒1 − 𝐸1 ≥ 𝑚+1，我們可延續(1)知道，因為必須滿足出現個數𝐸1 −

𝑒1 ≥ 𝑚+1 的條件，途中必定經過藍色的界線，又必須滿足在那之後某個時刻出現個

數𝑒1 − 𝐸1 ≥ 𝑚+1 的條件，途中必定經過紅色的界線。 

而我們對這條紅色界線做綠色棋盤的對稱圖形後，可將原本的圖 3 的綠色棋盤轉換

成圖 4 中的黃色棋盤， 

          

而從黃色棋盤中新起點到終點的每一種走法剛好可完全對應從原黑色棋盤起點過藍

線再過紅線再到終點的每一種走法。 

由上述可得E1、e1由前到後的排列組合數Ck−2(m+1)
2k 。 

 

3. 要超出 1 次上邊，超出 1 次下邊後再超出 1 次上邊的條件是某個時刻出現個數E1 −

e1 ≥ m+1，且某個時刻出現個數e1 − E1 ≥ m+1，在那之後又有某個時刻出現個數

圖 2 

 
 

圖 3 

 

圖 4 

 
圖 3 

 

k 

k 

k-(m+1) 

k-(m+1) 
 

k+(m+1) 

k-2(m+1) 
k+(m+1) 

k+2(m+1) 

新起點 
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E1 − e1 ≥ m+1，我們可以發現決定E1、e1移動過程途中，經過紅色的界線，而我們

對這條藍色界線做黃色棋盤的對稱圖形後，可將原本的圖 4 的黃色棋盤轉換成圖 5

中的紫色棋盤， 

                  

而從紫色棋盤中新起點到終點的每一種走法剛好可完全對應從原黑色棋盤起點經過

藍線再經過紅線再經過藍線再到終點的每一種走法。 

 

4. 要超出交替 j 次的上下邊，由(1)(2)(3)我們可以得知決定𝐸1、𝑒1排列順序，移動過程

途中必定經過交替 j 次的藍色、紅色的界線，也就是將原本的棋盤對藍、紅線做 j 次

對稱的新棋盤(長乘寬=[𝑘 − 𝑗(𝑚 + 1)] × [𝑘 + 𝑗(𝑚 + 1)])中全部的道路捷徑走法。 

總共的排列方法數為C𝑘−𝑗(𝑚+1)
2𝑘  

 

(三) 計算方法數 

假設某移動情形超出交替 j 次上下邊、交替 i 次左右邊， 

令J1 = j1 = k、J2 = j2 = n − k，其中 j(m + 1) ≤ k ≤ n − i(m + 1)。 

由一路領先問題， 

移動方法數 = ∑ Ck−j(m+1)
2k × Cn−k−i(m+1)

2n−2k × C2k
2nn−i(m+1)

k=j(m+1)  

= ∑
(2n)!

[k+j(m+1)]![k−j(m+1)]![n−k+i(m+1)]![n−k−i(m+1)]!

n−i(m+1)
k=j(m+1)   

令n′ = n − (i + j)(m + 1)、k1 = k − j(m + 1)、 

     F1 = 2j(m + 1)、F2 = 2i(m + 1) 

原式 = ∑
(2n′+F1+F2)!

(k1+F1)!k1!(n′−k1+F2)!(n′−k1)!

n′

k1=0  

= 𝑎(𝑇(𝐹1,𝐹2),𝑛)(定理 5) 

k-2(m+1) 

k+2(m+1) 

新起點 

k-3(m+1) 

k+3(m+1) 

新起點 

圖 4 圖 5 
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= C
n′+F1

2n′+F1+F2 × C
n′
2n′+F1+F2 

= Cn−(i−j)(m+1)
2n × Cn−(i+j)(m+1)

2n  

(四)分類討論 

若先找出移動超出範圍的方法數，即能得出在限定範圍移動回到原點的方法數。 

因此我們先討論以下幾種不同的 n、m 關係: 

 

1. n < 𝑚 + 1  

移動超出範圍的方法數 = 0， 

此時青蛙任意移動必不超出範圍，故限定範圍移動回到原點的方法數= 𝑎(2,𝑛)。 

 

2. m + 1 ≤ 𝑛 < 2𝑚 + 2  

移動超出範圍的方法數 = 最遠移動至下圖綠色三角形範圍的方法數。 

   

因為上下左右四個三角形是對稱的，方法數相同，我們取上三角形來做討論。 

在此情況下，任意移動最多只能超出 1 次上邊界 

方法數= Cn−(1−0)(m+1)
2n × Cn−(1+0)(m+1)

2n = (Cn−(m+1)
2n )2， 

考慮上下左右共有 4 種選法， 

故移動超出範圍的方法數= 4 × (Cn−(m+1)
2n )

2
， 

得出結論: 限定範圍移動回到原點的方法數 

= 𝑎(2,𝑛) − 4 × (𝐶𝑛−(𝑚+1)
2𝑛 )

2
= (𝐶𝑛

2𝑛)2 − 4 × (𝐶𝑛−(𝑚+1)
2𝑛 )

2
      (m + 1 ≤ 𝑛 < 2𝑚 + 2) 

 

3. 2m + 2 ≤ 𝑛 < 3𝑚 + 3 

青蛙可能在移動路徑中超出 2 種不同的邊界(如上邊和右邊)， 

在計算移動超出範圍的方法數時會被重複計算，依據排容原理， 

移動超出範圍的方法數= 4 × (Cn−(m+1)
2n )

2
−超出 2 種不同邊界的方法數， 

圖 6 
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而在討論超出 2 種不同的邊界時，又可依照邊界間的相對位置， 

分為下列兩種情況: 

(1) 走到相鄰邊界: 

    

在此移動情形會超出 1 次上下邊、1 次左右邊， 

方法數= Cn−(1−1)(m+1)
2n × Cn−(1+1)(m+1)

2n = Cn
2n × Cn−2(m+1)

2n ， 

考慮上下、左右有 4 種選法， 

走到相鄰邊界的方法數= 4Cn
2n × Cn−2(m+1)

2n  

(2)走到相對邊界: 

    

在此移動情形會超出交替 2 次上下邊、0 次左右邊， 

方法數= Cn−(2−0)(m+1)
2n × Cn−(2+0)(m+1)

2n = (Cn−2(m+1)
2n )

2
， 

考慮上下、左右有 4 種選法， 

走到相鄰邊界的方法數= 4(Cn−2(m+1)
2n )

2
 

移動超出範圍的方法數= 4 × (Cn−(m+1)
2n )

2
− 4(Cn−2(m+1)

2n )2 − 4Cn
2n × Cn−2(m+1)

2n ， 

故限定範圍移動回到原點的方法數 

= 𝑎(2,𝑛) − 4 × (𝐶𝑛−(𝑚+1)
2𝑛 )

2
+ 4(𝐶𝑛−2(𝑚+1)

2𝑛 )2 + 4𝐶𝑛
2𝑛 × 𝐶𝑛−2(𝑚+1)

2𝑛  

  = (𝐶𝑛
2𝑛)2 − 4 × (𝐶𝑛−(𝑚+1)

2𝑛 )
2

+ 4(𝐶𝑛−2(𝑚+1)
2𝑛 )2 + 4𝐶𝑛

2𝑛 × 𝐶𝑛−2(𝑚+1)
2𝑛  

4. 3m + 3 ≤ 𝑛 < 4𝑚 + 4 

在此情況下，青蛙移動最多超出 3 種不同邊界，在扣除超出 2 種邊界時會被多扣，

圖 8 

 

圖 7 
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而超出交替 3 次相對邊界時，也會在扣除超過交替 2 次相對邊界時被多扣(如依序經

過上下上邊，會被同時視為上下、下上邊)，此時需加回。依據排容原理，移動超出

範圍的方法數 

= 4 × (𝐶𝑛−(𝑚+1)
2𝑛 )

2
− 4𝐶𝑛

2𝑛 × 𝐶𝑛−2(𝑚+1)
2𝑛 − 4(𝐶𝑛−2(𝑚+1)

2𝑛 )2 +超出 3 種邊界的方法數 

(1)超出 3 種不同邊界: 

在此移動情形會超出交替 2 次上下邊、1 次左右邊， 

方法數= Cn−(2−1)(m+1)
2n × Cn−(2+1)(m+1)

2n = Cn−(m+1)
2n × Cn−3(m+1)

2n ， 

考慮上下、左右有 4 種選法，上下、左右邊超出次數有 2 種選法，共 8 種， 

超出 3 種不同邊界的方法數= 8Cn−(m+1)
2n × Cn−3(m+1)

2n  

(2)超出交替 3 次相對邊界: 

在此移動情形會超出交替 3 次上下邊、0 次上下邊， 

方法數= Cn−(3−0)(m+1)
2n × Cn−(3+0)(m+1)

2n = (Cn−3(m+1)
2n )2， 

考慮上下、左右有 4 種選法 

超出交替 3 次相對邊界的方法數= 4(Cn−3(m+1)
2n )2 

移動超出範圍的方法數= 4 × (Cn−(m+1)
2n )

2
− 4(Cn−2(m+1)

2n )
2

+ 4(Cn−3(m+1)
2n )2 

+8Cn−(m+1)
2n × Cn−3(m+1)

2n − 4Cn
2n × Cn−2(m+1)

2n ， 

(3)故限定範圍移動回到原點的方法數 

= 𝑎(2,𝑛) − 4 × (𝐶𝑛−(𝑚+1)
2𝑛 )

2
+ 4(𝐶𝑛−2(𝑚+1)

2𝑛 )
2

− 4(𝐶𝑛−3(𝑚+1)
2𝑛 )2 

−8𝐶𝑛−(𝑚+1)
2𝑛 × 𝐶𝑛−3(𝑚+1)

2𝑛 + 4𝐶𝑛
2𝑛 × 𝐶𝑛−2(𝑚+1)

2𝑛  

= (𝐶𝑛
2𝑛)2 − 4 × (𝐶𝑛−(𝑚+1)

2𝑛 )
2

+ 4(𝐶𝑛−2(𝑚+1)
2𝑛 )

2
− 4(𝐶𝑛−3(𝑚+1)

2𝑛 )2 

−8𝐶𝑛−(𝑚+1)
2𝑛 × 𝐶𝑛−3(𝑚+1)

2𝑛 + 4𝐶𝑛
2𝑛 × 𝐶𝑛−2(𝑚+1)

2𝑛  

5. 4m + 4 ≤ 𝑛 < 5𝑚 + 5  

在此情況下，青蛙移動最多超出 4 種不同邊界、超出交替 3 次相對邊界及 1 次相鄰

邊界時，在加回超出 3 種邊界時會被多加，而超出交替 4 次相對邊界時，也會在加

回超過交替 3 次相對邊界時被多加(如依序經過上下上下邊，會被同時視為上下上、

下上下邊)，此時需扣除。依據排容原理，移動超出範圍的方法數 

= 4 × (𝐶𝑛−(𝑚+1)
2𝑛 )

2
− 4(𝐶𝑛−2(𝑚+1)

2𝑛 )
2

+ 4(𝐶𝑛−3(𝑚+1)
2𝑛 )2 

+8𝐶𝑛−(𝑚+1)
2𝑛 × 𝐶𝑛−3(𝑚+1)

2𝑛 − 4𝐶𝑛
2𝑛 × 𝐶𝑛−2(𝑚+1)

2𝑛 −超出 4 種邊界的方法數， 

(1)超出 4 種不同邊界: 
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在此移動情形會超出交替 2 次上下邊、2 次左右邊， 

方法數= Cn−(2−2)(m+1)
2n × Cn−(2+2)(m+1)

2n = Cn
2n × Cn−4(m+1)

2n ， 

考慮上下、左右有 4 種選法 

超出 4 種不同邊界的方法數= 4𝐶𝑛
2𝑛 × 𝐶𝑛−4(𝑚+1)

2𝑛  

(2)超出交替 3 次相對邊界及 1 次相鄰邊界: 

在此移動情形會超出交替 3 次上下邊、1 次左右邊， 

方法數= Cn−(3−1)(m+1)
2n × Cn−(3+1)(m+1)

2n = Cn−2(m+1)
2n × Cn−4(m+1)

2n ， 

考慮上下、左右有 4 種選法，上下、左右邊超出次數有 2 種選法，共 8 種， 

超出交替 3 次相對邊界及 1 次相鄰邊界的方法數= 8𝐶𝑛−2(𝑚+1)
2𝑛 × 𝐶𝑛−4(𝑚+1)

2𝑛  

(3)超出交替 4 次相對邊界: 

在此移動情形會超出交替 4 次上下邊、0 次上下邊， 

方法數= Cn−(4−0)(m+1)
2n × Cn−(4+0)(m+1)

2n = (Cn−4(m+1)
2n )2， 

考慮上下、左右有 4 種選法 

超出交替 4 次相對邊界的方法數= 4(𝐶𝑛−4(𝑚+1)
2𝑛 )2 

(4)移動超出範圍的方法數 

= 4(𝐶𝑛−(𝑚+1)
2𝑛 )

2
− 4(𝐶𝑛−2(𝑚+1)

2𝑛 )
2

+ 4(𝐶𝑛−3(𝑚+1)
2𝑛 )

2
− 4(𝐶𝑛−4(𝑚+1)

2𝑛 )
2
 

        +8𝐶𝑛−(𝑚+1)
2𝑛 × 𝐶𝑛−3(𝑚+1)

2𝑛 − 8𝐶𝑛−2(𝑚+1)
2𝑛 × 𝐶𝑛−4(𝑚+1)

2𝑛  

 −4𝐶𝑛
2𝑛 × 𝐶𝑛−2(𝑚+1)

2𝑛 − 4𝐶𝑛
2𝑛 × 𝐶𝑛−4(𝑚+1)

2𝑛 ， 

故限定範圍移動回到原點的方法數 

= 𝑎(2,𝑛) − 4(𝐶𝑛−(𝑚+1)
2𝑛 )

2
+ 4(𝐶𝑛−2(𝑚+1)

2𝑛 )
2

− 4(𝐶𝑛−3(𝑚+1)
2𝑛 )

2
+ 4(𝐶𝑛−4(𝑚+1)

2𝑛 )
2
 

       −8𝐶𝑛−(𝑚+1)
2𝑛 × 𝐶𝑛−3(𝑚+1)

2𝑛 + 8𝐶𝑛−2(𝑚+1)
2𝑛 × 𝐶𝑛−4(𝑚+1)

2𝑛  

 +4𝐶𝑛
2𝑛 × 𝐶𝑛−2(𝑚+1)

2𝑛 + 4𝐶𝑛
2𝑛 × 𝐶𝑛−4(𝑚+1)

2𝑛  

= (𝐶𝑛
2𝑛)2 − 4(𝐶𝑛−(𝑚+1)

2𝑛 )
2

+ 4(𝐶𝑛−2(𝑚+1)
2𝑛 )

2
− 4(𝐶𝑛−3(𝑚+1)

2𝑛 )
2

+ 4(𝐶𝑛−4(𝑚+1)
2𝑛 )

2
 

       −8𝐶𝑛−(𝑚+1)
2𝑛 × 𝐶𝑛−3(𝑚+1)

2𝑛 + 8𝐶𝑛−2(𝑚+1)
2𝑛 × 𝐶𝑛−4(𝑚+1)

2𝑛  

 +4𝐶𝑛
2𝑛 × 𝐶𝑛−2(𝑚+1)

2𝑛 + 4𝐶𝑛
2𝑛 × 𝐶𝑛−4(𝑚+1)

2𝑛   

 

6. t(m + 1) ≤ 𝑛 < (𝑡 + 1)(𝑚 + 1), 𝑡 ∈ 𝑁  

(1)我們假設在某情況青蛙移動超過交替 j 次以上上下邊、交替i 次以上左右邊，在 i、

j 皆為非 0 整數時(i + j ≤ t，1 ≤ i、j ≤ t): 

我們就單一 i 值去討論所有1 ≤ j ≤ t − i的情形， 



23 
 

走 2k 步超過交替 j 次對邊以上排列數 = 𝐶𝑘−𝑗𝑚−𝑗
2𝑘  (j 次一路領先)。 

此時會將超過恰交替 j 次對邊的情形算到 1 次， 

超過交替 j+1 次對邊的情形算到 2 次(如依序超過上下上對邊，會同時符合依序超

過上下、下上對邊而重複計算)，根據排容原理: 

∑(經過交替恰 j 次對邊排列數)

t−i

j=1

 

= 經過交替 1 次對邊以上 − 經過交替 2 次對邊以上 

    +經過交替 3 次對邊以上 − 經過交替 4 次對邊以上 

    + ⋯ + (−1)t−i+1 × 經過交替 t − i 次對邊以上 

= ∑ 𝐶𝑘−(m+1)
2𝑘

n−i(m+1)

k=m+1

− ∑ 𝐶𝑘−2(m+1)
2𝑘

n−i(m+1)

k=2(m+1)

+ ∑ 𝐶𝑘−3(m+1)
2𝑘

n−i(m+1)

k=3(m+1)

 

− ∑ 𝐶𝑘−4(m+1)
2𝑘

n−i(m+1)

k=4(m+1)

+ ⋯ + (−1)t−i+1 ∑ 𝐶𝑘−(t−i)(m+1)
2𝑘

n−i(m+1)

k=(t−i)(m+1)

 

= ∑ ∑ Ck−j(m+1)
2k ×

n−i(m+1)

k=j(m+1)

t−i

j=1

(−1)j+1 

(2)考慮到所有1 ≤ i ≤ t − 1 

∑ ∑經過恰交替 i 次左右對邊、交替 j 次上下對邊方法數

t−i

j=1

t−1

i=1

 

= − ∑ ∑ 𝐶𝑘−j(m+1)
2𝑘 × 𝐶𝑛−𝑘−(m+1)

2𝑛−2𝑘 × 𝐶2𝑘
2𝑛 × (−1)𝑗+1

n−(m+1)

k=j(m+1)

𝑡−1

𝑗=1

 

+ ∑ ∑ 𝐶𝑘−j(m+1)
2𝑘 × 𝐶𝑛−𝑘−2(m+1)

2𝑛−2𝑘 × 𝐶2𝑘
2𝑛 × (−1)𝑗+1

n−2(m+1)

k=j(m+1)

𝑡−2

𝑗=1

 

− ∑ ∑ 𝐶𝑘−j(m+1)
2𝑘 × 𝐶𝑛−𝑘−3(m+1)

2𝑛−2𝑘 × 𝐶2𝑘
2𝑛 × (−1)𝑗+1

n−3(m+1)

k=j(m+1)

𝑡−3

𝑗=1

 

+ ∑ ∑ 𝐶𝑘−j(m+1)
2𝑘 × 𝐶𝑛−𝑘−4(m+1)

2𝑛−2𝑘 × 𝐶2𝑘
2𝑛 × (−1)𝑗+1

n−4(m+1)

k=j(m+1)

𝑡−4

𝑗=1

 

− ⋯ + (−1)𝑡−1 ∑ ∑ 𝐶𝑘−j(m+1)
2𝑘 × 𝐶𝑛−𝑘−(𝑡−1)(m+1)

2𝑛−2𝑘 × 𝐶2𝑘
2𝑛 × (−1)𝑗+1

n−(t−1)(m+1)

k=j(m+1)

1

𝑗=1
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= ∑ ∑ ∑ 𝐶𝑘−j(m+1)
2𝑘 × 𝐶𝑛−𝑘−𝑖(m+1)

2𝑛−2𝑘 × 𝐶2𝑘
2𝑛 × (−1)𝑖+𝑗+1

𝑛−𝑖(𝑚+1)

𝑘=𝑗(𝑚+1)

t−i

j=1

t−1

i=1

 

= ∑ ∑ 𝐶𝑛−(𝑖−𝑗)(𝑚+1)
2𝑛 × 𝐶𝑛−(𝑖+𝑗)(𝑚+1)

2𝑛 × (−1)𝑖+𝑗+1

t−i

j=1

t−1

i=1

 

(3)考慮上下、左右次序 

所有情形方法數= 4 ∑ ∑ 𝐶𝑛−(𝑖−𝑗)(𝑚+1)
2𝑛 × 𝐶𝑛−(𝑖+𝑗)(𝑚+1)

2𝑛 × (−1)𝑖+𝑗+1t−i
j=1

t−1
i=1  

而在 i=0 時(𝑖 = 0、1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑡) : 

∑交替經過恰 0 次左右對邊、j 次上下對邊方法數

t

j=1

 

= ∑ ∑ 𝐶𝑘−j(𝑚+1)
2𝑘 × 𝐶𝑛−𝑘

2𝑛−2𝑘 × 𝐶2𝑘
2𝑛 × (−1)𝑗+1

n

k=j(𝑚+1)

𝑡

𝑗=1

 

= ∑ 𝐶𝑛−𝑗(𝑚+1)
2𝑛 × 𝐶𝑛−𝑗(𝑚+1)

2𝑛 × (−1)𝑗+1

t

j=1

 

= ∑ 𝐶𝑛−𝑗(𝑚+1)
2𝑛 2

× (−1)𝑗+1

t

j=1

 

考慮上下次序，所有情形方法數 = 2 ∑ 𝐶𝑛−𝑗(𝑚+1)
2𝑛 2

× (−1)𝑗+1t
j=1  

同理，在 j=0 時(𝑗 = 0、1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑡)時 : 

所有情形方法數 = 2 ∑ 𝐶𝑛−𝑖(𝑚+1)
2𝑛 2

× (−1)𝑖+1t
i=1  

(4)移動超出範圍方法數 

= 4 ∑ ∑ 𝐶𝑛−(𝑖−𝑗)(𝑚+1)
2𝑛 × 𝐶𝑛−(𝑖+𝑗)(𝑚+1)

2𝑛 × (−1)𝑖+𝑗+1

t−i

j=1

t−1

i=1

 

+2 ∑ 𝐶𝑛−𝑗(𝑚+1)
2𝑛 2

× (−1)𝑗+1

t

j=1

+  2 ∑ 𝐶𝑛−𝑖(𝑚+1)
2𝑛 2

× (−1)𝑖+1

t

i=1

 

= 4 ∑ ∑ 𝐶𝑛−(𝑖−𝑗)(𝑚+1)
2𝑛 × 𝐶𝑛−(𝑖+𝑗)(𝑚+1)

2𝑛 × (−1)𝑖+𝑗+1

t−i

j=1

t−1

i=1

+ 4 ∑ 𝐶𝑛−𝑗(𝑚+1)
2𝑛 2

× (−1)𝑗+1

t

j=1

 

= 4 ∑ ∑ 𝐶𝑛−(𝑖−𝑗)(𝑚+1)
2𝑛 × 𝐶𝑛−(𝑖+𝑗)(𝑚+1)

2𝑛 × (−1)𝑖+𝑗+1

𝑡−𝑖

𝑗=1

𝑡−1

𝑖=0
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故限定範圍移動回到原點的方法數 

= (𝐶𝑛
2𝑛)2 + 4 ∑ ∑ 𝐶𝑛−(𝑖−𝑗)(𝑚+1)

2𝑛 × 𝐶𝑛−(𝑖+𝑗)(𝑚+1)
2𝑛 × (−1)𝑖+𝑗

𝑡−𝑖

𝑗=1

𝑡−1

𝑖=0

 

(五) 電腦運算 

為方便觀察規律與驗證關係式的正確性，我們使用電腦撰寫程式枚舉所有移動

方式來進行計算，以下為電腦程式計算出的數值(僅列出部分)。 

表 7: 

 

用 a(2,n)減去原數值後: 

表 8: 
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伍、研究結果與討論 

一、對於青蛙在一、二、三維空間上移動回原點的方法數: 

𝑎(1,𝑛) = 𝐶𝑛
2𝑛、𝑎(2,𝑛) = (𝐶𝑛

2𝑛)2、𝑎(3,𝑛) = 𝐶𝑛
2𝑛 ∑ 𝐶𝑘

2𝑘𝑛
𝑘=0 × (𝐶𝑘

𝑛)2。 

二、對於青蛙在一、二、三維空間上移動到特定點的方法數: 

𝑎(𝑇(𝐹1),𝑛) = 𝐶𝑛
2𝑛+𝐹1、𝑎(𝑇(𝐹1,𝐹2),𝑛) = 𝐶𝑛+𝐹1+𝐹2

2𝑛+𝐹1+𝐹2 × 𝐶𝑛+𝐹1

2𝑛+𝐹1+𝐹2、𝑎(𝑇(𝐹1,𝐹2,𝐹3),𝑛) =

𝐶𝑛+𝐹1+𝐹2

2𝑛+𝐹1+𝐹2 ∑ 𝐶𝑘+𝐹1

2𝑘+𝐹1+𝐹2 × 𝐶𝑘+𝐹1+𝐹2

𝑛+𝐹1+𝐹2+𝐹3𝑛
𝑘=0 × 𝐶𝑘

𝑛。 

三、探討青蛙在不同維度中移動回到原點的方法數之間的關係: 

𝑎(𝐷,𝑛) = ∑ 𝑎(𝐷−1,𝑘) × 𝐶2𝑘
2𝑛 × 𝐶𝑛−𝑘

2𝑛−2𝑘𝑛
𝑘=0 。 

四、對任意維度移動回原點的方法數漸進式: 

𝑎(𝐷,𝑛) ≈ 22𝑛−𝐷+1 × 𝐷2𝑛+
𝐷

2 × (𝜋𝑛)
−𝐷

2 。 

五、探討青蛙在二維平面有限範圍內，移動特定次數回到原點的方法數。 

 

 

陸、參考資料 

Counting Abelian Squares:https://arxiv.org/abs/0807.5028 

范德蒙公式:https://w3.math.sinica.edu.tw/mathmedia/HTMLarticle18.jsp?mID=32407 

斯特靈公式(Stirling's formula):https://www.britannica.com/science/Stirlings-formula 

醉漢問題:http://140.127.223.1/senior/speech/93/940514-wu/940514-wu.pdf 

卡塔蘭數:https://www.itread01.com/content/1547048900.html 

賭徒問題:https://w3.math.sinica.edu.tw/mathmedia/HTMLarticle18.jsp?mID=38308 

 

𝑏𝑚(2,𝑛) = (𝐶𝑛
2𝑛)2 + 4 ∑ ∑ 𝐶𝑛−(𝑖−𝑗)(𝑚+1)

2𝑛 × 𝐶𝑛−(𝑖+𝑗)(𝑚+1)
2𝑛 × (−1)𝑖+𝑗𝑡−𝑖

𝑗=1
𝑡−1
𝑖=0 。 

( t(m + 1) ≤ n < (t + 1)(m + 1)) 

https://arxiv.org/abs/0807.5028
https://w3.math.sinica.edu.tw/mathmedia/HTMLarticle18.jsp?mID=32407
https://www.britannica.com/science/Stirlings-formula
http://140.127.223.1/senior/speech/93/940514-wu/940514-wu.pdf
https://www.itread01.com/content/1547048900.html
https://w3.math.sinica.edu.tw/mathmedia/HTMLarticle18.jsp?mID=38308


【評語】010030 

此作品討論在一、二及三維空間，移動方式為：每一次移動皆

為一單位長且移動方向為標準基底的正向或負向，移動目標設定後，

討論其移動方法數。此為組合量的探討，問題可轉譯成組合數列計

算，可得所需的走法總數，也可視為二項式係數的推廣應用。有論

證與討論，獲得不錯的成果。 
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