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作者簡介 

 

我是游星閱，我的興趣十分廣泛，例如：數學、英文、程式、下棋、閱讀以及

運動等。我曾經在新北市 106 年小學運動會女童甲組田徑 3000 公尺競走獲得第

一名，並代表新北市參加全國小學運動會的競走項目，增強了我的耐力及意志力。

我對數學的興趣一直十分濃厚，目前就讀新北市文山國中數理資優班。在這裡，大

家從不計較、感情融洽，且因為具有相近興趣常一起討論；還有可以自己思考設計

實驗的理化課，以及具有挑戰性問題的數學課。課堂上，大家的參與度都十分的高，

對於老師或同學所提的問題都會積極的解決，並且針對同一個問題給出各種不同

的解法，我也從中增進自己的邏輯推理能力以及數學知識。 

先前偶然看到全國科展的作品¬，發現這篇研究所探究的主題十分有意思！從

拿破崙三角形這個看似簡單的主題就可以延伸出那麼多新結論，想要針對這個主

題繼續深究，於是與指導老師討論後，我便以這件作品作延伸探究，過程中發現了

許多美麗的規律，於是決定報名參加這次的國際科展。 

這次的比賽，是我國中生涯中最後一次的科展。透過這次的臺灣國際科展，我

學到了更多有關數學的知識以及研究的經驗，我也希望能認識更多與我志同道合

的朋友，可以互相切磋琢磨，在良性競爭中一起進步。最後，也要感謝指導老師以

及家長，如果沒有你們的支持，我絕對不可能得到這個機會！ 
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摘要 

本研究探討以封閉折線 ଵܲ ଶܲ … ௡ܲ 的邊為對角線構造平行四邊形或箏形 ௞ܲܯ௞ ௞ܲାଵ ௞ܰ。

考慮兩種構圖。首先，取任一動點 ܳ 構造三角形 △ ௞ܯܳ ௞ܰ，這些三角形的重心 ܩ௞  形成「重

心多邊形 ܩଵܩଶ … 分別連接同餘 ܽ 的點構造，ݎ  ௞ 與點 ௞ܰ 取 modܯ ௞」。第二，對所有點ܩ

全外（全內）的「跳點多邊形」，共有 ݎ 種。透過純幾何與解析幾何研究此二類多邊形與原

多邊形的有向面積不變量。 

研究發現（1）重心多邊形的剛體運動、平行性與相似性與面積不變量。（2）設定多邊形 

ଵܲ ଶܲ … ௡ܲ 的 ݊ = ݇ݎ + ℎ + ܽ，則可一般化 mod ݎ 下的 ݎ 種跳點多邊形的有向面積定值，這

是重要的突破！這樣的假設解決了分類數量龐大的問題，只需要分成兩種。我們也給出定值

關係式中頂點跳點規律，本研究完整解決平面封閉折線上構造特殊多邊形之面積問題。 

  

Abstract 

For a given plane closed folding ଵܲ ଶܲ … ௡ܲ, we constructed similar parallelograms or kites 

௜ܲܯ௜ ௜ܲାଵ ௜ܰ using the sides of polygon ଵܲ ଶܲ … ௡ܲ as their diagonals. We explored two different 

geometrical constructions. 

Firstly, we constructed the triangles △ ௜ܯܳ ௜ܰ with ܳ being a moving point on the plane. 

Considering the centroid ܩ௜ of these triangles △ ௜ܯܳ ௜ܰ, we constructed the polygon ܩଵܩଶ … ௡ܩ . 

We got the following results: (1) the rigid body motion. (2) the parallel relation and the similarity 

properties of polygon ܩଵܩଶ … ଶܩଵܩ ௡, and the area invariants between polygonܩ … ௡ܩ  and 

polygon ଵܲ ଶܲ … ௡ܲ. 

Secondly, we connected all the points ܯ௜ ( ௜ܰ) to form the “congruence-polygons”, here i is 

congruent to a modulo r, with a and r being positive integers. Using ݇ݎ + ℎ + ܽ to express n in 

polygon ଵܲ ଶܲ … ௡ܲ, we generalized the area invariants between the r kinds of 

“congruence-polygons” and ଵܲ ଶܲ … ௡ܲ. The approach was an important breakthrough. 
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1. 簡介 

1.1 原始問題 

2015 年，有篇全國科展數學作品〈內外有致－類拿破崙多邊形性質及其有向面積定值〉，

主要探討給定封閉凸、凹多邊形，內外交錯（或外內交錯）依序將頂點而構成新的封閉多邊

形，他們主要研究新多邊形與原始多邊形的定量關係[1]。 

當時全國科展比賽評審教授給予的評語是「未來可考慮取 mod ݎ，看是否能走出此類研

究的新路」[1]。我們蒐尋之後的歷屆科展比賽資料，結果發現這幾年來並沒有人針對「mod ݎ」

進行推廣研究，於是我們好奇詢問指導老師此研究沒有被人繼續探討的原因。指導老師告訴

我們「mod ݎ」的跳點多邊形難度很高且分類就有 ݎ 種，要進行一般化推廣非常困難。 

這個具有挑戰性的研究議題激發了我們想要一探究竟並完整解決這個問題的決心，因此，

我們設定了新的條件──mod ݎ，而展開以下研究工作。 

如圖 0-1，以多邊形 ଵܲ ଶܲ … ௡ܲ 的邊為對角線構造相似平行四邊形或箏形 ௞ܲܯ௞ ௞ܲାଵ ௞ܰ  

後，考慮兩種構圖，首先，取任一動點 ܳ 構造三角形 △ ௞ܯܳ ௞ܰ，這些三角形的重心 ܩ௞  形

成「重心多邊形 ܩଵܩଶ …  。௞」，研究重心多邊形與原多邊形的有向面積不變量ܩ

 

接下來，如圖 0-2，對相似平行四邊形 ௞ܲܯ௞ ௞ܲାଵ ௞ܰ 的頂點 ܯ௞ 與點 ௞ܰ 取 mod  ݎ，

分別連接同餘 ܽ 的點（ܽ = 1, 2, … , 種，研 ݎ 構造全外（全內）的「跳點多邊形」，共有（ݎ

究由平行四邊形構造下的跳點多邊形與原多邊形的有向面積不變量。 

△ 圖 0-1：重心多邊形。 
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平行四邊形是點對稱性圖形，如圖 0-3，我們再改為線對稱的箏形 ௞ܲܯ௞ ௞ܲାଵ ௞ܰ，同樣對

所有點 ܯ௞ 與點 ௞ܰ 取 mod  ݎ，分別連接同餘 ܽ 的點（ܽ = 1, 2, … , 構造全外（全內）（ݎ

的「跳點多邊形」，共有 ݎ 種，研究由箏形構造下的跳點多邊形其與原多邊形的有向面積不

變量。 

 

1.2 研究目的 

（1） 探究重心多邊形的幾何性質。 

（2） 一般化：重心多邊形與原始多邊形的有向面積定值關係式。 

（3） 一般化：平行四邊形構造下的跳點多邊形與原始多邊形的有向面積定值關係式。 

（4） 一般化：箏形構造下的跳點多邊形與原始多邊形的有向面積定值關係式。 

  

七邊形模 2 餘 2 

△ 圖 0-2：跳點多邊形。 
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△ 圖 0-3：跳點多邊形。 
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2. 預備知識 

性質 1.(分點公式) 平面上依序給定共線三點 ݔ)ܣ஺, ஻ݔ)ܤ、(஺ݕ , ஼ݔ)ܥ、(஻ݕ , :തതതതܤܣ ஼)。若ݕ തതതതܥܤ =

݉: ݊，則 ݔ஻ = ௡௫ಲା௠௫಴
௠ା௡

, ஻ݕ = ௡௬ಲା௠௬಴
௠ା௡

。 

 

定理 2.(測量師公式) 平面上封閉 ݊ 邊形 ଵܲ ଶܲ ଷܲ … ௡ܲ 的頂點（轉折點）坐標為 ௜ܲ(ݔ௜ , ௜ݕ )，

則有向面積為 

Sത௉భ௉మ…௉೙ =
1
2 ቀቚ

ଵݔ ଶݔ
ଵݕ ଶݕ

ቚ + ቚ
ଶݔ ଷݔ
ଶݕ ଷݕ

ቚ + ⋯ + ቚ
௡ିଵݔ ௡ݔ
௡ିଵݕ ௡ݕ

ቚ + ቚ
௡ݔ ଵݔ
௡ݕ ଵݕ

ቚቁ 

其中，若頂點繞行方式為逆時針時，則有向面積為正；若頂點繞行方式為順時針時，則有向

面積為負。 

 

性質 3.(行列式基本運算) 

(1) ቚܽ ܿ
ܾ ݀ቚ + ቚ

ܽ ݁
ܾ ݂ቚ = ቚܽ ܿ + ݁

ܾ ݀ + ݂ቚ。 

(2) ቚ
ܽ ܿ ݁
ܾ ݀ ݂ቚ + ฬ

݁ ݃ ݅
݂ ℎ ݆ฬ = ฬܾܽ    ܿ݀    

݁
݂    ݃ℎ    ݆݅ฬ。 

 

3. 研究內容 

3.1 建立研究工具 

平面上給定相異兩點 ௞ܲ(ݔ௞, 、(௞ݕ ௞ܲାଵ(ݔ௞ାଵ, ெೖݔ௞൫ܯ ௞ାଵ)，點ݕ , ேೖݔ)ெೖ൯ 與點 ௞ܰݕ , ேೖݕ ) 

為以 ௞ܲ ௞ܲାଵതതതതതതതതത 的中點 ௞ܶ為「點對稱」中心的對稱點，即四邊形 ௞ܲܯ௞ ௞ܲାଵ ௞ܰ  是平行邊形。 

點 ܯ௞ 對直線 ௞ܲ ௞ܲାଵሬ⃖ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  作垂線交於點 ܳெೖ，點 ௞ܰ 對直線 ௞ܲ ௞ܲାଵሬ⃖ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  作垂線交於點 ܳேೖ。 

性質 4 (1)若 ௞ܲܳெೖ
തതതതതതതത = ெೖܳ ߣ ௞ܲାଵതതതതതതതതതതത 且 ܯ௞ܳெೖ

തതതതതതതതത = ௞ܲ ߤ ௞ܲାଵതതതതതതതതത，則 ܯ௞ 與 ௞ܰ 的坐標 

ெೖݔ =
௞ݔ + ௞ାଵݔߣ

1 + ߣ + ௞ାଵݕ)ߤ − ெೖݕ、(௞ݕ =
௞ݕ + ௞ାଵݕߣ

1 + ߣ − ௞ାଵݔ)ߤ −  (௞ݔ

ேೖݔ =
௞ݔߣ + ௞ାଵݔ

1 + ߣ − ௞ାଵݕ)ߤ − ேೖݕ、(௞ݕ =
௞ݕߣ + ௞ାଵݕ

1 + ߣ + ௞ାଵݔ)ߤ −  (௞ݔ

證明. 
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1. 如圖 1，利用分點公式可得出坐標 ݔொಾೖ
= ఒ௫ೖశభା௫ೖ

ଵାఒ
, ொಾೖݕ

= ఒ௬ೖశభା௬ೖ
ଵାఒ

。再因為 △

௞ܲ ௞ܲାଵܴ௞ ∼△ ௞ܳெೖܵ௞ܯ  (AA 相似)，所以 ௞ܲ ௞ܲାଵതതതതതതതതത: ௞ܳெೖܯ
തതതതതതതതത = ௞ܲାଵܴ௞തതതതതതതതത: ௞ܵ௞തതതതതതതܯ = 1: 所，ߤ

以再得出 หݔ௉ೖశభ − :௉ೖหݔ ቚݕெೖ − ொಾೖݕ
ቚ = 1:  推得坐標，ߤ

ெೖݕ =
௞ାଵݕߣ + ௞ݕ

1 + ߣ − ௞ାଵݔ)ߤ −  (௞ݔ

2. 同理，可得到 หݕ௉ೖ − :௉ೖశభหݕ ቚݔொಾೖ
− ெೖቚݔ = 1:  推得坐標，ߤ

ெೖݔ =
௞ାଵݔߣ + ௞ݔ

1 + ߣ + ௞ାଵݕ)ߤ −  (௞ݕ

3. 因為點對稱可得出 ߣ ௞ܲܳேೖ
തതതതതതതത = ܳேೖ ௞ܲାଵതതതതതതതതതതത，同樣利用分點公式，可得 ݔொಿೖ

= ௫ೖఒା௫ೖశభ
ଵାఒ

,

ொಿೖݕ
= ௬ೖఒା௬ೖశభ

ଵାఒ
。因為 

௫ಾೖା௫ಿೖ
ଶ

=
௫ುೖା௫ುೖశభ

ଶ
 且 

௬ಾೖା௬ಿೖ
ଶ

=
௬ುೖା௬ುೖశభ

ଶ
，可得出 ௞ܰ 的

坐標 

ேೖݔ =
௞ݔߣ + ௞ାଵݔ

1 + ߣ − ௞ାଵݕ)ߤ −  (௞ݕ

ேೖݕ =
௞ݕߣ + ௞ାଵݕ

1 + ߣ + ௞ାଵݔ)ߤ −  (௞ݔ

 

□ 

 我們接著建立四邊形 ௞ܲܯ௞ ௞ܲାଵ ௞ܰ 是箏形的坐標工具。平面上給定相異兩點 ௞ܲ(ݔ௞, 、(௞ݕ

௞ܲାଵ(ݔ௞ାଵ, ெೖݔ௞൫ܯ ௞ାଵ)，點ݕ , ேೖݔ)ெೖ൯ 與點 ௞ܰݕ , ேೖݕ ) 為以 ௞ܲ ௞ܲାଵതതതതതതതതത 為「對稱軸」的對稱點，

△ 圖 1-1：平行四邊形坐標工具。 
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即四邊形 ௞ܲܯ௞ ௞ܲାଵ ௞ܰ 是箏形。 

性質 4 (2)若 ௞ܲܳெೖ
തതതതതതതത = ெೖܳ ߣ ௞ܲାଵതതതതതതതതതതത 且 ܯ௞ܳெೖ

തതതതതതതതത = ௞ܲ ߤ ௞ܲାଵതതതതതതതതത，則 ܯ௞ 與 ௞ܰ 的坐標 

ெೖݔ =
௞ݔ + ௞ାଵݔߣ

1 + ߣ + ௞ାଵݕ)ߤ − ெೖݕ、(௞ݕ =
௞ݕ + ௞ାଵݕߣ

1 + ߣ − ௞ାଵݔ)ߤ −  (௞ݔ

ேೖݔ =
௞ݔ + ௞ାଵݔߣ

1 + ߣ − ௞ାଵݕ)ߤ − ேೖݕ、(௞ݕ =
௞ݕ + ௞ାଵݕߣ

1 + ߣ + ௞ାଵݔ)ߤ −  (௞ݔ

證明. 如圖 1-2，ܳ ௞  點 ܯ௞ 點的坐標與平行四邊形相同，因為 ܳெೖ  點是 ܯ௞ ௞ܰതതതതതതത 的中點，

利用中點公式即可得出 ௞ܰ 的坐標。 

 

□ 

引理 5.(重心座標) 三角形 △ ଵܲ ଶܲ ଷܲ 的重心坐標為 ܩ ൬
∑ ௫ುೖ

య
ೖసభ

௡
,

∑ ௫ುೖ
య
ೖసభ

௡
൰ 

證明. 如圖 2，令 ଵܲ൫ݔ௉భ, 、௉భ൯ݕ ଶܲ൫ݔ௉మ, 、௉మ൯ݕ ଷܲ൫ݔ௉య, ，為中點 ܯ 是重心，所以 ܩ ௉య൯，因為ݕ

依據分點公式先得出 ܯ ቀ௫ುమା௫ುయ
ଶ

, ௬ುమା௬ುయ
ଶ

ቁ，再 ଵܲܯതതതതതത =  തതതതത，推得ܯܩ2

ܩ ቌ
௉మݔ + ௉యݔ

2 × 2 + ௉భݔ × 1
2 + 1 ,

௉మݕ + ௉యݕ
2 × 2 + ௉భݕ × 1

2 + 1
ቍ 

= ൬
௉భݔ + ௉మݔ + ௉యݔ

3 ,
௉భݕ + ௉మݕ + ௉యݕ

3 ൰ 

 

 

 

□ 
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△ 圖 1-2：箏形坐標工具。 
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3.2 重心多邊形 

定義 6.(重心多邊形) 在平面上分別以任意多邊形 ଵܲ ଶܲ ଷܲ … ௡ܲ  的 ݊ 個邊為平行四邊形（箏

形）的對角線，構作 ݊ 個相似平行四邊形（箏形） ଵܲܯଵ ଶܲ ଵܰ ∼ ଶܲܯଶ ଷܲ ଶܰ ∼ ଷܲܯଷ ସܲ ଷܰ ∼ ⋯ ∼

௡ܲܯ௡ ଵܲ ௡ܰ。取一動點 ܳ，再取 △ ௞ܯܳ ௞ܰ 的重心為 ܩ௞（݇ = 1,2,3, … , ݊），則本文定義多邊

形 ܩଵܩଶܩଷ … ௡ 為多邊形 ଵܲܩ ଶܲ ଷܲ … ௡ܲ 的重心多邊形。 
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△ 圖 3-1：重心多邊形（平行四邊形構造下）。 

△ 圖 3-2：重心多邊形（箏形構造下）。 
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3.2.1 平行四邊形構造下的三角形                                                                           

我們先研究任意三角形 △ ଵܲ ଶܲ ଷܲ 的重心三角形 △  。ଷܩଶܩଵܩ

性質 7.(平行性) ܩ௞ܩ௞ାଵതതതതതതതതതത ∥ ௞ܲାଶ ௞ܲାଷതതതതതതതതതതതത（݇ ∈ ℕ;  ݇ = 3 + ݆ = ݆）。 

證明. 因為四邊形 ଵܲܯଵ ଶܲ ଵܰ 與 ଶܲܯଶ ଷܲ ଶܰ 是平行四邊形，所以 ଵܶ 是 ܯଵ ଵܰതതതതതതത 的中點、ܶ ଶ 是 

ଶܯ ଶܰതതതതതതത 的中點。連接 ܳ ଵܶതതതതത 與 ܳ ଶܶതതതതത，因為 ܩଵ 與 ܩଶ 分別是 △ ଵܯܳ ଵܰ 和 △ ଶܯܳ ଶܰ 的重心，

得出 ܳܩଵതതതതത: ଵܩ ଵܶതതതതതത = 2: 1 = :ଶതതതതതܩܳ  ଶܩ ଶܶതതതതതത，所以 ܩଵܩଶതതതതതത ∥ ଵܶ ଶܶതതതതതത。又 ଵܶ 也是 ଵܲ ଶܲതതതതതത 的中點、ܶ ଶ 是 ଶܲ ଷܲതതതതതത 

的中點，所以 ଵܶ ଶܶതതതതതത ∥ ଷܲ ଵܲതതതതതത，因此 ܩଵܩଶതതതതതത ∥ ଷܲ ଵܲതതതതതത，同理  ܩଶܩଷതതതതതതത ∥ ଵܲ ଶܲതതതതതത、ܩଷܩଵതതതതതത ∥ ଶܲ ଷܲതതതതതത。 

 

□ 

性質ૡ. ൫面積不變量൯ △ ଷܩଶܩଵܩ ∼△ ଷܲ ଵܲ ଶܲ 且面積 
△ ଷܩଶܩଵܩ

△ ଷܲ ଵܲ ଶܲ
=

1
9。 

證明. 如圖 4，根據性質 7 的平行性可得 △ ଷܩଶܩଵܩ ∼△ ଷܲ ଵܲ ଶܲ，又因為 ܩଵܩଶതതതതതത = ଶ
ଷ ଵܶ ଶܶതതതതതത =

ଶ
ଷ

× ቀଵ
ଶ ଷܲ ଵܲതതതതതതቁ = ଵ

ଷ ଷܲ ଵܲതതതതതത，所以 9 △ ଷܩଶܩଵܩ =△ ଷܲ ଵܲ ଶܲ。 

□ 

3.2.2 平行四邊形構造下的四邊形                                                                     

我們繼續研究任意四邊形 ଵܲ ଶܲ ଷܲ ସܲ 的重心四邊形 ܩଵܩଶܩଷܩସ。 

性質 9.(平行性) ܩ௞ܩ௞ାଵതതതതതതതതതത ∥ ௞ܶ ௞ܶାଵതതതതതതതതത（݇ ∈ ℕ;  ݇ = 4 + ݆ = ݆）。 

△ 圖 4：重心三角形。 
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證明. 如圖 5 與性質 7 的方式相同，我們可得出 ܳܩଵതതതതത: ଵܩ ଵܶതതതതതത = 2: 1 = :ଶതതതതതܩܳ  ଶܩ ଶܶതതതതതത，所以 ܩଵܩଶതതതതതത ∥

ଵܶ ଶܶതതതതതത，同理 ܩଶܩଷതതതതതതത ∥ ଶܶ ଷܶതതതതതത、ܩଷܩସതതതതതത ∥ ଷܶ ସܶതതതതതത、ܩସܩଵതതതതതത ∥ ସܶ ଵܶതതതതതത。 

□ 

性質 10. 重心四邊形 ܩଵܩଶܩଷܩସ 是平行四邊形。 

證明. 依據性質 9 得知 ܩ௞ܩ௞ାଵതതതതതതതതതത ∥ ௞ܶ ௞ܶାଵതതതതതതതതത，又 ଵܶ 也是 ଵܲ ଶܲതതതതതത 的中點、 ଶܶ 是 ଶܲ ଷܲതതതതതത 的中點，所

以 ଵܶ ଶܶതതതതതത ∥ ଵܲ ଷܲതതതതതത，因此 ܩଵܩଶതതതതതത ∥ ଵܲ ଷܲതതതതതത，同理  ܩଶܩଷതതതതതതത ∥ ଶܲ ସܲതതതതതത、ܩଷܩସതതതതതത ∥ ଷܲ ଵܲതതതതതത、ܩସܩଵതതതതതത ∥ ସܲ ଶܲതതതതതത。 

 

□ 

性質૚૚. ൫面積不變量൯ 平行四邊形 ܩଵܩଶܩଷܩସ ∼ ଵܶ ଶܶ ଷܶ ସܶ 且面積 
 ସܩଷܩଶܩଵܩ 

 ଵܲ ଶܲ ଷܲ ସܲ 
=

 2 
 9 。 

證明. 如圖 5，根據性質 9 的平行性可得，平行四邊形 ܩଵܩଶܩଷܩସ ∼  ଵܶ ଶܶ ଷܶ ସܶ 又因為 ܩଵ 與 

ଶതതതതതതܩଵܩ ଶ 為重心，所以ܩ = ଶ
ଷ ଵܶ ଶܶതതതതതത = ଶ

ଷ
× ቀଵ

ଶ ଷܲ ଵܲതതതതതതቁ = ଵ
ଷ ଷܲ ଵܲതതതതതത。再根據四邊形四邊中點連線段性質

可得，Sത భ் మ் య் ర் =  ଵ 
 ଶ 

Sത௉భ௉మ௉య௉ర 又  ସ 
ଽ

Sത భ் మ் య் ర் = Sതீభீమீయீర，得到 Sതீభீమீయீర =  ଶ 
 ଽ 

Sത௉భ௉మ௉య௉ర。 

□ 

3.2.3 一般化：平行四邊形構造下的重心 ࢔ 邊形                                                                 

推廣到任意 ݊ 邊形 ଵܲ ଶܲ ଷܲ … ௡ܲ  的重心 ݊ 邊形 ܩଵܩଶܩଷ …  。௡ܩ

性質 12.(剛體運動/平行性) ܩ௞ܩ௞ାଵതതതതതതതതതത ∥ ௞ܶ ௞ܶାଵതതതതതതതതത（݇ ∈ ℕ;  ݇ = ݊ + ݆ = ݆）。 
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△ 圖 5：重心四邊形。 
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證明. 如同三角形與四邊形的方式，我們利用平行四邊形 ௞ܲܯ௞ ௞ܲାଵ ௞ܰ 的對角線互相平分（ ௞ܶ 

為中點）且 ܩ௞ 點是 △ ௞ܯܳ ௞ܰ 的重心可得出 ܩ௞ܩ௞ାଵതതതതതതതതതത ∥ ௞ܶ ௞ܶାଵതതതതതതതതത。注意到，當 ܳ 點在平面上

運動時，因為平行性，重心 ݊ 邊形 ܩଵܩଶܩଷ …  。௡ 進行剛體運動（平移）ܩ

 
□ 

定義 13.(中點多邊形) 任意 ݊ 邊形 ଵܲ ଶܲ ଷܲ … ௡ܲ 的各邊 ௞ܲ ௞ܲାଵതതതതതതതതത 中點為 ௞ܶ 點，定義 ݊ 邊形 

ଵܶ ଶܶ ଷܶ … ௡ܶ 為中點多邊形。 

 

推論 14.(相似) 重心 ݊ 邊形 ܩଵܩଶܩଷ … ௡ 相似於中點 ݊ 邊形 ଵܶܩ ଶܶ ଷܶ … ௡ܶ。 

證明. 由性質 12 的平行性 ܩ௞ܩ௞ାଵതതതതതതതതതത ∥ ௞ܶ ௞ܶାଵതതതതതതതതത 可得出多邊形 ܩଵܩଶܩଷ …  ௡  與多邊形ܩ

ଵܶ ଶܶ ଷܶ … ௡ܶ 的對應內角相同，且 ܩ௞ܩ௞ାଵതതതതതതതതതത: ௞ܶ ௞ܶାଵതതതതതതതതത = 2: 3 固得證。 

□ 

因為由推論14，我們已經知道重心 ݊ 邊形 ܩଵܩଶܩଷ … ௡  與中點 ݊ 邊形 ଵܶܩ ଶܶ ଷܶ … ௡ܶ 的

面積比為 4：9，接下來只要證明中點 ݊ 邊形 ଵܶ ଶܶ ଷܶ … ௡ܶ 與原始 ݊ 邊形 ଵܲ ଶܲ ଷܲ … ௡ܲ 的

面積比即可推出重心 ݊ 邊形與原始 ݊ 邊形的面積不變量。 

 

性質 15. 中點 ݊ 邊形 ଵܶ ଶܶ ଷܶ … ௡ܶ 的面積公式 

(1) 偶邊形 ݊ = 2݇ 時，Sത భ் మ் య்…்మೖ = ଵ
ସ

൫2Sതܲ1ܲ2ܲ3…ܲ2݇ +Sതܲ2ܲ4…ܲ2݇ + Sതܲ1ܲ3…ܲ2݇−1൯ 

△ 圖 6：平行四邊形構造下的重心 ݊ 邊形。 
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(2) 奇邊形 ݊ = 2݇ + 1 時，Sത భ் మ் య்…்మೖశభ = ଵ
ସ

൫2Sത௉భ௉మ௉య…௉మೖశభ+Sത௉భ௉య…௉మೖశభ௉మ௉ర…௉మೖ ൯ 

證明. 由定理 2 得出坐標 ௠ܶ ቀ௫ು೘ା௫ು೘శభ
ଶ

, ௬ು೘ା௬ು೘శభ
ଶ

ቁ，其中 ݉ ∈ ℕ、݉ = ݊ + ݆ = ݆。利用測

量師公式得出中點 ݊ 邊形 ଵܶ ଶܶ ଷܶ … ௡ܶ 的有向面積 

Sത భ் మ் య்… ೙் =
1
2

ተ

௉భݔ + ௉మݔ

2
௉భݕ + ௉మݕ

2

    

௉మݔ + ௉యݔ

2
௉మݕ + ௉యݕ

2

    

௉యݔ + ௉రݔ

2
௉యݕ + ௉రݕ

2

  …  

௉೘ݔ + ௉೘ݔ

2
௉೘ݕ + ௉೘ݕ

2

 …  

௉೙ݔ + ௉భݔ

2
௉೙ݕ + ௉భݕ

2

    

௉భݔ + ௉మݔ

2
௉భݕ + ௉మݕ

2

ተ 

(1) ݊ = 2݇ 時，利用性質 3 的行列式拆解而得出 

Sത భ் మ் య்…்మೖషభ்మೖ  

=
1
8 ෍ ฬ

௉మ೔షభݔ + ௉మ೔ݔ
௉మ೔షభݕ + ௉మ೔ݕ

    
௉మ೔ݔ + ௉మ೔శభݔ
௉మ೔ݕ + ௉మ೔శభݕ

    
௉మ೔శభݔ + ௉మ೔శమݔ
௉మ೔శభݕ + ௉మ೔శమݕ

ฬ
௞

௜ୀଵ

 

=
1
8 ෍ ൬ฬ

௉మ೔షభݔ ௉మ೔ݔ
௉మ೔షభݕ ௉మ೔ݕ

ฬ + ฬ
௉మ೔షభݔ ௉మ೔శభݔ
௉మ೔షభݕ ௉మ೔శభݕ

ฬ + ฬ
௉మ೔ݔ ௉మ೔శభݔ
௉మ೔ݕ ௉మ೔శభݕ

ฬ + ฬ
௉మ೔ݔ ௉మ೔శభݔ
௉మ೔ݕ ௉మ೔శభݕ

ฬ + ฬ
௉మ೔ݔ ௉మ೔శమݔ
௉మ೔ݕ ௉మ೔శమݕ

ฬ
௞

௜ୀଵ

+ ฬ
௉మ೔శభݔ ௉మ೔శమݔ
௉మ೔శభݕ ௉మ೔శమݕ

ฬ൰ 

=
1
4

൫2Sത௉భ௉మ௉య…௉మೖషభ௉మೖ + Sത௉భ௉య௉ఱ…௉మೖషయ௉మೖషభ + Sത௉మ௉ర௉ల…௉మೖషమ௉మೖ ൯ 

 

(2) ݊ = 2݇ + 1 時，利用偶邊形可得出 

Sത భ் మ் య்…்మೖ்మೖశభ 

=
1
8

൭෍ ฬ
௉మ೔షభݔ + ௉మ೔ݔ
௉మ೔షభݕ + ௉మ೔ݕ

    
௉మ೔ݔ + ௉మ೔శభݔ
௉మ೔ݕ + ௉మ೔శభݕ

    
௉మ೔శభݔ + ௉మ೔శమݔ
௉మ೔శభݕ + ௉మ೔శమݕ

ฬ
௞

௜ୀଵ

൱ +
1
8 ฬ

௉మೖశభݔ + ௉భݔ
௉మೖశభݕ + ௉భݕ

    
௉భݔ + ௉మݔ
௉భݕ + ௉మݕ

ฬ 

=
1
8

൭෍ ൬ฬ
௉మ೔షభݔ ௉మ೔ݔ
௉మ೔షభݕ ௉మ೔ݕ

ฬ + ฬ
௉మ೔షభݔ ௉మ೔శభݔ
௉మ೔షభݕ ௉మ೔శభݕ

ฬ + ฬ
௉మ೔ݔ ௉మ೔శభݔ
௉మ೔ݕ ௉మ೔శభݕ

ฬ + ฬ
௉మ೔ݔ ௉మ೔శభݔ
௉మ೔ݕ ௉మ೔శభݕ

ฬ + ฬ
௉మ೔ݔ ௉మ೔శమݔ
௉మ೔ݕ ௉మ೔శమݕ

ฬ
௞

௜ୀଵ

+ ฬ
௉మ೔శభݔ ௉మ೔శమݔ
௉మ೔శభݕ ௉మ೔శమݕ

ฬ൰൱ +
1
8 ฬ

௉మೖశభݔ + ௉భݔ
௉మೖశభݕ + ௉భݕ

    
௉భݔ + ௉మݔ
௉భݕ + ௉మݕ

ฬ 

=
1
4

൫2Sത௉భ௉మ௉య…௉మೖ௉మೖశభ + Sത௉భ௉య௉ఱ…௉మೖశభ௉మ௉ర௉ల…௉మೖ൯ 

□ 
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性質૚૟. ൫面積不變量൯ 平行四邊形構造下的重心多邊形 ܩଵܩଶܩଷ …  ଶ௞  面積定值ܩ

(1)重心偶多邊形 ܵ̅ீ
భீమீయ…ீమೖ =

1
9

൫തܵܲ2ܲ4…ܲ2݇ + തܵܲ1ܲ3…ܲ2݇−1 + 2തܵܲ1ܲ2ܲ3…ܲ2݇൯ 

(2)重心奇多邊形 ܵ̅ீ
భீమீయ…ீమೖశభ =

1
9

൫ܵ௉̅భ௉య…௉మೖశభ௉మ௉ర…௉మೖ + 2ܵ௉̅భ௉మ௉య…௉మೖశభ൯ 

證明. 如圖 7，由推論 14 與性質 15 可證明。 

 

□ 

3.2.3 一般化：箏形構造下的重心 ࢔ 邊形                                     

由於箏形構造下的重心多邊形證明方法與平行四邊形構造下的重心多邊形類似，因此接

下來，我們就直接進入到一般化的證明。 

任意 ݊ 邊形 ଵܲ ଶܲ ଷܲ … ௡ܲ  的各邊 ௞ܲ ௞ܲାଵതതതതതതതതത 的同比例分點為 ܳ௞  點，即 ଵܲܳଵതതതതതത: ܳଶ ଶܲതതതതതത =

ଶܲܳଶതതതതതത: ܳଶ ଷܲതതതതതത = ⋯ = ௡ܲܳ௡തതതതതതത: ܳ௡ ଵܲതതതതതതത = :ߣ 1，定義 ݊ 邊形 ܳଵܳଶܳଷ … ܳ௡ 為分點多邊形，可得 

Sതொభொమொయ…ொ೙ =
1
2 ተተ

௉భݔ + ௉మݔߣ

ߣ + 1
௉భݕ + ௉మݕߣ

ߣ + 1

    

௉మݔ + ௉యݔߣ

ߣ + 1
௉మݕ + ௉యݕߣ

ߣ + 1

    

௉యݔ + ௉రݔߣ

ߣ + 1
௉యݕ + ௉రݕߣ

ߣ + 1

   …  

௉೙ݔ + ௉భݔߣ

ߣ + 1
௉೙ݕ + ௉భݕߣ

ߣ + 1

    

௉భݔ + ௉మݔߣ

ߣ + 1
௉భݕ + ௉మݕߣ

ߣ + 1

ተተ 

化簡行列式可得出 

(1) ݊ = 2݇ 時  

△ 圖 7：重心多邊形面積定值。 

2∙P1P2P3P4P5P6的面積 + P1P3P5的面積( ) + P2P4P6的面積( )
G1G2G3G4G5G6的面積

 = 9.00

T6
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T5

T4

T3

T2
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G4

G3
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G1 M5

N5

M4

N4

M3

N3

M2

N2

M1

N1

P1

P3 P4

P2

P5

P6

Q

2∙P1P2P3P4P5的面積 + P1P3P5P2P4的面積

G1G2G3G4G5的面積
 = 9.00

T5

G5

M5

N5

T4

T3

T2

T1

G4

G3

G2

G1

M4

N4

M3

N3

M2

N2

M1

N1

P1

P3 P4

P2

P5

Q
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Sതொభொమொయ…ொమೖ = ቆ
1 + ଶߣ

(1 + ଶቇ(ߣ Sത௉భ௉మ௉య…௉మೖ + ൬
ߣ

(1 + ଶ൰(ߣ ൫Sത௉భ௉య௉ఱ…௉మೖషభ + Sത௉మ௉ర௉ల…௉మೖ ൯ 

(2) ݊ = 2݇ + 1 時  

Sതொభொమொయ…ொమೖశభ = ቆ
1 + ଶߣ

(1 + ଶቇ(ߣ Sത௉భ௉మ௉య⋯௉మೖశభ + ൬
ߣ

(1 + ଶ൰(ߣ Sത௉భ௉య௉ఱ⋯௉మೖశభ௉మ⋯௉మೖ  

我們繼續證明箏形構造下的重心多邊形的面積定值。 

性質૚ૠ. ൫面積不變量൯ 箏形構造下的重心多邊形 ܩଵܩଶܩଷ …  ௡  面積定值ܩ

(1)偶邊形 ܵ̅ீ
భீమீయ…ீమೖ =

4
9

൭ቆ
1 + ଶߣ

(1 + ଶቇ(ߣ Sത௉భ௉మ௉య…௉మೖ + ൬
ߣ

(1 + ଶ൰(ߣ ൫Sത௉భ௉య௉ఱ…௉మೖషభ + Sത௉మ௉ర௉ల…௉మೖ൯൱ 

(2)奇邊形 ܵ̅ீ
భீమீయ…ீమೖశభ =

4
9

൭ቆ
1 + ଶߣ

(1 + ଶቇ(ߣ Sത௉భ௉మ௉య⋯௉మೖశభ + ൬
ߣ

(1 + ଶ൰(ߣ Sത௉భ௉య௉ఱ⋯௉మೖశభ௉మ⋯௉మೖ ൱ 

證明. 因為 ܩ௞  為重心，所以 ܩ௞ܩ௞ାଵതതതതതതതതതത ∥ ܳ௞ܳ௞ାଵതതതതതതതതതത 且 ܩ௞ܩ௞ାଵതതതതതതതതതത: ܳ௞ܳ௞ାଵതതതതതതതതതത = 2: 3，可得重心多邊形 

ଷܩଶܩଵܩ … ௡  與分點多邊形 ܳଵܳଶܳଷܩ … ܳ௡ 相似，因此得出重心偶邊形與奇邊形的面積不變量 

Sതீభீమீయ…ீమೖ =
4
9

൭ቆ
1 + ଶߣ

(1 + ଶቇ(ߣ Sത௉భ௉మ௉య…௉మೖ + ൬
ߣ

(1 + ଶ൰(ߣ ൫Sത௉భ௉య௉ఱ…௉మೖషభ + Sത௉మ௉ర௉ల…௉మೖ ൯൱ 

Sതீభீమீయ…ீమೖశభ =
4
9

൭ቆ
1 + ଶߣ

(1 + ଶቇ(ߣ Sത௉భ௉మ௉య⋯௉మೖశభ + ൬
ߣ

(1 + ଶ൰(ߣ Sത௉భ௉య௉ఱ⋯௉మೖశభ௉మ⋯௉మೖ ൱ 

 

□ 

△ 圖 8：箏形構造下的重心多邊形。 
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P3 P4

P2

P5

P6

Q



14 
 

3.3 平行四邊形構造下，「࢘ ܌ܗܕ」的跳點多邊形之有向面積不變量 

2015 年的全國科展數學作品推廣了拿破崙三角形定理，他們研究了平面封閉折線的多邊

形有向面積定值[1]。該篇作品的創新在於「沿多邊形取一內一外（或一外一內）之多邊形，

所得之兩個多邊形之面積的定量關係」。 

在相同構造下，即在平面上分別以任意多邊形 ଵܲ ଶܲ ଷܲ … ௡ܲ 的 ݊ 個邊為平行四邊形的對

角線，構作 ݊ 個相似平行四邊形 ଵܲܯଵ ଶܲ ଵܰ ∼ ଶܲܯଶ ଷܲ ଶܰ ∼ ଷܲܯଷ ସܲ ଷܰ ∼ ⋯ ∼ ௡ܲܯ௡ ଵܲ ௡ܰ。 

他們有兩個主要結果如下[1]： 

結果 18.(見[1]的第 20 頁) 對於偶邊形 ଵܲ ଶܲ ଷܲ … ଶܲ௞  有  

Sതெభேమெయேర…ெమೖషభேమೖ + Sതேభெమேయெర…ேమೖషభெమೖ  

= 2 ቆ
λଶ + 1

2(1 + λ)ଶ + μଶቇ ൫Sത௉మ௉ర…௉మೖ + Sത௉భ௉య…௉మೖషభ൯ + 4 ൬
λ

(1 + λ)ଶ − μଶ൰ Sത௉భ௉మ௉య…௉మೖ  

 

結果 19.(見[1]的第 22 頁) 對於奇邊形 ଵܲ ଶܲ ଷܲ … ଶܲ௞ାଵ 有 

Sതெభேమெయேర…ேమೖெమೖశభ + Sതேభெమேయெర…ெమೖேమೖశభ   

= 2 ቆ
λଶ + 1

2(1 + λ)ଶ + μଶቇ ൫Sത௉మ௉ర…௉మೖ௉భ + Sത௉భ௉య…௉మೖశభ൯ + 2 ൬
λ

(1 + λ)ଶ − μଶ൰ ൫2Sത௉భ௉మ௉య…௉మೖశభ − Sത௉భ௉మ௉మೖశభ൯ 

2015 年，當時全國科展比賽評審教授給予該研究《內外有致－類拿破崙多邊形性質及其

有向面積定值》的建議是「未來可考慮取 mod ݎ，看是否能走出此類研究的新路」[1]。我們

蒐尋之後的歷屆科展比賽資料並同時請教指導老師，結果發現這幾年來並沒有人針對「mod ݎ」

進行推廣研究（猜測應該是大多數人沒有看懂評語）。因此，我們設定了新的條件──mod ݎ，

而展開以下研究工作。 

考慮對多邊形 ଵܲ ଶܲ ଷܲ … ௡ܲ 中的所有 ܯ௜ 點（ ௜ܰ 點）的足碼編號 ݅ 進行 mod ݎ，其中 

݅ = 1,2,3, … , ݊。例如：ܯଵ 點可得到 1 ≡ 1(mod 2)、ܯଷ 點可得到 3 ≡ 1(mod 2)、ܯହ 點可

得到 5 ≡ 1(mod 2)，於是我們定義 ܯଵ ≡ ଷܯ ≡ ହܯ ≡ ଻ܯ ≡ ଶܯ，ଶ௞ାଵ(mod 2)。同理ܯ ≡ ସܯ ≡

଺ܯ ≡ ଼ܯ ≡  ଶ௞(mod 2)ܯ

將這些同餘的點 ܯ௜（ ௜ܰ）連線形成「跳點多邊形」，我們繼續研究其內、外跳點多邊形

有向面積之和與原多邊形之關聯性與定值（有向面積不變量），如 Sതெమெరெల + Sതேమேరேల。 
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定義 20.(跳點多邊形) 對於封閉多邊形 ଵܲ ଶܲ ଷܲ … ௡ܲ  中的所有構造的 ܯ௜ 點（ ௜ܰ 點），定義 

mod ݎ 下的跳點多邊形有外、內兩類，分別是外多邊形 ܯଵܯଵା௥ܯଵାଶ௥ …  ଵା௠௥、多邊形ܯ

ଶାଶ௥ܯଶା௥ܯଶܯ … ௥ାଶ௥ܯ௥ା௥ܯ௥ܯ ଶା௠௥、…、多邊形ܯ … 的餘 ݎ 個（因為 mod ݎ ௥ା௠௥，一共ܯ

數有 ݎ 種）。內多邊形 ଵܰ ଵܰା௥ ଵܰାଶ௥ … ଵܰା௠௥、多邊形 ଶܰ ଶܰା௥ ଶܰାଶ௥ … ଶܰା௠௥、…、多邊形 

௥ܰ ௥ܰା௥ ௥ܰାଶ௥ … ௥ܰା௠௥，一共 ݎ 個。 

 

                                                            ૚ ܌ܗܕ 3.3.2

關於 mod 1，也就是每一個頂點都要連線的多邊形，我們直接進行一般化證明。 

性質 21.(偶邊形，模 1 餘 1) 
Sതெభெమெయ…ெమೖ + Sതேభேమேయ…ேమೖ  

= 2 ቆ
1 + ଶߣ

(1 + ଶ(ߣ + ଶቇߤ2 Sത௉భ௉మ௉య…௉మೖ + 2 ൬
ߣ

(1 + ଶ(ߣ − ଶ൰ߤ ൫Sത௉భ௉య௉ఱ…௉మೖషభ + Sത௉మ௉ర௉ల…௉మೖ ൯ 

證明.  

如圖 10，由性質 4 可得 ݔெೖ 與 ݔேೖ 坐標，代回可得 

Sതெభெమெయ…ெమೖషభெమೖ + Sതேభேమேయ…ேమೖషభேమೖ  

= ଵ
ଶ

ቌ∑ ቮ
ఒ௫೔శభା௫೔

ଵାఒ
+ ௜ାଵݕ)ߤ − (௜ݕ ఒ௫೔శమା௫೔శభ

ଵାఒ
+ ௜ାଶݕ)ߤ − (௜ାଵݕ

ఒ௬೔శభା௬೔
ଵାఒ

− ௜ାଵݔ)ߤ − (௜ݔ
ఒ௬೔శమା௬೔శభ

ଵାఒ
− ௜ାଶݔ)ߤ − (௜ାଵݔ

ቮଶ௞
௜ୀଵ +

△ 圖 9：七邊形 mod 2 跳點多邊形。 
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P3

P5
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)௜ܯ ௜ܰ) ≡ 1(mod 2) ܯ௜( ௜ܰ) ≡ 2(mod 2) 
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ቮ
ఒ௫೔ା௫೔శభ

ଵାఒ
− ௜ାଵݕ)ߤ − ௜ݕ ) ఒ௫೔శభା௫೔శమ

ଵାఒ
− ௜ାଶݕ)ߤ − (௜ାଵݕ

ఒ௬೔ା௬೔శభ
ଵାఒ

+ ௜ାଵݔ)ߤ − (௜ݔ
ఒ௬೔శభା௬೔శమ

ଵାఒ
+ ௜ାଶݔ)ߤ − (௜ାଵݔ

ቮቍ. 

= ଵ
ଶ

∑ ቆ2 ቀ ଵାఒమ

(ଵାఒ)మ + ଶቁߤ2 ቀቚ
௜ାଵݔ ௜ାଶݔ
௜ାଵݕ ௜ାଶݕ

ቚ + ቚ
௜ݔ ௜ାଵݔ
௜ݕ ௜ାଵݕ

ቚቁ + 2 ቀ ఒ
(ଵାఒ)మ − ଶቁߤ ቀቚ

௜ାଵݔ ௜ାଵݔ
௜ାଵݕ ௜ାଵݕ

ቚ +ଶ௞
௜ୀଵ

ቚ
௜ݔ ௜ାଶݔ
௜ݕ ௜ାଶݕ

ቚቁቇ. 

= 2 ቀ ଵାఒమ

(ଵାఒ)మ + ଶቁߤ2 Sത௉భ௉మ௉య…௉మೖ + 2 ቀ ఒ
(ଵାఒ)మ − ଶቁߤ ൫Sത௉భ௉య௉ఱ…௉మೖషభ + Sത௉మ௉ర௉ల…௉మೖ൯. 

 

□ 

性質 22.(奇邊形，模 1 餘 1) 

Sതெభெమெయ…ெమೖశభ + Sതேభேమேయ…ேమೖశభ 

= 2 ቆ
1 + ଶߣ

(1 + ଶ(ߣ + ଶቇߤ2 Sത௉భ௉మ௉య⋯௉మೖశభ + 2 ൬
ߣ

(1 + ଶ(ߣ − ଶ൰ߤ Sത௉భ௉య௉ఱ⋯௉మೖశభ௉మ⋯௉మೖ 

證明. 與性質 21 證明方式相同，在此省略。 

□ 

應用 23.(Napoleon's Thm.) 

(1) 外、內拿破崙三角形 Sതெభெమெయ + Sതேభேమேయ = Sത௉భ௉మ௉య 

(2) 外、內拿破崙四邊形 Sതெభெమெయெర + Sതேభேమேయேర = 2Sത௉భ௉మ௉య௉ర 

證明. 

2∙
1 + λ2

1 + λ( )2  + 2∙μ2( )( )∙P1P2P3P4P5P6的面積 + 2∙
λ

1 + λ( )2
  μ2( )( )∙ P1P3P5的面積( ) + P2P4P6的面積( )( )

M1M2M3M4M5M6的面積 + N1N2N3N4N5N6的面積
 = 1.00000

P2P4P6的面積 = 24.61 厘米2

P1P3P5的面積 = 19.64 厘米2

P1P2P3P4P5P6的面積 = 44.98 厘米2

N1N2N3N4N5N6的面積 = 13.86 厘米2

M1M2M3M4M5M6的面積 = 67.89 厘米2

M6

N6

M4

N3

N4

M3

N5

M2

N1
M5

N2

M1 P1

P2

P3

P5

P6

P4

△ 圖 10：偶邊形 mod 1 跳點多邊形。 
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(1) 三角形時，如圖 11，令 ߣ = ߤ、1 = √ଷ
଺

 代回性質 22 

Sതெభெమெయ + Sതேభேమேయ  

= 2 ൭
1 + 1ଶ

(1 + 1)ଶ + 2 ቆ
√3
6 ቇ

ଶ

൱ Sത௉భ௉మ௉య + 2 ൭
1

(1 + 1)ଶ − ቆ
√3
6 ቇ

ଶ

൱ Sത௉భ௉య௉మ 

=
4
3 Sത௉భ௉మ௉య +

1
3 Sത௉భ௉య௉మ =

4
3 Sത௉భ௉మ௉య −

1
3 Sത௉భ௉మ௉య = Sത௉భ௉మ௉య 

(2) 四邊形時，如圖 11，令 ߣ = ߤ、1 = ଵ
ଶ
 代回性質 21 

Sതெభெమெయெర + Sതேభேమேయேర 

= 2 ቆ
1 + 1ଶ

(1 + 1)ଶ + 2 ൬
1
2൰

ଶ

ቇ Sത௉భ௉మ௉య௉ర = 2Sത௉భ௉మ௉య௉ర 

注意到，∆ ଵܰ ଶܰ ଷܰ 頂點為順時針，所以面積為負值。四邊形 ଵܰ ଶܰ ଷܰ ସܰ 面積也為負值。 

 

□ 

                                                            ૛ ܌ܗܕ 3.3.2

（一）五邊形 

事實 24.(五邊形，模 2 餘 2) Sതெమெర + Sതேమேర = 0 

 
性質 25.(五邊形，模 2 餘 1) 

Sതெభெయெఱ + Sതேభேయேఱ = ቆ
1 + ଶߣ

(1 + ଶ(ߣ + ଶቇߤ2 ൫Sത௉భ௉య௉ఱ + Sത௉మ௉ర௉భ൯ + 2 ൬
ߣ

(1 + ଶ(ߣ − ଶ൰ߤ ൫Sത௉భ௉ర௉ఱ௉మ௉య൯ 

M1M2M3的面積( )  N1N2N3的面積( )
P1P2P3的面積

 = 1.000

M1M2M3的面積 = 12.71 厘米2

P1P2P3的面積 = 12.29 厘米2

N1N2N3的面積 = 0.42 厘米2

M3

N3

M2

N1 N2

M1

P1

P2 P3

M1M2M3M4的面積  N1N2N3N4的面積

P1P2P3P4的面積
 = 2.000

P1P2P3P4的面積 = 16.50 厘米2

M1M2M3M4的面積 = 33.91 厘米2

N1N2N3N4的面積 = 0.91 厘米2

M4

N4

N3

M3

M2

N1

N2
M1

P1

P2 P3

P4

△ 圖 11：Napoleon 三角形與四邊形。 
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證明. 

如圖 12，由性質 4 可得 ݔெೖ 與 ݔேೖ 坐標，代回可得 

Sതெభெయெఱ + Sതேభேయேఱ = 

ଵ
ଶ

൮ቌ∑ ቮ
௫మ೔షభାఒ௫మ೔

ଵାఒ
+ ଶ௜ݕ)ߤ − (ଶ௜ିଵݕ

௬మ೔షభାఒ௬మ೔
ଵାఒ

− ଶ௜ݔ)ߤ − (ଶ௜ିଵݔ
    

௫మ೔శభାఒ௫మ೔శమ
ଵାఒ

+ ଶ௜ାଶݕ)ߤ − (ଶ௜ାଵݕ
௬మ೔శభାఒ௬మ೔శమ

ଵାఒ
− ଶ௜ାଶݔ)ߤ − (ଶ௜ାଵݔ

ቮଶ
௜ୀଵ +

ቮ
ఒ௫మ೔షభା௫మ೔

ଵାఒ
− ଶ௜ݕ)ߤ − (ଶ௜ିଵݕ

ఒ௬మ೔షభା௬మ೔
ଵାఒ

+ ଶ௜ݔ)ߤ − (ଶ௜ିଵݔ
    

ఒ௫మ೔శభା௫మ೔శమ
ଵାఒ

− ଶ௜ାଶݕ)ߤ − (ଶ௜ାଵݕ
ఒ௬మ೔శభା௬మ೔శమ

ଵାఒ
+ ଶ௜ାଶݔ)ߤ − (ଶ௜ାଵݔ

ቮቍ +

ቮ
௫ఱାఒ௫భ

ଵାఒ
+ ଵݕ)ߤ − (ହݕ

௬ఱାఒ௬భ
ଵାఒ

− ଵݔ)ߤ − (ହݔ
    

௫భାఒ௫మ
ଵାఒ

+ ଶݕ)ߤ − (ଵݕ
௬భାఒ௬మ

ଵାఒ
− ଶݔ)ߤ − (ଵݔ

ቮ + ቮ
ఒ௫ఱା௫భ

ଵାఒ
− ଵݕ)ߤ − (ହݕ

ఒ௬ఱା௬భ
ଵାఒ

+ ଵݔ)ߤ − (ହݔ
    

ఒ௫భା௫మ
ଵାఒ

− ଶݕ)ߤ − (ଵݕ
ఒ௬భା௬మ

ଵାఒ
+ ଶݔ)ߤ − (ଵݔ

ቮ൲. 

= ቆ൬
ߣ

1 + ൰ߣ
ଶ

+ ଶቇߤ2 ൮
1
2

ቌ൭෍ ቚ
ଶ௜ݔ ଶ௜ାଶݔ
ଶ௜ݕ ଶ௜ାଶݕ

ቚ + ቚ
ଶ௜ିଵݔ ଶ௜ାଵݔ
ଶ௜ିଵݕ ଶ௜ାଵݕ

ቚ
ଶ

௜ୀଵ

൱ + ቚ
ଵݔ ଶݔ
ଵݕ ଶݕ

ቚ + ቚ
ହݔ ଵݔ
ହݕ ଵݕ

ቚቍ൲ 

+ ൬
ߣ2

(1 + ଶ(ߣ − ଶ൰ߤ2 ൮
1
2

ቌ൭෍ ቚ
ଶ௜ିଵݔ ଶ௜ାଶݔ
ଶ௜ିଵݕ ଶ௜ାଶݕ

ቚ
ଶ

௜ୀଵ

+ ቚ
ଶ௜ݔ ଶ௜ାଵݔ
ଶ௜ݕ ଶ௜ାଵݕ

ቚ൱ + ቚ
ଵݔ ଵݔ
ଵݕ ଵݕ

ቚ + ቚ
ହݔ ଶݔ
ହݕ ଶݕ

ቚቍ൲ 

+ ቀ ଵ
ଵାఒ

ቁ
ଶ

൭ଵ
ଶ

ቆቀ∑ ቚ
ଶ௜ିଵݔ ଶ௜ାଵݔ
ଶ௜ିଵݕ ଶ௜ାଵݕ

ቚ + ቚ
ଶ௜ݔ ଶ௜ାଶݔ
ଶ௜ݕ ଶ௜ାଶݕ

ቚଶ
௜ୀଵ ቁ + ቚ

ଵݔ ଶݔ
ଵݕ ଶݕ

ቚ + ቚ
ହݔ ଵݔ
ହݕ ଵݕ

ቚቇ൱. 

= ቀ ଵାఒమ

(ଵାఒ)మ + ଶቁߤ2 ൫Sത௉భ௉య௉ఱ + Sത௉మ௉ర௉భ൯ + 2 ቀ ఒ
(ଵାఒ)మ − ଶቁߤ ൫Sത௉భ௉ర௉ఱ௉మ௉య൯. 

 

 
□ 

1 + λ2

1 + λ( )2
 + 2∙μ2( )∙ P1P3P5的面積( ) + P2P4P1的面積( )( ) + 2∙

λ

1 + λ( )2
  μ2( )( )∙P1P4P5P2P3的面積

M1M3M5的面積( ) + N1N3N5的面積( )  = 1.00000

P1P3P5的面積 = 13.53 厘米2

P1P4P5P2P3的面積 = 17.70 厘米2

P2P4P1的面積 = 12.89 厘米2

N1N3N5的面積 = 3.26 厘米2

M1M3M5的面積 = 21.59 厘米2

M5

N5

M4

N3

N4

M3

M2

N1

N2

M1

P1

P2

P3

P5

P4

△ 圖 12：五邊形 mod 2 餘 1 的跳點多邊形之有向面積定值。 
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利用一樣的證明方式可以得出封閉六邊形、封閉七邊形的 mod 2 跳點多邊形之有向面積

定值，版面有限而在此省略證明過程。 

（二）六邊形 

性質 26.(六邊形，模 2) 

(1) Sതெభெయெఱ + Sതேభேయேఱ = ቀ ଵାఒమ

(ଵାఒ)మ + ଶቁߤ2 ൫Sത௉భ௉య௉ఱ + ܵ௉̅మ௉ర௉ల൯ + 2 ቀ ఒ
(ଵାఒ)మ − ଶቁߤ ൫Sത௉భ௉ర௉ఱ௉మ௉య௉ల൯ 

(2) Sതெమெరெల + Sതேమேరேల = ቀ ଵାఒమ

(ଵାఒ)మ + ଶቁߤ2 ൫Sത௉మ௉ర௉ల + ܵ௉̅భ௉య௉ఱ൯ + 2 ቀ ఒ
(ଵାఒ)మ − ଶቁߤ ൫Sത௉మ௉ఱ௉ల௉య௉ర௉భ൯ 

證明. 如性質 25，在此省略。 

□ 

（三）七邊形 

性質 27.(七邊形，模 2) 

(1) Sതெభெయெఱெళ + Sതேభேయேఱேళ = ቀ ଵାఒమ

(ଵାఒ)మ + ଶቁߤ2 ൫Sത௉భ௉య௉ఱ௉ళ + Sത௉మ௉ర௉ల௉భ൯ + 2 ቀ ఒ
(ଵାఒ)మ − ଶቁߤ ൫Sത௉భ௉ర௉ఱ +

Sത௉మ௉య௉ల௉ళ൯ 

(2) Sതெమெరெల + Sതேమேరேల = ቀ ଵାఒమ

(ଵାఒ)మ + ଶቁߤ2 ൫ܵ௉̅మ௉ర௉ల + ܵ௉̅య௉ఱ௉ళ൯ + 2 ቀ ఒ
(ଵାఒ)మ − ଶቁߤ ܵ௉̅మ௉ఱ௉ల௉య௉ర௉ళ 

證明. 如性質 25，在此省略。 

□ 

 從封閉五邊形、封閉六邊形到封閉七邊形中發現有趣的規律性，接下來針對封閉偶邊形、

封閉奇邊形進行一般化。 

M6

N6

M4

N3

N4

M3

N5

M2

N1
M5

N2

M1 P1

P2

P3

P5

P6

P4

△ 圖 13：六邊形 mod 2 跳點多邊形。 

M6

N6

M4

N3

N4

M3

N5

M2

N1
M5

N2

M1

P4

P6

P5

P3

P2

P1
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（四）一般化偶邊形 ݊ = 2݇ 

定理 28.(2݇ 邊形，模 2 餘 1)  Sതெభெయெఱ…ெమೖషభ + Sതேభேయேఱ…ேమೖషభ 的有向面積定值 

證明. 

Sതெభெయெఱ…ெమೖషభ + Sതேభேయேఱ…ேమೖషభ 

= ଵ
ଶ

∑ ቆቀ ଵାఒమ

(ଵାఒ)మ + ଶቁߤ2 ቀቚ
ଶ௜ݔ ଶ௜ାଶݔ
ଶ௜ݕ ଶ௜ାଶݕ

ቚ + ቚ
ଶ௜ିଵݔ ଶ௜ାଵݔ
ଶ௜ିଵݕ ଶ௜ାଵݕ

ቚቁ + 2 ቀ ఒ
(ଵାఒ)మ − ଶቁߤ ቀቚ

ଶ௜ݔ ଶ௜ାଵݔ
ଶ௜ݕ ଶ௜ାଵݕ

ቚ +௞
௜ୀଵ

ቚ
ଶ௜ିଵݔ ଶ௜ାଶݔ
ଶ௜ିଵݕ ଶ௜ାଶݕ

ቚቁቇ. 

(1) 2݇ ≡ 0 (mod 4) 時（例如：四邊形、八邊形、十二邊形、…） 

Sതெభெయெఱ…ெమೖషభ + Sതேభேయேఱ…ேమೖషభ = ቀ ଵାఒమ

(ଵାఒ)మ + ଶቁߤ2 ൫ܵ௉̅భ௉య…௉మೖషయ௉మೖషభ + ܵ௉̅మ௉ర…௉మೖషమ௉మೖ ൯ +

2 ቀ ఒ
(ଵାఒ)మ − ଶቁߤ ൫ܵ௉̅భ௉ర௉ఱ…௉మೖషర௉మೖషయ௉మೖ + ܵ௉̅మ௉య௉ల…௉మೖషఱ௉మೖషమ௉మೖషభ൯. 

 
(2) 2݇ ≡ 2 (mod 4) 時（例如：六邊形、十邊形、十四邊形、…） 

Sതெభெయெఱ…ெమೖషభ + Sതேభேయேఱ…ேమೖషభ = ቀ ଵାఒమ

(ଵାఒ)మ + ଶቁߤ2 ൫Sത௉భ௉య…௉మೖషయ௉మೖషభ + Sത௉మ௉ర…௉మೖషమ௉మೖ ൯ +

2 ቀ ఒ
(ଵାఒ)మ − ଶቁߤ Sത௉భ௉ర௉ఱ…௉మೖషఱ௉మೖషమ௉మೖషభ௉మ௉య௉ల…௉మೖషర௉మೖషయ௉మೖ. 

□ 

定理 29. (2݇邊形，模 2 餘 2) Sതெమெరெల…ெమೖ + Sതேమேరேల…ேమೖ  的有向面積定值 

證明. 定理 29 與定理 28 是相同結構，只要將所有頂點 ௜ܲ 換成 ௜ܲାଵ 即可證明 

(1) 2݇ ≡ 0 (mod 4) 時（例如：四邊形、八邊形、十二邊形、…） 

Sതெమெరெల…ெమೖ + Sതேమேరேల…ேమೖ = ቀ ଵାఒమ

(ଵାఒ)మ + ଶቁߤ2 ൫ܵ௉̅మ௉ర…௉మೖషమ௉మೖ + ܵ௉̅య௉ఱ…௉మೖషభ௉భ൯ + 2 ቀ ఒ
(ଵାఒ)మ −

ଶቁߤ ൫ܵ௉̅మ௉ఱ௉ల…௉మೖషయ௉మೖషమ௉భ + ܵ௉̅య௉ర௉ళ…௉మೖషర௉మೖషభ௉మೖ൯. 

(2) 2݇ ≡ 2 (mod 4) 時（例如：六邊形、十邊形、十四邊形、…） 

Sതெమெరெల…ெమೖ + Sതேమேరேల…ேమೖ = ቀ ଵାఒమ

(ଵାఒ)మ + ଶቁߤ2 ൫ܵ௉̅మ௉ర…௉మೖషమ௉మೖ + ܵ௉̅య௉ఱ…௉మೖషభ௉భ൯ + 2 ቀ ఒ
(ଵାఒ)మ −

ଶቁߤ Sത௉మ௉ఱ௉ల…௉మೖషర௉మೖషభ௉మೖ௉య௉ర௉ళ…௉మೖషయ௉మೖషమ௉భ. 

□ 

（五）一般化奇邊形 ݊ = 2݇ + 1 

定理 30. (2݇ + 1 邊形，模 2 餘 1) Sതெభெయெఱ…ெమೖశభ + Sതேభேయேఱ…ேమೖశభ 的有向面積定值 
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證明. 與定理 28 的偶邊形之方法相同。 

(1) 2݇ + 1 ≡ 1 (mod 4) 時（例如：五邊形、九邊形、十三邊形、…） 

Sതெభெయெఱ⋯ெమೖశభ + Sതேభேయேఱ⋯ேమೖశభ = ቀ ଵାఒమ

(ଵାఒ)మ + ଶቁߤ2 ൫Sത௉భ௉య௉ఱ⋯௉మೖశభ + Sത௉మ௉ర௉ల⋯௉మೖ௉భ൯ +

2 ቀ ఒ
(ଵାఒ)మ − ଶቁߤ Sത௉భ௉ర௉ఱ⋯௉మೖషఱ௉మೖషమ௉మೖషభ. 

 
(2) 2݇ + 1 ≡ 3 (mod 4) 時（例如：三角形、七邊形、十一邊形、…） 

Sതெభெయெఱ⋯ெమೖశభ + Sതேభேయேఱ⋯ேమೖశభ = ቀ ଵାఒమ

(ଵାఒ)మ + ଶቁߤ2 ൫Sത௉భ௉య௉ఱ⋯௉మೖశభ + Sത௉మ௉ర௉ల⋯௉మೖ௉భ൯ +

2 ቀ ఒ
(ଵାఒ)మ − ଶቁߤ ൫Sത௉భ௉ర௉ఱ⋯௉మೖషఱ௉మೖషమ௉మೖషభ + Sത௉మ௉య௉ల⋯௉మೖషయ௉మೖ௉మೖశభ൯. 

□ 

定理 31. (2݇ + 1 邊形，模 2 餘 2) Sതெమெరெల…ெమೖ + Sതேమேరேల…ேమೖ  的有向面積定值 

證明. 與定理 28 的偶邊形之方法相同。 

(1) 2݇ + 1 ≡ 1 (mod 4) 時（例如：五邊形、九邊形、十三邊形、…） 

Sതெమெరெల…ெమೖ + Sതேమேరேల…ேమೖ = ቀ ଵାఒమ

(ଵାఒ)మ + ଶቁߤ2 ൫Sത௉మ௉ర…௉మೖషమ௉మೖ + Sത௉య௉ఱ…௉మೖషభ௉మೖశభ൯ +

2 ቀ ఒ
(ଵାఒ)మ − ଶቁߤ ൫Sത௉మ௉ఱ௉ల…௉మೖషయ௉మೖషమ௉మೖశభ + Sത௉య௉ర௉ళ…௉మೖషర௉మೖషభ௉మೖ ൯. 

 

(2) 2݇ + 1 ≡ 3 (mod 4) 時（例如：三角形、七邊形、十一邊形、…） 

Sതெమெరெల…ெమೖ + Sതேమேరேల…ேమೖ = ቀ ଵାఒమ

(ଵାఒ)మ + ଶቁߤ2 ൫Sത௉మ௉ర…௉మೖషమ௉మೖ + Sത௉య௉ఱ…௉మೖషభ௉మೖశభ൯ +

2 ቀ ఒ
(ଵାఒ)మ − ଶቁߤ Sത௉మ௉ఱ௉ల…௉మೖషర௉మೖషభ௉మೖ௉య௉ర௉ళ…௉మೖషయ௉మೖషమ௉మೖశభ. 

□ 

 

討論 

依據定理 28 到定理 31 將偶邊形和奇邊形分別就模 2 餘 1 和模 2 餘 2 進行證明，

總共分為八類。我們發現規律性：有向面積定值中的常數係數共有兩項。 

ቀ ଵାఒమ

(ଵାఒ)మ + ଶቁ 與 2ߤ2 ቀ ఒ
(ଵାఒ)మ −  ଶቁߤ

更進一步發現 
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(1) ቀ ଵାఒమ

(ଵାఒ)మ +  。ଶቁ 乘上兩個封閉多邊形，其頂點足碼的結構均「跳 2」ߤ2

(2) 2 ቀ ఒ
(ଵାఒ)మ − ଶቁ 乘上一個封閉多邊形（可一筆畫）或兩個封閉多邊形，第一個多邊形是其ߤ

頂點足碼的結構均「先跳 3、後跳 1」持續循環；第二個多邊形是其頂點足碼的結構均「先

跳 1、後跳 3」持續循環。 

我們將這八個結果統整起來，得出更簡潔的一般化之結果。 

2݇ + ℎ + ܽ 邊形，模 2 餘 a，其中 0 ≤ ℎ ≤ 1、1 ≤ ܽ ≤ 2 

Sതெೌெೌశమெೌశర…ெೌశమೖ + Sതேೌேೌశమேೌశర…ேೌశమೖ 的有向面積定值 

第一類：݇ 為偶數時                                                                

Sതெೌெೌశమெೌశర…ெೌశమೖ + Sതேೌேೌశమேೌశర…ேೌశమೖ  

= ቆ
1 + ଶߣ

(1 + ଶ(ߣ + ଶቇߤ2 ൫Sത௉ೌ ௉ೌ శమ௉ೌ శర…௉ೌశమೖషమ௉ೌశమೖ + Sത௉ೌ శభ௉ೌ శయ௉ೌ శఱ…௉ೌశమೖషభ௉ೌశమೖశభ൯ + 

2 ቀ ఒ
(ଵାఒ)మ − ଶቁߤ Sത௉ೌ ௉ೌ శయ௉ೌ శర…௉ೌశమೖషర௉ೌశమೖషభ௉ೌశమೖ௉ೌ శభ௉ೌ శమ௉ೌ శఱ…௉ೌశమೖషభ௉ೌశమೖషమ௉ೌశమೖశభ. 

第二類：݇ 為奇數時                                                                

Sതெೌெೌశమெೌశర…ெೌశమೖ + Sതேೌேೌశమேೌశర…ேೌశమೖ  

= ቆ
1 + ଶߣ

(1 + ଶ(ߣ + ଶቇߤ2 ൫Sത௉ೌ ௉ೌ శమ௉ೌ శర…௉ೌశమೖషమ௉ೌశమೖ + Sത௉ೌ శభ௉ೌ శయ௉ೌ శఱ…௉ೌశమೖషభ௉ೌశమೖశభ൯ + 

2 ቀ ఒ
(ଵାఒ)మ − ଶቁߤ ൫Sത௉ೌ ௉ೌ శయ௉ೌ శర…௉ೌశమೖషయ௉ೌశమೖ௉ೌశమೖశభ + Sത௉ೌ శభ௉ೌ శమ௉ೌ శఱ…௉ೌశమೖషర௉ೌశమೖషభ௉ೌశమೖ൯. 

以七邊形為例有兩種情形 (݇, ℎ, ܽ) = (2,1,2)、(݇, ℎ, ܽ) = (3,0,1) 

(1) (݇, ℎ, ܽ) = (2,1,2) 

Sതெమெరெల + Sതேమேరேల = ቀ ଵାఒమ

(ଵାఒ)మ + ଶቁߤ2 ൫Sത௉మ௉ర௉ల + Sത௉య௉ఱ௉ళ൯ + 2 ቀ ఒ
(ଵାఒ)మ − ଶቁߤ Sത௉మ௉ఱ௉ల௉య௉ర௉ళ. 

(2) (݇, ,݌ ܽ) = (3,0,1) 

Sതெభெయெఱெళ + Sതேభேయேఱேళ = ቀ ଵାఒమ

(ଵାఒ)మ + ଶቁߤ2 ൫Sത௉భ௉య௉ఱ௉ళ + Sത௉మ௉ర௉ల௉భ ൯ + 2 ቀ ఒ
(ଵାఒ)మ − ଶቁߤ ൫Sത௉భ௉ర௉ఱ + Sത௉మ௉య௉ల௉ళ൯. 
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△ 圖 14：七邊形「模 2 餘 1」的跳點多邊形。 
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 + 2∙μ2( )∙ P1P3P5P7的面積 + P2P4P6P1的面積( )( ) + 2∙

λ

1 + λ( )2
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△ 圖 15：七邊形「模 2 餘 2」的跳點多邊形。 
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                                                           ૜ ܌ܗܕ 3.3.2

我們可利用相同的方法得出以下一般化性質： 

定理 32. (3݇ + ℎ + ܽ 邊形，模 3 餘 a。其中，0 ≤ ℎ ≤ 2、1 ≤ ܽ ≤ 3) 

Sതெೌெೌశయெೌశల…ெೌశయೖ + Sതேೌேೌశయேೌశల…ேೌశయೖ  的有向面積定值 

證明. 

1. 先考慮三個變數 ݇、ℎ 和模 3 的餘數 ܽ 的構造，在 3݇ + ℎ + ܽ 邊形中， 0 ≤ ℎ ≤ 2 且 

1 ≤ ܽ ≤ 3，令 ݊ = 3݇ + ℎ + ܽ 得出 

݊ − ܽ
3 = ݇ +

ℎ
3 

又 0 ≤ ௛
ଷ

< 1，所以 ݇ = ቂ௡ି௔
ଷ

ቃ 

2. 考慮因為 0 ≤ ௛
ଷ

< 1，所以 ݇ = ቂ௡ି௔
ଷ

ቃ，又 ݊ = 3݇ + ℎ + ܽ 為給定值，ܽ = 1, 2, 3 時，分

別恰好對應到唯一一個 ݇ 值，此時再得出 ℎ 也是唯一值，因此利用 3݇ + ℎ + ܽ 邊形的

設定，恰好對應到三種外跳點多邊形、內跳點多邊形。 

3. 再利用測量師公式與行列式運算，我們就可以將原始多邊形的奇邊形和偶邊形統整起來，

並得出以下一般化之結果。 

(1) ݇ 為偶數時 
Sതெೌெయశೌெలశೌ…ெೌశయೖ + Sതேೌேೌశయேೌశల…ேೌశయೖ  

= ቆ
1 + ଶߣ

(1 + ଶ(ߣ + ଶቇߤ2 ൫Sത௉ೌ ௉ೌ శయ௉ೌ శల…௉ೌశయೖషయ௉ೌశయೖ + Sത௉ೌ శభ௉ೌ శర௉ೌ శళ…௉ೌశయೖషమ௉ೌశయೖశభ൯ + 

2 ൬
ߣ

(1 + ଶ(ߣ − ଶ൰ߤ Sത௉ೌ ௉ೌ శర௉ೌ శల…௉ೌశయೖషల௉ೌశయೖషమ௉ೌశయೖ௉ೌ శభ௉ೌ శయ௉ೌ శళ…௉ೌశయೖషఱ௉ೌశయೖషయ௉ೌశయೖశభ 

 
(2) ݇ 為奇數時 
Sതெೌெయశೌெలశೌ…ெೌశయೖ + Sതேೌேೌశయேೌశల…ேೌశయೖ  

= ቆ
1 + ଶߣ

(1 + ଶ(ߣ + ଶቇߤ2 ൫Sത௉ೌ ௉ೌ శయ௉ೌ శల…௉ೌశయೖషయ௉ೌశయೖ + Sത௉ೌ శభ௉ೌ శర௉ೌ శళ…௉ೌశయೖషమ௉ೌశయೖశభ൯ + 

2 ൬
ߣ

(1 + ଶ(ߣ − ଶ൰ߤ ൫Sത௉ೌ ௉ೌ శర௉ೌ శల…௉ೌశయೖషఱ௉ೌశయೖషయ௉ೌశయೖశభ + Sത௉ೌ శభ௉ೌ శయ௉ೌ శళ…௉ೌశయೖషల௉ೌశయೖషమ௉ೌశయೖ൯ 

□ 

如圖 15，我們用九邊形為例。 

(1) 模 3 餘 1 時，(݇, ℎ, ܽ) = (2,2,1) 
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Sതெభெరெళ + Sതேభேరேళ = ቆ
1 + ଶߣ

(1 + ଶ(ߣ + ଶቇߤ2 ൫Sത௉భ௉ర௉ళ + Sത௉మ௉ఱ௉ఴ൯ + 2 ൬
ߣ

(1 + ଶ(ߣ − ଶ൰ߤ Sത௉భ௉ఱ௉ళ௉మ௉ర௉ఴ 

 

(2) 模 3 餘 2 時，(݇, ℎ, ܽ) = (2,1,2) 

Sതெమெఱெఴ + Sതேమேఱேఴ = ቆ
1 + ଶߣ

(1 + ଶ(ߣ + ଶቇߤ2 ൫Sത௉మ௉ఱ௉ఴ + Sത௉య௉ల௉వ൯ + 2 ൬
ߣ

(1 + ଶ(ߣ − ଶ൰ߤ Sത௉మ௉ల௉ఴ௉య௉ఱ௉వ 

 

(3) 模 3 餘 3 時，(݇, ℎ, ܽ) = (2,0,3) 

Sതெయெలெవ + Sതேయேలேవ = ቆ
1 + ଶߣ

(1 + ଶ(ߣ + ଶቇߤ2 ൫Sത௉య௉ల௉వ + Sത௉ర௉ళ௉భ൯ + 2 ൬
ߣ

(1 + ଶ(ߣ − ଶ൰ߤ Sത௉య௉ళ௉వ௉ర௉ల௉భ 
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△ 圖 16：九邊形 mod 3 跳點多邊形。 
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3.3.2 一般化：࢑࢘ + ࢎ +                                                   的跳點多邊形之有向面積不變量 ࢘ ܌ܗܕ 邊形 ࢇ

 由前面 mod 3 得出靈感，利用四個變數 ݎ、݇、ℎ、ܽ 來表示任意的封閉多邊形，這是

創意之處。設定多邊形為 ݇ݎ + ℎ + ܽ 邊形，0 ≤ ℎ ≤ ݎ − 1、1 ≤ ܽ ≤ ℎ、ܽ 皆、݇、ݎ 其中，ݎ

為整數。因此 ݇ݎ + ℎ + ܽ 邊形的取值恰好只有 ݎ  種可能，恰好對應到 ݎ 種外跳點多邊形、

內跳點多邊形。這樣的假設解決了分類數量龐大的問題，只需要分成兩類，而非 ݎ 類。 

Sതெೌெೌశೝெೌశమೝ…ெೌశ(ೖషభ)ೝெೌశೖೝ + Sതேೌேೌశೝேೌశమೝ…ேೌశ(ೖషభ)ೝேೌశೖೝ 

例如：十一邊形模 5 下的跳點多邊形，即 (݇, ℎ, ܽ) = (2,0,1)、(1,1,5)、(1,2,4)、(1,3,3)、

(1,4,2)，共有五種。 

定理 33. 平行四邊形構造下 (݇ݎ + ℎ + ܽ 邊形，模 ݎ 餘 a。其中，0 ≤ ℎ ≤ ݎ − 1、1 ≤ ܽ ≤  (ݎ

Sതெೌெೌశೝெೌశమೝ…ெೌశ(ೖషభ)ೝெೌశೖೝ + Sതேೌேೌశೝேೌశమೝ…ேೌశ(ೖషభ)ೝேೌశೖೝ 的有向面積定值 

證明. 

注意到，先考慮幾個變數 ݇、ℎ 和模 ݎ 的餘數 ܽ 的巧妙構造，再利用測量師公式與行列式

運算，我們就可以將原始多邊形的奇邊形和偶邊形統整起來，並得出以下一般化之結果。 

Sതெೌெೌశೝெೌశమೝ…ெೌశ(ೖషభ)ೝெೌశೖೝ + Sതேೌேೌశೝேೌశమೝ…ேೌశ(ೖషభ)ೝேೌశೖೝ 

= ଵ
ଶ

൮∑ ቌቮ
ఒ௫ೝ೔షೝశೌశభା௫ೝ೔షೝశೌ

ଵାఒ
+ ௥௜ି௥ା௔ାଵݕ)ߤ − (௥௜ି௥ା௔ݕ ఒ௫ೝ೔శೌశభା௫ೝ೔శೌ

ଵାఒ
+ ௥௜ା௔ାଵݕ)ߤ − (௥௜ା௔ݕ

ఒ௬ೝ೔షೝశೌశభା௬ೝ೔షೝశೌ
ଵାఒ

− ௥௜ି௥ା௔ାଵݔ)ߤ − (௥௜ି௥ା௔ݔ ఒ௬ೝ೔శೌశభା௬ೝ೔శೌ
ଵାఒ

− ௥௜ା௔ାଵݔ)ߤ − (௥௜ା௔ݔ
ቮ +௞

௜ୀଵ

ቮ
ఒ௫ೝ೔షೝశೌା௫ೝ೔షೝశೌశభ

ଵାఒ
− ௥௜ି௥ା௔ାଵݕ)ߤ − (௥௜ି௥ା௔ݕ ఒ௫ೝ೔శೌା௫ೝ೔శೌశభ

ଵାఒ
− ௥௜ା௔ାଵݕ)ߤ − (௥௜ା௔ݕ

ఒ௬ೝ೔షೝశೌା௬ೝ೔షೝశೌశభ
ଵାఒ

+ ௥௜ି௥ା௔ାଵݔ)ߤ − (௥௜ି௥ା௔ݔ ఒ௬ೝ೔శೌା௬ೝ೔శೌశభ
ଵାఒ

+ ௥௜ା௔ାଵݔ)ߤ − (௥௜ା௔ݔ
ቮቍ +

ቌቮ
ఒ௫ೖೝశೌశభା௫ೖೝశೌ

ଵାఒ
+ ௞௥ା௔ାଵݕ)ߤ − (௞௥ା௔ݕ ఒ௫ೌశభା௫ೌ

ଵାఒ
+ ௔ାଵݕ)ߤ − (௔ݕ

ఒ௬ೖೝశೌశభା௬ೖೝశೌ
ଵାఒ

− ௞௥ା௔ାଵݔ)ߤ − (௞௥ା௔ݔ ఒ௬ೌశభା௬ೌ
ଵାఒ

− ௔ାଵݔ)ߤ − (௔ݔ
ቮ +

ቮ
ఒ௫ೖೝశೌା௫ೖೝశೌశభ

ଵାఒ
− ௞௥ା௔ାଵݕ)ߤ − (௞௥ା௔ݕ ఒ௫ೌା௫ೌశభ

ଵାఒ
− ௔ାଵݕ)ߤ − (௔ݕ

ఒ௬ೖೝశೌା௬ೖೝశೌశభ
ଵାఒ

+ ௞௥ା௔ାଵݔ)ߤ − (௞௥ା௔ݔ ఒ௬ೌା௬ೌశభ
ଵାఒ

+ ௔ାଵݔ)ߤ − (௔ݔ
ቮቍ൲. 

化簡後得出 

Sതெೌெೌశೝெೌశమೝ…ெೌశ(ೖషభ)ೝெೌశೖೝ + Sതேೌேೌశೝேೌశమೝ…ேೌశ(ೖషభ)ೝேೌశೖೝ = 

ଵ
ଶ

൭∑ ቆቀ ଵାఒమ

(ଵାఒ)మ + ଶቁߤ2 ቀቚ
௥௜ି௥ା௔ݔ ௥௜ା௔ݔ
௥௜ି௥ା௔ݕ ௥௜ା௔ݕ

ቚ + ቚ
௥௜ି௥ା௔ାଵݔ ௥௜ା௔ାଵݔ
௥௜ି௥ା௔ାଵݕ ௥௜ା௔ାଵݕ

ቚቁ + 2 ቀ ఒ
(ଵାఒ)మ −௞

௜ୀଵ
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ଶቁߤ ቀቚ
௥௜ି௥ା௔ݔ ௥௜ା௔ାଵݔ
௥௜ି௥ା௔ݕ ௥௜ା௔ାଵݕ

ቚ + ቚ
௥௜ି௥ା௔ାଵݔ ௥௜ା௔ݔ
௥௜ି௥ା௔ାଵݕ ௥௜ା௔ݕ

ቚቁቇ + ቀ ଵାఒమ

(ଵାఒ)మ + ଶቁߤ2 ቀቚ
௞௥ା௔ାଵݔ ௔ାଵݔ
௞௥ା௔ାଵݕ ௔ାଵݕ

ቚ +

ቚ
௞௥ା௔ݔ ௔ݔ
௞௥ା௔ݕ ௔ݕ

ቚቁ + 2 ቀ ఒ
(ଵାఒ)మ − ଶቁߤ ቀቚ

௞௥ା௔ାଵݔ ௔ݔ
௞௥ା௔ାଵݕ ௔ݕ

ቚ + ቚ
௞௥ା௔ݔ ௔ାଵݔ
௞௥ା௔ݕ ௔ାଵݕ

ቚቁ൱. 

由於 ݇ 的奇偶性會影響到以下是否為一筆畫圖形 

2 ቀ ఒ
(ଵାఒ)మ − ଶቁߤ ൭ଵ

ଶ
∑ ቆቀቚ

௥௜ି௥ା௔ݔ ௥௜ା௔ାଵݔ
௥௜ି௥ା௔ݕ ௥௜ା௔ାଵݕ

ቚ + ቚ
௥௜ି௥ା௔ାଵݔ ௥௜ା௔ݔ
௥௜ି௥ା௔ାଵݕ ௥௜ା௔ݕ

ቚቁቇ௞
௜ୀଵ + ଵ

ଶ
ቀቚ

௞௥ା௔ାଵݔ ௔ݔ
௞௥ା௔ାଵݕ ௔ݕ

ቚ +

ቚ
௞௥ା௔ݔ ௔ାଵݔ
௞௥ା௔ݕ ௔ାଵݕ

ቚቁ൱. 

所以，我們分別討論 

(1) ݇ 為偶數時 

Sതெೌெೌశೝெೌశమೝ…ெೌశ(ೖషభ)ೝெೌశೖೝ + Sതேೌேೌశೝேೌశమೝ…ேೌశ(ೖషభ)ೝேೌశೖೝ 

= ቆ
1 + ଶߣ

(1 + ଶ(ߣ + ଶቇߤ2 ቀSത௉ೌ ௉ೌ శೝ௉ೌ శమೝ…௉ೌశ(ೖషభ)ೝ௉ೌశೖೝ + Sത௉ೌ శభ௉ೌ శೝశభ௉ೌ శమೝశభ…௉ೌశ(ೖషభ)ೝశభ௉ೌశೖೝశభቁ + 

2 ൬
ߣ

(1 + ଶ(ߣ − ଶ൰ߤ Sത௉ೌ ௉ೌ శೝశభ௉ೌ శమೝ௉ೌ శయೝశభ௉ೌ శరೝ⋯௉ೌశೖೝ௉ೌ శభ௉ೌ శೝ௉ೌ శమೝశభ௉ೌ శయೝ௉ೌ శరೝశభ…௉ೌశೖೝశభ 

 

(2) ݇ 為奇數時 
Sതெೌெೌశೝெೌశమೝ…ெೌశೖೝ + Sതேೌேೌశೝேೌశమೝ…ேೌశೖೝ 

= ቆ
1 + ଶߣ

(1 + ଶ(ߣ + ଶቇߤ2 ቀSത௉ೌ ௉ೌ శೝ௉ೌ శమೝ…௉ೌశ(ೖషభ)ೝ௉ೌశೖೝ + Sത௉ೌ శభ௉ೌ శೝశభ௉ೌ శమೝశభ…௉ೌశ(ೖషభ)ೝశభ௉ೌశೖೝశభቁ + 

2 ൬
ߣ

(1 + ଶ(ߣ − ଶ൰ߤ ൫Sത௉ೌ ௉ೌ శೝశభ௉ೌ శమೝ௉ೌ శయೝశభ௉ೌ శరೝ⋯௉ೌశೖೝశభ + Sത௉ೌ శభ௉ೌ శೝ௉ೌ శమೝశభ௉ೌ శయೝ௉ೌ శరೝశభ⋯௉ೌశೖೝ൯ 

□ 

結果 34. mod ݎ 的跳點多邊形之有向面積定值之結構 

(1) ቀ ଵାఒమ

(ଵାఒ)మ +  。「ݎ 跳」ଶቁ 乘上兩個封閉多邊形，其頂點足碼的結構均ߤ2

(2) 2 ቀ ఒ
(ଵାఒ)మ − ଶቁ 乘上一個封閉多邊形（可一筆畫）或兩個封閉多邊形，第一個多邊形是其ߤ

頂點足碼的結構均「先跳 ݎ + 1、後跳 ݎ − 1」持續循環；第二個多邊形是其頂點足碼的結構

均「先跳 ݎ − 1、後跳 ݎ + 1」持續循環。 
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下圖 17 是十二邊形 mod 4 的跳點多邊形（共有四種，版面有限只列兩種）為例。 

 
  

M1M5M9的面積( ) + N1N5N9的面積( )
1 + λ2

1 + λ( )2  + 2∙μ2( )∙ P1P5P9的面積( ) + P2P6P10的面積( )( )( ) + 2∙
λ

1 + λ( )2   μ2( )( )∙P1P6P9P2P5P10的面積( )
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△ 圖 17：十二邊形 mod 4 跳點多邊形。 
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3.4 箏形構造下，「࢘ ܌ܗܕ」的跳點多邊形之有向面積不變量 

我們同樣利用四個變數 ݎ、݇、ℎ、ܽ 來表示任意的封閉多邊形。多邊形為 ݇ݎ + ℎ + ܽ 邊

形，0 ≤ ℎ ≤ ݎ − 1、1 ≤ ܽ ≤ ݇ݎ，ݎ + ℎ + ܽ 邊形的取值恰好只有 ݎ 種可能，對應到 ݎ 種外

跳點多邊形、內跳點多邊形。 

 

定理 35. 箏形構造下 (݇ݎ + ℎ + ܽ 邊形，模 ݎ 餘 a。其中，0 ≤ ℎ ≤ ݎ − 1、1 ≤ ܽ ≤  (ݎ

Sതெೌெೌశೝெೌశమೝ…ெೌశ(ೖషభ)ೝெೌశೖೝ + Sതேೌேೌశೝேೌశమೝ…ேೌశ(ೖషభ)ೝேೌశೖೝ 的有向面積定值 

證明. 

考慮幾個變數 ݇、ℎ 和模 ݎ 的餘數 ܽ 的構造，再利用測量師公式與行列式運算，我們就可

以將原始多邊形的奇邊形和偶邊形統整起來，並得出以下一般化之結果。 

Sതெೌெೌశೝெೌశమೝ…ெೌశ(ೖషభ)ೝெೌశೖೝ + Sതேೌேೌశೝேೌశమೝ…ேೌశ(ೖషభ)ೝேೌశೖೝ = 

ଵ
ଶ

൮∑ ቌቮ
ఒ௫ೝ೔షೝశೌశభା௫ೝ೔షೝశೌ

ଵାఒ
+ ௥௜ି௥ା௔ାଵݕ)ߤ − (௥௜ି௥ା௔ݕ ఒ௫ೝ೔శೌశభା௫ೝ೔శೌ

ଵାఒ
+ ௥௜ା௔ାଵݕ)ߤ − (௥௜ା௔ݕ

ఒ௬ೝ೔షೝశೌశభା௬ೝ೔షೝశೌ
ଵାఒ

− ௥௜ି௥ା௔ାଵݔ)ߤ − (௥௜ି௥ା௔ݔ ఒ௬ೝ೔శೌశభା௬ೝ೔శೌ
ଵାఒ

− ௥௜ା௔ାଵݔ)ߤ − (௥௜ା௔ݔ
ቮ +௞

௜ୀଵ

ቮ
ఒ௫ೝ೔షೝశೌశభା௫ೝ೔షೝశೌ

ଵାఒ
− ௥௜ି௥ା௔ାଵݕ)ߤ − (௥௜ି௥ା௔ݕ ఒ௫ೝ೔శೌశభା௫ೝ೔శೌ

ଵାఒ
− ௥௜ା௔ାଵݕ)ߤ − (௥௜ା௔ݕ

ఒ௬ೝ೔షೝశೌశభା௬ೝ೔షೝశೌ
ଵାఒ

+ ௥௜ି௥ା௔ାଵݔ)ߤ − (௥௜ି௥ା௔ݔ ఒ௬ೝ೔శೌశభା௬ೝ೔శೌ
ଵାఒ

+ ௥௜ା௔ାଵݔ)ߤ − (௥௜ା௔ݔ
ቮቍ +

ቌቮ
ఒ௫ೖೝశೌశభା௫ೖೝశೌ

ଵାఒ
+ ௞௥ା௔ାଵݕ)ߤ − (௞௥ା௔ݕ ఒ௫ೌశభା௫ೌ

ଵାఒ
+ ௔ାଵݕ)ߤ − (௔ݕ

ఒ௬ೖೝశೌశభା௬ೖೝశೌ
ଵାఒ

− ௞௥ା௔ାଵݔ)ߤ − (௞௥ା௔ݔ ఒ௬ೌశభା௬ೌ
ଵାఒ

− ௔ାଵݔ)ߤ − (௔ݔ
ቮ +

ቮ
ఒ௫ೖೝశೌశభା௫ೖೝశೌ

ଵାఒ
− ௞௥ା௔ାଵݕ)ߤ − (௞௥ା௔ݕ ఒ௫ೌశభା௫ೌ

ଵାఒ
− ௔ାଵݕ)ߤ − (௔ݕ

ఒ௬ೖೝశೌశభା௬ೖೝశೌ
ଵାఒ

+ ௞௥ା௔ାଵݔ)ߤ − (௞௥ା௔ݔ ఒ௬ೌశభା௬ೌ
ଵାఒ

+ ௔ାଵݔ)ߤ − (௔ݔ
ቮቍ൲. 

化簡後得出 

Sതெೌெೌశೝெೌశమೝ…ெೌశ(ೖషభ)ೝெೌశೖೝ + Sതேೌேೌశೝேೌశమೝ…ேೌశ(ೖషభ)ೝேೌశೖೝ = 

൭∑ ቆቀ ఒమ

(ଵାఒ)మ + ଶቁߤ ቚ
௥௜ି௥ା௔ାଵݔ ௥௜ା௔ାଵݔ
௥௜ି௥ା௔ାଵݕ ௥௜ା௔ାଵݕ

ቚ + ቀ ଵ
(ଵାఒ)మ + ଶቁߤ ቚ

௥௜ି௥ା௔ݔ ௥௜ା௔ݔ
௥௜ି௥ା௔ݕ ௥௜ା௔ݕ

ቚ + ቀ ఒ
(ଵାఒ)మ −௞

௜ୀଵ

ଶቁߤ ቀቚ
௥௜ି௥ା௔ݔ ௥௜ା௔ାଵݔ
௥௜ି௥ା௔ݕ ௥௜ା௔ାଵݕ

ቚ + ቚ
௥௜ି௥ା௔ାଵݔ ௥௜ା௔ݔ
௥௜ି௥ା௔ାଵݕ ௥௜ା௔ݕ

ቚቁቇ + ቀ ఒమ

(ଵାఒ)మ + ଶቁߤ ቚ
௞௥ା௔ାଵݔ ௔ାଵݔ
௞௥ା௔ାଵݕ ௔ାଵݕ

ቚ + ቀ ଵ
(ଵାఒ)మ +

ଶቁߤ ቚ
௞௥ା௔ݔ ௔ݔ
௞௥ା௔ݕ ௔ݕ

ቚ + ቀ ఒ
(ଵାఒ)మ − ଶቁߤ ቀቚ

௞௥ା௔ାଵݔ ௔ݔ
௞௥ା௔ାଵݕ ௔ݕ

ቚ + ቚ
௞௥ା௔ݔ ௔ାଵݔ
௞௥ା௔ݕ ௔ାଵݕ

ቚቁ൱. 
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同定理 33，我們分別討論 

(1) ݇ 為偶數時 

Sതெೌெೌశೝெೌశమೝ…ெೌశ(ೖషభ)ೝெೌశೖೝ + Sതேೌேೌశೝேೌశమೝ…ேೌశ(ೖషభ)ೝேೌశೖೝ 

= 2 ቆ
ଶߣ

(1 + ଶ(ߣ + ଶቇߤ Sത௉ೌ శభ௉ೌ శೝశభ௉ೌ శమೝశభ…௉ೌశ(ೖషభ)ೝశభ௉ೌశೖೝశభ + 

2 ൬
1

(1 + ଶ(ߣ + ଶ൰ߤ Sത௉ೌ ௉ೌ శೝ௉ೌ శమೝ…௉ೌశ(ೖషభ)ೝ௉ೌశೖೝ + 

2 ቀ ఒ
(ଵାఒ)మ − ଶቁߤ Sത௉ೌ ௉ೌ శೝశభ௉ೌ శమೝ௉ೌ శయೝశభ௉ೌ శరೝ⋯௉ೌశೖೝ௉ೌ శభ௉ೌ శೝ௉ೌ శమೝశభ௉ೌ శయೝ௉ೌ శరೝశభ…௉ೌశೖೝశభ. 

(2) ݇ 為奇數時 
Sതெೌெೌశೝெೌశమೝ…ெೌశೖೝ + Sതேೌேೌశೝேೌశమೝ…ேೌశೖೝ 

= 2 ቆ
ଶߣ

(1 + ଶ(ߣ + ଶቇߤ Sത௉ೌ శభ௉ೌ శೝశభ௉ೌ శమೝశభ…௉ೌశ(ೖషభ)ೝశభ௉ೌశೖೝశభ + 

2 ൬
1

(1 + ଶ(ߣ + ଶ൰ߤ Sത௉ೌ ௉ೌ శೝ௉ೌ శమೝ…௉ೌశ(ೖషభ)ೝ௉ೌశೖೝ + 

2 ቀ ఒ
(ଵାఒ)మ − ଶቁߤ Sത௉ೌ ௉ೌ శೝశభ௉ೌ శమೝ௉ೌ శయೝశభ௉ೌ శరೝ⋯௉ೌశೖೝశభ + ܵ௉̅ೌ శభ௉ೌ శೝ௉ೌ శమೝశభ௉ೌ శయೝ௉ೌ శరೝశభ…௉ೌశೖೝ. 

 

□ 

  

模 4 餘 1 

△ 圖 18：十二邊形 mod 4 跳點多邊形。 

M1M5M9的面積( ) + N1N5N9的面積( )
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4. 討論與應用 

4.1 重心多邊形之有向面積不變量的應用 

本研究的第一部分是「重心多邊形的有向面積不變量」。在平面上分別以任意多邊形 

ଵܲ ଶܲ ଷܲ … ௡ܲ 的 ݊ 個邊為平行四邊形或箏形的對角線，構作 ݊ 個相似平行四邊形或箏形 

ଵܲܯଵ ଶܲ ଵܰ ∼ ଶܲܯଶ ଷܲ ଶܰ ∼ ଷܲܯଷ ସܲ ଷܰ ∼ ⋯ ∼ ௡ܲܯ௡ ଵܲ ௡ܰ。另取一動點 ܳ，令 △ ௞ܯܳ ௞ܰ 的重心

為 ܩ௞（݇ = 1,2,3, … , ݊）則我們得出性質 16 的重心多邊形 ܩଵܩଶܩଷ …  。௡ 面積的定值ܩ

重心偶多邊形 ܵீభீమீయ…ீమೖ =
1
9

൫ܵܲ2ܲ4…ܲ2݇ + ܵܲ1ܲ3…ܲ2݇−1 + 2ܵܲ1ܲ2ܲ3…ܲ2݇൯ 

重心奇多邊形 ܵீభீమீయ…ீమೖశభ =
1
9

൫ܵ௉భ௉య…௉మೖశభ௉మ௉ర…௉మೖ + 2ܵ௉భ௉మ௉య…௉మೖశభ൯ 

由性質 16 可知道重心多邊形 ܩଵܩଶܩଷ … ௞ܯ௡ 面積與平行四邊形 ௞ܲܩ ௞ܲାଵ ௞ܰ 無關！ 

我們將性質 16 進行應用討論。 

梁勇能在數學傳播季刊的一篇文章〈梯形內一塊四邊形面積的探討〉提出一個性質（詳閱 

[2]的第 44 與 45 頁）。 

如圖 19-1 給定一個梯形 ܮ，ܦܥܤܣ 在 ܤܣതതതത 上，ܮܦതതതത 與 ܥܣതതതത 交於 ܭ，△ △、ܥܤܣ △、ܦܭܣ  ܦܭܥ

的重心 ܩଵ、ܩଶ、ܩଷ 所圍成的三角形 △  。的九分之一 ܦܥܤܣ ଷ 面積是梯形ܩଶܩଵܩ

 

【證明】 

本研究定義的重心多邊形面積與平行四邊形 ௞ܲܯ௞ ௞ܲାଵ ௞ܰ 無關，因此可以直接將平行四邊形 

௞ܲܯ௞ ௞ܲାଵ ௞ܰ 退化成邊 ௞ܲ ௞ܲାଵ，如圖 19-2，我們分別構造 △ △、ܭܤܣ △、ܭܥܤ △、ܭܦܥ  ܭܣܦ

的重心 ܩହ、ܩସ、ܩଷ、ܩଶ。根據性質 16，Sீఱீరீయீమ = ଶ
ଽ

S௉భ௉మ௉య௉ర，且 ܩହܩସܩଷܩଶ 是平行四邊形。

再考慮 △ ଵ 必定共線，因此 Sீభீమீయܩ、ସܩ、ହܩ തതതത 上，所以ܥܣ 在 ܭ ଵ，因為ܩ 的重心 ܥܤܣ =
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△ 圖 19-1 △ 圖 19-2 
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ଵ
ଶ

ቀଶ
ଽ

S௉భ௉మ௉య௉రቁ = ଵ
ଽ

S௉భ௉మ௉య௉ర。注意到，這個面積定值的性質跟梯形無關，換句話說，任意凸、

凹四邊形都成立。 

4.2 跳點多邊形之有向面積不變量的應用 

陳子瑜、林羿霈、尤圓淨提出的全國科展作品〈超級比一比－多種形狀面積比例分配的

研究〉中，探討「在任意 ܭ 邊形 ߁，各邊以相同比例取分點，依序連接各分點形成一新多

邊形 ߁ᇱ，判斷新圖形和原圖形是否相似？找出新圖形和原圖形面積比值的公式及範圍。」 

 他們將 ܭ 邊形 ߁ 與  ߁ᇱ 切割成 ܭ − 2 個三角形，再用三角函數計算面積，他們的結

論如下（詳閱[3]的第 13 與 14 頁）。 

 

陳子瑜、林羿霈、尤圓淨的推導出來的式子很複雜，而且 ܭ 邊形 ߁ 的每個邊長度和內

角都是參數，這樣看不出來相同比例取分點的新多邊形與原多邊形的直接關連。但是利用本

研究的第二部份成果（跳點多邊形），即可得出簡潔漂亮的結構。 

考慮本研究 mod 1 的跳點多邊形有向面積定值。令 λ = ௠
௡

 與 μ = 0，代入性質 21 與性

質 22 可得 ܭ 邊形 ߁ᇱ 面積。 

（1） 當 ܭ 為偶數 

ᇱ 面積߁ = ቆ
݉ଶ + ݊ଶ

(݉ + ݊)ଶቇ Sത௉భ௉మ௉య…௉಼ + ൬
݉݊

(݉ + ݊)ଶ൰ ൫Sത௉భ௉య௉ఱ…௉಼షభ + Sത௉మ௉ర௉ల…௉಼൯ 

（2） 當 ܭ 為奇數 

ᇱ 面積߁ = ቆ
݉ଶ + ݊ଶ

(݉ + ݊)ଶቇ Sത௉భ௉మ௉య…௉಼ + ൬
݉݊

(݉ + ݊)ଶ൰ ൫Sത௉భ௉య௉ఱ…௉಼௉మ௉ర௉ల…௉಼షభ൯ 

△ 圖 20：陳子瑜、林羿霈、尤圓淨的研究結果。 
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5. 結論 
以多邊形 ଵܲ ଶܲ … ௡ܲ 的邊為對角線構造點對稱與線對稱的兩種四邊形，即相似平行四邊

形或相似箏形 ௞ܲܯ௞ ௞ܲାଵ ௞ܰ 後，考慮兩種構圖，首先，取任一動點 ܳ 構造三角形 △ ௞ܯܳ ௞ܰ，

這些三角形的重心 ܩ௞  形成「重心多邊形 ܩଵܩଶ …  ௞ 與點 ௞ܰ 取ܯ ௞」。第二，對所有點ܩ

mod ݎ，分別連接同餘 ܽ 的點（ܽ = 1, 2, … ,  ݎ 構造全外（全內）的「跳點多邊形」，共有（ݎ

種。透過純幾何與解析幾何研究此二類多邊形與原多邊形的有向面積不變量。 

5.1 重心多邊形 

首先是利用相似「平行四邊形構造」的重心多邊形，我們利用純幾何發現重心多邊形的

剛體運動，以及 ܩ௞ܩ௞ାଵതതതതതതതതതത ∥ ௞ܶ ௞ܶାଵതതതതതതതതത 平行性（ ௞ܶ 為 ௞ܲ ௞ܲାଵതതതതതതതതത 之中點），並由此推導重心多邊形

與中點多邊形皆相似。 

以純幾何、解析幾何先找出重心多邊形與中點多邊形的面積關係，之後給出重心多邊形

與原多邊形的面積定值關係。 

 ܵ̅ீ
భீమீయ…ீమೖ =

1
9

൫തܵܲ2ܲ4…ܲ2݇ + തܵܲ1ܲ3…ܲ2݇−1 + 2തܵܲ1ܲ2ܲ3…ܲ2݇൯ 

 ܵ̅ீ
భீమீయ…ீమೖశభ =

1
9

൫ܵ௉̅భ௉య…௉మೖశభ௉మ௉ర…௉మೖ + 2ܵ௉̅భ௉మ௉య…௉మೖశభ൯ 

本研究給出的重心多邊形面積性質可以簡易解決梁勇能在數學傳播季刊所提出的性質

[2]，甚至可以給出更強的結論，成立於任意凸、凹四邊形。 

 

第二是以相似「箏形構造」的重心多邊形，本研究用相同方法，發現重心多邊形與分點
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△ 圖 21：平行四邊形構造的重心多邊形。 
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多邊形相似，之後給出重心多邊形與原多邊形的面積定值關係。 

Sതீభீమீయ…ீమೖ =
4
9

൭ቆ
1 + ଶߣ

(1 + ଶቇ(ߣ Sത௉భ௉మ௉య…௉మೖ + ൬
ߣ

(1 + ଶ൰(ߣ ൫Sത௉భ௉య௉ఱ…௉మೖషభ + Sത௉మ௉ర௉ల…௉మೖ ൯൱ 

Sതீభீమீయ…ீమೖశభ =
4
9

൭ቆ
1 + ଶߣ

(1 + ଶቇ(ߣ Sത௉భ௉మ௉య⋯௉మೖశభ + ൬
ߣ

(1 + ଶ൰(ߣ Sത௉భ௉య௉ఱ⋯௉మೖశభ௉మ⋯௉మೖ ൱ 

當然，我們也探討內心多邊形、旁心多邊形、外心多邊形、垂心四邊形，結果發現並不

存在面積不變量。 

5.2 平行四邊形構造下的跳點多邊形 

（1）跳點多邊形的有向面積定值 

令平行四邊形 ௞ܲܯ௞ ௞ܲାଵ ௞ܰ 的對角線交點為 ܳெೖ， ௞ܲܳெೖ
തതതതതതതത = ெೖܳ ߣ ௞ܲାଵതതതതതതതതതതത 且 ܯ௞ܳெೖ

തതതതതതതതത =

௞ܲ ߤ ௞ܲାଵതതതതതതതതത。我們先特殊化，針對奇邊形與偶邊形的對所有點 ܯ௞ 與點 ௞ܰ 取 mod  1，用測量

師面積公式給出分別連接同餘 1 的點構造的全外（全內）的「跳點多邊形」 Sതெభெమெయ…ெమೖ +

Sതேభேమேయ…ேమೖ  的面積定值關係式。 

用同樣方法繼續討論 mod  2 與 mod  3 的情形，結果發現 mod  2 的跳點多邊形有四

種情形（奇邊形餘 1、餘 2、偶邊形餘 1、餘 2），同理，mod  3 的跳點多邊形就有六種情

形。如此一來，mod  ݎ 就會有 2ݎ 種，因此我們思考討論是否有方法解決這個複雜度？ 

 

本研究給出一個很有創意的假設法，利用四個變數 ݎ、݇、ℎ、ܽ 來表示任意的封閉 ݊ 邊
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△ 圖 22：跳點多邊形。 
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形的邊數，因為設定多邊形為 ݊ = ݇ݎ + ℎ + ܽ 邊形，其中 0 ≤ ℎ ≤ ݎ − 1、1 ≤ ܽ ≤ 我們。ݎ

發現 ݇ݎ + ℎ + ܽ 邊形的取值恰好只有 ݎ 種可能，對應到 ݎ 種外跳點多邊形與內跳點多邊形，

這樣的假設解決了分類數量龐大的問題，並將 mod  ݎ 的跳點多邊形變成兩類而已！ 

利用此具創意的表示法，使用測量師公式求出 mod r 下同餘 a 的跳點多邊形之有向面

積定值關係式。 

（A）݇ 為偶數 

Sതெೌெೌశೝெೌశమೝ…ெೌశ(ೖషభ)ೝெೌశೖೝ + Sതேೌேೌశೝேೌశమೝ…ேೌశ(ೖషభ)ೝேೌశೖೝ 

= ቀ ଵାఒమ

(ଵାఒ)మ + ଶቁߤ2 ቀSത௉ೌ ௉ೌ శೝ௉ೌ శమೝ…௉ೌశ(ೖషభ)ೝ௉ೌశೖೝ + Sത௉ೌ శభ௉ೌ శೝశభ௉ೌ శమೝశభ…௉ೌశ(ೖషభ)ೝశభ௉ೌశೖೝశభቁ +

2 ቀ ఒ
(ଵାఒ)మ − ଶቁߤ Sത௉ೌ ௉ೌ శೝశభ௉ೌ శమೝ௉ೌ శయೝశభ௉ೌ శరೝ⋯௉ೌశೖೝ௉ೌ శభ௉ೌ శೝ௉ೌ శమೝశభ௉ೌ శయೝ௉ೌ శరೝశభ…௉ೌశೖೝశభ. 

（B）݇ 為奇數 

Sതெೌெೌశೝெೌశమೝ…ெೌశೖೝ + Sതேೌேೌశೝேೌశమೝ…ேೌశೖೝ 

= ቀ ଵାఒమ

(ଵାఒ)మ + ଶቁߤ2 ቀSത௉ೌ ௉ೌ శೝ௉ೌ శమೝ…௉ೌశ(ೖషభ)ೝ௉ೌశೖೝ + Sത௉ೌ శభ௉ೌ శೝశభ௉ೌ శమೝశభ…௉ೌశ(ೖషభ)ೝశభ௉ೌశೖೝశభቁ +

2 ቀ ఒ
(ଵାఒ)మ − ଶቁߤ ൫Sത௉ೌ ௉ೌ శೝశభ௉ೌ శమೝ௉ೌ శయೝశభ௉ೌ శరೝ⋯௉ೌశೖೝశభ + Sത௉ೌ శభ௉ೌ శೝ௉ೌ శమೝశభ௉ೌ శయೝ௉ೌ శరೝశభ⋯௉ೌశೖೝ൯. 

我們進一步發現有向面積定值中的兩項常數係數頂點跳點的規律。 

第一，ቀ ଵାఒమ

(ଵାఒ)మ +  。「ݎ 跳」ଶቁ 乘上兩個封閉多邊形，其頂點均ߤ2

第二，2 ቀ ఒ
(ଵାఒ)మ − ଶቁ 乘上一個封閉多邊形（可一筆畫）或兩個封閉多邊形，第一個多ߤ

邊形是其頂點足碼的結構均「先跳 ݎ + 1、後跳 ݎ − 1」持續循環；第二個多邊形則是其頂點

足碼的結構均「先跳 ݎ − 1、後跳 ݎ + 1」持續循環。 

（2）跳點多邊形的應用 

本研究跳點多邊形有向面積定值關係式可應用於陳子瑜、林羿霈、尤圓淨提出的全國科

展作品[3]。令 ߣ = ௠
௡

 與 ߤ = 0 代入 mod 1 之公式，則可得到： 

ᇱ߁：為偶數 ܭ  面積 = ቀ ௠మା௡మ

(௠ା௡)మቁ Sത௉భ௉మ௉య…௉಼ + ቀ ௠௡
(௠ା௡)మቁ ൫Sത௉భ௉య௉ఱ…௉಼షభ + Sത௉మ௉ర௉ల…௉಼൯ 

ᇱ߁：為奇數 ܭ  面積 = ቀ ௠మା௡మ

(௠ା௡)మቁ Sത௉భ௉మ௉య…௉಼ + ቀ ௠௡
(௠ା௡)మቁ ൫Sത௉భ௉య௉ఱ…௉಼௉మ௉ర௉ల…௉಼షభ൯ 
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5.3 箏形構造下的跳點多邊形 

令多邊形為 ݊ = ݇ݎ + ℎ + ܽ 邊形，其中 0 ≤ ℎ ≤ ݎ − 1、1 ≤ ܽ ≤ 在 ௞ܲ。ݎ ௞ܲାଵതതതതതതതതത 邊上構

造箏形 ௞ܲܯ௞ ௞ܲାଵ ௞ܰ，取箏形頂點 mod r 下同餘 a 的跳點多邊形之有向面積定值關係式。 

（A）݇ 為偶數時 

Sതெೌெೌశೝெೌశమೝ…ெೌశ(ೖషభ)ೝெೌశೖೝ + Sതேೌேೌశೝேೌశమೝ…ேೌశ(ೖషభ)ೝேೌశೖೝ 

= 2 ቆ
ଶߣ

(1 + ଶ(ߣ + ଶቇߤ Sത௉ೌ శభ௉ೌ శೝశభ௉ೌ శమೝశభ…௉ೌశ(ೖషభ)ೝశభ௉ೌశೖೝశభ + 

2 ൬
1

(1 + ଶ(ߣ + ଶ൰ߤ Sത௉ೌ ௉ೌ శೝ௉ೌ శమೝ…௉ೌశ(ೖషభ)ೝ௉ೌశೖೝ + 

2 ቀ ఒ
(ଵାఒ)మ − ଶቁߤ Sത௉ೌ ௉ೌ శೝశభ௉ೌ శమೝ௉ೌ శయೝశభ௉ೌ శరೝ⋯௉ೌశೖೝ௉ೌ శభ௉ೌ శೝ௉ೌ శమೝశభ௉ೌ శయೝ௉ೌ శరೝశభ…௉ೌశೖೝశభ. 

（B）݇ 為奇數時 
Sതெೌெೌశೝெೌశమೝ…ெೌశೖೝ + Sതேೌேೌశೝேೌశమೝ…ேೌశೖೝ 

= 2 ቆ
ଶߣ

(1 + ଶ(ߣ + ଶቇߤ Sത௉ೌ శభ௉ೌ శೝశభ௉ೌ శమೝశభ…௉ೌశ(ೖషభ)ೝశభ௉ೌశೖೝశభ + 

2 ൬
1

(1 + ଶ(ߣ + ଶ൰ߤ Sത௉ೌ ௉ೌ శೝ௉ೌ శమೝ…௉ೌశ(ೖషభ)ೝ௉ೌశೖೝ + 

2 ቀ ఒ
(ଵାఒ)మ − ଶቁߤ Sത௉ೌ ௉ೌ శೝశభ௉ೌ శమೝ௉ೌ శయೝశభ௉ೌ శరೝ⋯௉ೌశೖೝశభ + ܵ௉̅ೌ శభ௉ೌ శೝ௉ೌ శమೝశభ௉ೌ శయೝ௉ೌ శరೝశభ…௉ೌశೖೝ. 

有意思的是，與平行四邊形類似，箏形構造的跳點多邊形其有向面積定值中的三項常數

係數頂點也具備跳點的規律。 

第一，2 ቀ ఒమ

(ଵାఒ)మ +  。「ݎ 跳」ଶቁ 乘上一個封閉多邊形，其頂點均ߤ

第二，2 ቀ ଵ
(ଵାఒ)మ +  。「ݎ 跳」ଶቁ 乘上一個封閉多邊形，其頂點均ߤ

第三，2 ቀ ఒ
(ଵାఒ)మ − ଶቁ 乘上一個封閉多邊形（可一筆畫）或兩個封閉多邊形，第一個多ߤ

邊形是其頂點足碼的結構均「先跳 ݎ + 1、後跳 ݎ − 1」持續循環；第二個多邊形則是其頂點

足碼的結構均「先跳 ݎ − 1、後跳 ݎ + 1」持續循環。 
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【評語】010036 

本研究目的是分別探討由平行四邊形結構與箏形結構所形成

的重心多邊形與跳點多邊形，其面積與原多邊形面積比值為定值的

關係。方法是以重心多邊形與中點多邊形、及中點多邊形與原多邊

形面積的關係，推導出結果。研究結構頗完整。在分析的方法上，

本份作品經由奇、偶，mod 2開始一個個計算後分類，得出一個分

類方式，也就是將 n邊形寫成 rK+h+a，模 r餘 a，在平行四邊形

和箏形結構下得出有向面積和為定值，算是整份作品的亮點。 
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