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摘要 

量子計算的效率相較傳統計算有指數級成長。然而此領域中多數研究皆專注於量子計算

的性質本身，鮮少討論如何將傳統環境中的既有資訊轉換至量子環境下。一旦量子電腦實現，

受量子效應限制，傳統資料多半不能相容於量子環境中。因此，本研究的目的是發想出一種

系統性的演算法以確實跨越量子資訊與傳統資訊之間資料結構的藩籬。我們選擇的計算機模

型是確定有限狀態自動機（Deterministic Finite Automaton，簡稱 DFA）。 

本研究由自動機的轉移矩陣（Transition Matrix）及量子環境要求的可逆性（Reversibility）

出發，自傳統 DFA 一步步轉換至量子有限狀態自動機（Quantum Finite Automaton，簡稱 QFA）

並進行優化。最終，我們定義出一種新的 QFA 模型（QDFA）能在量子環境下運行，具有增大

的字母表（Alphabet Set）但功能完全等價於 DFA（能辨認正則語言）。本研究獨創的演算法的

時間複雜度為O(𝐶×𝑁2)。 

Abstract 

Quantum computation can be exponentially more efficient than classical computation. While 

the studies in the field of quantum computing are focusing on the properties of quantum 

computation itself, the way of transforming classical computation into quantum computation is 

seldom discussed. Once quantum computer is realized, the quantum environment won't 

necessarily be compatible with classical information. Therefore, the target of this study is to create 

a systematic algorithm to assuredly cross the barrier of data structure between quantum and 

classical environment. We choose deterministic finite automata (DFA) as our computation model. 

Starting from the transition matrices of finite automata and the property of reversibility 

required for quantum computation, this study discuss about the transformation from classical DFA 

to reversible DFA, then to quantum finite automata (QFA), and to quantum circuit as well, along 

with the optimization. Eventually, we define a new type of quantum finite automata model (QDFA), 

which is able to run under quantum environment with enlargement of the alphabet set, and is 

functionally equivalent to DFA (recognizing exactly the set of formal language). The time 

complexity of the algorithm this study originated isO(𝐶×𝑁2). 
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一、 前言 

（一）、 研究動機 

現今，積體電路越做越小，量子的效應將越來越不可忽視，電晶體的大小可能也即

將接近半導體的物理極限[11]，於是由其他原理建構而成的電腦備受期待。在這些可能性

之中，以使用量子效應作為計算的前提，發展出與傳統電腦截然不同的訊息處理方式的，

即為量子電腦。由於量子力學的特殊性質，例如粒子可處於疊加狀態，使量子位元可同

時以不同機率存在為 0 與 1 之間的狀態，這使得量子電腦之演算效率相當強大。這樣擁

有詭譎特質的跨領域科技引起了我們極大的興趣。 

如果利用量子的特性來建構電腦，與傳統電腦之間將會有許多演算法以及儲存資料

方式的差異。以演算法為例，秀爾演算法（Shor’s Algorithm）對因式分解的效率，能達

成指數時間級別的提升。至於儲存方式，由於量子的疊加性，使每個儲存單位能容納的

資訊亦呈現指數級成長[13]。 

多數情況下，「量子電腦」指的是通用量子圖靈機（Universal Quantum Turing Machine），

亦即可藉由模擬任何圖靈機達成任何任務。然而，此種模型雖然強大，但同時也相當複

雜且成本巨大，也並不是所有情況下皆需要如此功能強大的模型；因此我們所關注的是

一種功能較侷限，但成本較低的模型－－有限狀態自動機（Finite State Automata），以此

作為基礎再加上我們自己的定義而創造出一種新的模型（QDFA）。 

（二）、 研究目的 

１、 藉由研究自動機的矩陣表達方式與狀態圖之對應關係，將確定有限狀態自動機

（Deterministic Finite Automaton）轉換成量子有限狀態自動機（Quantum Finite 

Automaton）。 

２、 使用量子邏輯閘合成轉換出來的自動機，以模擬其在量子電路中的運行，並進

行演算法的優化。 
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二、 研究方法或過程 

（一）、 背景知識探討 

１、 有限狀態自動機 

（１）、 確定有限狀態自動機（Deterministic Finite Automaton，簡稱 DFA），是一種

表現有限個狀態，以及狀態間轉換、動作的計算機模型。 

 

 

目前狀態 \ 輸入符號 0 1 

q0 q0 q1 

q1 q0 q1 

（表 1：𝑀1的狀態轉移表） 

a、 定義： 

DFA 為一個 5-元組< 𝑄, 𝛴, 𝛿, 𝑞0, 𝐹 >，且對於任一狀態𝑞、輸入字符𝑎，

經過轉移函數𝛿，將到達「唯一」的下一個狀態。 

𝑄是狀態的集合。 

（圖 1：確定有限狀態自動機𝑀1的狀態圖） 
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𝛴是輸入字符的有限集合，也稱字母表 (Alphabet)。 

𝛿是轉移函數，𝛿:𝑄×𝛴×𝑄→ C。 

𝑞0是開始狀態，𝑞0 ∈ 𝑄。 

𝐹是接受狀態的集合，𝐹 ⊆ 𝑄。 

表 1 對應的轉移函數可表示為： 

 

舉 (1) 式為例，從狀態𝑞0至𝑞0，若輸入字符 「0」，存在一條轉移的邊。

(2) 式則代表從狀態𝑞0至𝑞0，若輸入字符 「1」，不存在轉移的邊。 

b、運作方式： 

設定一個初始狀態，當給定一個字符串輸入，每讀入一個字符，自動

機都會依據現在狀態（Current state）、轉移函數（Transition function）以及

字符而決定將要轉移的目標狀態（Next state），如表 1 所示。 

逐個讀取輸入中的字符，當字符耗盡，就稱自動機為停止。停止時的

狀態，如果屬於接受狀態的集合（Set of accept states），稱呼這個自動機「接

受」這個輸入。反之，則是拒絕這個輸入。 

以自動機𝑀為例，當輸入「011」時，狀態轉移的過程是𝑞0 → 𝑞0 → 𝑞1 →

𝑞1，最終停留在𝑞1，屬於接受狀態，判定為接受。反之，當輸入「010」時，

狀態轉移的過程是𝑞0 → 𝑞0 → 𝑞1 → 𝑞0，最終停留在𝑞0，不屬於接受狀態，

判定為拒絕。 
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（２）、 非確定有限狀態自動機（Nondeterministic Finite Automaton，簡稱為 NFA） 

也是一個 5-元組< 𝑄,𝛴, 𝛿, 𝑞0, 𝐹 >，但是對於任一狀態 q、輸入字符 a，經過轉移

函數𝛿，可能到達「多個」下一個狀態。 

 

 

 

對於自動機𝑀2，在狀態𝑞0輸入字符 「0」時，下一狀態既是𝑞0，也是𝑞1。由於

所有 NFA 都能轉換為 DFA [15]，故本研究僅討論 DFA。 

以矩陣及行向量的角度表示自動機 [10]： 

本研究討論如何將 DFA 轉換成能在量子電路（Quantum Circuit）中運行的 QFA，

而量子電路中的一切運算為許多矩陣（比擬為量子閘）與一個行向量（比擬為量子

態）相乘的結果。因此，我們以矩陣及行向量的角度表示所有自動機。 

b、 字母表中的每個字符以矩陣方式表達其轉移： 

以圖 1 的自動機𝑀1為例，總共有 0 與 1 兩種字符，各以一個矩陣表示使用

到它的狀態轉移： 

      

（圖 3：自動機𝑀1每個字符對應的轉移矩陣） 

此時矩陣內的 1 與 0 代表可否轉移狀態，1 為是、0 為否；而矩陣的行代表

現在狀態（current state），列代表目標狀態（next state），以編號照順序排列。 

（圖 2：非確定有限狀態自動機 𝑀2的狀態圖） 
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c、 現在狀態以行向量表達： 

設一自動機𝑀有𝑛個狀態，則𝑀的所有狀態以一個𝑛×1的行向量表示，其元

素為一個 1 與多個 0。1 所在的位置即為目前自動機所處的狀態。 

 

（圖 4-1：𝑀1處在狀態𝑞0時的行向量） 

自動機尚未運作時，現在狀態即𝑞0，因此𝑞0在行向量中對應到的元素為 1，

其餘元素為 0。 

d、 相乘計算狀態轉移 

輸入字串時，每讀入一個字符，就將此字符矩陣與行向量相乘，行向量即

產生變化，相當於狀態轉移。 

 

（圖 4-2：𝑀1處在狀態𝑞0時，輸入符號 1 之結果為轉移至狀態𝑞1） 

２、 語言 

語言（Language）是一個字串集合。一個自動機𝑀接受的語言 𝐿(𝑀)，即𝑀可接

受的所有字符串的集合。 

 

 

 

（圖 5：形式語言示意圖） 

（１）、 形式語言（Formal language）： 
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以數學方式建構的語言，包含正則語言（Regular language）、上下文無關語

言（Context-free language）等等。其中由於正則語言與上下文無關語言都十分

嚴謹，因此得以設計效率極高的演算法。 

（２）、 正則語言（Regular language）： 

a、 定義： 

當一語言𝐴被稱為正則語言，則必定存在一個確定有限狀態自動機𝑀，

使得𝐴 = 𝐿(𝑀)。 

b、 在字母表𝛴中，正則語言的規律如下： 

 空集合Ø是正則語言。 

 空字串{𝜀}。 

 對所有的字符𝑎 ∈ 𝛴，{𝑎}都是正則語言。 

 若𝐴、𝐵是正則語言，則𝐴．𝐵、𝐴 ∪ 𝐵、𝐴∗（kleene 星號，表示重複

任意遍）都是正則語言。 

 除此之外，都不是正則語言。 

c、 確定有限狀態自動機接受的語言都是正則語言，反之，任一正則語言

都必定存在一個能接受它的確定有限狀態自動機。 

３、 特殊矩陣 

（１）、 么正矩陣（Unitary matrix）：令矩陣𝑈，若𝑈𝑈† = 𝐼 （𝑈†是𝑈的共軛轉置矩

陣，𝐼是單位矩陣），則𝑈為么正矩陣。 

（２）、 排列矩陣（Permutation matrix）：每一列、行皆剛好只有一個 1，其餘皆是

0 的矩陣。排列矩陣皆是么正矩陣，且符合么正性質的(0,1)-矩陣皆為排列矩陣。 
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以矩陣 𝑈 = [

0 1
0 0

0 0
1 0

1 0
0 0

0 0
0 1

]為例，其共軛轉置矩陣𝑈† = [

0 1
1 0

0 0
0 0

0 0
0 0

1 0
0 1

]，則𝑈𝑈† =

[

0 1
0 0

0 0
1 0

1 0
0 0

0 0
0 1

] [

0 0
1 0

1 0
0 0

0 1
0 0

0 0
0 1

] = [

1 0
0 1

0 0
0 0

0 0
0 0

1 0
0 1

]，符合么正性質。 

４、 量子電路（Quantum Circuit）[12] 

量子電路對應於傳統電腦的電路圖，用以表示量子邏輯閘（Quantum Gate）對

量子位元（Qubit）的運算。 

以圖 6 為例，兩條橫線代表的即是量子位元，其上的特殊符號則是兩個量子邏

輯閘。我們將在稍後的內文介紹常用的量子邏輯閘。 

 

（圖 6：簡單的量子電路） 

（１）、 量子位元： 

傳統的位元僅有兩個狀態：0 或 1。量子位元則處於|0⟩與|1⟩之間的模糊態，

是兩者的線性組合。因此一個量子位元的狀態可描述成：|φ⟩ = α|0⟩ + β|1⟩，且

α2 + 𝛽2 = 1。由於在此討論的是 DFA 轉換之 QDFA，因此α 與 β 之機率只可能是

1 或 0，因此一個量子位元只可能為|0⟩或|1⟩，即(
1
0
)或 (

0
1
)。 

（２）、 量子邏輯閘： 

傳統電腦中，邏輯閘（如 AND、OR、NOT）是運算的最基本元件，在量子

電腦中，則使用 NOT、CNOT、CCNOT 等可逆的邏輯閘來對量子位元做運算。 

a、 NOT 閘 

NOT = [
0 1
1 0

] 
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在量子計算的作用相當於傳統電路的 NOT，會對一個量子位元做反相

變換。作用是|0⟩ → |1⟩、|1⟩ → |0⟩。 

b、 Control-NOT 閘 

CNOT = [

1 0
0 1

0 0
0 0

0 0
0 0

0 1
1 0

] 

作用於兩個量子位元，對一個量子位元進行變換。由 1 個控制位元（圖

7 以黑點表示），及 1 個受控的目標位元組成。若控制位元的值為 1，則目

標位元進行反相變換。反之，則目標位元不變。控制位元本身不受影響。 

若將第一個量子位元設為「控制位元」，則作用是|00⟩ → |00⟩ 、|01⟩ →

|01⟩、|10⟩ → |11⟩、|11⟩ → |10⟩。意即當第一個位元為 1 時，進行變換，

否則不變換。 

c、 Control-Control-NOT 閘（狹義的 Toffoli 閘） 

CCNOT =

[
 
 
 
 
 
 
 
1 0
0 1

0 0
0 0

0 0
0 0

1 0
0 1

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 0

1 0
0 1

0 0
0 0

0 0
0 0

0 1
1 0]

 
 
 
 
 
 
 

 

作用於三個量子位元，對一個量子位元進行變換。由 2 個控制位元及

1 個目標位元組成。 

 

（圖 7：NOT、CNOT、CCNOT） 

d、 廣義的 Toffoli 閘 

由 n-1 個控制位元及 1 個目標位元組成，n>3 時皆可化簡為 NOT、
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CNOT、CCNOT 三種邏輯閘；換句話說，此三種量子閘的組合具備通用性，

可以組成任意邏輯閘。 

５、 量子有限狀態自動機 

量子有限狀態自動機（Quantum Finite Automaton，簡稱 QFA）是假想自動機在

量子世界中該有的表現而定義出的模型，出於不同的需求與觀點，不同研究中的定

義也不盡相同。 

量子計算領域蓬勃發展，Moore 與 Crutcheld 對於量子版本的語言進行探討，並

定義 QFA 模型[10]。Kondacs 與 Watrous 研究 QFA 所接受的語言與正則語言之間的關

係，並使用與前者不盡相同的 QFA 模型[8]。兩者最大的不同是，前者在自動機完成

所有轉換後測量（稱為 Measure-once QFA），後者則在每次轉換後都進行測量（稱為

Measure-many QFA）[5]。 

無論使用何種模型，基於量子電路中不得遺失任一位元資訊的原理，欲使任何

轉換在量子電路（Quantum circuit）中運作，必須具備可逆的性質。以量子閘的觀點

來看，即么正矩陣（Unitary matrix）[12]。 

（１）、 自動機的執行： 

自動機之每一字符以一組邏輯閘合成，由線路表示當前狀態，每輸入一字

符即代表執行一組邏輯閘，線路之輸出即為目標狀態。 

（２）、 狀態編碼（State Encoding）： 

通常將么正矩陣轉換為邏輯閘時會自然將狀態依左至右、數字由小到大的

二進位編碼，方便由線路表示狀態，但若將狀態的命名互相調換也並不會影響

原先矩陣之資訊。 

然而，因線路不會中途改變位置，故同一自動機之所有字符矩陣仍需使用

同一狀態編碼。 
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（圖 8：改變狀態編碼之矩陣） 

（３）、 成本（Cost）： 

a、 邏輯閘數（Gate Count）：合成字符邏輯閘時，等價之表示方式不唯一，

其中邏輯閘數量越多者，實現之成本越高昂。 

b、 位元差（Bit Difference）：以二進位表示當前狀態與目標狀態時，兩者

每有一位元之不同，位元差即加一，位元差越大時，資訊改變的程度越大。 

（二）、 研究流程 

 

 

 

 

 

 

 

量子電路中的運算皆經由量子閘（Quantum gate，相當於傳統邏輯閘）組成，而量

子閘有兩個特性： 

 

在滿足抽象的么正性質之前，我們先由自動機的狀態圖來觀察「不可逆」的路徑如

1. 通常以矩陣表示。 

2. 此矩陣是么正矩陣。 

思考 DFA→QFA 之轉換方式 

觀察自動機圖形，探討可逆條件 

觀察其矩陣表示， 

思考如何使其具備么正性質 

定義出新的 QFA 模型 QDFA， 

功能與 DFA 相同 

模擬新 QFA 在量子電路中的運行 

探討可逆邏輯閘與量子邏輯閘之

相關文獻 

使用 Toffoli gate 來合成新 QFA 

進行效率優化 
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何產生，並想辦法解決，將 DFA 轉換成可逆的自動機。 

此後，再進一步將可逆的自動機轉換成符合么正性質（Unitary）的 QDFA，完成 DFA

與 QFA 之間的轉換。 

１、 進行識別，使其來源可回溯，達成可逆。 

由於量子的物理性質使得自動機必須是可逆的，即為不能喪失資訊，因此代表

在自動機中的每個符號的矩陣必須符合么正性質（ ）。 

從自動機圖形的角度，達成資訊不喪失的條件可解釋為在任一狀態給定上一個

輸入的符號皆能回朔至前一狀態（可逆）。 

因此，不能允許同時有兩個以上的狀態可輸入同一符號而轉換至同一狀態，如

圖 6 所示。 

 

（圖 9：不可逆的確定有限狀態自動機𝑀3） 

以圖 9 之自動機𝑀3為例，狀態𝑞3無法回溯上一狀態，因為在得到輸入符號為0的

情況下，無法得知上一個狀態是𝑞1或者是𝑞2。以矩陣的角度來檢視，則是不符合么

正性質。 

 

（圖 10：𝑀3時之轉移矩陣──不可逆） 

因為不可逆由「同一字符」、「同一目標狀態」而來自不同狀態的轉移造成，又

各字符矩陣的每行代表現在狀態，每列代表目標狀態，所以不可逆在各字符的轉移
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矩陣中，對應的性質是同一字符矩陣的同一列中，有多個 1 存在（見圖 10）。 

為了能加以區別兩者使資訊不喪失，我們想到能為原有字符添加位元以辨識不

同的來源。 

對於𝑀3而言，如果將圖 9 所標出的兩個轉移編上附加位元，一個標為 0，一個

標為 1，則𝑞3能清楚知道上一個狀態究竟是𝑞1還是𝑞2。至於其他沒有不可逆問題的

轉移，則在其字符旁邊標上「-」，表示所有字母表內的字符（見圖 11）。 

 

（圖 11：將M3字符重新編碼，成為可逆的自動機） 

亦可表示為將圖 7 之不可逆矩陣同列之 1 個以上的 1 分配至標記後兩個不同來

源之同一字符矩陣（見圖 12）。 

 

（圖 12：𝑀3可逆時之轉移矩陣） 
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（圖 13：同一字符有多個轉移指向同一目標狀態） 

由此可知，對於一個目標狀態尋找同字符、不同來源的動作，相當於在一個字

符的轉移矩陣中的一列中尋找值為 1 的元素。若有多個 1，就需要將其分配到不同

矩陣，即是將字符重新編碼；若此列只有小於一個 1，則保留原本數值。 

因此，我們得到將普通 DFA 轉為可逆 DFA 的演算法： 

以表 2 舉例。 

1. 得到 DFA 資訊< 𝑄, 𝛴, 𝛿, 𝑞0, 𝐹 >後，對每個字符都運算出其在自動機中的轉移矩陣。 

2. 對於各字符的轉移矩陣的每一列，逐行查看其值是否為 1，是則代表此行對應的狀

態，在輸入此字符時，能到達此目標狀態，為其來源。記錄其來源數目。 

3. 比較所有來源數目，得出 MaxSource，從而得出附加位元數目⌈𝑙𝑜𝑔2𝑀𝑎𝑥𝑆𝑜𝑢𝑟𝑐𝑒⌉。 

4. 將所有字符編上附加位元， 

5. 將各矩陣之各列中的多個 1，分配到重新編碼後各個不同的轉移矩陣。 

（表 2：DFA 轉為可逆 DFA 之步驟） 
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自動機狀態圖 矩陣之實際運作 

 

自動機𝑀4之狀態圖。狀態𝑞0、𝑞1無法推

知上一狀態。 

 

得出 MaxSource=2，要增加 1 位附加位

元。 

 

增添附加位元。 

 

分配原本同一列的 1 到新矩陣中。 

 

狀態圖中省略多餘的表示。 

同上。 

此種辦法在任意的 DFA 可行，其證明： 
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２、 增添虛擬路徑，使轉移矩陣具備么正性質 

首先，我們各字符的轉移矩陣皆(0,1)-矩陣。同時，具備么正性質的(0,1)-矩陣皆

為排列矩陣。因此，我們欲使各矩陣具備么正性質，就要使其成為排列矩陣，即每

一行、每一列都剛好有 1 個 1。 

由於我們討論的是 DFA，因此每一行自然最多只有 1 個 1。先前做完轉換成可逆

的步驟自動機具備可逆的性質後，任一字符矩陣的任一列最多只有 1 個 1。 

然而，在完成分配後依舊無法保證能符合么正性質，因分配後可能產生一列有

少於一個 1 元素的情形。 

 

（圖 14-1：不符合么正性質的轉移矩陣） 

此時，我們在矩陣中修改違反性質的元素，但在實際操作中禁止其執行（以圖

15 中的虛線表示）。 
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（圖 14-2：改正後的轉移矩陣） 

 

（圖 15：虛擬路徑以虛線表示，此自動機我們命名為 QDFA） 

３、 以量子邏輯閘形式完整表達轉換的結果 

在完成由確定有限狀態自動機至矩陣形式的轉換之後，研究以量子邏輯閘的形

式表達並模擬自動機在量子環境下的運行，以驗證演算法的效率及可行性。 

將 QDFA 轉以量子邏輯閘表達的方法參考自[9]，此前我們先將 QDFA 的各字符

矩陣轉成真值表以便操作。以圖 16 中的字符矩陣為例，我們先將使用最直接的狀態

編碼方式—各狀態「依序」由二進制編碼，接著根據狀態轉移，做出真值表。 

 

 

 

（圖 16：字符矩陣轉為真值表） 

每次逐個狀態查看當前狀態是否與目標狀態不同，若不同，則操作相對應的邏

00 00 

01 10 

10 01 

11 11 
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輯閘。每進行一次邏輯閘的操作，被影響的狀態範圍就往下減小，不影響到上面已

轉換完成的狀態。如圖 17 所示，藍色標示的狀態即是未轉換完成的狀態。每增添一

個邏輯閘，都遵循不影響已完成轉換的狀態的原則，只對下面的狀態做變換。 

     

 

（圖 17：自真值表轉換為量子邏輯閘） 

４、 優化量子邏輯閘 

優化之目標為：在不改變原先自動機所有資訊下，使用最少之成本（Cost）完

成 DFA 至 QDFA 之轉換與實現。 

（１）、 應最小化何種成本：位元差（Bit Difference）還是邏輯閘數（Gate Count）？ 

在思考如何定義成本的最小化目標時，有兩個主要方向，即轉換過程中變

動的位元數目，以及總共運用到的邏輯閘數目，而兩者不一定能同時減少。考

慮量子邏輯閘實際成本之高昂，優先考慮優化後者。至於位元差雖可能減少能

量耗損但優化效果較不顯著，列為次要條件。 

（２）、 優化方式：根據置換群（permutation group）的概念。 

     

a 

b 

(123)(4) 
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（圖 18：一個字符矩陣以及其置換群） 

我們發現可以先暫時不指定狀態編碼，畢竟名字可以另行指配。然而，狀

態編碼卻會對所需的邏輯閘數目產生影響。因此，我們藉由矩陣畫出其置換群，

由一個個循環所組成，而每一種圖形都有其最適合的狀態編碼方式。 

我們可以尋找各種狀態圖形的規律，由狀態數目少的簡單圖形往複雜的圖

形遞推。圖 19 是四個狀態時可能有的一些狀態圖，以及可用最少的邏輯閘數目

來合成的組合方式。 

 

 

 

 

（圖 19：四個狀態時的一些循環圖） 

每一種組合方式都有其可對應的狀態編碼，且往往不只一種編碼方式，因

此對於自動機的每一個字符矩陣，我們都能找出一列最佳的狀態編碼清單。若

能於各字符間找到相符的最佳狀態編碼，比起原本的依序編碼方式，有優化的

效果。 

 

三、 研究結果與討論 

本研究對確定有限狀態自動機進行轉換，使其能在量子電路運行。其中，藉由分配位元、

添加虛擬路徑的操作，將確定有限狀態自動機轉換成具備量子有限狀態自動機性質的 QDFA。

下一步，我們將 QDFA 的各字符矩陣化為真值表，將其轉換成量子邏輯閘。同時，我們也尋

找出將 QDFA 轉換成量子邏輯閘的優化方式。
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（圖 20：使 DFA 在量子電路運行之總流程） 

（一）、 從 DFA 轉換至 QDFA 

我們將 DFA 轉換成能在量子電路中運行的量子自動機，將其命名為「QDFA」。其定

義為一個 6-元組< 𝑄, 𝛴, 𝛿, 𝛿′, 𝑞0, 𝐹 >，𝛿′為禁止函數，其餘定義皆與 DFA 相同。 

 

 

 

 

１、 轉換 DFA 格式： 

藉已知 DFA 資訊，構造出字母表中各字符的轉移矩陣。 

２、 得出附加位元： 

對各字符矩陣的各列，查看同列最多出現幾個 1，此數命名為 MaxSource。附加

位元數目即⌈𝑙𝑜𝑔2𝑀𝑎𝑥𝑆𝑜𝑢𝑟𝑐𝑒⌉。 

//陣列 Mat[symbol][state][state]為各字符之矩陣 

    //row: Next State, column: Current State  

MaxSource = 0 

for each symbol ‘s’ (s = 0 ~ 2inbit -1) do  

        //inbit 為字母表之最大位元數 

DFA

字符矩陣

QDFA

字符矩陣
真值表 量子閘

輸入 DFA資訊<

𝑄, 𝛴, 𝛿, 𝑞0, 𝐹 > 

轉換格式： 

對於𝛴中的各字符，構造出

其轉移矩陣 

得出附加位元： 

統計各矩陣的各列最多出

現幾個 1 

分配位元： 

將原矩陣中各列的多個 1分配

到多個新矩陣的同一列 

增加虛擬轉換： 

有兩種實現方式，

見討論 

得到 QDFA 

< 𝑄, 𝛴, 𝛿, 𝛿′, 𝑞0, 𝐹 > 
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        for row = 0 to row = state-1 do 

            count = 0 

            for column = 0 to column = state-1 do 

                if Mat[s][row][column] == 1 then 

count = count + 1 

                    end if 

            end for 

            save[s][row] = count //下一步驟會需要 

            MaxSource = max (MaxSource, count) 

        end for 

 end for 

 AddBit = ceil(𝑙𝑜𝑔2𝑀𝑎𝑥𝑆𝑜𝑢𝑟𝑐𝑒) 

３、 分配位元： 

將各列的 1 分配到不同矩陣中，這些矩陣由原本字符加上附加位元而產生。以

先前的自動機𝑀3舉例操作。 

 

（圖 21-1：𝑀3可逆時之轉移矩陣） 

     bool used[state], over 

 //used 記錄此行是否已經用過 1，over 表示此列已用過 1 

 //i: 字符原始編碼, j: 增添位元後的編碼 

 for i = 2inbit-1 to i = 0 do  

    set all elements in used[] to 0 

    for j = (i+1) ×2Addbit-1 to j = 2Addbit do 
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       for row = 0 to row = state-1 do 

           if save[i][row]>1 then 

                over=0 

                for column = 0 to column = state-1 do 

                   if Mat[i][row][column]==1 and used[column]==false 

                           and over==false then 

                            Mat[j][row][column]=1 

                            used[column]=over=1 

                   else Mat[j][row][column]=0 

                   end if 

                end for 

            else copy Mat[i][row] to Mat[j][row] 

            end if 

        end for 

    end for 

end for 

４、 增加虛擬轉換： 

將新矩陣中各行各列缺少的 1 補齊，使其成為排列矩陣，並標示虛擬路徑「不

可通過」。 

00: 

[
 
 
 
 
1 0 0
0 0 1
0 1 0

0 0
0 0
0 0

0 0 0
0 0 0

1 0
0 1]

 
 
 
 

        10: 

[
 
 
 
 
0 0 0
1 0 0
0 1 0

0 1
0 0
0 0

0 0 1
0 0 0

0 0
1 0]

 
 
 
 

   

01: 

[
 
 
 
 
0 1 0
1 0 0
0 0 1

0 0
0 0
0 0

0 0 0
0 0 0

1 0
0 1]

 
 
 
 

        11: 

[
 
 
 
 
0 0 1
1 0 0
0 1 0

0 0
0 0
0 0

0 0 0
0 0 0

0 1
1 0]

 
 
 
 

   

（圖 21-2：𝑀3符合么正性質時之轉移矩陣） 

for each symbol ‘s’ (s = 0 ~ 2inbit +AddBit -1) do  
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        count = 0 

        for row = 0 to row = state-1 do 

            if used[count] == true then 

count = count+1 

                end if 

            Mat[s][row][count] = 1 

            count = count + 1 

        end for 

 end for 

（二）、 QDFA 至量子邏輯閘 

QDFA 已可在量子環境下運行，為了使實際操作達到最低成本，轉換至邏輯閘的過程

中同時考慮優化。 

１、 由矩陣畫出狀態圖 

由矩陣最左邊之狀態開始，暫設為第一狀態，至目標狀態曾經出現為止為一循

環；可以以群論中的置換圖形或排列表示。 

   

（圖 22：矩陣至狀態圖） 

２、 由狀態圖找出最適狀態編碼 

（１）、 狀態圖圖形：循環長度（Circle Length）較短之狀態圖圖形可輕易推導出最

佳解，較長之循環則可以遞迴向上推導。 

        

              

(123)(4) 
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（圖 23：由長度 4 之循環解構至單循環） 

（２）、 共同排列（Common Permutation）：同時考慮自動機中的所有字符，存在同

一循環中之狀態排列即為，出現越頻繁則須考慮的比重越重。 

 

（圖 24：a b c 三個字符之共同排列） 

NOT 可將所有狀態兩兩置換，CNOT 可將所有狀態之 1/2 兩兩置換，CCNOT 可將

所有狀態之 1/4 兩兩置換（見圖）。依以上之條件選出成本最低廉的狀態編碼（State 

Encoding）而可達成優化效果。 

 

（圖 25：8 個狀態情況下 Toffoli Gate 可代表之置換） 

（三）、 演算法之正確性 

 

 

證明： 

DFA 以矩陣型態表現時，定義為各個字符皆有一對應矩陣，其直行代表當前狀

a: (12345)(678) 

b: (12)(45)(3678) 

c: (213)(45678) 

任意 DFA 以矩陣型態表現時，其各個字符的對應矩陣可藉由「分配位元」操作，轉

為可逆 DFA。再藉由「添加虛擬轉換」操作，轉為 QDFA。 
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態，橫列代表目標狀態，以 0 與 1 表達在輸入此字符的情況下各狀態之間的轉移是

否可行，0 為 False，1 為 True。 

為了使 DFA 能於量子環境下執行，其矩陣型態必須符合 Unitary 性質，又因 DFA

之矩陣皆僅出現 0 與 1，故 QDFA 之矩陣型態必須皆為排列矩陣。 

根據 DFA 的確定性質，每次轉移狀態時僅會轉移至一個以下的狀態（下一狀態

或直接拒絕），故其所有字符的對應矩陣中之每一直行皆僅會包含一個以下的 1。⇒

只需考慮分配橫列中的 1。 

當某一狀態出現同時輸入同一字符的不同來源箭頭時，其矩陣表示型態會在該

字符的對應矩陣的橫列中出現一個以上的 1；此時為了符合 Unitary 性質，將原先橫

列有多個 1 的字符依照 1 的個數加上編碼，分配為不同的矩陣，定義此操作為「分

配位元」。此時原先的字符於自動機內部分散為多個字符，每個字符的對應矩陣的每

個橫列皆分配到一個 1，由於自動機的狀態有限，其字符的矩陣表示型態之行數與

列數亦有限，故一定能完成分配。 

（四）、 效率分析 

１、 由 DFA 至可逆 DFA： 

設字母表中有𝐶種字符，狀態數目是𝑁。 

 

（圖 26：眾多同樣字符的轉移指向同一狀態） 

依據前文所述的演算法，若出現如圖 26 的極端情況，字母表的大小會擴增到

𝑂(𝐶×𝑁)的層級。同時，每個字符都要儲存一個𝑁2的矩陣，因此空間複雜度為

𝑂(𝐶×𝑁3)。為了填滿這些矩陣，所需的時間複雜度也是𝑂(𝐶×𝑁3)。. 
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然而在真正實作時，會發現這些字符矩陣儲存許多不必要的資訊，都是 0 多 1

少的稀疏矩陣。事實上，根據 DFA 的性質，同一直行最多只能有 1 個 1，因此在矩

陣的𝑁2個元素中最多只會有𝑁個 1。當𝑁的數目越大，1 的數量所能占的比例越小。 

 

 

 

 

（表３：存下各字符在自動機中的轉移路徑） 

因此，在這階段的轉換過程中，只需儲存各字符在自動機中有哪些轉移路徑即

可。如此，空間複雜度為𝑂(𝐶×𝑁2)。既然已無需填滿矩陣，則只需掃過𝐶個字符的

各轉移路徑，一一分配到擴增後的字符的轉移路徑隊伍中，所需時間複雜度為

𝑂(𝐶×𝑁)。 

 

0
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（圖 27：字母表大小為 1024 時，狀態數𝑁與執行時間的對照圖） 

圖 27 為使用普通 Windows 7 作業系統的桌上型電腦，對於初始字母表大小為

1024 的 DFA 進行轉換的程式執行結果。之所以將字母表大小設為 1024 是認為這個

數字足夠大，可以看出不同狀態數之間，執行時間的顯著差距。輸入程式的 DFA 是

依據「使 MaxSource」最大化的原則生成。由圖 27 可見，這一階段的轉換所需的時

間與𝑁大略呈線型關係。 

２、 由可逆 DFA 至 QDFA： 

 QDFA 如果使用矩陣的方式表示，則其每個字符矩陣都是排列矩陣。若依據此種

資料儲存方式，空間複雜度是𝑂(𝐶×𝑁3)，而轉換所需的時間複雜度是𝑂(𝐶×𝑁2)。對

於𝑂(𝐶×𝑁)個字符矩陣，只要如上文的虛擬碼一樣儲存「每一直行是否已有 1 存在」，

就能以𝑂(𝑁)的時間完成轉換，因此是𝑂(𝐶×𝑁2)。 

 但是 QDFA 也不需要真的以排列矩陣的形式儲存，同樣地，只要存下各轉移路

徑即可。每個字符的轉移路徑隊列都要填滿至𝑁個轉移路徑，因此空間複雜度為

𝑂(𝐶×𝑁2)，時間複雜度是𝑂(𝐶×𝑁2)。這一步所需的時間複雜度相較於前一步增長了

𝑁倍，是因為字母表大小已擴增到𝑂(𝐶×𝑁)。 

（四）、 討論 

１、 QDFA 語言與 DFA 之比較 

由於先前已證明任意 DFA 都能轉換成 QDFA，因此 QDFA 可接納的語言與 DFA 能

接納的語言完全等價，即正則語言。 

２、 與過往研究之比較 

此領域近期的最相關研究是一篇 2015 年的文章，其中定義了一種新的模型

REV-DFA，是針對可逆 DFA 的研究，旨在尋找將 DFA 轉為可逆 DFA 的方法[7]。不同

於本研究之方法，這篇文章選擇從複製自動機狀態的角度出發。 

至於 QFA 領域中最常被提到的 Measure-once QFA[10]以及 Measure-many 
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QFA[8]，雖然效率較高，卻因為利用機率疊加的特性，因此其接納的語言僅為正則

語言的子集合。這兩種 QFA 的相關研究都是基於假設量子電腦存在的前提下，對 QFA

可接受的語言集合進行研究。本研究則提供將傳統電腦的 DFA 轉換成 QDFA 的方式，

且能接納正則語言，與 DFA 等價。 

３、 避開虛擬路徑之機制 

有兩種方式可以避開虛擬路徑： 

（１）、 進行轉換操作前，先進行 Completion（使自動機在所有狀態下對任何輸入

的字符皆有對應的目標），雖然在轉換後便不再 Complete，但這是對內部情況

而言，對外界而言任何輸入的字符皆有對應的箭頭。 

（２）、 QDFA 可由外界電子零件控制，一旦遇見虛擬路徑即保證被拒絕（Reject），

因不存在的箭頭皆指向受困狀態（Trap State，輸入任何字符皆指向自己）。而為

了判別當前操作是否被禁止，需在每輸入一個符號後測量，近似於

Measure-many QFA 模型。 

４、 合成量子電路的其他優化方式 

（１）、 根據真值表（改變狀態編碼）： 

找出所有狀態編碼之中，位元差（Bit Difference）最少之編碼。這亦為格雷

碼（Gray Code）問題。 

 

（圖 28：以減少位元差做優化） 
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見圖 28 可發現，以減少位元差為目標而改變狀態編碼後，卻使得邏輯閘數

增加了，故知兩者可能產生衝突，又因目前邏輯閘之成本明顯較為高昂，因此

我們暫時捨棄以位元差作為優化條件。未來可能以此為次要之條件考慮更進一

步的優化演算法。 

（２）、 根據轉移矩陣（改變虛擬位元）： 

在矩陣中出現 2 個以上的缺少 1 時，虛擬位元之可能位置便有 2 個以上的

組合。 

[

1 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 0

1 0
0 0

] 

[

1 0
0 1

0 0
0 0

0 0
0 0

1 0
0 1

]  or [

1 0
0 0

0 0
0 1

0 0
0 1

1 0
0 0

] 

（圖 29：虛擬位元之位置可有 2 種組合） 

改變虛擬位元的位置等於在過程中改變矩陣本身，如同改變狀態編碼一般

能減少成本，但與狀態編碼不同，是各個矩陣獨立。若嘗試與狀態編碼配合，

將會大量增加優化可能的多樣性及複雜性。 

 

四、 結論與應用 

本研究定義出一種新的模型 QDFA，可以在量子電路中運行，同時也能接受與 DFA 等價的

語言。由於是從傳統電腦的世界搭一棟通往量子計算的橋樑，我們的轉換方式都是利用傳統

電腦的邏輯，以能用傳統方式完成轉換。 

轉換成量子有限狀態自動機的 QDFA，我們則討論如何優化量子邏輯閘的合成方式，使其

不但能在量子電路運行，且更有效率。針對 QDFA 的特質而設計出的優化方式，能配合由傳

統 DFA 轉換而成的 QDFA 使其不喪失資訊，以接納正則語言。 
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目前，為數不少的研究者正在研究並嘗試實現量子電腦，我們相信這總有一天會成功，

然而過往長久所累積下的資訊卻不能直接移植至量子電腦上沿用，因此需要轉換的手續；我

們的研究能使得未來量子電腦實行時，得以轉移既有的自動機資訊至新的形態。 
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六、 附錄 

由 DFA至可逆 DFA的實驗用程式 

#include<cstdio> 

#include<ctime> 

#include<vector> 

#include<algorithm> 

using namespace std; 

#define x first 

#define y second 

typedef pair<int,int> pii; 

const int maxbit = 25; 

int inbit, trans, state, MaxSource, AddBit; 

vector<pii> v[1<<maxbit]; 

 

int main(){ 

clock_t T1, T2, T3, T4; 

    T1 = clock(); 

    freopen("input.txt","r",stdin); 

    freopen("output.txt","w",stdout); 

     

char ts[maxbit+1]; 

http://www.csie.ntnu.edu.tw/~u91029/Language.html#1


32 

    int cur, nxt, tmp, M=0; 

    double spend=0; 

    scanf("%d %d %d",&inbit,&trans,&state); 

    for(int i=0; i<trans; i++){ 

        T3=clock(); 

        scanf("%s %d %d",ts,&cur,&nxt); 

        T4=clock(); 

        spend+=T4-T3; 

        tmp=0; 

        for(int j=0; j<inbit; j++){ 

         tmp= tmp*2 + ts[j]-'0'; 

  } 

        M=max(M, tmp); 

        v[tmp].push_back(make_pair(nxt, cur)); 

    } 

    for(int i=0; i<=M; i++){ 

     sort(v[i].begin(), v[i].end()); 

     tmp=1; 

     for(int j=1; j<v[i].size(); j++){ 

      if(v[i][j].x!=v[i][j-1].x) tmp=1; 

      else tmp++; 

      MaxSource= max(MaxSource, tmp); 

  } 

 } 

 tmp=1, AddBit=0; 

    while(tmp < MaxSource){ 

        AddBit++; 

        tmp*=2; 

    } 

    printf("MaxSource= %d, AddBit= %d\n",MaxSource, AddBit); 

     

    for(int i=(1<<inbit)-1; i>=0; i--){ 

     tmp= i<<AddBit; 

     int cnt=1, len=v[i].size(); 

     if(len==0) continue; 

      

     pii last=v[i][len-1]; 

     v[i].pop_back(); 

   

     for(int j=len-2; j>=0; j--){ 
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      pii P=v[i][j]; 

      if(v[i][j].x!=v[i][j+1].x){ 

       cnt=0; 

       v[i].pop_back(); 

       v[tmp+cnt].push_back(P); 

   } 

      else { 

       v[i].pop_back(); 

       v[tmp+cnt].push_back(P); 

       cnt++; 

   } 

  } 

  v[tmp].push_back(last); 

    } 

        T2 = clock(); 

    printf("time= %.0lfms\n", T2-T1-spend); 

 return 0; 

} 



【評語】190003-評語 

1. 本件作品有紮實的理論基礎，並提出創新的 DFA 轉 QDFA 演

算法，值得肯定。 

2. 建議提供正確的演算法複雜度分析。 

 

Intel 特別獎評語： 

1. 很好且很新的題目。 

2. 運用新的演算法轉換量子（模糊）的資料為確定數據的資料。 

3. 很有未來性，但須將較少人研究的量子電腦解釋清楚。 

4. 也要想想應用面。 

5. 評審建議；如何將量子電腦放到 FPGA。 

6. 建議增加說明：Quantum computing 裡何時適合用 finite 

state machine 來模擬？ 

  

排版\190003-評語
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