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作者簡介 

 

我是郭品辰，目前就讀臺北市立麗山高中二年級。我自幼就對數學很有興趣，

經常向姊姊請教她正在學的課程，平時我也會找一些有趣的數學題目，並試著以不

同角度去解題，使自己的數學能力更加精進。我的夢想是成為一名數學老師，並像

我們現在做專題的一樣，帶領學生自己探索一些數學性質，因為我認為自己去探索

能增加許多能力，或許也因此能有更好的成就。期待在這次盛會中，能與來自四面

八方的學生有所交流，學習新知，並滿載而歸。 
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我是盧冠綸，從小，我總是充滿了好奇心，滿頭滿腦充滿著各種奇奇怪怪的鬼

點子，對生活中觀察到的各種大大小小的科學現象都非常的好奇。進入了麗山高中

就讀後，接觸到了學校頗具盛名的專題研究課程，我開始一心一意的投入研究，學

習各種研究方法、報告表達方式和許許多多不同的幾何觀點。希望在這次的盛會之

中，能夠看到更多不同的幾何推廣觀點、特別的證明方法，認識更多與我們一樣投

入於數學科展的同儕，彼此互相交流。 
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我是陳祥恩，目前就讀麗山高中二年級，小學時身因為身邊沒有朋友，所以都

自己在座位上讀書，日復一日，我逐漸發現自己對數學有興趣，中學時參加了數學

資優班,數學課後班等課程後才讓我用數學教朋友，在老師的教導中亦從中學習到

許多的數學技巧，我希望也能在這次的科展，除了參展外，也能遇到志同道合的朋

友。 



 

摘要 

  本研究以蒙日定理「平面上三圓彼此的外公切線交點共線」及其對偶定理「

平面上三圓彼此的內公切線交點與另一圓的圓心的連線共點」出發，探討三圓更

多由內、外公切線所產生的共點共線性質，進而探討四圓以上的情形，以及正多

邊形、圓錐曲線等位似圖形，並推廣至空間中的球體。正如本研究作品名稱，我

們將鮮少人研究的蒙日定理萌發出新枝，在日夜中茁壯，甚至最後有驚人的發現

「在空間中n個外離的球，任意1個球的球心與另n-1個球的蒙日點連線會共交一

點，此點稱之為n球的蒙日點」，此「點」發現，讓人不禁對宇宙中星體之間的關

係產生更多無限的想像。 

 

 

 

Abstract 

This research is base on the Monge's theorem: “ any three circles on a plane, 

intersection points of the three pair external common tangent lines are collinear” and 

its dual theorem: “any three circles on a plane, the intersection points of the three pair 

internal common tangent lines, connect it to the third circle’s center, three lines 

concurrent”. We looked further into other special properties when the two theorem 

meet together. In addition, we degenerated circles into regular polygons, projective 

transform it to conic section and also extended it to three-dimensional. We found 

some incredible results: any N balls in the space, none of which is inside another, 

connect any one ball’s center to the monge’s point of the other balls, those lines will 

be concurrented.   
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壹、前言 

一、研究動機 

  我們在「The Schiller Institute」網站上意外看到蒙日定理，「在平面上三個

外離的圓，彼此兩圓的外公切線交點會在同一條直線上」的有趣結果。如果不是

外公切線而是內公切線，結果會如何？會共點嗎？又如果是 4個圓呢？甚至是空

間中的球體，會不會有令人意想不到的結果呢？再者，蒙日定理在射影幾何上扮

演重要的理論基礎，上述這些想像或推廣若成立，對近年來非常熱門的虛擬實境

（Virtual Reality），或許能提供幾何光學應用的理論基礎，甚至可探究宇宙星球

間的關係。這引起了我們想一探究竟的好奇心。 

 

二、研究目的與問題 

  本研究目的試圖從平面上三圓的內、外公切線交點的性質探討，推廣至四圓

以上、正多邊形、圓錐曲線等位似圖形及空間中的球體與多面體，問題如下： 

（一）探討平面上三圓蒙日定理的性質與推廣。 

（二）探討平面上四圓蒙日定理的性質與推廣。 

（三）探討平面上無限個圓蒙日定理的性質與推廣。 

（四）根據上述問題，探討其在正多邊形、圓錐曲線等位似圖形及空間多面體與

球體的性質與推廣。 
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貳、研究工具與方法 

一、研究工具 

（一）我們利用 GSP 與 Geogebra 等電腦動態幾何軟體進行問題的幾何實驗， 

   透過實驗、觀察、猜測、驗證等，發掘研究結果並加以證明。 

（二）為了讓符號能充分表達其所代表的幾何意義，做了以下符號命名： 

 

 

二、研究架構與方法 

 

 

 

 

 

IAB  ：圓 A 與圓 B 的內公切線交點 

OAB  ：圓 A 與圓 B 的外公切線交點 

MABC：圓 A、B、C 的蒙日點 

LABC ：圓 A、B、C 的蒙日線 

RA   ：圓 A 的半徑長 
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三、文獻探討 

（一）位似圖形（Homothetic Graph）（參見文獻[1]） 

    若兩相似多邊形其對應頂點的連線交於一點則稱其互為位似圖形，交點稱為

位似中心，其相似比又稱為位似比，如右下圖。性質如下： 

【性質1-1】 

位似圖形對應線段的比等於相似比。 

【性質1-2】 

位似圖形的對應角都相等。 

【性質1-3】 

位似圖形面積的比等於相似比的平方。 

【性質1-4】 

位似圖形高、周長的比都等於相似比。 

  由於圓可視為無限邊形，故上

述性質在兩圓上亦成立。 

 

  如右圖，將【性質1-1】在圓

上的運用，即可寫出下式： 

A IAB
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

B IAB
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

=
RA

RB
=

A OAB
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

B OAB
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

 

此式在後續證明有很大的助益。 

 

（二） Menelaus 定理、Ceva 定理與 Desargues 定理 

【性質 2-1：Menelaus 定理】 

若一直線與 △ ABC的 BC ⃡   、CA ⃡   、AB ⃡    邊分別交於 L、M、N， 

則 
BL̅̅ ̅̅

LC̅̅ ̅̅
×

CM̅̅ ̅̅ ̅

MA̅̅ ̅̅ ̅
×

AN̅̅̅̅̅

NB̅̅̅̅̅
= 1，其逆敘述亦成立。 

【性質 2-2：Ceva 定理】 

若 D、E、F 分別在△ ABC 的 BC ⃡   、CA ⃡   、AB ⃡     邊上，且 AD ⃡    、CE ⃡   、BF ⃡    共交一

點，則 
BD̅̅ ̅̅

DC̅̅ ̅̅
×

CE̅̅ ̅̅

EA̅̅ ̅̅
×

AF̅̅ ̅̅

FB̅̅ ̅̅
= 1，其逆敘述亦成立。 

【性質 2-3：Desargues 定理】 

在射影空間中，有六點 A、B、C、a、b、c，若 Aa ⃡   、Bb ⃡   、Cc ⃡   共點，則 AB ⃡    ∩ ab ⃡   、

BC ⃡   ∩ bc ⃡  、CA ⃡   ∩ ca ⃡   共線，其逆敘述亦成立。 
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（三）蒙日定理及其相關定理（參見文獻[2]、[3]） 

【性質3-1：蒙日定理】（以下亦以【蒙日線】稱之） 

平面上外離的三個圓，任兩圓作外公切線交點會三點共線。如下圖，OAB、OAC

、OBC三點共線。此線稱之為三圓蒙日線，以LABC表示。 

 <證明> 

1° 作△ ABC，OAB、OAC、OBC 

   分別在三邊延長線上。 

2° 根據【性質 1-1】知 

   
A OAB̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

OAB 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
×

B OBC̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

OBC C̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
×

C OAC̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

OAC A̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 

   =
RA

RB
×

RB

RC
×

RC

RA
= 1， 

3° 根據【Menelaus 定理】 

   知OAB、OAC、OBC 三點共線。■ 

 

 

  當兩圓大小相同時，其外公切線會平行，我們可將此兩線視為在無窮遠處交

於一點，也就是此兩圓的外公切線交點在無窮遠處，此時蒙日線也會在無窮遠處

過此兩圓的外公切線交點。因此即使在圓的大小相同時，本研究的所有性質仍能

成立。 

 

 

【性質 3-2：蒙日對偶定理】（以下亦以【蒙日點】稱之） 

平面上外離的三個圓，任 1 圓的圓心與另 2 圓的內公切線交點連線會三線共

點。如下圖， AIBC
 ⃡        、BIAC

 ⃡        、CIAB
 ⃡         三線共點。此點稱之為三圓蒙日點，以MABC表

示。 

<證明> 

1° 作△ ABC，IAB、IAC、IBC分別 

   在三邊延長線上， 

2° 根據【性質 1-1】知 

   
A IAB̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

IAB B̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
×

B IBC̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

IBC C̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
×

C IAC̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

IAC A̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 

   =
RA

RB
×

RB

RC
×

RC

RA
= 1， 

3° 根據【Ceva 定理】知 

AIBC
 ⃡       、BIAC

 ⃡       、CIAB
 ⃡       三線共點。■ 
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【性質 3-3：廣義蒙日線】 

平面上外離的三個圓，任 2 圓的外公切線交點，與此兩圓分別跟另 1 圓的內公

切線交點，三點共線。如下圖，(OAB、IAC、IBC)、(OAC、IAB、IBC)、(OBC、

IAB、IAC)，均分別三點共線。 

 <證明> 

1° 作△ ABC，IAC、IBC、OAB分別在三邊延長 

   線上， 

2° 根據【性質 1-1】知  

   
A OAB̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

OAB B̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
×

B IBC̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

IBC C̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
×

C IAC̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

IAC A̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

RA

RB
×

RB

RC
×

RC

RA
= 1， 

3° 由【Menelaus 定理】知 OAB、IAC、IBC三 

   點共線，同理可證得(OAC、IAB、IBC)、 

   (OBC、IAB、IAC)亦分別三點共線。■ 

 

 

<蒙日線定理與蒙日點定理的互證> 

  
1° 作△ ABC 與 △ IABIBCIAC， 

2° 根據【廣義蒙日線】知 

   AB ⃡    、IACIBC
 ⃡           交於OAB，AC ⃡   、IABIBC

 ⃡             

   交於 OAC，BC ⃡   、IABIAC
 ⃡           交於OBC， 

3° 根據【蒙日線】知OAB、OBC、OAC 

   三點共線，根據【Desargues 定理】， 

   A IBC
 ⃡          、B IAC

 ⃡          、C IAB
 ⃡          三線共點，其逆 

   敘述亦成立。■ 
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參、研究結果與討論 

一、平面上三圓蒙日定理的性質與推廣 

  根據性質 3-3，文獻上已有針對廣義蒙日線的探討，相對的卻無廣義蒙日點，

因此我們試圖從探討其存在性開始，並找出內、外公切線交點其他共點、共線情

形。發現結果如下： 

 

【定理 1-1】廣義蒙日點 

平面上外離的三個圓，任 1 圓的圓心與另 2 圓的內公切線交點連線，以及另外 2

圓的圓心分別與另 2 圓外公切線交點的連線，三線共點。如圖 1-1，( AIBC
 ⃡       、

BOAC
 ⃡         、COAB

 ⃡          )、(BIAC
 ⃡       、COAB

 ⃡         、 AOBC
 ⃡          )、( CIAB

 ⃡       、AOBC
 ⃡         、BOAC

 ⃡          )，均分別三

線共點，此交點稱之為「廣義蒙日點」，分別以MAABC、MBABC、MCABC表示。 

 

▲圖 1-1 

<證明> 

1° 作 △ ABC 並延伸各邊，OAC、IBC、OAB分別在AC ⃡   、BC ⃡   與AB ⃡    上， 

2° 由【性質 1 − 1】知
AOAC
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

COAC
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

×
CIBC
̅̅ ̅̅ ̅̅

BIBC
̅̅ ̅̅ ̅̅

×
BOAB
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

AOAB
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

=
RA

RC
×

RC

RB
×

RB

RA
= 1， 

3° 由【Ceva逆定理】知 A IBC
 ⃡          、B OAC

 ⃡           、C OAB
 ⃡           三線共點。 

   同理可得( A OBC
 ⃡           、B IAC

 ⃡          、C OAB
 ⃡            )、( A OBC

 ⃡           、B OAC
 ⃡           、C IAB

 ⃡           ) 

   亦分別三線共點。■ 
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    接下來，我們嘗試找其特殊性質，經過許久皆未能發現，不過就在靈感一湧

之間，我們做出了特殊三圓的蒙日線，並發現一個有趣的結果： 

 

【定理 1-2】三圓的特殊蒙日線 

平面上外離的三個圓，作出其蒙日點（如圖 1-2），並作出以下： 

1. 作此三圓的蒙日線。（如圖中綠線LABC） 

2. 過蒙日點作以兩圓內公切線交點為中心的圓，並作出此三圓的蒙日線，稱之

為內蒙日線。（如圖中橘線） 

3. 過蒙日點作以 A、B、C 為中心的圓，並作出此三圓的蒙日線，稱之為大圓蒙

日線。（如圖中藍線） 

則 LABC、內蒙日線與大圓蒙日線共交於一點。 

 

▲圖 1-2 

<證明>  

證明方式同【定理 1-1】，透過作△ OBCO′
BCOIABIAC

與 △ OACO′
ACOIABIBC

， 

分別由性質得出對應邊延長共交於C、M、IAB，再經由【Desargues 定理】 

即可得證。 
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接著，我們作出三圓所有的外公切線的交點，共有C2
6=15 個交點，除了三點

滿足蒙日定理，是否有其它共點、共線或是共圓等性質？ 

如下圖，平面上外離的三個圓，任兩圓作外公切線，為方便描述，作以下約

定：以圓 A 為例，「任 1 圓（A）與另 2 圓（B、C）的四條外公切線彼此有 6 個

交點，除了兩點前述外公切線交點（OAB、OAC）外，另 4 個交點分別以內交點

（A1）、外交點（A4）和兩側點（A2、A3）來表示」。對圓 B、C 外公切線彼此所

產生的交點B1~B4、C1~C4表示方法亦相同。 

 

  我們發現一項驚人的結果「三圓外公切線彼此的 15 個交點中，有六點滿足

Pascal 逆定理，六點滿足 Brianchon 逆定理，三點滿足蒙日線定理（Monge’s Line ）」，

涵蓋三大定理，我們將此發現結果簡稱為「PBL 定理」。為方便證明，請看以下

引理： 

【引理】 

平面上外離的三個圓，任兩圓作外公切線，則任 1 個圓的內交點與外交點連

線，必與另 2 圓的兩側點的分別連線，共交一點。如下圖， 

（C1C4
 ⃡       、A2A3

 ⃡        、B2B3
 ⃡        ）、（B1B4

 ⃡        、C2C3
 ⃡        、A2A3

 ⃡        ）、（A1A4
 ⃡        、B2B3

 ⃡        、C2C3
 ⃡        ）， 

均分別三線共點。 

＜證明＞ 

1° 作△ A2B3C4、 △ A3B2C1。 

2° 依定義知此兩三角形對應邊之三交點共線 

   於LABC。 

3° 由【Desargues 定理】得 

   C1C4
 ⃡       、A2A3

 ⃡        、B2B3
 ⃡         

   交於一點 P。 

4° 同理可證（B1B4
 ⃡        、C2C3

 ⃡        、A2A3
 ⃡        ）、 

   （A1A4
 ⃡        、B2B3

 ⃡        、C2C3
 ⃡        ），分別三線共點。 
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【定理 1-3】PBL 定理 

平面上外離的三個圓，任兩圓作外公切線，則三圓外公切線彼此的 15 個交點中

有下列性質：如圖 1-3 

(1) 三圓兩側點所構成的六邊形A2A3B2B3C2C3對應邊延長交點共線（Pascal Line） 

(2) 三圓分別內交點與外交點連線A1A4
 ⃡        、B1B4

 ⃡        、C1C4
 ⃡       必三線共點（以S1表示） 

(3) OAB、OBC、OAC 三點共線。 

 
▲圖 1-3 

<（1）證明> 

1° 如圖 1-3，由【引理】與定義可推得 A3C2
 ⃡        、B2C3

 ⃡        、PC4
 ⃡      三線共點於C1，由 

   【Desargues 定理】知△ A3B3P及△ C2C3C4對應邊交點共線。 

2° 因 A2A3
 ⃡        = A3P ⃡      、 B2B3

 ⃡        = B3P ⃡      、 A2C3
 ⃡        = C3C4

 ⃡        、 B3C2
 ⃡        = C2C4

 ⃡        ， 

   故知六邊形A2A3B2B3C2C3之對應邊延長交點三點共線。 

 

<（2）證明> 

1° 如圖 1-3，作 △ A1B1C1、△ A4B4C4，依定義知A1B1
 ⃡        、A4B4

 ⃡        交於點 OAB， 

   A1C1
 ⃡        、A4C4

 ⃡        交於點 OAC， B1C1
 ⃡        、B4C4

 ⃡        交於點 OBC， 

2° 由【蒙日線】知 OAB、OAC、OBC三點共線，再由【Desargues 定理】，可得 

   A1A4
 ⃡        、B1B4

 ⃡        、C1C4
 ⃡       三線共點於S1。■ 

 

    由上述（1）、（2），根據 Pascal 逆定理可得知六邊形A2A3B2B3C2C3必有一個

外接錐；根據 Brianchon 逆定理可得知六邊形A1B1C1A4B4C4必有一個內切錐。 

 

除了上述發現，我們亦發現另有兩組交點跟圓心對應連線後會有三線共點的

情形，並且此兩點又與 S1 形成三點共線，請看以下說明：  
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【定理 1-4】PBL 定理中的共點共線性質 

平面上外離的三個圓，任兩圓作外公切線，則三圓外公切線彼此的 15 個交點中

有下列性質：如圖 1-4 

(1) 三圓分別內交點與外交點連線共點：A1A4
 ⃡         ∩ B1B4

 ⃡         ∩ C1C4
 ⃡        = S1。 

(2) 三圓的圓心分別與內交點連線共點： AA1
 ⃡       ∩  BB1

 ⃡       ∩  CC1
 ⃡      = S2。 

(3) 三圓的圓心分別與外交點連線共點： AA4
 ⃡       ∩  BB4

 ⃡       ∩  CC4
 ⃡      = S3。 

(4) S1、S2、S3 三點共線，且此線與三圓蒙日線LABC垂直。 

<（1）證明> 定理 1-3 已證。 

 

<（2）、（3）證明> 

1° A1A2
 ⃡        、A1A3

 ⃡        為圓 A之切線，可得知 

   AA1
 ⃡      為∠C1A1B1 的角平分線。同理 

   可推得BB1
 ⃡      、CC1

 ⃡     分別為∠A1B1C1、

   ∠A1C1B1之角平分線。 

 

2° 因 AA1
 ⃡      、BB1

 ⃡      、CC1
 ⃡     皆為 

   △ A1B1C1的角平分線，可 

   知此點為△ A1B1C1的內心， 

   因此三線必交於一點S2。 

 

3° 同理可推得AA4
 ⃡      、BB4

 ⃡      、CC4
 ⃡      

   三線共點於S3。■ 

 

 

 

 

 

<（4）證明> 

1° 作△ C1C4C、△ A1A4A。 

2° 依定義知A1C1
 ⃡        、A4C4

 ⃡        、AC ⃡   均交於點OAC， 

   A1A4
 ⃡        、C1C4

 ⃡        交於S1， 

   AA1
 ⃡      、CC1

 ⃡      交於S2， 

   AA4
 ⃡      、CC4

 ⃡      交於S3。 

3° 根據【Desargues 定理】 

   ，知 S1、S2、S3 

   三點共線。 ■ 

▲圖 1-4                 
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在定理 1-3 與 1-4 驚人的發現後，我們大膽臆測在三圓內公切線彼此交點必

有相對應的性質會成立。 

 

如下圖，平面上外離的三個圓，任兩圓作內公切線，為方便描述，作以下約

定：以圓 A 為例，「任 1 圓（A）與另 2 圓（B、C）的四條內公切線彼此有 6 個

交點，除了兩點前述內公切線交點（IAB、IAC）外，另 4 個交點分別以內交點（A1）、

外交點（A4）和兩側點（A2、A3）來表示」。對圓 B、C 內公切線彼此所產生的

交點B1~B4、C1~C4表示方法亦相同。 

 
 

  我們會發現「三圓內公切線的 15 個交點，有六點滿足 Pascal 逆定理，六點

滿足 Brianchon 逆定理，三點與對應圓心連線滿足蒙日點定理（Monge’s Point）」，

我們不妨以「PBM 定理」稱之，與 PBL 定理相呼應。 
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【定理 1-5】PBM 定理 

平面上外離的三個圓，任兩圓作內公切線，則三圓內公切線彼此的 15 個交點中

有下列性質：如圖 1-5  

(1) 三圓兩側點所構成的六邊形A2A3B2B3C2C3對應邊延長交點共線（Pascal Line） 

(2) 三圓分別內交點與外交點連線A1A4
 ⃡        、B1B4

 ⃡        、C1C4
 ⃡       必三線共點（以T1表示） 

(3) AIBC
 ⃡       、BIAC

 ⃡       、CIAB
 ⃡        三線共點 （蒙日點MABC）。 

<證明> 略 

 
▲圖 1-5 

 

  除此之外，定理 1-4 的結果在改為內公切線情況下亦成立，只是圓心要修正

為對應的內公切線交點，結果說明如下： 
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【定理 1-6】PBM 定理中的共點共線性質 

平面上外離的三個圓，任兩圓作內公切線，則三圓內公切線彼此的 15 個交點中

有下列性質：如圖 1-6 

(1) 三圓分別內交點與外交點連線共點：A1A4
 ⃡         ∩ B1B4

 ⃡         ∩ C1C4
 ⃡       = T1。 

(2) 任 1 圓的內交點分別與另 2 圓的內公切線交點連線共點： 

                                   A1IBC
 ⃡         ∩ B1IAC

 ⃡         ∩ C1IAB
 ⃡         = T2。 

(3) 任 1 圓的外交點分別與另 2 圓的內公切線交點連線共點： 

 A4IBC
 ⃡         ∩ B4IAC

 ⃡         ∩ C4IAB
 ⃡         = T3。 

(4) T1、T2、T3 三點共線。（並未通過蒙日點MABC） 

<證明> 略 

  

 

▲圖 1-6  
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二、平面上四圓蒙日定理的性質與推廣 

  接下來，我們作出第四個圓，試圖探討是否仍保有三圓時的特性或其它共點、

共線的關係。首先作出四圓彼此的內公切線交點，發現結果如下： 

 

【定理 2-1】四圓內公切線交點連線的共點關係 

平面上外離的四個圓，任意 2 圓的內公切線交點與另 2 圓的內公切線交點連線，

三線共交一點。如圖 2-1，以 IABICD
 ⃡           ∩ IACIBD

 ⃡           ∩ IADIBC
 ⃡            = P1 表示。 

 

▲圖 2-1 

<證明> 

1°  如圖 2 − 1，作 △ IABIACIBC、 △ IADIBDICD。 

2° 根據【廣義蒙日線】得 IACIBC
 ⃡           、IADIBD

 ⃡           交於 OAB， 

   IABIAC
 ⃡           、IBDICD

 ⃡           交於 OBC，IABIBC
 ⃡           、IADICD

 ⃡           交於 OAC。 

3° 由【蒙日線】知OAB、OAC、OBC 三點共線，由【Desargues 定理】可得 

   IABICD
 ⃡           、IACIBD

 ⃡           、IADIBC
 ⃡            三線共交於一點（以P1表示）。■ 
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  同樣的，若考慮四圓彼此的外公切線交點，能確認任三圓必有一條蒙日線，

如下圖，可見四組三點共線，但並無發現其餘特殊的關係。 

     

倘若我們同時做出四圓的內、外公切線交點，則可發現多組交點連線的共點

關係，說明如下： 

 

【定理 2-2】四圓內、外公切線交點連線的共點關係 

平面上外離的四個圓 A、B、C、D，任兩圓的內（外）公切線交點與另兩圓的內

（外）公切線交點連線，具有下列四組三線共點情形，如圖 2-2。 

               IABICD
 ⃡            ∩  IACIBD

 ⃡            ∩  IADIBC
 ⃡           = P1   （定理 2-1） 

 IABICD
 ⃡            ∩ OACOBD

 ⃡              ∩ OADOBC
 ⃡              = P2 

 IACIBD
 ⃡            ∩ OABOCD

 ⃡              ∩ OADOBC
 ⃡              = P3 

 IADIBC
 ⃡            ∩ OABOCD

 ⃡              ∩ OACOBD
 ⃡              = P4 

 
▲圖 2-2 
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<證明> 

1° 如圖 2-2，作△ IABOACOAD、 △ ICDOBDOBC， 

2° 由【蒙日線】與【廣義蒙日線】可得 IABOAC
 ⃡            ∩ ICDOBD

 ⃡             = IBC， 

   OACOAD
 ⃡              ∩ OBDOBC

 ⃡              = OCD， IABOAD
 ⃡             ∩ ICDOBC

 ⃡            = IBD， 

   並知 IBC、OCD、IBD 三線共點，  

3° 由【Desargues 定理】得IABICD
 ⃡           、OACOBD

 ⃡              、OADOBC
 ⃡              三線共交於P2。 

4° 同理可證出P3、P4的共點情形。■ 

 

 

  仿照【定理 2-1】與【定理 2-2】的證法，亦可證明下面的發現。 

 

【定理 2-3】四圓內、外公切線交點連線的共點關係 

平面上外離的四個圓 A、B、C、D，以圓 A 為例，圓 A 分別與圓 B、C、D 做外公

切線交點（OAB、OAC、OAD），再分別與另 2 圓的內公切線交點（ICD、IBD、IBC）

連線，則三線會交於一點，以 P5 表示，如下。同樣的，有另三組三線共點，分

別交於P6、P7、P8。（如圖 2-3） 

OABICD
 ⃡             ∩ OACIBD

 ⃡             ∩ OADIBC
 ⃡              = P5 

OBCIAD
 ⃡             ∩ OBDIAC

 ⃡             ∩ OBAICD
 ⃡              = P6 

OCDIAB
 ⃡             ∩ OCAIBD

 ⃡             ∩ OCBIAD
 ⃡              = P7 

ODAIBC
 ⃡             ∩ ODBIAC

 ⃡             ∩ ODCIAB
 ⃡              = P8 

 

▲圖 2-3 
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    有趣的是由前述定理 2-2 與 2-3 所產生的點P1~P8，在有序的對應連線下，竟

分別共交於所對應圓的圓心，結果如下： 

 

【定理 2-4】四圓內、外切交點連線的共點與圓心的關係 

由【定理 2-2】、【定理 2-3】作出點P1~P8，則： 

P1P5
 ⃡      ∩ P2P6

 ⃡      ∩ P3P7
 ⃡      ∩ P4P8

 ⃡      = A 

P1P6
 ⃡      ∩ P2P5

 ⃡      ∩ P3P8
 ⃡      ∩ P4P7

 ⃡      = B 

P1P7
 ⃡      ∩ P2P8

 ⃡      ∩ P3P5
 ⃡      ∩ P4P6

 ⃡      = C 

             P1P8
 ⃡      ∩ P2P7

 ⃡      ∩ P3P6
 ⃡      ∩ P4P5

 ⃡      = D  （如圖 2-4） 

 

▲圖 2-4（以交於圓 A 的圓心為例） 

<證明>                 

1° 如右圖，作 △ IABICDOAB、 

   △ IACIBDOAC， 

2° 由定義得 IABOAB
 ⃡             ∩ OACIAC

 ⃡            = A， 

   由【定理 2 − 1】得 

   IABICD
 ⃡           ∩ IACIBD

 ⃡           = P1， 

  由【定理 2 − 3】得 

   ICDOAB
 ⃡             ∩ IBDOAC

 ⃡             = P5， 

3° 由【廣義蒙日線】與【蒙日線】知 

   IABIAC
 ⃡           ∩ IBDICD

 ⃡           ∩ OABOAC
 ⃡              = OBC， 

   由【Desargues 定理】得 A、P1、P5三點共線。 

4° 同理可證出P2與P6、P3與P7、P4與P8三組亦皆與圓 A 圓心共線， 

   由此可證 P1P5
 ⃡      、P2P6

 ⃡      、P3P7
 ⃡      、P4P8

 ⃡       共交於 A 點。 

5° 同理可證出其它在有序的對應連線下，分別共交於 B、C、D 點之情形。■  
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  截至目前，我們探討了四圓中任意兩圓內、外公切線交點共線或交點連線共

點的關係。接著，我們作出任意三圓的蒙日點，想要探討其與四圓內、外切交點

之間的關係，並發現了兩個特殊性質： 

 

【定理 2-5】四圓的廣義蒙日線 

平面上外離的四個圓 A、B、C、D，任意兩圓的外公切線交點，必與分別和另兩

圓所構成的兩個三圓蒙日點形成三點共線。如圖 2-5 左圖，下列六組均分別三點

共線： 

( OAB、MACD、MBCD )、( OAC、MABD、MBCD )、( OAD、MABC、MBCD ) 

( OBC、MABD、MACD )、( OBD、MABC、MACD )、( OCD、MABC、MABD ) 

  

▲圖 2-5 

<證明> 

1° 如圖 2 − 5 右圖，在 △ ABIBC中，IAB、C、MABC分別在三邊延長線上，且依 

   定義知此三點共線，由【Menelaus 定理】知 
A IAB̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

IAB B̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
×

 B C ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

C IBC̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
×

IBCMABC̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

MABC A̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
= 1， 

並由【性質 1-1】可得 
A MABC̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

MABCIBC̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

RA

RB
×

 B C ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

C IBC̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
， 

同理可在△ BDIBC，以 IBD、C、MBCD為截線得 
IBCMBCD̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

MBCD D̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
=

RB

RD
×

C IBC̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

 B C ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
， 

2° △ AIBCD中，MABC、MBCD、OAD分別在三邊延長線上，由1°、【性質 1-1】 

可得出 
A MABC̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

MABCIBC̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
×

IBCMBCD̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

MBCD D̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
×

D OAD̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

OAD A̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
=

RA

RB
×

 B C ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

C IBC̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
×

RB

RD
×

C IBC̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

 B C ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
×

RD

RA
= 1， 

由【Menelaus 逆定理】可證得MABC、MBCD、OAD三點共線。 

3° 同理可證得另五組均分別三點共線。■ 
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【定理 2-6】四圓蒙日點 

平面上外離的四個圓 A、B、C、D，任一圓的圓心與另三圓的蒙日點連線的四條

直線必共交一點，並稱此點為四圓蒙日點。如圖 2-6， 

即 A MBCD
 ⃡               、B MACD

 ⃡               、C MABD
 ⃡               、D MABC

 ⃡                四線共點。此點以 MABCD表示。 

  

▲圖 2-6 

<證明> 

1° 如下圖，作△ ABC、 △ MABDMACDMBCD， 

2° 根據【定理 2-5】可得MABDMACD
 ⃡                     、BC ⃡   交於OBC，MABDMBCD

 ⃡                     、AC ⃡   交於OAC， 

   MACDMBCD
 ⃡                     、AB ⃡    交於OAB， 

3° 根據【蒙日線】，OAB、OAC、OBC三點共線，並由【Desargues定理】 

   可得 A MBCD
 ⃡               、B MACD

 ⃡               、C MABD
 ⃡               三線交於一點， 

4° 同理可證另三組三線交於一點，故可得A MBCD
 ⃡               、B MACD

 ⃡               、C MABD
 ⃡               、 

   D MABC
 ⃡                四線共交一點。■ 
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    至此，我們可以有三個圓的「三圓蒙日點」，也可以有四個圓的「四圓蒙日

點」，那麼兩個圓 A 與 B 時，不妨定義其內公切線交點 𝐈𝐀𝐁為「二圓蒙日點」，記

作𝐌𝐀𝐁 = 𝐈𝐀𝐁，而一個圓 A 時「一圓蒙日點」即為該圓圓心 A，記作𝐌𝐀 = 𝐀。 

 

依上述定義，我們進一步探討一圓蒙日點至四圓蒙日點的關係。 

平面上的外離的四個圓，作出所有一、二、三、四圓蒙日點，發現有下列四種共

線現象： 

(1) 一圓蒙日點、另一圓蒙日點與此二圓蒙日點共線（即二圓蒙日點定義） 

   例如：MA、MB、MAB共線 

(2) 一圓蒙日點、另二圓蒙日點與此三圓蒙日點共線（即三圓蒙日點定義） 

   例如：MA、MBC、MABC共線 

(3) 一圓蒙日點、另三圓蒙日點與此四圓蒙日點共線（即四圓蒙日點定義） 

   例如：MA、MBCD、MABCD共線 

(4) 二圓蒙日點、另二圓蒙日點與此四圓蒙日點共線 

   例如：MAB、MCD、MABCD共線 

    

       
 

  我們在處理【定理 2-1】時便有發現四圓時，任意兩圓的蒙日點與另二圓的

蒙日點連線的三條直線共交一點，但殊不知此點其實就是這四個圓的蒙日點！換

句話說，對應的兩圓的蒙日點連線必會通過四圓蒙日點，如下敘述： 
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【定理 2-7】四圓時，任意 2 圓的蒙日點與另 2 圓的蒙日點連線關係 

平面上外離的四個圓，則任意 2 圓的蒙日點（內公切線交點）與另 2 圓的蒙日點

（內公切線交點）連線必通過此四圓蒙日點。如圖 2-7 左圖，MABMCD
 ⃡                、MACMBD

 ⃡                、

MADMBC
 ⃡                皆通過點MABCD。 

 
▲圖 2-7 

<證明>  

1° 在 △ BDIAB中，IBD、MABD、A分別 

   在三邊延長線上，且依定義知此三 

   點共線，由【Menelaus 定理】知 

   
B IBD̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

IBD D̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
×

D MABD̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

MABD IAB̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
×

IAB A̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

A B̅̅ ̅̅ ̅̅
= 1，由 

   【性質 1-1】可改寫為 

   
D MABD̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

MABD IAB̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

RD

RB
×

B A̅̅ ̅̅ ̅̅

A IBC̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
。 

   同理在△ BCIAB中， 

   以IBC、MABC、A 為截線得 

   
C IBC̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

IBC B̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
×

B A̅̅ ̅̅ ̅̅

A IAB̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
×

IABMABC̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

MABC C ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
= 1，由 

  【性質 1-1】可改寫為 
IABMABC̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

MABC C ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

RB

RC
×

IBC A̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

A B̅̅ ̅̅ ̅̅
。 

2° △ CDIAB中，ICD、MABD、MABC 分別在三邊延長線上，由1°、【性質 1-1】得 

   
D MABD
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

MABD IAB
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

×
IABMABC
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

MABC C ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
×

C ICD
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

ICD D̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
=

RD

RB
×

B A̅̅ ̅̅ ̅

A IBC
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

×
RB

RC
×

IBC A̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

A B̅̅ ̅̅ ̅
×

RC

RD
= 1， 

3° 由【Ceva 逆定理】知 D MABC
 ⃡               、IAB ICD

 ⃡             、C MABD
 ⃡               三線共點， 

4° 同理可寫出另三式，再結合【定理 2-6】便可證明 

   IABICD
 ⃡           、IACIBD

 ⃡           、IADIBC
 ⃡           交於點MABCD， 

  意即 MABMCD
 ⃡                、MACMBD

 ⃡                、MADMBC
 ⃡                皆通過MABCD。■  
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    當我們以「一圓蒙日點即該圓圓心、二圓蒙日點即此二圓的內公切線交點」

的想法重新整理上述結果，我們不妨將定理2-5、2-6、2-7再做個小結論，如下： 

平面上外離的四個圓必有一個四圓蒙日點，且具有下列性質： 

(1) 任意2圓的外公切線交點，必與此兩圓分別和另2圓所構成的兩個3圓蒙日點形

成三點共線。（四圓廣義蒙日線） 

(2) 任意1圓的蒙日點（圓心）與另3圓的蒙日點連線必共交一點。 

   （此點即為四圓蒙日點） 

(3) 任意2圓的蒙日點與另2圓的蒙日點連線必通過四圓蒙日點。 

 

三、平面上無限多圓蒙日定理的性質與推廣 

在【定理 2-5】與【定理 2-6】的發現後，接下來，我們大膽地將四圓蒙日

點與四圓廣義蒙日線性質，推廣到五個圓，甚至 n 個圓中，結果有如我們的研究

題目般，故態復「蒙」，「日」新月異，有著令人驚奇的發現： 

 

【定理 3-1】五圓的廣義蒙日線  

平面上外離的五個圓 A、B、C、D、E，任意 2 圓的外公切線交點，必與此 2 圓分

別與另 3 個圓所構成的兩個四圓蒙日點形成三點共線。如下圖 OAE、MABCD、

MBCDE三點共線，此線稱為「五圓的廣義蒙日線」，同理共有 10 組三點共線。 

 

▲圖 3-1（以OAE、MABCD、MBCDE三點共線為例） 
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<證明> 

1° 如圖 3 − 1，在 △ ABMBCD中，IAB、ICD、MABCD分別在三邊延長線上， 

   且依【定理 2-7】知此三點共線， 

   由【Menelaus 定理】知 
A IAB̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

IAB B̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
×

 B ICD ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

ICD MBCD̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
×

MBCDMABCD̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

MABCD A̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
= 1， 

   並由【性質 1-1】可改寫為 
A MABCD̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

MABCDMBCD̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
= 

RA

RB
×

 B ICD ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

ICD MBCD̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
， 

   同理在△ BEMBCD，以IBE、ICD、MABCD為截線得 

 
MBCDMBCDE̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

MBCDE E̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
=

RB

RE
×

 ICD MBCD ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

B ICD̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
。 

2° 在 △ AEMBCD中，MABCD、MBCDE、OAE分別在三邊延長線上， 

   由1°、【性質 1-1】可得出 

A MABCD̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

 MABCDMBCD̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
×

MBCDMBCDE̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

MBCDE E̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
×

E OAE̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

OAE A̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
=

RA

RB
×

 B ICD ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

ICD MBCD̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
×

RB

RE
×

 ICD MBCD ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

B ICD̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
×

RE

RA
= 1， 

   由【Menelaus 逆定理】可證得MABCD、MBCDE、OAE三點共線。 

3° 同理可證得另九組亦分別三點共線。■ 

 

【定理 3-2】五圓蒙日點 （五圓時，圓心與四圓蒙日點的五條連線共點關係） 

平面上外離的五個圓 A、B、C、D、E，任 1 圓的蒙日點（圓心）與另 4 圓的蒙日

點連線必共交一點。 

如圖 3-2，A MBCDE
 ⃡                 、B MACDE

 ⃡                 、C MABDE
 ⃡                 、D MABCE

 ⃡                 、E MABCD
 ⃡                  共交一點，稱

之為五圓蒙日點，以 MABCDE表示。 

 
▲圖 3-2 
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<證明> 

1° 作△ ABC、 △ MABDEMACDEMBCDE， 

2° 根據【定理 3-1】可得MABDEMACDE
 ⃡                          、BC ⃡   交於OBC， 

   MABDEMBCDE
 ⃡                          、AC ⃡   交於OAC，MACDEMBCDE

 ⃡                         、AB ⃡    交於OAB， 

3° 根據【蒙日線】，OAB、OAC、OBC三點共線，並由【Desargues定理】可得  

   A MBCDE
 ⃡                 、B MACDE

 ⃡                 、C MABDE
 ⃡                 三線交於一點， 

4° 同理可寫出另四式，故可得   

   A MBCDE
 ⃡                 、B MACDE

 ⃡                 、C MABDE
 ⃡                 、D MABCE

 ⃡                 、E MABCD
 ⃡                  五線共交一點。■ 

 

  此外，我們也發現【定理2-7】的結果也可以推廣到五個圓情形，如下： 

 

【定理 3-3】五圓時，任意兩圓的蒙日點與另三圓的蒙日點連線關係 

平面上外離的五個圓，則任意 2 圓的蒙日點與另 3 圓的蒙日點連線必通過五圓蒙

日點。如圖 3-3，MABMCDE
 ⃡                  等共10 條線皆通過點MABCDE。 

 

▲圖 3-3 
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<證明> 

1° 如圖 3-3，在△ AEMCDE中，MAE、MACDE、MCD分別在三邊延長線上，且 

   依定義知此三點共線，由【Menelaus 定理】知 

 
A MAE̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

MAE E̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
×

E MCD̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

MCD MCDE̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
×

MCDE MACDE̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

MACDE A̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
= 1，並由【性質 1-1】可改寫為 

 
A MACDE̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

 MACDE MCDE̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
=

RA

RE
×

E MCD̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

MCD MCDE̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
。同理在 △ BEMCDE中，以MBE、MBCDE、MCD 

   為截線可得 
MCDE MBCDE̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

MBCDE B̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
=

RE

RB
×

 MCDE MCD̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

MCD E̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
。 

2° 在 △ ABMCDE中，MAB、MACDE、MBCDE分別在三邊延長線上， 

   由1°、【性質 1-1】可得
A MACDE̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

MACDE MCDE̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
×

MCDE MBCDE̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

MBCDE B̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
×

B MAB̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

MAB A̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 

                     =
RA

RE
×

E MCD̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

MCD MCDE̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
×

RE

RB
×

 MCDE MCD̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

MCD E̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
×

RB

RA
= 1  

3°  由【Ceva 逆定理】知 D MABC
 ⃡               、MAB MCD

 ⃡                  、C MABD
 ⃡               三線共點， 

4°  同理可寫出其他式，再結合【定理 3-2】便可證明任意兩圓的蒙日點與另三 

   圓的蒙日點連線必通過五圓蒙日點。 

 

  在繼續向六圓、七圓等擴展之後，我們認為【定理2-5至2-7】至【定理3-1

至3-3】所發現之性質是可以繼續延伸，因此我們大膽地提出下列三大假設： 

 

【定理 3-4】n 圓廣義蒙日線 

平面上外離的 n 個圓a1、a2、a3、⋯ ⋯、an（其中nϵN，n ≥ 5），任意 2 圓的外

公切線交點，必與此 2 圓分別與另 n-2 個圓所構成的兩個 n-1 圓蒙日點形成三點

共線，例如 Oa1a2
、Ma1a3a4⋯an

、Ma2a3a4⋯an
三點共線，同理共有C2

n組三點共線。 

 

【定理 3-5】n 圓蒙日點 （圓心與 n-1 圓蒙日點的 n 條連線的共點關係） 

平面上外離的 n 個圓a1、a2、a3、⋯ ⋯、an（其中nϵN，n ≥ 5），任意 1 圓的蒙

日點（圓心）與另 n-1 圓的蒙日點連線必共交一點，也就是 a1 Ma2a3a4⋯an
 ⃡                            、

a2 Ma1a3a4⋯an
 ⃡                            、⋯ ⋯、an−1 Ma1a2⋯an−3an−2an

 ⃡                                             、an Ma1a2⋯an−2an−1
 ⃡                                     ，此 n 條直線

共交於一點，稱此點為 n 圓蒙日點，並以Ma1a2a3⋯an−1an
表示。 

 

【定理 3-6】n 圓時，2 圓蒙日點與另 n-2 圓蒙日點連線的共點關係 

平面上外離的 n 個圓a1a1、a2、a3、⋯ ⋯、an（其中nϵN，n ≥ 5），任 2 圓的蒙

日點與另 n-2 圓的蒙日點連線必皆通過Ma1a2a3⋯an−1an
。 

也就是說 Ma1a2
Ma3a4⋯an

 ⃡                             、Ma1a3
Ma2a4⋯an

 ⃡                             、Ma1a4
Ma2a3a5⋯an

 ⃡                                 、⋯ ⋯、

Man−1an
Ma1a2a3⋯an−2

 ⃡                                         ，共 C2
n 條直線必皆通過Ma1a2a3⋯an−1an

。 
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  在這三個定理中，我們先規定n ≥ 5的原因是在n=4時，在【定理3-6】中，

敘述會變成「任兩圓的內公切線交點與另兩圓的蒙日點連線」，其中兩圓蒙日點

在我們之前的定義就是內公切線交點，因此直線的數量會被重複算，便須把定理

修正為「此 
𝐂𝟐

𝟒

𝟐
= 𝟑 條直線必皆通過 Ma1a2a3a4

」才會成立。因此為不失一般性

，我們暫時將此三個定理規定n ≥ 5。 

 

  由於要證明任意正整數n成立，我們想要採以數學歸納法的證明方式，將之

一一擊退，但在嘗試證明的過程中，我們遲遲無法想出如何證明，因為我們在【

定理2-5】至【定理3-3】中證明都是一環接著一環，每項定理的證明皆需用到前

一個定理中的性質或是定義。我們所提的三大假設亦是如此，要以數學歸納法來

個別證明，實在有很大的困難。所幸我們想到，可以將三個定理視為一整個大定

理，使之一次證明，因此我們提出一套以數學歸納法的證明順序如下： 

 

  

 

▲證明流程圖 

 

  

【定理3-1】5圓廣義蒙日線

【定理3-2】5圓蒙日點

【定理3-3】5圓的2圓蒙日點與另3圓蒙日點關係

n圓廣義蒙日線

n圓蒙日點

n圓的2圓蒙日點與另n-2圓蒙日點連線共點

證明 n=6.7.8….. 

n=n+1 
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<證明> 

1° 當n = 5時： 

(1) 代入【定理3-4】敘述，根據【定理3-1】，此敘述成立。 

(2) 代入【定理3-5】敘述，根據【定理3-2】，此敘述成立。 

(3) 代入【定理3-6】敘述，根據【定理3-3】，此敘述成立。 

(4) 由（1）~（3） 知 n = 5 時成立。 

 

2° 假設 n = k 時成立（其中kϵN，k ≥ 5），即： 

(1) 平面上k個外離圓a1、a2、a3、⋯ ⋯、ak，任意2圓的外公切線交點，必

與此2圓分別與另k-2圓所構成的兩個k-1圓蒙日點形成三點共線。 

(2) 平面上k個外離圓a1、a2、a3、⋯ ⋯、ak，任意1圓與另k-1個圓的蒙日

點連線，共k條直線必共交一點，稱此點為𝐤圓蒙日點，並以

Ma1a2a3⋯ak−1ak
表示之。 

(3) 平面上k個外離圓a1、a2、a3、⋯ ⋯、ak，任2圓的蒙日點與另k-2圓的

蒙日點連線，共 C2
k 條直線必皆通過Ma1a2a3⋯ak−1ak

。 

 

3° 當n=k+1，代入【定理3-4】中時： 

(1) 欲證：「平面上的k+1個外離圓a1、a2、a3、⋯ ⋯、ak+1，任意兩圓的外

公切線交點，必與此兩圓分別與另k-1個圓所構成的兩個k圓蒙日點形成

三點共線。」 

(2) △ a1a2Ma2a3a4⋯ak
中，Ma1a2

、Ma3a4⋯ak
、Ma1a2⋯ak

分別在三邊延長線上

，且依2°（3）知此三點共線，由【Menelaus定理】知 

 
a1 Ma1a2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

Ma1a2  a2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
×

 a2 Ma3a4⋯ak
 ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

Ma3a4⋯ak
 Ma2a3a4⋯ak

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
×

Ma2a3a4⋯ak
Ma1a2⋯ak

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

Ma1a2⋯ak
 a1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

= 1， 

並由【性質1-1】可改寫為 

 
a1 Ma1a2⋯ak
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

Ma1a2⋯ak
 Ma2a3a4⋯ak

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
= 

Ra1

Ra2

×
 a2 Ma3a4⋯ak

 ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

Ma3a4⋯ak
 Ma2a3a4⋯ak

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
。同理在 

△ ak+1a2Ma2a3a4⋯ak
中，以Ma2ak+1

、Ma3a4⋯ak
、Ma2a3⋯ak+1

為截線得 

 
ak+1 Ma2ak+1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

Ma2ak+1
 a2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

×
 a2 Ma3a4⋯ak

 ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

Ma3a4⋯ak
 Ma2a3a4⋯ak

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
×

Ma2a3a4⋯ak
Ma2a3⋯ak+1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

Ma2a3⋯ak+1
 ak+1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

= 1 ， 

並由【性質1-1】可改寫為 

Ma2a3a4⋯ak
Ma2a3⋯ak+1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

Ma2a3⋯ak+1
 ak+1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

=
Ma3a4⋯ak

 Ma2a3a4⋯ak
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

 a2 Ma3a4⋯ak
 ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

×
Ra2

Rak+1

。 

(3) △ a1ak+1Ma2a3a4⋯ak
中，Ma1a2⋯ak

、Ma2a3⋯ak+1
、Oa1ak+1

分別在三邊延長

線上，由 3°(2)、【性質1-1】可得出 

 
a1 Ma1a2⋯ak

 ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

Ma1a2⋯ak
 Ma2a3a4⋯ak

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
×

Ma2a3a4⋯ak
Ma2a3⋯ak+1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

Ma2a3⋯ak+1
 ak+1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
×

ak+1 Oa1ak+1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

Oa1ak+1
 a1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
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=
Ra1

Ra2

×
 a2 Ma3a4⋯ak

 ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

Ma3a4⋯ak
 Ma2a3a4⋯ak

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
×

Ma3a4⋯ak
 Ma2a3a4⋯ak

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

 a2 Ma3a4⋯ak
 ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

×
Ra2

Rak+1

×
Rk+1

R1
 

    = 1， 

(4) 由【Menelaus逆定理】可證得Ma1a2⋯ak
、Ma2a3⋯ak+1

、Oa1ak+1
三點共線

，同理可證得共C2
k+1組三點共線。結果成立。 

 

4° 當 n=k+1，代入【定理 3-5】中時： 

(1) 欲證：「平面上k+1個外離圓a1、a2、a3、⋯ ⋯、ak+1，任意1圓與另k

個圓的蒙日點連線，共k+1條直線必共交一點，稱此點為k+1圓蒙日點，

並以Ma1a2a3⋯akak+1
表示之。」 

(2) 作△ a1a2a3、 △ Ma2a3⋯ak+1
Ma1a3a4⋯ak+1

Ma1a2a4⋯ak+1
。 

(3) 根據定義及3°可知Ma2a3a4⋯ak+1
Ma1a3a4⋯ak+1

 ⃡                                                    、a1a2 ⃡       交於Oa1a2
，

Ma1a3a4⋯ak+1
Ma1a2a4⋯ak+1

 ⃡                                                    、a1a3 ⃡       交於Oa1a3
，Ma1a3a4⋯ak+1

Ma1a2a4⋯ak+1
 ⃡                                                    、

a2a3 ⃡       交於Oa2a3
。 

(4) 根據【蒙日線】知，Oa1a2
、Oa1a3

、Oa2a3
三點共線，並由【Desargues定

理】可得a1 Ma2a3a4⋯ak+1
 ⃡                                、a2 Ma1a3a4⋯ak+1

 ⃡                                、a3 Ma1a2a4⋯ak+1
 ⃡                                三線交於

一點。 

(5) 同理可寫出其他式，結合即可得 a1 Ma2a3a4⋯ak+1
 ⃡                                、a2 Ma1a3a4⋯ak+1

 ⃡                                、

⋯ ⋯、ak Ma1a2⋯ak−2ak−1ak+1
 ⃡                                            、ak+1 Ma1a2⋯ak−1ak

 ⃡                                      

此k+1線共交一點Ma1a2a3⋯akak+1
。結果成立。 

 

5° 當n=k+1，代入【定理3-6】中時： 

(1) 欲證：「平面上的k+1個外離圓a1、a2、a3、⋯ ⋯、ak+1，任2圓的蒙日

點與另k-1圓的蒙日點連線，共C2
k+1條直線必皆通過 Ma1a2a3⋯akak+1

。」 

(2) △ a1a2Ma2a3⋯ak−1ak
中，Ma1a2

、Ma3a4⋯ak−1ak
、Ma1a2⋯ak−1ak

分別在三邊

延長線上，且依4°知此三點共線，由【Menelaus定理】知 

a1 Ma1a2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

Ma1a2  a2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
×

a2 Ma3a4⋯ak−1ak
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

Ma3a4⋯ak−1ak
 Ma2a3⋯ak−1ak

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
×

Ma2a3⋯ak−1ak
 Ma1a2⋯ak−1ak

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

Ma1a2⋯ak−1ak
 a1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

= 1， 

並由【性質1-1】可改寫為 

Ma1a2⋯ak−1ak
 a1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

Ma2a3⋯ak−1ak
 Ma1a2⋯ak−1ak

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

Ra1

Ra2

×
a2 Ma3a4⋯ak−1ak
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

Ma3a4⋯ak−1ak
 Ma2a3⋯ak−1ak

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
。同理在 

△ ak+1a2Ma2a3⋯ak−1ak
中，以Mak+1a2

、Ma3a4⋯ak−1ak
、Ma2a3⋯akak+1

為截線

，可得 

ak+1 Mak+1a2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

Mak+1a2  a2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
×

a2 Ma3a4⋯ak−1ak
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

Ma3a4⋯ak−1ak
 Ma2a3⋯ak−1ak

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
×

Ma2a3⋯ak−1ak
 Ma2a3⋯akak+1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

Ma2a3⋯akak+1
 ak+1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

= 1，並

由【性質1-1】可改寫為 

Ma2a3⋯ak−1ak
 Ma2a3⋯akak+1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

Ma2a3⋯akak+1
 ak+1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

=
Ra2

Rak+1

×
Ma3a4⋯ak−1ak

 Ma2a3⋯ak−1ak
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

a2 Ma3a4⋯ak−1ak
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

。 
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(3) △ a1ak+1Ma2a3⋯ak−1ak
中，Ma2a3⋯akak+1

、Ma1a2⋯ak−1ak
、Ma1ak+1

分別在三

邊延長線上，由5°（2）、【性質1-1】可知 

a1 Ma1a2⋯ak−1ak
 ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

Ma1a2⋯ak−1ak
 Ma2a3⋯ak−1ak

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
×

Ma2a3⋯ak−1ak
 Ma2a3⋯akak+1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

Ma2a3⋯akak+1
 ak+1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
×

ak+1 Ma1ak+1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

Ma1ak+1
 a1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 

=
Ra1

Ra2

×
a2 Ma3a4⋯ak−1ak
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

Ma3a4⋯ak−1ak
 Ma2a3⋯ak−1ak

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
×

Ra2

Rak+1

            

×
Ma3a4⋯ak−1ak

 Ma2a3⋯ak−1ak
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

a2 Ma3a4⋯ak−1ak
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

×
Rak+1

Ra1

 

= 1。 

(4) 由【Ceva逆定理】知 a1 Ma2a3⋯akak+1
 ⃡                                、ak+1 Ma1a2⋯ak−1ak

 ⃡                                     、

Ma2a3⋯ak−1ak
 Ma1ak+1

 ⃡                                            三線共點，同理可寫出其他式，並結合4°便可證明 

Ma1a2
Ma3a4⋯ak+1

 ⃡                                 、Ma1a3
Ma2a4⋯ak+1

 ⃡                                 、Ma1a4
Ma2a3a5⋯ak+1

 ⃡                                     ⋯ ⋯、

Makak+1
Ma1a2a3⋯ak−1

 ⃡                                         ，此C2
k+1條直線，皆通過 Ma1a2a3⋯akak+1

。結果成

立。 

 

6° 由1°~5°，並由數學歸納法知，∀nϵN，n ≥ 5， 

  【定理3-4】、【定理3-5】、【定理3-6】均成立。■ 

 

 

 

  若將 1 圓蒙日點、2 圓蒙日點的定義帶入，並且不計算有幾組共點共線，我

們便能將蒙日點、廣義蒙日線以及 2 圓蒙日點與 n-2 圓蒙日點關係的性質，成功

的推廣至任意 n 個圓。總結上述的發現如下： 

 

平面上外離的n個圓必有一個n圓蒙日點，且具有下列性質： 

(1) 任意2圓的外公切線交點，必與此兩圓分別和另n-2圓所構成的兩個n-1圓蒙日

點形成三點共線。（n圓廣義蒙日線） 

(2) 任意1圓的蒙日點（圓心）與另n-1圓的蒙日點連線必共交一點。 

   （即為n圓蒙日點） 

(3) 任意2圓的蒙日點與另n-2圓的蒙日點連線必通過n圓蒙日點。 
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四、平面上正多邊形蒙日定理的性質 

  為將圓的內、外公切線交點性質，推廣到正多邊形，我們重述位似圖形概念：

「當兩個相似多邊形且其對應邊互相平行，則其對應頂點的連線會共交於一點，

並稱此點為位似中心，此兩多邊形為位似圖形」。由於含有對邊平行之圖形會有

兩種對應點連線方式能使得所有線交於一點，故其有兩個位似中心，如圖 4-1，

兩個互為位似圖形之正方形 A、B，有內、外兩種連線方式能使對應點連線交於

一點，我們分別以IAB表示其內位似中心，以OAB表示外位似中心。 

 
▲圖 4-1 位似的正偶數邊形能同時作出內、外位似中心 

 

    

▲圖 4-2 反向位似圖形只作出內位似中心      ▲圖 4-3 同向的位似圖形只作出外位似中心 

 

然而，如上圖 4-2 及 4-3 所示，在兩個正奇數邊形，同向的狀況只能作出外

位似中心，而反向只能作出內位似中心；因此我們將正偶數邊形與正奇數邊形分

開討論。 
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（一）正偶數邊形中的蒙日定理 

【定理 4-1】正方形的蒙日線 

任意外離的三個位似正方形，作任兩個正方形的外位似中心，此三點共線。如

圖 4-4，OAB、OAC、OBC 三點共線。 

 
▲圖 4-4 

<證明> 

1° 設三個正方形 A、B、C，其邊長分別為 a、b、c。 

2° 由【性質 1-1】得知 
AOAB̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

BOAB̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
=

a

b
、

BOBC̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

COBC̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
=

b

c
、

COCA̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

AOCA̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
=

c

a
。 

3° 在△ABC 中，因為
AOAB̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

BOAB̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
×

BOBC̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

COBC̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
×

COCA̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

AOCA̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
=

a

b
×

b

c
×

c

a
= 1， 

   根據 【Menelaus 定理】，得知OAB、OBC、OCA三點共線。 

【定理 4-2】正方形的蒙日點 

任意外離的三個位似正方形，任一個正方形的中心與另兩個正方形內位似中心

的連線，必三線共點。如圖 4-5，AIBC
 ⃡       、BIAC

 ⃡       、CIAB
 ⃡        三線共點。 

 
▲圖 4-5 
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<證明> 

1° 設三個正方形 A、B、C，其邊長分別為 a、b、c。 

2° 由【性質 1-1】得知 
AIab
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

BIab̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

a

b
、

BIbc
̅̅ ̅̅ ̅̅

CIbc̅̅ ̅̅ ̅̅
=

b

c
、

CIac̅̅ ̅̅ ̅̅

AIac̅̅ ̅̅ ̅̅
=

c

a
。 

3° 在△ABC 中，因為
AIab
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

BIab̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
×

BIbc
̅̅ ̅̅ ̅̅

CIbc̅̅ ̅̅ ̅̅
×

CIac̅̅ ̅̅ ̅̅

AIac̅̅ ̅̅ ̅̅
=

a

b
×

b

c
×

c

a
= 1， 

   根據【Ceva 定理】得知AIbc
̅̅ ̅̅ ̅̅ 、BIac

̅̅ ̅̅ ̅、CIab
̅̅ ̅̅ ̅三線共點。 

 

     同樣地，對三個正六邊形的蒙日線、蒙日點一樣成立，證明同前定理 4-1

和 4-2，不另外贅述。 

 

【定理 4-3】正六邊形的蒙日線 

任意外離的三個位似正六邊形，任兩個正六邊形的外位似中心三點共線。如圖

4-6，OAB、OAC、OBC 三點共線。 

 
▲圖 4-6 

【定理 4-4】正六邊形的蒙日點 

任意外離的三個位似正六邊形，任一正六邊形的中心與另兩個正六邊形內位似

中心的連線，必三線共點。如圖 4-7，AIBC
 ⃡       、BIAC

 ⃡       、CIAB
 ⃡        三線共點。 

 

▲圖 4-7 
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（二）正奇數邊形的蒙日定理 

    以正三角形為例，因為奇數邊形會有同向與反向情形，如圖 4-8、圖 4-9。

因此，在探討正三角形的蒙日定理時，我們將兩種狀況分開討論。 

        
      ▲圖 4-8 同向位似正三角形            ▲圖 4-9 反向位似正三角形   

 

 

【定理 4-5】同向位似正三角形的蒙日線 

任意外離的三個同向位似正三角形，任兩個正三角形外位似中心的連線，必三

線共點，如下圖 4-10。 

 

▲圖 4-10 
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【定理 4-6】反向位似正三角形的廣義蒙日線 

任意外離的三個反向位似正三角形，任二個正三角形的外位似中心，以及分別

與另一個正三角形的內位似中心，形成三點共線。如圖 4-11，OAC、IAB、IBC

三點共線。 

 

▲圖 4-11 

 

    在三個正奇數邊形情況下，為了推廣蒙日點、廣義蒙日點等定理，我們嘗試

在正向或反向的狀況下，完整作出六個內、外位似中心。舉正三角形為例，如下

圖 4-12，以原本兩正三角形作與之同外接圓的正六邊形，以此兩正六邊形的外位

似中心作為原互為反向正三角形的外位似中心，證明如下：由【性質 1-1】知， 

 

AOAB

BOAB

=
正六邊形 A 邊長

正六邊形 B 邊長
=

正六邊形 A 外接圓半徑

正六邊形 B 外接圓半徑
=

正三角形 A 邊長

正三角形 B 邊長

⇒ OAB為正三角形 A、B 的外位似中心 

 

▲圖 4-12 

 

在兩同向正奇數邊形作內位似中心也能由同方法簡單作出，證明就不再贅述。 
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【定理 4-7】三個同向位似正三角形的蒙日點 

任意三個外離且互位似的相異正三角形，任一個正三角形的中心與另兩個正三

角形內位似中心的連線，必三線共點。如圖 4-13，AIBC
 ⃡       、BIAC

 ⃡       、CIAB
 ⃡        三線共點。 

 
▲圖 4-13 

 

 

【定理 4-8】三個反向位似正三角形的蒙日點 

任意三個外離且互位似的相異正三角形，任一個正三角形的中心與另兩個正三

角形內位似中心的連線，必三線共點。如圖 4-14，AIBC
 ⃡       、BIAC

 ⃡       、CIAB
 ⃡        三線共點。 

 
▲圖 4-14 

 

    接下來，我們以此概念來建構無論是奇或偶數邊的正 n 邊形，結論如下： 
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【定理 4-9】正 n 邊形的蒙日線 

任意外離的三個位似正 n 邊形，任兩個正 n 邊形的外位似中心共線。如圖 4-15，

OAB、OAC、OBC 三點共線。 

 
▲圖 4-15 

 

【定理 4-10】正 n 邊形的蒙日點 

任意外離的三個位似正 n 邊形，任一個正 n 邊形的中心與另兩個正 n 邊形內位

似中心的連線，必三線共點。如圖 4-16，AIBC
 ⃡       、BIAC

 ⃡       、CIAB
 ⃡        三線共點。 

 

▲圖 4-16 

   

    上述定理我們均可仿造定理 4-1、4-2 的證法得證。我們可以得知兩個位似

正多邊形其內、外位似中心為其外接圓內、外公切線交點，因此，便可將前述探

討圓的蒙日定理所得的性質可推廣到正多邊形。 
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五、平面上圓錐曲線與平行多邊形的性質與推廣 

如果不是圓而是橢圓呢？如果不正方形而是平行四邊形呢？接下來，我們試

圖透過投影的方式來說明蒙日定理在橢圓和平行多邊形上的推廣。 

利用投影變換，將前述在圓中發現的蒙日定理性質，投影到一個另外一個平

面上，此時圓會變為橢圓，正多邊形會變為平行多邊形，如下圖 5-1，但原本共

點或共線的性質並未改變，因此在前述在圓或正多面邊形中蒙日定理的性質在橢

圓或是平行多邊形中，仍然會成立。結論分別陳述如下，證明不再贅述。 

      

    ▲圖 5-1（a） 圓投影作圖 

 

 

 ▲圖 5-1（b） 正多邊形投影作圖 
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【定理 5-1】三個橢圓的蒙日線 

平面上外離的三個位似橢圓 A、B、C，任二橢圓作外公切線交點，三交點共線。

如圖 5-2，OAB、OBC、OAC三點共線，稱為三個橢圓蒙日線。 

 

▲圖 5-2 

 

【定理 5-2】三個橢圓的蒙日點 

平面上外離的三個位似橢圓，任一橢圓中心與另二橢圓的內公切線交點連線，

三線共點，如圖 5-3，AIBC
 ⃡       、BIAC

 ⃡       、CIAB
 ⃡        三線共點。 

 
▲圖 5-3 
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【定理 5-3】平行四邊形的蒙日線 

平面上外離的三個位似平行四邊形，任二個平行四邊形的外位似中心共線，如

圖 5-4，OAB、OAC、OBC 三點共線。 

 

▲圖 5-4 

【定理 5-4】平行四邊形的蒙日點 

平面上外離的三個位似平行四邊形，任一個平行四邊形中心與另二個平行四邊

形內位似中心連線，三線共點，如圖 5-5，AIBC
 ⃡       、BIAC

 ⃡       、CIAB
 ⃡        三線共點。 

 
▲圖 5-5 

 

    至此，無論橢圓、平行多邊形，事實上，我們可以大膽臆測：任意外離的三

個位似圖形必有一個蒙日線與蒙日點，甚至推廣至 n 個時仍會成立。  
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六、空間中圓球的蒙日定理的性質與推廣 

   最後，本研究試圖從平面，推廣到空間中，大膽挑戰球體與正多面體的蒙日

定理是否存在？ 

    首先，我們仍以IAB和OAB分別表示兩個外離的相異球的內公切錐頂點與外公

切錐頂點。從文獻上可知平面上三圓的蒙日定理（蒙日線）可以推廣到空間中的

三球蒙日定理（蒙日線），不另外證明，如下： 

 

【定理 6-1】三球蒙日線 

空間中外離的三個球，任意兩球的外公切錐頂點必三點共線。如圖 6-1。 

    
▲圖 6-1                         ▲圖 6-2 

 

 

【定理 6-2】三球蒙日點 

空間中外離的三個球A、B、C，任意一球的球心與另兩球的內公切錐頂點連

線，則三連線必共交一點。如圖 6-2，AIBC
 ⃡       、BIAC

 ⃡       、CIAB
 ⃡       三線共點，並稱此點

為三球蒙日點。 

<證明> 

1° 因為內公切錐頂點皆在任兩球連心線上，可知 A、IAB、B、IBC、C、IAC皆   

在同一平面 ABC 上。 

2° 作過 A、B、C 三點之平面，分別將各球截出一圓。 

3° 根據平面上的【蒙日點】知 AIBC
 ⃡       、BIAC

 ⃡       、CIAB
 ⃡       三點共線。■ 
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【定理 6-3】三球的廣義蒙日點 

空間中外離的三個球A、B、C，任一球的球心與另二球的內公切錐頂點連線，以及另外二

球的球心分別與另二球外公切錐頂點的連線，則此三線共點。 

如圖 6-3，( A IBC
 ⃡          、B OAC

 ⃡           、C OAB
 ⃡            )、( A OBC

 ⃡           、B IAC
 ⃡          、C OAB

 ⃡            )、( A OBC
 ⃡           、B OAC

 ⃡           、

C IAB
 ⃡           )，分別三線共點，並稱這些交點為空間中三球的廣義蒙日點。 

 

▲圖 6-3 

<證明> 

1° 因為內、外公切錐頂點皆在任兩球連心線上，可知A、IAB、B、IBC、C、IAC 

 OAC、OAB、OBC皆在同一平面 ABC 上， 

2° 作過 A、B、C 三點之平面，分別將各球截出一圓。 

3° 根據【定理 1 − 1】平面上的三圓廣義蒙日點得知 

   ( A IBC
 ⃡          、B OAC

 ⃡           、C OAB
 ⃡            )、( A OBC

 ⃡           、B IAC
 ⃡          、C OAB

 ⃡            )、  

   ( A OBC
 ⃡           、B OAC

 ⃡           、C IAB
 ⃡           )，分別三線共點。■ 

 

【定理 6-4】三球的廣義蒙日線 

空間中外離的三個球A、B、C，任二球的外公切錐頂點，必與此兩球分別與另一

球內公切錐頂點，形成三點共線。 

如圖 6-4，(OAB、IAC、IBC)、(OAC、IAB、IBC)、(OBC、IAB、IAC)，均分別三點共

線，並稱這些線為空間中三球的廣義蒙日線。 
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▲圖 6-4 

<證明> 

1° 因為內、外公切錐頂點皆在任兩球連心線上，可知A、IAB、B、IBC、C、IAC 

 OAC、OAB、OBC皆在同一平面 ABC 上， 

2° 作過 A、B、C 三點之平面，分別將各球截出一圓。 

3° 根據平面上的【廣義蒙日線】得知(OAB、IAC、IBC)、 

   (OAC、IAB、IBC)、(OBC、IAB、IAC)，均分別三點共線。■ 

 

【定理 6-5】四球的廣義蒙日線 

空間中外離的四個球A、B、C、D，任二球的外公切錐頂點，必與此兩球分別與另

兩球的三圓蒙日點，形成三點共線。 

如圖 6-5，OAD、MABC、MBCD三點共線，同理共有 6 組三點共線，並稱這些線為空

間中四球廣義蒙日線。 

 

▲圖 6-5 
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【定理 6-6】四球蒙日點 

空間中外離的四個球，任意一球的球心與另三球的蒙日點連線，則此四條連線

共交一點。如圖 6-6，A MBCD
 ⃡               、B MACD

 ⃡               、C MABD
 ⃡               、D MABC

 ⃡                四線共交一點，

此點稱之為四球蒙日點，以MABCD表示。 

 

▲圖 6-6 

 

【定理 6-7】四球內公切錐頂點連線的共點關係 

空間中外離的四個球，任意兩球的內公切錐頂點與另兩球的內公切錐頂點連

線，此三連線共交一點。如圖 6-7，IABICD
 ⃡           、IACIBD

 ⃡           、IADIBC
 ⃡            三線共交點。 

 
▲圖 6-7 

  上述三個定理皆可透過如【定理 6-2】之證明方式，作出各平面，並以平面

上的對應定理得證，故不再贅述。 

    同平面上四圓的定理 2-5 至 2-7 以及定理 3-1 至 3-6，我們可以將上述定理

6-5 至 6-7 推廣到五球、六球，甚至無限多個球的蒙日點，結果整理如下，證明

亦不再贅述。  
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【定理 6-8】n 球蒙日點 

空間中外離的 n 個球，必有一個 n 球蒙日點，且具有下列性質： 

(1) 任意 2 球的外公切錐頂點，必與此 2 球分別與另 n-2 球所構成的 n-1 球的蒙

日點形成三點共線。（n 球廣義蒙日線） 

(2) 任意 1 球的蒙日點（球心）與另 n-1 球的蒙日點連線必共交一點。 

（即 n 球蒙日點） 

(3) 任意 2 球的蒙日點與另 n-2 球的蒙日點連線必皆通過 n 球蒙日點。 

 

 

    在發現球體在空間中的蒙日定理之後，我們一樣可以將的正多邊形推廣到空

間中的正多面體，以下以三個正四面體與正六面體為例，結果整理如下。 

 

【定理 6-9】正四面體之蒙日定理 

空間中三個外離的位似正四面體，任兩正四面體的外位似中心，三點共線。 

（如圖 6-8） 

 
▲圖 6-8 

<證明> 

1° 設三正四面體 A,B,C，其邊長分別為 a,b,c。 

2° 因為外位似中心皆在任兩正六面體連心線上，可知A、B、C、OAC、OAB、OBC 

   皆在同一平面 ABC 上。 

3° 做過 A、B、C 三點之平面。 

4° 由【性質 1-1】得知 
AOAB̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

BOAB̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
=

a

b
、

BOBC̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

COBC̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
=

b

c
、

COAC̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

AOAC̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
=

C

a
。 

5° 由【Menelaus 定理】得到，因為
AOAB̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

BOAB̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
×

BOBC̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

COBC̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
×

COAC̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

AOAC̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
=

a

b
×

b

c
×

C

a
= 1， 

  所以得  OAC、OAB、OBC三點共線。■ 
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【定理 6-10】正六面體之蒙日定理 

空間中三個外離的位似正六面體， 

(1) 任兩正六面體的外位似中心，三點共線。（如圖 6-9（a） ） 

(2) 任取一個的中心與另兩個內位似中心連線，三線共點。（如圖 6-9（b）） 

  

▲圖 6-9（a）                           ▲圖 6-9（b） 

<證明> 

(1)三點共線 

1° 設三個正六面體 A,B,C，其邊長分別為 a,b,c。 

2° 因為外位似中心皆在任兩正六面體連心線上，可知A、B、C、OAC、OAB、OBC 

   皆在同一平面 ABC 上。 

3° 作過 A、B、C 三點之平面，分別將各正六面體截出一平行四邊形。 

4° 根據平面上的【定理 5-3】可得知 OAC、OAB、OBC三點共線。■ 

 

(2)三線共點 

1° 設三個正六面體 A、B、C，其邊長分別為 a、b、c。 

2° 因為內位似中心皆在任兩正六面體連心線上，可知A、B、C、IAC、IAB、IBC 

   皆在同一平面 ABC 上。 

3° 作過 A、B、C 三點之平面，分別將各正六面體截出一平行四邊形。 

4° 根據平面上的【定理 5-4】可得知AIBC
 ⃡       、BIAC

 ⃡       、CIAB
 ⃡        三線共點。■ 

 

 

    本研究發展至此，透過投影、推移等變換仍會保有共點共線性質，我們似乎

可以大膽地將前述的結果推廣至空間中的任意位似圖形。 
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肆、結論與應用 

 

正如本研究作品名稱「故態復『蒙』，『日』新月異」，我們將鮮少人研究的

蒙日定理萌發出新枝，並日夜茁壯。我們發現三圓、四圓情形時的許多共點、共

線性質，並以位似、投影等概念，將所發現的結果成功推廣到正多邊形、圓錐曲

線及平行多邊形甚至空間中的球體與多面體中。茲將結論分述如下： 

 

一、 在平面上外離的三個圓，其內、外公切線交點除了具有蒙日線與蒙日點性

質之外，具有下列性質： 

（一）任2圓的外公切線交點，必與此兩圓分別與另1圓的內公切線交點，三

點共線，此線稱為廣義蒙日線。 

（二）任1圓的圓心與另2圓的內公切線交點連線，以及另外2圓的圓心分別

與另2圓外公切線交點的連線，三線共點，此點稱為廣義蒙日點。 

（三）三圓外公切線彼此的15個交點中具有下列性質： 

1. PBL定理：分別有六點滿足Pascal逆定理，六點滿足Brianchon逆定理

，另三點滿足蒙日線定理（Monge’s Line）。 

2. 除了任兩圓外公切線交點外，其它交點具有下列性質： 

(1) 三圓分別內交點與外交點連線共點S1。 

(2) 圓心分別與內交點連線共點S2。 

(3) 圓心分別與外交點連線共點S3。 

(4) S1、 S2、S3共線，且與三圓蒙日線垂直。 

（四）三圓內公切線彼此的 15 個交點中也具有下列性質： 

1. PBM 定理：分別有六點滿足 Pascal 逆定理，六點滿足 Brianchon 逆

定理，另三點與所對應圓心連線滿足蒙日點定理（Monge’s Point）。 

2. 除了任兩圓內公切線交點外，其它交點具有下列性質： 

(1) 三圓分別內交點與外交點連線共點 T1。 

(2) 任 1 圓的內交點分別與另 2 圓的內公切線交點連線共點 T2。 

(3) 任 1 圓的外交點分別與另 2 圓的內公切線交點連線共點 T3。 

(4) T1、T2、T3 三點共線。 

 

二、 平面上外離的四個圓，具有下列性質： 

（一）四圓彼此內、外公切線交點對應連線後，可發現有八組三線共點的情

形，將此八點對應連線又會分別通過四圓心。 

（二）平面上外離的四個圓必有一個四圓蒙日點，且具有下列性質： 

1. 任意2圓的外公切線交點，必與分別和另2圓所構成的兩個3圓蒙日點

形成三點共線。（四圓廣義蒙日線） 

47



 

2. 任意1圓的蒙日點（圓心）與另3圓的蒙日點連線必共交一點。（此點

即為四圓蒙日點） 

3. 任意2圓的蒙日點與另2圓的蒙日點連線必通過此四圓蒙日點。 

 

三、 平面上外離的N個圓必有一個N圓蒙日點，且具有下列性質： 

（一） 任意2圓的外公切線交點，必與分別和另N-2圓所構成的兩個N-1圓蒙

日點形成三點共線，此線稱為N圓廣義蒙日線。 

（二） 任意1圓的蒙日點（圓心）與另N-1圓的蒙日點連線必共交一點，即

為N圓蒙日點。 

（三） 任意2圓的蒙日點與另N-2圓的蒙日點連線必通過此N圓蒙日點。 

（四） 在一圓時，若視其圓心為一圓蒙日點；二圓時，若視二圓的內公切

線交點為二圓蒙日點，則上述性質對所有的正整數N均成立。 

 

四、 平面上正多邊形、橢圓、平行多邊形的蒙日定理性質與推廣 

（一）任意外離的三個位似圖形，例如正三角形、正方形、正五邊形、正六

邊形……等正N邊形，以及可以視為正無限多邊形的圓，都必具有一個

三個位似圖形的蒙日線與蒙日點；其中甚至推廣至N個位似圖形時，

仍會具有N個位似圖形的蒙日點。 

（二）任何圖形性質透過投影變換，仍會保有平行、共點、共線的關係，所

以原屬互為位似的圖形，雖然圖形會改變，如圓變成橢圓、正方形變

成平行四邊形等，但仍會保持互為位似圖形的關係。因此、任意外離

的三個位似圖形，經過投影之後所形成新的三個位似圖形仍具有一個

三個位似圖形的蒙日線與蒙日點；甚至推廣至n個位似圖形時，仍會

具有N個位似圖形的蒙日點。 

 

五、 空間中外離的N個球，必有一個N球蒙日點，且具有下列性質： 

（一）任意 2 球的外公切錐頂點，必與此 2 球分別與另 N-2 球所構成的 N-1

球的蒙日點形成三點共線。（N 球廣義蒙日線） 

（二）任意 1 球的蒙日點（球心）與另 N-1 球的蒙日點連線必共交一點。 

（即 N 球蒙日點） 

（三）任意 2 球的蒙日點與另 N-2 球的蒙日點連線必皆通過 N 球蒙日點。 
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伍、未來展望 

  本研究以蒙日定理及蒙日對偶定理為基礎，從平面中三圓蒙日線與蒙日點，

推廣到n圓蒙日點，甚至是空間中n球蒙日點，也包含對正多邊形與橢圓等情形的

推廣。期能為蒙日定理在射影幾何上扮演更多重要的理論基礎，或許對近來熱門

的虛擬實境（Virtual Reality）的幾何光學應用，以及進一步探究宇宙星體間的關

係有所幫助。另外，本研究仍有一些值得進一步探索問題，如下： 

一、在平面上是否存在N圓的蒙日線，甚至是空間中N球的蒙日線？或在甚麼條

件下才存在？ 

二、蒙日點、蒙日線與圓（球）心位置、半徑大小的關係為何？是否能以幾何量

的關係來描述？ 
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【評語】010040-評語 

蒙日定理是一個漂亮的定理，內容是關於三個外離的圓的某些

性質，文獻中少有關於蒙日定理的延伸研究，本作品將該定理延伸

到四個圓、五個圓等情況，進而推廣到正 2n 邊形以及空間中的圓

球等情況，成果頗為豐富，但由於所發現的結果性質相像，似乎尚

可以作進一步的整合。射影幾何是數學的一個重要分支，雖然曾經

沉寂了一段時間，近年來有重新受注意的跡象，本作品在這方面有

一定程度的貢獻。 
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