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摘要 

    將1,2,...,n依序排成直線，任意取出 k 個數，取法數即為 n

kC ，但如果取出的 k 個數有限制，

那問題就會有很多的變化。我們最先探討的是不含定距元素的直線與圓排列的組合問題，先

從 k 中無任兩數相鄰，再將問題一般化成使得 k 中無任兩數之間隔為m 。我們用分割的方法

代替多數前人所採用的複雜的遞迴關係，求出取法數。 

接著，我們推廣取法的限制，運用排列組合、排容原理、以及生成函數等做法，深入的

探討各式各樣的組合數。 

 

 

Abstract 

    In this study, we discuss the numbers of ways of selecting k  numbers from 1,2,...,n  

under certain constraints. First, we enumerate the way of selecting k  numbers from 

1,2,...,n  arrayed in a line with no two selected numbers being m-separated (i.e. for any two 

selected number ,i j , i j m  ). We solve the problem by means of partition instead of 

dealing with the complicated recurrence equation (which was often used in previous 

studies).  

    In order to further discuss this kind of problems, we set up other different constraints, 

solving them with combinations and permutations, principle of inclusion and exclusion, 

generating functions, etc. We also extend all these problems to selecting k  numbers from 

1,2,...,n  arrayed in a circle. 
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壹、前言 

一、研究動機 

    我們在數學傳播(文獻一)中看到一個有趣的問題：一個關著白鶴的鐵籠，籠門有 15

根欄杆。把這個籠子改關猴子，猴子比白鶴大，因此門上的鐵條可以減少，減少的原則是

每兩條欄杆間的間隔最多是原來的兩倍(不能拆相鄰的兩條)，否則猴子就會逃之夭夭，若

規定減少的鐵條數目，求取鐵條的方法有多少種？若是改關體型和力氣都較大的猩猩，拆

欄杆的方法又有多少種？ 

 

 

 

 

 

 

    上述題目只跟直線排列的物體有關。若把籠子改成圓形，在相同的條件下，方法數為

何？我們覺得這是個非常有趣的問題，可以有很多延伸，又認為這篇文獻的數學模型在一

般化之後不太符合原始問題的情境，所以我們改變一些原始題目的條件來探討拆欄杆的問

題。 

 

二、研究目的 

設想合理的情境，並建構出以下數學模型。 

(一)求出將1,2,...,n依序排成直線，取 k 個數，其中任意兩數之間隔 m (即任意兩數相減 

    m )的取法數 

(二)求出將1,2,...,n依序排成圓，取 k 個數，其中任意兩數之間隔 m 的取法數 

(三)求出將1,2,...,n依序排成直線，取 k 個數，其中每一組留下的數至少 s 個且不能連續 

    取 a個的取法數 
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(四)求出將1,2,...,n依序排成圓，取 k 個數，其中每一組留下的數至少 s 個且不能連續取 a  

    個的取法數 

(五)求出將1,2,...,n依序排成直線，取 k 個數，留下的 n k 個數之間隔 A ，  1 2, ,...A a a  

    的取法數 

(六)求出將1,2,...,n依序排成圓，取 k 個數，留下的 n k 個數之間隔 A ，  1 2, ,...A a a 的 

    取法數 

 

三、研究設備及器材 

MathType、小畫家、筆電、紙、筆、Excel 

 

 

貳、研究方法或過程 

一、名詞定義 

(一)  ,mF n k  

    將1,2,...,n依序排成直線，取 k 個數，其中任意兩數之間隔 m 的取法數 

(二)  ,mG n k  

    將1,2,...,n依序排成圓，取 k 個數，其中任意兩數之間隔 m 的取法數 

(三)  , ,s af n k  

    將1,2,...,n依序排成直線，取 k 個數，其中每一組留下的數至少 s 個且不能連續取 a個 

    的取法數 

(四)  , ,s ag n k  

    將1,2,...,n依序排成圓，取 k 個數，其中每一組留下的數至少 s 個且不能連續取 a個的 

    取法數 

(五)  , ,F n k A  

    將1,2,...,n依序排成直線，取 k 個數，留下的n k 個數之間隔 A ，  1 2, ,...A a a  
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(六)  , ,G n k A  

    將1,2,...,n依序排成直線，取 k 個數，留下的n k 個數之間隔 A ，  1 2, ,...A a a  

(七)以下用黑球   表示要取出的數或欄杆，白球   表示不取的。 

 

二、不含定距元素的直線與圓排列的組合問題 

不含定距元素的組合問題是文獻一所提出的問題，也是我們的原始問題。探討將

1,2,...,n依序排成直線，取 k 個數，其中任意兩數之間隔 m (m 即為題目中的定距)的取

法數。 

(一)  ,mF n k  

原始問題：一個關著白鶴的鐵籠，籠門有 15根欄杆。把這個籠子改關猴子，猴子比白

鶴大，因此門上的欄杆可以減少，減少的原則是每兩條欄杆間的間隔最多是原來的兩

倍(不能拆相鄰的兩條)，否則猴子就會逃之夭夭。如果我們要從原來的欄杆上精簡出 6

根欄杆，有多少種刪取欄杆的方法？ 

 

 

 

 

 

 

              1       2       3      4       5      6 

以上圖為例，若已拆了 4，就不能再拆 3或 5。 

 

我們可以把問題簡化： 

問題 1：從1,2,...,15中取出 6個數，其中任意兩數不相鄰，有多少種取法？ 

 

設取出的 6個數為 1 2 3 4 5 6, , , , ,a a a a a a ，不妨令 1 2 3 4 5 6a a a a a a     。不相鄰可表述

為 1 1i ia a   ， 2,3,4,5,6i   

 

把 1 2 6, ,...,a a a 依次減去0,1,...,5： 

6 6' 5 15 5 10a a     ， 1' ' 1i ia a    

數組  1 2 3 4 5 6, , , , ,a a a a a a 與  1 2 3 4 5 6' , ' , ' , ' , ' , 'a a a a a a 是一一對應的，於是我們可以將問

題 1轉化為從1,2,...,10中任意取出 6個相異數，有多少種取法？ 

方法數   10

1 615,6 = 210F C   
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再來將此問題 1一般化為問題 2，探討如下： 

問題 2：將1,2,...,n依序排成直線，取 k 個數，其中任意兩數不相鄰，有多少種取法？ 

仿照上面做法可得   1

1 , n k

kF n k C   ， 2 1n k   

 

至此我們得到如下的【定理一】： 

 

定理一： 

  1

1 , n k

kF n k C   ， 2 1n k   

 

如果改關猩猩，猩猩比猴子大得多，所以欄杆間的間隔可以是原來的三倍。但猩猩的

力氣又比猴子大，所以不能出現獨立的一根欄杆(其相鄰的兩根欄杆均被拿去)。 

 

 

 

 

 

 

              1       2       3      4       5      6 

以上圖為例，若已拆了 3和 4，就不能再拆 2或 5，否則猩猩會跑出來；也不能再拆 1

或 6，否則猩猩會破壞 2或 5。 

 

以數學的語言來描述，問題可以轉化成問題 3： 

問題 3：將1,2,...,n依序排成直線，取 k 個數，其中任意兩數之間隔 2 ，即任意兩數

 ,i j j i , 2j i  ，有多少種取法？ 

 

我們可以把取出的 k 個數字分成：  

 

 

 

2

2

2

1 1,                                   

2 3 3, 1
1 

2 3,4 4, 2

F n k

F n k

F n k

  


    
    

不含

不含 必不含
含

含 必不含

 

由上可得        2 2 2 2, 1, 3, 1 4, 2F n k F n k F n k F n k         

初始條件：  2 ,1F n n ，  2 1, 0F k  ， 1k  ，我們約定  2 ,0 1F n   
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雖然已經找出遞迴關係，但是這樣的遞迴關係頗複雜，很難直接求出一般的表達式。

我們引用 J.Konvalina的文獻，得到【定理二】： 

 

定理二： 

   1 2

2 2

0

,
h

n k i

k i

i

F n k C   





 ，
2

k
h

 
  
 

，  2 1n k   

 

他的證明方法是驗證右邊的表達式既滿足初始條件，又滿足遞歸關係，但在文獻二

中只有證明這個表達式是對的，而沒有說是怎麼推導出來的，也只適用於 2m  的情

況。因此我們需要更直觀的方法，才能推廣並一般化。 

 

接下來討論m為任意正整數的情況。 

 

問題 4：將1,2,...,n依序排成直線，取 k 個數，其中任意兩數之間隔 m ，即任意兩數

 ,i j j i , j i m  ，有多少種取法？ 

此方法數即為我們定義的  ,mF n k ，以下是文獻一中的做法： 

令  1,2,...,N n ，n qm r  , 0 r m   

將除以m同餘的數歸為一軌 所求的取法即為不可取一軌中相鄰的兩數 

用下圖的方式將 N 分為 tN 和 tN 兩個子序列，其中0 t m   

                        tN                          tN  

1 2 … t t+1 t+2 …  m 

m+1        

2m+1        

…       qm 

qm+1  n    n  

   軌 

記 ts N ，則  
,   0

min ,
,   

qt r t r
s s qt r t

qt t r t m

  
   

  

當

當
 

我們要從 tN 中取 j 個數，從 tN 中取  k j 個數 

先討論 tN ：我們將 tN 重新編號如下圖所示 

 

1 2 3 … t 

t+1 t+2    

…    qt 

qt+1   s  

不可取一軌中相鄰的兩數，即所取任兩數差不可為 t  方法數  ,tF s j  
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再討論
tN ：同理，方法數  ,m tF n s k j    

     
0

, , ,
k

m t m t

j

F n k F s j F n s k j



     又 j s 且 k j n s    

     
 

 min ,

max 0,

, , ,
k s

m t m t

j k n s

F n k F s j F n s k j

  

    --(1) 

為了得到更完整的結果，利用 1t  來求得。 

 

由(1)式，令 1t   

                tN                          tN  

1 2 3 …  m 

m+1      

…      

(q-1)m+1     qm 

qm+1      

當 0r  則 s q ；當 0r  則 1s q  。整合以上兩種情況，
1

1
n

s
m

 
  
 

 

由【定理一】，便得  
 

 
1

1

1

1min ,
2

1 1

max 0,

1
, 1,

nk s
k

m

m k m

k k n s

n
F n k C F n k k

m

 
  

 


  

   
      

  
  

 

運用上式遞歸，可得【定理三】： 

 

定理三： 

 
1 2

2

... 1

,
i

i

m

n im k
m

m k

k k k k i

F n k C

 
  

 

    

    

 

事實上，以上作者的做法等同於將 n排列後分割成數個獨立的軌(如下圖)，不能取

一軌中相鄰的兩數，再利用【定理一】，得到一般式。 
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三、  ,mG n k  

若將原始題目中的籠子改為環狀的，在同樣的限制下取出欄杆，方法數為何？我們也

先從 1m  的情況討論。 

問題 5：將1,2,...,n依序排成圓，取 k 個數，其中任意兩數不相鄰，有多少種取法？  

在這個問題裡圓跟直線很像，只須扣掉直線中首尾都取的取法。而直線中首尾都取

的情況下，第 2個和第 1n 個必不取，所以： 

     
   

 

 

 

   

1 1 1

4 2 11 1 1

2 2

, = , 4, 2

=

1 ! 1 !

! 2 1 ! 2 ! 2 1 !

n kn k n k n k

k k k k

n k

k

G n k F n k F n k

C C C C

n k n k

k n k k n k

n
C

n k

        

 



  

  

   
 

    




 

所以我們得到了【定理四】： 

 

定理四： 

 1 , = ,
2

n k

k

n n
G n k C k

n k

 


 

 

同直線排列的問題，我們討論 2m  的情況。 

問題 6：將1,2,...,n依序排成圓，取 k 個數，其中任意兩數之間隔 2 ，有多少種取法？ 

一樣找出圓形排列與直線排列的關聯，把取出的 k 個數字分成： 

 

 

 

 

 

 

2

2

2

2

2

2

2 2,                                   

1            3 4, 5, 1
2

3 4,5, 6, 2

3, 1 5, 1      
2

3, 1, 2 6, 21

2 3,4, 1, 6, 2  

F n k

n F n k

n F n k

n n F n k

n n n F n k

n n F n k

  


    
    

    


     

    

不含

不含 不含 必不含
含

含 必不含

不含 必不含
不含

含 必不含含

含 必不含              














 

由上可得        2 2 2 2, 2, 2 5, 1 3 6, 2G n k F n k F n k F n k         

當 2 1n k  時，利用【定理二】代入上式，再分別討論 k 為奇數或偶數的情況，可以

得到定理五： 

 

定理五： 

 2 , = n k

k

n
G n k C

n k




， 2 1n k   
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圓形排列的問體最普遍的方法即是以上討論頭尾相接處所有可能的情況，再將它簡化

成直線排列。當m為任意正整數時，我們一開始也打算用類似的方法來求得，但是發

現頭尾相接處非常複雜，難以一一列出。 

後來想到是不是能用求  ,mF n k 的方法，將大圓分割成一個一個獨立的小圓，這樣一來

就可以克服原先做法遭遇到的困難。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

問題 7：將1,2,...,n依序排成圓，取 k 個數，其中任意兩數之間隔 m ，有多少種取法？ 

以 10n  為例，說明分割圓的方式 

1. 2m  時 

 

 

 

 

 

 

 

如上圖選取數字，方法為每隔 1個選一個數字，要將1~10皆跑盡需要兩個圖形，

故分割出兩個小圓。 

 

2. 3m  時 

 

 

 

 

 

 

 

如上圖選取數字，方法為每隔 2個選一個數字，要將1~10皆跑盡只需要一個圖

形，依選取的順序將數字重新排列。 
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3. 4m  時 

 

 

 

 

 

 

 

如上圖選取數字，方法為每隔 3個選一個數字，要將1~10皆跑盡需要兩個圖形，

故分割出兩個小圓。 

 

整理各種情況，
( , )lcm m n

m
為一圖形的線段數，也就是分割出的小圓內的數字個數。 

再將
( , )lcm m n

m
化簡為

gcd( , )

n

m n
，所以需要gcd( , )m n 個小圓才能跑盡所有數字。 

每個小圓裡都不能取到相鄰的數字。 

 

結合【定理四】： 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 2 gcd ,

1 2 gcd ,

1 2 gcd ,

gcd ,

1

... 1

gcd ,
gcd ,

... 1

gcd ,
gcd ,

... 1

, ,
gcd ,

gcd ,
             

gcd ,

             
gcd ,

m n

i

m n

i

m n

m n

m i

k k k i

nm n
m n

k

k k k i
i

nm n
m n

k

k k k i i

n
G n k G k

m n

n

m n
C

n
k

m n

n
C

n k m n

   

   

   

 
   

 

 



 
 

 

 

 

 

 

所以我們得到【定理六】： 

 

定理六： 

 
 

 

 

 

1 2 gcd ,

gcd ,
gcd ,

... 1

,
gcd , i

m n

nm n
m n

m k

k k k i i

n
G n k C

n k m n   
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在嘗試簡化  ,mG n k 時，我們覺得相對位置一樣的排法可以被歸類成一種，這樣的排法

和所有的排法存在類似倍數的關係。我們得出定理七這條的關係式： 

 

 

定理七： 

   ' , ,nG n k kG n k ，  ,G n k 表在某限制下，將1,2,...,n依序排成圓， 

取 k 個數的方法數；  ' ,G n k 為其中必取 1的方法數。 

 

〈證明〉 

令  ,iG n k 為在某限制下，將1,2,...,n依序排成圓，取 k 個數且必取 i 的方法數，記

 
1

,
n

i

i

S G n k


 ；    ' , ,iG n k G n k   ' ,S nG n k   

又在其中一種  ,G n k 的取法中，如果是取出 1 2, ,..., ka a a ，則此取法會在

     1 2, , , ,..., ,kaa aG n k G n k G n k 各被數到一次(共 k 次)，即    
1

, ,
n

i

i

G n k kG n k


  

   ' , ,nG n k kG n k 得證。 

 

【定理七】能大幅簡化圓形排列的各種問題，使我們在探討問題時只需解出必取或必

留 1的特例。 

 

三、推廣原始問題 

    推廣原始的籠子問題是從關猩猩的出發，關猩猩的條件是因為體型較大，可以連續

取兩根欄杆，又因為力氣大，不能留下單獨的一根欄杆，整理過後相當於 2m  的情況，

所以去探討m為任意正整數的問題。 

    我們推測文獻一的作者是先有數學模型，再為它套上情境，但是 3m  沒辦法套在關

動物的情境上。為了更符合原始問題的情境，我們考量不同動物的力氣和體型，加了兩

個變數。我們希望動物不要跑出來，籠子也不要被破壞。 

    從 n根欄杆中取出 k 根。 s 代表力氣，每一組留下的欄杆至少要 s 根，否則會被動物

破壞；a代表體型，不能連拆 a根，否則動物會跑出來。我們定義取法數為  , ,s af n k ，圓

形排列的取法數則是  , ,s ag n k 。 
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  1       2       3       4       5       6      7       8      9 

 

以上圖為例，這是一隻 3, 4s a  的牛。現在已經拆了 2、6、7、8，就不能再拆 5或 9，

否則牛會跑出來；也不能再拆 3，否則 4、5會被破壞。 

 

(一)  , ,s af n k  

    我們先探討  , ,s af n k 的兩個特例： 

1.  ,2 ,sf n k ：將1,2,...,n依序排成直線，取 k 個數，其中每一組留下的數至少 s 個且

不能連續取 2個的取法數。較簡單的敘述如問題 8： 

 

問題 8：將1,2,...,n依序排成直線，取 k 個數，其中任意兩數之間至少留下 s 個數，

有多少種取法？ 

 

仿照問題 1 的作法，設取出的 k 個數為 1 2, ,..., ka a a ，不妨令 1 2 ...   ka a a 。 

依題意， 1 i ia a s， 2,3,...,i k  

              1a   2a   …   ka               1' ' 1 i ia a  

         -)  0  1s  …  (k-1)s             ' 1  ka n k s  

            1'a  2'a   …   'ka  

數組  1 2, ,..., ka a a 與  1 2' , ' ,..., 'ka a a 是一一對應的 

得    1

,2 ,
n k s

s kf n k C
 

 ，
1

1

n
k

s





 

2.  1, ,af n k ：將1,2,...,n依序排成直線，取 k 個數，其中每一組留下的數至少 1個且

不能連續取 a個的取法數。較簡單的敘述如問題 9： 

 

問題 9：將1,2,...,n依序排成直線，取 k 個數，不能連續取 a個，有多少種取法？ 
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依題意，在一個間隔中最多只能放入 1a  顆   ，由排容原理 

     1 1 1

1,

0 0

, 1 1
i in k n k n k n ia

a i k ia i n k

i i

f n k C H C C      

 

 

      

 

接下來探討  , ,s af n k 。 

問題 10：將1,2,...,n依序排成直線，取 k 個數，其中每一組留下的數至少 s 個且不能

連續取 a個，有多少種取法？ 

 

把 n k 顆白球排成直線，有 1n k  個間隔。先從這些間隔裡取 i 個放黑球，每兩

顆黑球之間至少要有 s 顆白球，也就是 1s  個間隔。所以選間隔的方法數是

 1,2 1,sf n k i   ，舉例來說，如果 3s  ，那麼取的 2個間隔之間至少要留 2個間

隔，所以是 1s  。 

 

 

 

 

 

第二步是在這 i 個間隔裡面放入 k 顆   ，每個間隔最少放 1顆，最多放 1a  顆，用

排容原理算得方法數為    1
0

 1  
j i i

j k i a j
j

C H
  



 。 

j 是不合的間隔數， k 顆   - 1i (每個間隔最少放 1顆)-  1a j (放 a 顆) 

 1,2 1,sf n k i   是選間隔的方法數，    1
0

 1  
j i i

j k i a j
j

C H
  



 是在間隔中放入黑球的

方法數，將兩者相乘： 

       

          

1 1

, 1,2 1

1 0

1 1 1 1 1 1 1

1 1

1 0 1 0

, 1, 1

                   1 1

j k a ji

s a s j i

i j

j jn k i s k a j k a ji n k is i s i

i j i i j i

i j i j

f n k f n k i C C

C C C C C C

  

 

 

             

 

   

 
     

 

   
      

   

 

   

所以我們得到【定理八】： 
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定理八： 

     1 1

, 1

1 0

, 1
j k a jn k is i s i

s a i j i

i j

f n k C C C
     



 

 
  

 
   

(二)  , ,s ag n k  

    我們先探討  , ,s ag n k 的兩個特例： 

    1.  ,2 ,sg n k ：將1,2,...,n依序排成圓，取 k 個數，其中每一組留下的數至少 s 個且不

能連續取 2個的取法數。較簡單的敘述如問題 11： 

 

問題 11：將1,2,...,n依序排成圓，取 k 個數，其中任意兩數之間至少留下 s 個數，

有多少種取法？ 

 

【定理七】說明在處理圓形排列的問題時，只需知道必取 1的方法數，就可得

所有的方法數。 

 

設取出的 k 個數為 1 2, ,..., ka a a ，不妨令 1 2 ...   ka a a 。 

依題意， 1 i ia a s， 3,...,i k ，且 1 1a  

      1a    2a   …   ka                  ka n s 

   -)  0   1s  …  (k-1)s             1' ' 1 i ia a  

      1'a   2'a   …   'ka                 ' 1   ka n s k s 

數組  1 2, ,..., ka a a 與  1 2' , ' ,..., 'ka a a 是一一對應的 

得   1

,2 1' , n ks

s kg n k C  

  

    1

,2 ,2 1, ' , n ks

s s k

n n
g n k g n k C

k k

 

    

 

    2.  1, ,ag n k ：將1,2,...,n依序排成圓，取 k 個數，其中每一組留下的數至少 1個且不

能連續取 a個的取法數。較簡單的敘述如問題 12： 

 

問題 12：將1,2,...,n依序排成圓，取 k 個數，不能連續取 a個，有多少種取法？ 

 

由【定理七】，只需討論必留 1的情況。 
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依題意，在一個間隔中最多能放入 1a  顆   ，由排容原理， 

       1 1

1, 1

0 0 0

' , 1 1 1
i i in k n k n k n ia n k n ia

a i k ia i k ia i n k

i i i

g n k C H C C C C       

   

  

         

    1

1, 1

0

, 1
i n k n ia

a i n k

i

n
g n k C C

n k

  

 



  

  

 

接下來探討  , ,s ag n k 。 

問題 13：將1,2,...,n依序排成圓，取 k 個數，其中每一組留下的數至少 s 個且不能連

續取 a個，有多少種取法？ 

 

由【定理七】，只需討論必留 1的情況。 

 

把 n k 顆白球排成圓，有n k 個間隔。從這些間隔裡取 i 個放黑球，每兩顆黑球

之間至少要有 s 顆白球，也就是 1s  個間隔。所以選間隔的方法數是  1,2 ,sg n k i  。 

 

 

 

 

 

 

 

 

同直線排列的做法，

     

     

1 1

, 1,2 1

1 0

1 1 1 1

1 1

1 0

' ( , ) , 1

               1

j k a ji

s a s j i

i j

jn k i s k a ji

i j i

i j

g n k g n k i C C

n k
C C C

i

  

 

 

      

 

 

  

 
  

 

 

 

1 

1 
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1 1 1 1

, 1 1

1 0

1 11

1 1

1 0

1 11

1 1

0

, 1

                   1

                    = 1

jn k i s k a ji

s a i j i

i j

j k a jn k is i i

i j i

i j

j k a jn k is i i

i j i

j

n n k
g n k C C C

n k i

n n k
C C C

n k i

n
C C C

i

      

 

 

     

 

 

     

 



 
   

  

 
  

  

 




 

 


1i






 

 

定理九： 

    1 11

, 1 1

1 0

( , ) 1
j k a jn k is i i

s a i j i

i j

n
g n k C C C

i

     

 

 

 
  

 
   

 

四、限定相鄰兩根要留下的(或要取的)欄杆之間的間隔 

若要直接限定相鄰兩根要留下的(或要取的)欄杆之間的間隔，則可以採用生成函數的方

法，便可以設定更多的情境。 

(一)  , ,F n k A  

    限定相鄰兩根留下的欄杆之間隔 A ，  1 2, ,...A a a 。 

    令 l 為留下的欄杆數( l n k  )，方法數為

1 1

1 1

l n k

n i n i

i A i A

x x x x

  

 

 

   
         

   
  。 

                                  n   1n  

 

                                             這樣的做法代表最後一根是必留的，但是

題目並沒有這樣的限制，所以我們令第

1n 根是必留的，總共要取 1k  根。 

 

          x         2x  

(二)  , ,G n k A  

    限定相鄰兩根留下的欄杆之間隔 A ，  1 2, ,...A a a 。 

    令 l 為留下的欄杆數( l n k  )。根據【定理七】    ' , ,nG n k kG n k ，只需討論必留

1的情況。 
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    以紅線處切開，方法數為

l n k

n i n i

i A i A

x x x x



 

   
         

   
   

    故總方法數為

l n k

n i n i

i A i A

n n
x x x x

l n k



 

   
            

  。 

 

以下舉兩個特例。 

(三)特例一：  1,2,...,A a  

 1,2,...,A a 的情境同  1, ,af n k 、  1, ,ag n k 。 

    1.      
1

1 2

1,, , , ...
n k

n a

aF n k A f n k x x x x
 

        

   

 

1 1
1 2 1 2

1
1

1

... ...

1
1 ...

1

n k l
n a n a

l
a

l
n l a n l

x x x x x x x x

x
x x x x

x

  
 




  

            

 
              

 

          
1

1
1 11 1

0 0 ,

1
1

1

l
a l

i il jl a j l l j ia j

i j i j

i j i j

x
x x x

x




     

 

    
       

     
    

令 ia j n l k    ， j k ia  ，我們得到 

         

    

1

1 1

,

1

1
1 1

1

                 1

l
a

iil l j ia j n k n k k ia k

i j i k ia

i j i

i n k n ia k

i k ia

i

x
x x

x

x



       



  



 
    

 

 

 



 

因此取 kx 的係數，得  1,2,...,A a 時，  , ,F n k A     11
i n k n ia

i k ia

i

  

  ，和問題

9 的結果相同。 
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    2.      2

1,, , , ...
n k

n a

a

n
G n k A g n k x x x x

n k



     
 

由【定理七】，只需知道必留 1的取法數。 

   

 

2 2

1

... ...

1
1 ...

1

n k l
n a n a

l
a

l
n l a n l

x x x x x x x x

x
x x x x

x



  

            

 
              

 

         1 1

0 0 ,

1
1

1

l
a l

i il a l j j l l j ia j

i j i j

i j i j

x
x x x

x

    

 

    
       

     
    

令 ia j n l k    ， j k ia  ，我們得到 

         

         

1 1

,

1 1

1

1
1 1

1

              1 1

l
a

iil l j ia j n k n k k ia k

i j i k ia

i j i

i in k n ia k n k n ia k

i k ia i n k

i i

x
x x

x

x x

       



     

  

 
    

 

   

 

 

 

因此取 kx 的係數，得  1,2,...,A a 時，       1

1' , , 1
i n k n ia

i n k

i

G n k A   

    

      1

1, , 1
i n k n ia

i n k

i

n
G n k A

n k

  

  

 ，和問題 12 的結果相同。 

 

(四)特例二：   A N t  

  A N t 的條件限制可設想為，若一隻動物的頸寬為 t個欄杆間隔的寬度，

則籠子不能出現 t個欄杆間隔的寬的空格，否則將導致動物脖子卡住窒息。 

1.    
1

1 2, , ...
n k

n tF n k A x x x x
 

       

   

 

1 1
1 2 1 2

1
1

1 1

... ...

1
1 ...

1

n k l
n t n t

l
l

n l t n l t

x x x x x x x x

x x x x x
x
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11 1
111 1

1

1

, ,

1 11
1 1 1

1 1

1 1 1
1 1

1
1

ll t
llt t

i
i ji tm j

m i j

i j m i t j

i j m

x x
x x x x

x x

l m l i
x x x

m i j

l m l i
x

m i j

 
  



   

   
       

    

        
        

     

    
     

   

  



 

令  1m i t j n l k      ，  1m k j i t     

   

 
 

 
 

1

,

,

,

1
1

11
1

11
1

i j m i t j

i j

i j k

i j

i j k

i j

l m l i
x

m i j

l il k j i t
x

i jl

n k in j i t
x

i jn k

   





    
    

   

       
     

   

       
     

    







 

因此取 kx 的係數，得   A N t 時，

   
 

,

11
, , 1

        
     

    


i j

i j

n k in j i t
F n k A

i jn k
。 

 

2.    2, , ...
n k

n tn
G n k A x x x x

n k



     
 

由【定理七】，只需知道必留 1的取法數。 

   

 

2 2

1 1

... ...

1
1 ...

1

n k l
n t n t

l
l

n l t n l t

x x x x x x x x

x x x x x
x



   

            

 
              

 

 
    

        

1

1 1

11

, ,

1 11
1 1 1

1 1

1
1 1

ll t
llt t

im i j m i t jt

m i i j m

x x
x x x x

x x

l l l m l i
x x x x

m i m i j
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令  1m i t j n l k      ，  1m k j i t     

   

 
 

 
 

1

,

,

,

1
1

1 1
1

1

1 1
1

1

i j m i t j

i j

i j k

i j

i j k

i j

l m l i
x

m i j

l il k j i t
x

i jl

n k in j i t
x

i jn k

   





    
    

   

        
     

    

       
     

     







 

因此取 kx 的係數，得   A N t 時，

   
 

,

1 1
' , , 1

1

i j

i j

n k in j i t
G n k A

i jn k

        
     

     
  

   
 

,

1 1
, , 1

1

        
     

      


i j

i j

n k in j i tn
G n k A

i jn k n k
 

 

五、二維平面上的問題 

我們嘗試將原始問題(不能取相鄰的兩個)推廣到平面上： 

在一個3 n 的方格裡放入黑球，任兩顆黑球不相鄰，有多少種放法？(全部不放也算一種) 

 

設 nA 為此題解，第 k 行是第一個沒有放入黑球的行 

1 1

2

n

n n k n k n

k

A A B A B  



   ， 2n  ， 1kB  表前 1k  行中每行都有放入黑球的方法數 

   定義 0 1A  ，使遞迴式中的 1 0nB A 有意義。 

 

           1kB           n kA   
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在前 1k  行，我們依照第一行的圖形分成三種：  

 

    m            m m          m  

 

 

 

 

 

遞迴關係： 

1

1 1

1 12

m m

m m m

m m m

 

  

  



 

 




 
  

   2m m m mB       

 

為了使以上遞迴式適用於 1m  的所有情況，我們定義初始條件： 

0 1  ， 0 0 0   ， 0 1   

利用以上遞迴關係 

1 2 33m m m m          

12 = 2m m m m m mB B        （定義 0 2B  ） 
 

先求 m 的生成函數，就可以求 mB 的生成函數： 

 

         

   

 

1 2 2 3 3

1 2 3

3 3 3 3

2 2 3

0 1 2 0 1 0

2 3 2 2

2

2 3

3

3

1 3 0 2

1 3

m m m m

m m m m

m m m m

x x x x x x x

x x x x x x x x x x

x x x x x x x

x x
x

x x x

   

         





  

  

   

  

         

        


 

  

   

 

 

1= 2m m mB B    

            

    
 

1

1

1 1 1

0 0

2

2 3

2

2 1 2 2

2 12
1

1 1 3

m m m

m m m

m m m

B x x B x x

B x B xB x x x B x x

x x
B x x

x x x x
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再用生成函數的摺積：令      C x B x A x  

  n n n

n n nC x B x A x   ，
0

n

n k n k

k

C B A 



  

 

       

      

 
 

 

1 1

2

1

1 1 1 0 11
1

1 1 0 0

2 3

2 4

1 1

1 1 3

1 1 2 6

n

n n k n k n

k

n

n n k n n n n n nn k
k

n n n n

A A B A B

A A B A B A A C B A B

A A C B A x A xA x xC x B x B

x xB x A x B x

B x x x x
A x

x xB x x x x

  





    


 

  

        

           

    

   
  

    





 

 

得 nA 的生成函數  
2 3

2 4

1 3

1 2 6

x x x
A x

x x x

  


  
 

2 3

2 4

1 3

1 2 6

n

n

x x x
A x

x x x

  
      

 

 

且 nA 的遞迴式 1 2 42 6n n n nA A A A      

 

 

定理十： 

 
2 3

2 4

1 3

1 2 6

n

n

x x x
A x

x x x
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參、研究結果與討論 

一、研究結果 

我們探討了各限制下從1,2,...,n取出 k 個數的方法，茲將研究結果說明如下： 

 

(一)不含定距元素：將1,2,...,n依序排成直線或圓，取 k 個數，其中任意兩數之間隔 m 的

取法數 

 

直線排列 圓形排列 

  1

1 , n k

kF n k C   ， 2 1n k    1 , = n k

k

n
G n k C

n k




 

  1 2

2 2

0

,
h

n k i

k i

i

F n k C   





 ，  2 1n k  ，
2

k
h

 
  
 

   1

2 1, n k n k

k kG n k C C  

  ， 2 1n k   

 
1 2

2

... 1

,
i

k

m

n im k
m

m j

k k k k i

F n k C

 
  

 

    

     
 

 

 

 

1 2 gcd ,

gcd ,
gcd ,

... 1

,
gcd ,   

 
 

  i

m n

nm n
m n

m k

k k k i i

n
G n k C

n k m n
 

 

(二)簡化圓形排列問題的關係式： 

   ' , ,nG n k kG n k ；表在某限制下，將1,2,...,n依序排成圓，取 k 個數的方法數；

 ' ,G n k 為其中必取 1的方法數。 

(三)推廣原始問題的情境：考量不同動物的力氣和體型，加了這兩個變數。從 n根欄杆中

取出 k 根欄杆。 s 代表力氣，每一組留下的欄杆至少要 s 根，否則會被動物破壞；a代

表體型，不能連拆 a根，否則動物會跑出來。我們希望動物不要跑出來，籠子也不要

被破壞，取出欄杆的取法數 

 

直線排列 圓形排列 

    1

1,

0

, 1   





 
i n k n ia

a i n k

i

f n k C C      1

1, 1

0

, 1   

 



 



i n k n ia

a i n k

i

n
g n k C C

n k
 

   1

,2 ,
n k s

s kf n k C
 

 ，
1

1

n
k

s





   1

,2 1, ,
1

 

 


n ks

s k

n n
g n k C k

k s
 

     1 1

, 1

1 0

, 1
j k a jn k is i s i

s a i j i

i j

f n k C C C
     



 

 
  

 
      1 11

, 1 1

1 0

( , ) 1
j k a jn k is i i

s a i j i

i j

n
g n k C C C

i
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(四)限定相鄰兩根要留下的(或要取的)欄杆之間的間隔：限定相鄰兩根留下的欄杆之間隔

A ，  1 2, ,...A a a ，從 n跟欄杆中取出 k 根的方法數 

 1,2,...,A a ： 

直線排列 圓形排列 

 , ,F n k A     11
i n k n ia

i k ia

i

  

         1

1, , 1
i n k n ia

i n k

i

n
G n k A

n k

  

  

  

  A N t ： 

   
 

,

11
, , 1

       
     

    


i j

i j

n k in j i t
F n k A

i jn k
    

 

,

1 1
, , 1

1

       
     

      


i j

i j

n k in j i tn
G n k A

i jn k n k
 

 

(五)將原始問題(不能取相鄰的兩個)推廣到平面上：在一個3 n 的方格裡放入黑球，任兩

顆黑球不相鄰，有多少種放法？(全部不放也算一種) 

2 3

2 4

1 3

1 2 6

n

n

x x x
A x

x x x

  
      

 

 

(六)以下是我們利用電腦運算得到的數據： 

 10,mF k  

m=1 2 3 4 5

k=1 10 10 10 10 10

2 36 37 38 39 40

3 56 62 68 74 80

4 35 46 58 68 80

5 6 12 22 24 32

6 0 0 3 0 0

7 0 0 0 0 0

 10,mF k

 

 10,mG k  

m=1 2 3 4 5 6

k=1 10 10 10 10 10 10

2 35 35 35 35 35 35

3 50 50 50 50 50 50

4 25 25 25 25 25 25

5 2 0 2 0 0 0

6 0 0 0 0 0 0

 10,mG k
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 1, ,af n k

a=2 3 4 5 6 7 8 9 10

k=1 10 10 10 10 10 10 10 10 10

2 36 45 45 45 45 45 45 45 45

3 56 112 120 120 120 120 120 120 120

4 35 161 203 210 210 210 210 210 210

5 6 126 216 246 252 252 252 252 252

6 0 45 145 185 205 210 210 210 210

7 0 4 40 80 104 116 120 120 120

8 0 0 3 15 27 36 42 45 45

9 0 0 0 0 2 4 6 8 10

10 0 0 0 0 0 0 0 0 0

 1, 10,af k

 

 ,2 ,sf n k  

s=1 2 3 4 5 6 7 8 9

k=1 10 10 10 10 10 10 10 10 10

2 36 28 21 15 10 6 3 1 0

3 56 20 4 0 0 0 0 0 0

4 35 1 0 0 0 0 0 0 0

5 6 0 0 0 0 0 0 0 0

6 0 0 0 0 0 0 0 0 0

 ,2 10,sf k

 

 1, ,ag n k  

a=2 3 4 5 6 7 8 9 10

k=1 10 10 10 10 10 10 10 10 10

2 35 45 45 45 45 45 45 45 45

3 50 110 120 120 120 120 120 120 120

4 25 150 200 210 210 210 210 210 210

5 2 102 202 242 252 252 252 252 252

6 0 25 110 170 200 210 210 210 210

7 0 0 20 60 90 110 120 120 120

8 0 0 0 5 15 25 35 45 45

9 0 0 0 0 0 0 0 0 10

10 0 0 0 0 0 0 0 0 0

 1, 10,ag k

 

 ,2 ,sg n k  

s=1 2 3 4 5 6 7 8 9

k=1 10 10 10 10 10 10 10 10 10

2 35 25 15 5 0 0 0 0 0

3 50 10 0 0 0 0 0 0 0

4 25 0 0 0 0 0 0 0 0

5 2 0 0 0 0 0 0 0 0

6 0 0 0 0 0 0 0 0 0

 ,2 10,sg k
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nA 、
nB  

0 1 2 3 4 5 6

1 5 17 63 227 827 2999

2 4 8 18 38 84 180
nA

nB

n

 
 

二、討論 

(一)我們發現當 2n k 時，    2 1, ,G n k G n k 。值得注意的是，  1 , 0G n k  的條件限制為

2

n
k  ，也就是說 k 的最大值是

2

n 
 
 

。分割出來的小圓中有
2

n
k 個數，所以每個小圓最

多能取出
2

k 
 
 

個數。 

當 2n k 時，若 n是 4的倍數，則每個小圓必定各取
2 2

k k 
 

 
個數，  2 , 4G n k  ； 

當 2n k 時，若 n不是 4的倍數，則必有一個小圓要取超過
2

k 
 
 

個數，  2 , 0G n k  。 

所以  2

,  2                                    

, 4,  2     4                    

0,  2     4  2

n k

k

n
C n k

n k

G n k n k n

n k n n k


 


 
  



且 是 的倍數

且 不是 的倍數或

 

(二)若    1 2gcd , gcd ,m n m n ，則    
1 2

, ,m mG n k G n k 。這讓我們在計算數值時方便許多。 

(三)問題 9 和問題 12我們分別採用了排容原理以及生成函數的做法得出完全相同的結果。

比較此兩種做法，排容原理乍看之下算式較少解題較為快速，然而若改變取法的限制

(如特例二)，使用排容原理會變得既繁瑣又複雜，而且每種題目都要用不同的算法。

生成函數在處理上相當直觀且方便，我們認為這是比較好的做法。 

(四)解決了二維平面上的問題，可以利用填數字的方式協助解決不含兩個定距元素的問題。 
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肆、結論與應用 

(一)我們成功的解決原始問題，並將其推廣到圓形排列上。我們用分割的方法代替多數前人

所採用的複雜的遞迴關係。 

(二)我們猜測文獻一(原始問題)的作者是先有數學模型再為它套上情境，然而這些情境只適

用於這個數學模型的幾個特例。我們以更符合原始情境的觀點，討論在關具有不同力氣

和體型的動物時拆欄杆的方法數。 

(三)若要直接限定相鄰兩根要留下的(或要取的)欄杆之間的間隔，則可以採用生成函數的方

法，便可以設定更多的情境。 
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【評語】010025-評語 

把 1,2,…,n 依序排成直線，任意取出 k 個數，取法數就是Cn

k
。

這篇文章主要在研究，當選出來的 k 個數有不同限制時的問題。

它運用排列組合、排容原理、以及生成函數等方法，探討六種不同

限制時的問題。 

整體來說，得到的結論有一定的趣味。  

排版\010025-評語
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