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摘    要 

 

在本篇研究報告中，主要討論一個關於多方塊的問題：給定一個多方塊，試

找出 n 的最小值使得在無限大的棋盤上，可以塗上 n 種顏色並且使多方塊沿格線

無論如何放置，都不會蓋到重複的顏色。一開始先以 V 形三方塊的情況開始討

論，之後將單方塊至五方塊的所有情況都有系統地討論完畢。 

為了給出顏色數的估計，考慮同時適用於所有 k 方塊的情況。也就是說，要

找到一個塗上 n 種顏色的無限棋盤使得無論任一個被選定的多方塊怎麼被放置

在棋盤上，都不會覆蓋到相同顏色的格子。本篇研究成功地給出了此問題的精確

解。 

除了上面一種估計之外，本篇研究也考慮了矩形多方塊的顏色數，並試圖以

之給出所有多方塊所需的顏色數之上下界。最後我得到 k 方塊所需的顏色數至多

為
8

25
(𝑘 + 1)2. 

 

 

Abstract 

The focus of this paper is primarily on a problem: Given a polyomino, determine the 

minimum of positive integer n for which there exists an n-colored infinite grid such that 

wherever the polyomino is put, it never covers two squares with the same color. 

After enumerating from the monomino to pentominoes and solving these cases, I found 

that the discussion would be too complicated for bigger polyominoes. Thus, I tried to find 

an upper bound of the number of required colors of all k-minoes. To achieve this, I first 

considered the case in which all k-minoes are considered at the same time and found the 

precise answer to this question. In addition, I took advantage of the rectangular 

polyominoes to deduce that the number of required colors is at most 
8

25
(𝑘 + 1)2. 
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壹、 研究動機 

  有一天，在書上看到了這個題目： 

 在無限大的棋盤上，塗上 n 種顏色使得 V 形三方塊沿格線無論如何放置在

 棋盤上，都不會蓋到重複之顏色，問 n 的最小值為何？ 

 n = 4 是滿足條件的，其構造法如下：(圖形中我們用數字 1、2、3、4

 代表四種不同的顏色。) 

1 2 1 2 1 2 1 2 

3 4 3 4 3 4 3 4 

1 2 1 2 1 2 1 2 

3 4 3 4 3 4 3 4 

1 2 1 2 1 2 1 2 

3 4 3 4 3 4 3 4 

1 2 1 2 1 2 1 2 

3 4 3 4 3 4 3 4 

 接著要證明 n = 3 無法滿足條件。如果 n = 3 時，那麼下表格中的 x 便無

 法塗上三種顏色中的其中一種，否則會蓋到重複之顏色，故 n > 3，又前面

 給出 n = 4 的上界，所以 n 的最小值為 4。 

1 x 

2 3 

 不過看完上面的問題後，我便開始思考：如果不是 V 形三方塊，而是

 其它種三方塊，甚至是四方塊、五方塊，或者廣泛的 k 方塊，那麼 n 的最小

 值又是什麼呢？ 

 原本以為此類問題不難解決，一經深入探究，發現事實並非如此。有些

 情況雖然可以找到上界，但是要證明不能再少(即下界)則非常困難；有些情

 況連上界都非常難找到。 

 於是我便開始對這個題目進行研究。 

  



3 

 

貳、 研究目的 

一、對於單方塊到五方塊的種類進行分析； 

二、探討各種多方塊塗顏色之構造法並求出 n 的最小值； 

三、證明求出的 n 即為最小值； 

四、研究是否有方法對所有多方塊所需的顏色進行估計。 

參、 研究設備與器材 

一、紙 

二、筆 

三、電腦 

肆、 研究過程或方法 

一、 先將單方塊到五方塊的所有種類列出； 

二、 求出對於單方塊到四方塊的所有種類之 n 的最小值： 

（一）、 構造出單方塊到四方塊的所有種類之塗色的方法； 

（二）、 證明求出的值即為 n 的最小值； 

三、 再求出對於五方塊的所有種類之 n 的最小值： 

（一）、 構造出五方塊的所有種類之塗色的方法； 

（二）、 證明求出的值即為 n 的最小值； 

四、 同時使用所有 k 方塊，並以之估計 k 方塊所需顏色數； 

五、 推廣至矩形多方塊，並以之估計多方塊所需顏色數。 

伍、 研究結果 

一、單方塊到五方塊之結果 

  為了方便起見，先定義： 

 定義 1  令多方塊 P 所需的顏色最小值為 ( )c P 。 

 

  先證明兩個引理。這些引理在以後經常會應用到： 

  引理 1 對於 k 方塊 P 而言，𝑐(𝑃) ≥ 𝑘。 

證明 否則無論 k 方塊如何放置，必至少覆蓋某一種顏色兩次以上。 
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引理 2 若多方塊 P 可以完全覆蓋多方塊 Q，那麼 𝑐(𝑃) ≥ 𝑐(𝑄). 

證明 由 c(P)的定義，可以知道可以在平面上塗上 c(P)種顏色使得不

  管怎麼在平面上放多方塊 P，都不會蓋到相同的格子。而在這

  種塗色法下，假設可以用 Q 蓋住兩個相同的顏色。那麼因為 P

  可以完整覆蓋 Q，而且此時 Q 蓋住兩個相同的顏色，所以 P 

  也可以蓋住兩個相同的顏色，矛盾。因此存在一種 c(P)種顏色

  的塗法使得不管怎麼放置 Q，都不會蓋到相同的顏色。由 c 的

  最小性得到 𝑐(𝑃) ≥ 𝑐(𝑄). 得證。 

（一）、 單方塊、雙方塊與三方塊 

   我們可以由引理 1 知道單方塊所需的顏色數最小值為 1，雙方

  塊所需的顏色數最小值為 2。對於 I 形三方塊也可以很容易地知道

  顏色數最小為 3，而 V 形三方塊的情況已在前面解決，其所需顏色

  數最小值為 4。 

（二）、 四方塊 

   四方塊共有 5 個品種，分別為 I 形、L 形、N 形、O 形、T 形，

  如下圖所示： 

 

 

 

   由引理 1 可以知道 I 形四方塊的顏色數最小為 4，塗色法如圖

   一。(圖形中我們用數字 1、2、3、4 分別代表四種不同的顏色。) N

   形和 O 形的顏色數最小也為 4，塗色法如圖二。 

1 4 3 2 1 4 3 2   1 2 1 2 1 2 1 2 

2 1 4 3 2 1 4 3   3 4 3 4 3 4 3 4 

3 2 1 4 3 2 1 4   1 2 1 2 1 2 1 2 

4 3 2 1 4 3 2 1   3 4 3 4 3 4 3 4 

1 4 3 2 1 4 3 2   1 2 1 2 1 2 1 2 

2 1 4 3 2 1 4 3   3 4 3 4 3 4 3 4 

3 2 1 4 3 2 1 4   1 2 1 2 1 2 1 2 

4 3 2 1 4 3 2 1   3 4 3 4 3 4 3 4 

   圖一         圖二    
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   對於 T 形四方塊，若
4(T )c 為 4，不妨假設其塗色法如下左圖。

   將 T 形四方塊放置如下左圖，可知 x 處必塗上顏色 4，但以下右圖

   方式放置時，它會覆蓋顏色 4 兩次，故至少要為 5 種顏色。 

 1     1  

x 2 3   x 2 3 

 4     4  

   而使用 5 種顏色的其中一種塗色法如圖三所示。 

5 3 4 1 2 5 3 4 

4 1 2 5 3 4 1 2 

2 5 3 4 1 2 5 3 

3 4 1 2 5 3 4 1 

1 2 5 3 4 1 2 5 

5 3 4 1 2 5 3 4 

4 1 2 5 3 4 1 2 

2 5 3 4 1 2 5 3 

   圖三    

   對於 L 形四方塊，若
4(L )c 為 7，因為 L 形四方塊可以同時覆

   蓋任何兩個小方格，所以圖四的各個小方格內的顏色都不得重 

   複。.......................................................................................結果(I) 

1 4  

2 5 7 

3 6  

圖四 

    在圖五中，利用結果(I)兩次，可以得知圖五 x 處所塗的顏色必

   須與 y 處所塗的顏色相同。(由(I)知紅色/藍色+紫色區塊顏色不重

   複，又總共只用 7 種顏色，故 x 和 y 同顏色) 

  y 

   

x   

圖五 
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   同理，利用結果(I)兩次，可以得知下圖 x 處所塗的顏色必須與

   z 處所塗的顏色相同。 

    

x   z 

    

   (由(I)知紅色/藍色+紫色區塊顏色不重複，又總共只用 7 種顏

   色，故 x 和 z 同顏色) 

   所以 x, y 和 x, z 的顏色相同，也就是說 y 處所塗的顏色必須與

   z 處所塗的顏色相同，但此時 y 與 z 二個小方格可同時被 L 形四方

   塊覆蓋，矛盾。故
4(L )c  = 7 不合，得

4(L ) 7c  。 

  y  

    

x   z 

    

   而用如圖六的塗色法可得到
4(L ) 8c  符合所求的一種方法。 

1 2 5 6 1 2 5 6 

3 4 7 8 3 4 7 8 

5 6 1 2 5 6 1 2 

7 8 3 4 7 8 3 4 

1 2 5 6 1 2 5 6 

3 4 7 8 3 4 7 8 

5 6 1 2 5 6 1 2 

7 8 3 4 7 8 3 4 

   圖六    

 

（三）、 五方塊 

  五方塊共有 12 個品種，如圖七所示： 
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圖七 

   由左至右，由上而下分別命名為： 

F、I、L、N、 

P、T、U、V、 

W、X、Y、Z 形五方塊。 

   接者，以 I, X, F, L, N, P, T, U, Y, V, Z, W 五方塊的順序逐一討

   論。 

   由引理得知 I形五方塊的 n值最小為 5，塗色方法與圖一相似。 

   而 X 形五方塊 n 值最小為 5，塗色方法與圖三相同。 

   F、L、N、P、T、U、Y 形五方塊因為其內部都包含有一個 L

   形四方塊，所以由引理 2 知至少要用 8 種顏色。又圖六給出了一種

   使用 8 種顏色的塗色方法，所以所需顏色數的最小值為 8。 

   對於 V 與 Z 形五方塊，因為他們可以同時覆蓋圖八的任何兩

   個小方格，所以圖八的各個小方格內的顏色都不得重複。 

   

   

   

圖八 

   從而至少要用 9 種顏色。又圖九給出了一種使用 9 種顏色的塗

   色方法，故所需顏色數的最小值為 9。 
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1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 

4 5 6 4 5 6 4 5 6 4 

7 8 9 7 8 9 7 8 9 7 

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 

4 5 6 4 5 6 4 5 6 4 

7 8 9 7 8 9 7 8 9 7 

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 

4 5 6 4 5 6 4 5 6 4 

   圖九    

 

   對於 W 形五方塊，若 n=5，則圖十一中 X 和紫色區塊中的顏 

   色都不同，又 Y 和紫色區塊中的顏色也都不同，所以 X 和 Y 

   的顏色相同。同理 X 和 Z 的顏色相同，故 Y 和 Z 的顏色相同， 

   但它們可以被 W 形五方塊同時覆蓋，矛盾。 

X    

    

   Z 

  Y  

       圖十 

   故
5(W ) 5c  。又

5(W ) 6c  時，用圖十一的塗色方法可得 

   到符合所求的塗法，故
5(W ) 6c  。(這裡 W5 代表 W 形五方塊) 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 

3 4 3 4 3 4 3 4 3 4 

5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 

3 4 3 4 3 4 3 4 3 4 

5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 

3 4 3 4 3 4 3 4 3 4 

   圖十一    
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二、同時適用於所有 k 方塊的結果 

  由前面的討論可以看出，對於一個 k 方塊 P，要求出其 c(P)的準確

值並不容易。所以接著將目標轉為大略估計 c(P)的大小。為此，考慮同

時使用所有 k 方塊時(亦即，將任意一個 k 方塊放在平面上時，都不會蓋

到重複的顏色)所需顏色數。定義： 

定義 2 同時使用所有 k 方塊時所需的最少顏色數為 ck 

那麼由和引理 2 類似的想法，可以得到 

引理 3 𝑐(𝑃) ≤ 𝑐𝑘. 

 

（一）、 計算 c1 至 c5 的值 

  易見 c1 = 1, c2 = 2. 這是因為單方塊和雙方塊都只有一個品種，所

  以用上所有單/雙方塊相當於只用一種多方塊。 

  接著討論 c3 的值。將 I 形和 V 形三方塊重疊如圖十一結合引理 3 

  即可得知𝑐3 ≥ 𝑐(𝑇4) = 5。又如圖三的塗色法即可符合所求，得到 c3 = 5. 

   

   

圖十二 

 接著討論 c4 的值。因為 c(L4) = 8, 所以由引理 3 知 c4 ≥ c(L4) = 8. 

而圖六中的塗色法只用了 8 種顏色而且滿足條件，故 c4 = 8. 注意到圖

六的塗法也可以改成如圖十三的塗法。 

2 3 4 5 6 7 1 5 

5 6 7 1 8 2 3 4 

1 8 2 3 4 5 6 7 

3 4 5 6 7 1 8 2 

6 7 1 8 2 3 4 5 

8 2 3 4 5 6 7 1 

1 5 6 7 1 8 2 3 

3 4 8 2 3 4 5 6 

  圖十三   
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 最後討論 c5 的值。由圖十四的塗色方法即可符合所求，故知 13 種

顏色可以達成題目的要求。又在圖十四的每一區塊中，各格所塗的顏

色必互不相同，故至少需要用 13 種顏色，從而所需顏色數的最小值為

13。 

8 9 1 10 11 12 2 3 4 13 10 11 

12 2 3 4 13 5 6 7 8 9 1 13 

5 6 7 8 9 1 10 11 12 2 3 4 

1 10 11 12 2 3 4 13 5 6 7 8 

3 4 13 5 6 7 8 9 1 10 11 12 

7 8 9 1 10 11 12 2 3 4 13 5 

11 12 2 3 4 13 5 6 7 8 9 1 

13 5 6 7 8 9 1 10 11 12 2 3 

9 1 10 11 12 2 3 4 13 5 6 7 

2 3 4 13 5 6 7 8 9 1 10 11 

6 7 8 9 1 10 11 12 2 3 4 13 

10 11 12 2 3 4 13 5 6 7 8 9 

    圖十四     

 

（二）、 計算 ck 

  而觀察圖十三和圖十四，兩者之間有一些共通點。兩者皆是以一種

  圖形無限複製後拼滿整個平面，在相對應的位置塗上相同顏色。因此為

  了方便起見，以後若以顏色分區塊，且無特別說明，即認定是在相對應

  的位置上塗上相同顏色。 

  而且此階梯狀的圖形最上層與最下層皆為 1 個小方格，中間層的小

  方格數最多，且每層的小方格數都成等差數列，它們的公差為 2(圖十三

  最中間層例外)。所以可以猜測所有 k方塊的最佳塗色都是這種形式的。

   而事實上，這是對的。以下依照 k 的奇、偶數情況分別討論。 

1. 若 k 為奇數，觀察圖十五發現下圖十五形狀內任兩格 x 軸座標

差與 y軸座標差之和皆小於 k，故必能用其中一種 k方塊覆蓋。

而圖中的格子數為 
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2 2 2 11 1
(1 3 5 ) [1 3 5 ( 2)]

22 2

kk k
k k

    
               

     

    故
2 1

2
k

k
c


 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    

              

              

              

              

              

              

              

              

              

              

              

              

              

              

     圖十六      

   又如圖十六，於每塊上位置相對應的兩格，其 x 軸座標差與 y

    軸座標差之和大於等於 k，故至少須用(k+1)方塊才能同時 

    覆蓋同顏色的兩格，故
2 1

2
k

k
c


 ，從而

2 1

2
k

k
c


 。 

 

       

       

       

       

       
       

       

       

 k 層  

 圖十五  

 

2
1

2

k  
 
 

2
1

2

k  
 
 

k
層
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2. 若 k 為偶數，觀察圖十七： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   與 1. 同理，
2

2 2( ) ( )
2 2 2

k

k k k
c    。 

   又如圖十八，與 1. 同理，
2

2
k

k
c  ，故

2

2
k

k
c  。 

               

               

               

               

               

               

               

               

               

               

               

               

               

               

               

               

     圖十八      

  綜合上述，我們可以得到 

       

       

       

       

       
       

       

       

       

 k－1 層  

 圖十七  

 

2

2

k 
 
 

2

2

k 
 
 

k
層
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 定理 1 
2 1

2
k

k
c

 
  
 

. 

 推論 1 若 P 是一個 k 方塊，那麼 

𝑐(𝑃) ≤ ⌊
𝑘2 + 1

2
⌋ 

三、矩形多方塊的推廣以及另一種估計 

  雖然推論 1 給出了一個上界，但是這上界並不是很好的。最大的問

題在於，沒有任何一個 k 方塊可以達到上界。所以接著將策略改變為先

計算一種特殊的多方塊的 c 值，再利用引理 2 給出所有多方塊的上界。

而本篇研究所選的多方塊為矩形多方塊。方便起見，定義： 

定義 3 cR(a, b)為 a 乘 b 的矩形多方塊的 c 值 

 

  我們可以證明 

 定理 2 𝑐𝑅(𝑎, 𝑏) ≥ 𝑎𝑏，且 cR(a,b)=ab 若且唯若 a|b 或 b|a 

 證明 不妨設𝑎 ≤ 𝑏. 由引理 1 易知𝑐𝑅(𝑎, 𝑏) ≥ 𝑎𝑏. 

   接著，先證充分性。使用反證法。如果 a 不整除 b 但 cR(a,b)=ab

    那麼存在一種滿足條件而且顏色只有 ab 種的塗色方法。 

   考慮其中一種顏色 t.那麼因為 a 乘 b 的矩形多方塊有 ab 格, 

    而且總共只有 ab 種顏色，故每一個 a 乘 b 的矩形都恰會覆蓋

    到一次 t.令𝐴𝑥 = {(𝑥, 𝑖)|0 ≤ 𝑖 < 𝑎}, 𝐵𝑥 = {(𝑥, 𝑖)|0 ≤ 𝑖 < 𝑏}.如

    果 t 在 Ax 裡，那麼因為 Ax ~ Ax+b-1 是 a 乘 b 矩形，所以其中恰 

    有一個 t, 也就是說 Ax+1 ~ Ax+b-1 中沒有 t.又因為 Ax+1 ~ Ax+b 也是

    a 乘 b 矩形，所以其中恰有一個 t，因此 Ax+b 中也有 t. 由此易 

    知若 t 在 Ax 中，那麼 t 也在 Ax+nb 中. 同理,若 t 在 Bx 中，則 t 

    也在 Bx+na 中。由裴蜀定理知，存在正整數 m, n 使得  

    am-bn=gcd(a,b). 因為𝑎 ≤ 𝑏且 a 不整除 b,所以 gcd(a,b) < a. 

    不妨設 t 在 A0 和 B0 中, 那麼 t 也在 Anb 和 Bna 中。不妨設 X 在 

    Anb 中,Y 在 Bna 中且 X 和 Y 的顏色都是 t. 那麼 X, Y 的 y 座標差

    是 0 < |am-bn| < a, 且 x 座標差 < b,因此 a 乘 b的矩形可以同時
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    覆蓋 X, Y，矛盾。充分性得證。 

再來證必要性。若 a|b，則圖十九每塊區域中任選兩格都可被

同時覆蓋，又下圖給出的塗色方法符合要求，所以𝑐𝑅(𝑎, 𝑏) ≤

𝑎𝑏. 結合𝑐𝑅(𝑎, 𝑏) ≥ 𝑎𝑏知 cR(a,b)=ab. 得證。 

a 乘 b 

方格 

      

      

a 格         

          

  a 格       

          

          

          

圖十九 

 然而對於不滿足 a|b 或 b|a 的 a, b，計算 cR(a,b)是困難的。以

下舉 a = 2, b = 5 為例。 

 定理 3 𝑐𝑅(2,5) = 12 

證明  由定理 2 知 cR(2,5) > 10。又由引理 2 以及定理 2 知，  

   𝑐𝑅(2,5) ≤  𝑐𝑅(2,6)  =  12. 因此 cR(2,5) = 11, 12. 接著證明 11

    是不行的。 

 假設存在 11 種顏色的塗法，不妨將這 11 種顏色由 1 至 11 編

號。因為只有 11 種顏色，所以如果顏色 p 不在 2 乘 5 的矩形

當中，那麼任何其它 q ≠ p 的顏色 q, q 都會在該 2 乘 5 的矩形

當中。由此，我們可以得到幾件事實。 

 Claim 1. 如圖二十，如果 X 和 Y 的顏色都是 p, 那圖中所示的

   兩個矩形內都沒有 p 

 證明  可以證明不論是矩形裡面的哪個格子，都可以和 X 

   或 Y 其中之一同時被 2 乘 5 的矩形多方塊覆蓋。故

   得證。 
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 X    

     

   Y  

 

圖二十 

 Claim 2. 如圖二十一，若 X 和 Z 的顏色相同，Y 和 W 的顏色

   相同，那麼 P 和 Q 的顏色也相同，R 和 R'的顏色也 

   和 X 和 Z 一樣。 

    R' L'  

       

X Y P M   X' 

       

  Z W Q N  

       

    R L  

圖二十一 

 證明  設 X 和 Z 的顏色是 p, Y 和 W 的顏色是 q, P 的顏色

   是 r. 由Claim 1知下方的2乘5矩形中沒有顏色q, 故

   其中必有顏色 p 的格子。然而矩形中除了 R 之外的

   每格都可以同時和 X 或 Z 被 2 乘 5 的矩形覆蓋，因 

   此顏色為 p 的格子只能是 R. 同理可證 R'的顏色是 p. 

   由 Claim 1 知上方的 2 乘 5 矩形中沒有顏色 p, 故其

   包含了除了 p 以外的所有顏色。而上方的矩形中除了
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   Y, P 之外，都能和 Q 同時被 2 乘 5 的矩形覆蓋，因 

   此 Q 的顏色只能是 p, q, r 其中之一。然而 Q 可以同

   時和 Z, W 被 2 乘 5 的矩形覆蓋，因此 Q 的顏色不能

   是 p, q 之一，也就是說 Q 的顏色是 r, 證畢。 

  Claim 3. 在圖二十一中，X 和 Z，以及 Y 和 W 的顏色不能同

   時相同。 

 證明  若不然，設 X 和 Z 的顏色相同，Y 和 W 顏色相同，

   由 Claim 2.知 P 和 Q 同色，R, R'的顏色和 X, Z 相同。

   又因為 Y 和 W 顏色相同，P 和 Q 顏色相同，所以由

   Claim 2.知 M 和 N 顏色相同且 L, L'的顏色和 Y, W 相

   同。又因為 R 和 Z 顏色相同，L 和 W 顏色相同，所 

   以由 Claim 2.知 X'的顏色和 L, R 的顏色相同，也就

   是和 X 相同。如此重複利用 Claim 2.即可得到如圖的

   六循環塗色(其中同樣的數字代表同種顏色)。 

A' B' C' D' E'      

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 

A B C D E      

5 6 1 2 3 4 5 6 1 2 

U     V     

圖二十二 

    因為總共只有 11 種顏色，所以第一、三、五行中的 

   顏色只有第 7 種至第 11 種共五種顏色供選擇。然而

   任取一個 2 乘 5 的矩形，其內的 10 個顏色都不相同。

   因為這矩形與第一、三、五行重疊的部分恰有五格且

   也只有五種顏色可填，所以其中必有第 7 至 11 種的

   顏色各出現一次。圖二十二中粗框框起的矩形為其中

   一例。因此可知第一、三、五行中的顏色是五循環的。

   不妨假設 U 的顏色是 7，那麼由五循環知 V 的顏色
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   也是 7。而 A, B, C, D, E 中必有其中一者的顏色是 7，

   然而 A, B 可同時與 U 被 2 乘 5 的矩形覆蓋，E 可同 

   時與 V 被 2 乘 5 的矩形覆蓋，所以是顏色 7 的格子 

   只能是 C, D 其中一者。然而 A', B'可與 U 同時被覆

   蓋，C', D', C, D可被同時覆蓋，E'可與V同時被覆蓋，

   所以A', B', C', D', E'任一者的顏色都不能是 7，矛盾。

   Claim 3.得證。 

 回到定理 3. 如果可以用 11 種顏色塗色，因為顏色之間的對稱

性，不妨設圖二十三中的矩形內的顏色分別是 1 到 10，如圖。 

  Y T S  

1 2 3 4 5  

6 7 8 9 10 W 

  X Z   

 易知 X 的顏色只能是 1, 5, 11 其中之一，且 Y 的顏色只能是

6, 10, 11 其中之一。又 X, Y 不能同時是 11，所以不妨設 X 的

顏色不是 11，所以可以不妨設 X 是 1。接著，逐一討論各個

格子顏色的可能性。 

 Z 的顏色：由 Claim 3.知 Z 的顏色不能是 2，又易知不能是 1, 3, 

   4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 之一(不然可以用 2 乘 5 的矩形覆蓋

   同個顏色兩次，而且 X 的顏色是 1)，所以 Z 只能是 

  11.  

 Y 的顏色：易知 Y 的顏色不能是 1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9 之一。然 

   而 Y 可和 Z 同時被覆蓋，所以也不能是 11。因此 Y 

   只能是 6 或 10。然而，如果 Y 的顏色是 6，那麼由 

   Claim 3.知 T 不能是 7，且易知 T 不能是 1, 2, 3, 4, 5, 8, 

   9, 10. 再由 T 可和 Y, Z 同時被覆蓋知 T 也不是 6, 11. 

   如此一來，T 就沒有顏色可塗了，矛盾。因此 Y 的顏
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   色不是 6，也就是說只能是 10. 

 W 的顏色：易知 W 的顏色不能是 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 10 之一，又

   W 和 X, Z 可被同時覆蓋，所以 W 也不能是 1, 11， 

   因此 W 是 6. 

 T 的顏色：易知不可能是 2, 3, 4, 5, 8, 9, 10 之一，又 T 和 X, Z 

   可被同時覆蓋，所以不可能是 1, 11 之一。再結合 

   Claim 3.知 T 不能是 6(因為 Y 的顏色是 10, W 的顏色

   是 6)，所以 T 只能是 7. 

 S 的顏色：易知 S 的顏色不可能是 1, 2, 3, 4, 5, 9, 10, 又 S 可跟

   T, Z同時被覆蓋，所以 S 的顏色也不能是 11, 7之一。

   因為 T 的顏色是 7，所以由 Claim 3.知 S 的顏色不能

   是 8. 如此一來，S 的顏色只能是 6，然而 S 可和 W 

   同時被覆蓋，矛盾。 

 綜合上述，11 種色是不能達成條件的。因此𝑐𝑅(2,5) > 11, 也

就是說𝑐𝑅(2,5) = 12. 得證。 

  

 從上面的討論可以看出，要決定一個矩形多方塊所需的顏色數

需要經過非常繁雜的討論。為此，觀察前面各個塗色法，可以

發現塗色的方法都是「有規律」的。將這種「規律」作如下的

定義： 

定義 4 稱一種塗色法為「規律的」若且唯若存在兩個線性獨立的向量

   𝑣1⃑⃑⃑⃑ = (𝑎, 𝑏), 𝑣2⃑⃑⃑⃑ = (𝑐, 𝑑)(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℤ)使得任兩格 A,B顏色相同

   的充要條件為∃𝑝, 𝑞 ∈ ℤ s. t. 𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ = 𝑝𝑣1⃑⃑⃑⃑ + 𝑞𝑣2⃑⃑⃑⃑ , 且稱這種塗色 

   法為由𝑣1⃑⃑⃑⃑ 和𝑣2⃑⃑⃑⃑ 生成的塗色法。 

 

   可以驗證前面所給出的塗色法都是規律的。以圖九為例，圖九

   中的塗色法是由(3,0)和(0,3)生成的塗色法，所以是規律的。 
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   再舉圖十四為例，圖十四中的塗色法是由(3,4)和(−4,3)生成的

   塗色法，所以也是規律的。 

   雖然仍不知道是否所有最佳的塗色法都是規律的，但由前面的

   經驗告訴我們，規律的塗色法通常可以達到最佳，所以定義： 

定義 5 𝑐′𝑅(𝑎, 𝑏)為使用規律的塗色法時，a 乘 b 的矩形所需最少的顏

   色法。 

    

   由定義易知 

推論 2 𝑐′𝑅(𝑎, 𝑏) ≥ 𝑐𝑅(𝑎, 𝑏) 

    

   由「規律」的定義，每個規律的塗色法都是由兩個線性獨立的

   整向量所決定的。然而，單看兩個向量的值無法輕易地判斷所

   生成的塗色法所需的顏色。因此需要如下的引理以幫忙計算： 

引理 4 兩個線性獨立的整向量 𝑣1⃑⃑⃑⃑ = (𝑎, 𝑏), 𝑣2⃑⃑⃑⃑ = (𝑐, 𝑑)(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℤ)

   所生成的塗色法所需的顏色數為|𝑎𝑑 − 𝑏𝑐|. 

證明  因為兩個向量線性獨立，所以 a 和 c 不全是零。因此可以取 

   𝑟 = gcd(𝑎, 𝑐)和𝑎′𝑟 = 𝑎, 𝑐′𝑟 = 𝑐. 考慮所有座標滿足 

0 ≤ 𝑥 < |𝑟|,0 ≤ 𝑦 < |𝑎′𝑑 − 𝑏𝑐′| 

   的格子(𝑥, 𝑦) (𝑥, 𝑦 ∈ ℤ), 下面將證明這些格子的顏色互不相 

   同，且平面上的任何一個格子之顏色都跟這些格子中的其中一

   個相同。如此一來，這些格子便不重複地涵蓋了所有的顏色，

   也就是說平面上的顏色共有|𝑟||𝑎′𝑑 − 𝑏𝑐′| = |𝑎𝑑 − 𝑏𝑐|種。 

   先證不重複。若不然，設其中有相異的格子 A, B 的顏色相同。

   假設(𝑢, 𝑣) = 𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑, 易見 

0 ≤ |𝑢| < |𝑟|,0 ≤ |𝑣| < |𝑎′𝑑 − 𝑏𝑐′| 

   因為 A, B 的顏色相同，所以由定義知存在𝑝, 𝑞 ∈ ℤ使得  

   𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ = 𝑝𝑣1⃑⃑⃑⃑ + 𝑞𝑣2⃑⃑⃑⃑ , 因此𝑢 = 𝑝𝑎 + 𝑞𝑐. 結合𝑟 = gcd(𝑎, 𝑐)知𝑟|𝑢, 

   然而0 ≤ |𝑢| < |𝑟|, 所以只能𝑢 = 0. 由此推得𝑝𝑎 + 𝑞𝑐 = 0,  

   消去 r 得到𝑝𝑎′ + 𝑞𝑐′ = 0. 因為𝑎′和𝑐′互質，所以解得𝑝 = −𝑘𝑐′

   且𝑞 = 𝑘𝑎′, 其中 k 是整數。由此得到 
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𝑣 = 𝑝𝑏 + 𝑞𝑑 = 𝑘(𝑎′𝑑 − 𝑏𝑐′) 

   由0 ≤ |𝑣| < |𝑎′𝑑 − 𝑏𝑐′|知𝑣 = 0, 和 A, B 相異矛盾。故其中沒

   有相異的兩個格子塗有相同的顏色。 

   接著只要證明平面上的每個格子都跟一開始選定的格子其中

   之一的顏色相同。首先，由裴蜀定理知存在整數對(𝑥, 𝑦)滿足

   𝑎𝑥 + 𝑐𝑦 = 𝑟.對於平面上任何一個格子(𝑠, 𝑡), 由餘數定理知存

   在整數𝑞1, 𝑟1使得0 ≤ 𝑟1 < 𝑟且𝑠 = 𝑟𝑞1 + 𝑟1. 再由餘數定理知存

   在整數𝑞2, 𝑟2使得0 ≤ 𝑟2 < |𝑎′𝑑 − 𝑏𝑐′|且 

(𝑡 − 𝑞1𝑥𝑏 − 𝑞1𝑦𝑑) = (𝑎′𝑑 − 𝑏𝑐′)𝑞2 + 𝑟2 

   因此(𝑠, 𝑡) − (𝑟1, 𝑟2) = (𝑞1𝑥 − 𝑞2𝑐′) 𝑣1⃑⃑⃑⃑ + (𝑞1𝑦 + 𝑞2𝑎′) 𝑣2⃑⃑⃑⃑ , 由 

   定義知(𝑠, 𝑡)和(𝑟1, 𝑟2)的顏色相同結合0 ≤ 𝑟1 < 𝑟和 

   0 ≤ 𝑟2 < |𝑎′𝑑 − 𝑏𝑐′|即得證。 

 

   知道如何用給定的兩向量計算他們生成出的塗色法所需的顏

   色數後，接著便可直接構造塗色法以求𝑐′𝑅(𝑎, 𝑏)的上界。 

定理 4 若 k, a 是正整數且非負整數𝑟 < 𝑎, 那麼 

𝑐′𝑅(𝑎, 𝑘𝑎 + 𝑟) ≤ min((𝑘 + 1)𝑎2, (𝑘𝑎 + 2𝑟)𝑎) 

證明  首先，先證明𝑐′𝑅(𝑎, 𝑘𝑎 + 𝑟) ≤ (𝑘 + 1)𝑎2.  

   考慮(𝑎, 𝑎)和 ((𝑘 + 1)𝑎, 0)所生成的塗色法。若有相同顏色的

   兩格 A, B 可以同時被𝑎乘𝑘𝑎 + 𝑟的矩形覆蓋，設𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ = (𝑢, 𝑣), 

   那麼可以得到|𝑢| < 𝑎, |𝑣| < 𝑘𝑎 + 𝑟或|𝑢| < 𝑘𝑎 + 𝑟, |𝑣| < 𝑎, 且

   由生成的定義知存在整數 p, q 滿足： 

(𝑢, 𝑣) = 𝑝(𝑎, 𝑎) + 𝑞((𝑘 + 1)𝑎, 0) 

   若|𝑢| < 𝑎, |𝑣| < 𝑘𝑎 + 𝑟, 那麼由𝑢 = 𝑝𝑎 + 𝑞(𝑘 + 1)𝑎知𝑎|𝑢, 結

   合|𝑢| < 𝑎知𝑢 = 0, 因此𝑘 + 1|𝑝. 再由𝑣 = 𝑝𝑎知(𝑘 + 1)𝑎|𝑣,  

   故𝑣 = 0, 不合。 

   若|𝑢| < 𝑘𝑎 + 𝑟, |𝑣| < 𝑎, 那麼由𝑣 = 𝑝𝑎知𝑣 = 0, 所以𝑝 = 0.  

   因此𝑢 = 𝑝𝑎 + 𝑞(𝑘 + 1)𝑎 = 𝑞(𝑘 + 1)𝑎, 結合|𝑢| < 𝑘𝑎 + 𝑟知   

   𝑢 = 0, 不合。 

   綜合上述，不可能存在兩個相異但顏色相同的格子可同時被覆
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   蓋。因此(𝑎, 𝑎)和 ((𝑘 + 1)𝑎, 0)所生成的塗色法滿足條件。由

   引理 4 知此塗色法共有(𝑘 + 1)𝑎2種顏色，故 

𝑐′𝑅(𝑎, 𝑘𝑎 + 𝑟) ≤ (𝑘 + 1)𝑎2 

   再來證明𝑐′𝑅(𝑎, 𝑘𝑎 + 𝑟) ≤  (𝑘𝑎 + 2𝑟)𝑎.  

   考慮(𝑎, 𝑎)和(𝑘𝑎 + 𝑟, −𝑟) 所生成的塗色法。若有相同顏色的

   兩格 A, B 可以同時被𝑎乘𝑘𝑎 + 𝑟的矩形覆蓋，設𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ = (𝑢, 𝑣), 

   那麼可以得到|𝑢| < 𝑎, |𝑣| < 𝑘𝑎 + 𝑟或|𝑢| < 𝑘𝑎 + 𝑟, |𝑣| < 𝑎, 且

   由生成的定義知存在整數 p, q 滿足： 

(𝑢, 𝑣) = 𝑝(𝑎, 𝑎) + 𝑞(𝑘𝑎 + 𝑟, −𝑟) 

   若|𝑢| < 𝑎, |𝑣| < 𝑘𝑎 + 𝑟, 由餘數定理，可以取𝑞𝑟 = 𝑎𝑞1 + 𝑟1, 

   其中𝑞1和𝑟1是整數且0 ≤ 𝑟1 <  𝑎. 所以𝑢 = (𝑝 + 𝑘𝑞 + 𝑞1)𝑎 + 

   𝑟1.由|𝑢| < 𝑎知𝑝 = −𝑘𝑞 − 𝑞1或−𝑘𝑞 − 𝑞1 − 1.因此 

𝑣 =  𝑝𝑎 − 𝑞𝑟 

   = −𝑘𝑞𝑎 + 𝑟1 − 2𝑞𝑟或−(𝑘𝑞 + 1)𝑎 + 𝑟1 − 2𝑞𝑟, 也就是說 

−(𝑘𝑞 + 1)𝑎 + 𝑟1 − 2𝑞𝑟 ≤ 𝑣 ≤ −𝑘𝑞𝑎 + 𝑟1 − 2𝑞𝑟 

   然而，若𝑞 ≥ 2, 那麼𝑣 ≤ −𝑘𝑞𝑎 + 𝑟1 − 2𝑞𝑟 < −(2𝑘 − 1)𝑎 − 4𝑟 

   和𝑣 > −(𝑘𝑎 + 𝑟)矛盾。 

   若𝑞 ≤ −2, 那麼𝑣 ≥ −(𝑘𝑞 + 1)𝑎 + 𝑟1 − 2𝑞𝑟 ≥ (2𝑘 − 1)𝑎 + 4𝑟

   和𝑣 < 𝑘𝑎 + 𝑟矛盾。 

   故𝑞 = −1,0,1. 然而若𝑞 = 0, 那麼𝑢 = 𝑝𝑎, 所以𝑝 = 0, 不合。

   若𝑞 = 1, 那麼𝑟1 = 𝑟, 所以𝑣 ≤ −𝑘𝑞𝑎 + 𝑟1 − 2𝑞𝑟 = −(𝑘𝑎 + 𝑟) 

   和𝑣 > −(𝑘𝑎 + 𝑟)矛盾。最後，若𝑞 = −1, 那麼𝑟1 = 𝑎 − 𝑟, 所

   以𝑣 ≥ −(𝑘𝑞 + 1)𝑎 + 𝑟1 − 2𝑞𝑟 = 𝑘𝑎 + 𝑟, 和𝑣 > −(𝑘𝑎 + 𝑟)矛 

   盾。故這種情況不可能發生。 

   若|𝑢| < 𝑘𝑎 + 𝑟, |𝑣| < 𝑎, 由餘數定理，可以取𝑞𝑟 = 𝑎𝑞2 + 𝑟2, 

   其中𝑞2和𝑟2是整數且0 ≤ 𝑟2 <  𝑎. 所以𝑣 =  (𝑝 − 𝑞2)𝑎 − 𝑟2. 

   由|𝑣| < 𝑎知𝑝 = 𝑞2或𝑞2 + 1. 因此𝑢 = 𝑝𝑎 + 𝑘𝑞𝑎 + 𝑞𝑟 

   = 𝑘𝑞𝑎 − 𝑟2 + 2𝑞𝑟或(𝑘𝑞 + 1)𝑎 − 𝑟2 + 2𝑞𝑟, 也就是說 

𝑘𝑞𝑎 − 𝑟2 + 2𝑞𝑟 ≤ 𝑢 ≤ (𝑘𝑞 + 1)𝑎 − 𝑟2 + 2𝑞𝑟 

   然而，若𝑞 ≥ 2, 那麼𝑢 ≥  𝑘𝑞𝑎 − 𝑟2 + 2𝑞𝑟 > (2𝑘 − 1)𝑎 + 4𝑟, 
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   和𝑢 < 𝑘𝑎 + 𝑟矛盾。 

   若𝑞 ≤ −2, 那麼𝑢 ≤ (𝑘𝑞 + 1)𝑎 − 𝑟2 + 2𝑞𝑟 ≤ −(2𝑘 − 1)𝑎 − 4𝑟

   和𝑢 > −(𝑘𝑎 + 𝑟)矛盾。 

   故𝑞 = −1,0,1. 然而若𝑞 = 0, 那麼𝑣 = 𝑝𝑎, 所以𝑝 = 0, 不合。

   若𝑞 = 1, 那麼𝑟2 = 𝑟, 所以𝑢 ≥  𝑘𝑞𝑎 − 𝑟2 + 2𝑞𝑟 = 𝑘𝑎 + 𝑟, 和

   𝑢 < 𝑘𝑎 + 𝑟矛盾。最後，若𝑞 = −1, 那麼𝑟2 = 𝑎 − 𝑟, 所以 

   𝑢 ≤ (𝑘𝑞 + 1)𝑎 − 𝑟2 + 2𝑞𝑟 = −(𝑘𝑎 + 𝑟), 和𝑢 > −(𝑘𝑎 + 𝑟)矛 

   盾。故這種情況也不可能發生。 

   綜合上述，不可能存在兩個相異但顏色相同的格子可同時被覆

   蓋。因此(𝑎, 𝑎)和 (𝑘𝑎 + 𝑟, −𝑟)所生成的塗色法滿足條件。由

   引理 4 知此塗色法共有(𝑘𝑎 + 2𝑟)𝑎種顏色，故 

𝑐′𝑅(𝑎, 𝑘𝑎 + 𝑟) ≤ (𝑘𝑎 + 2𝑟)𝑎 

   因此 𝑐′𝑅(𝑎, 𝑘𝑎 + 𝑟) ≤ (𝑘 + 1)𝑎2, 𝑐′𝑅(𝑎, 𝑘𝑎 + 𝑟) ≤ (𝑘𝑎 + 2𝑟)𝑎 

   結合便有 𝑐′𝑅(𝑎, 𝑘𝑎 + 𝑟) ≤ min((𝑘 + 1)𝑎2, (𝑘𝑎 + 2𝑟)𝑎),得證。 

 

   事實上，定理 4 中的等號一定是成立的： 

定理 5 若 k, a 是正整數且非負整數𝑟 < 𝑎, 那麼 

𝑐′
𝑅(𝑎, 𝑘𝑎 + 𝑟) = min((𝑘 + 1)𝑎2, (𝑘𝑎 + 2𝑟)𝑎) 

證明  由定理 4，只需證明左式大於等於右式，也就是說所有滿足題 

意的規律塗色法至少都需要如右式多的顏色。 

設由(𝑥1, 𝑦1)和(𝑥2, 𝑦2)生成的塗色法滿足條件，且 

𝑑 = gcd(𝑥1, 𝑥2) , 𝑥1 = 𝑥1
′𝑑, 𝑥2 = 𝑥2

′𝑑. 

由裴蜀定理知存在整數𝑢, 𝑣使的𝑢𝑥1
′ + 𝑣𝑥2

′ = 1. 

考慮由𝑥2
′ (𝑥1, 𝑦1) − 𝑥1

′(𝑥2, 𝑦2) = (0, 𝑥2
′𝑦1 − 𝑥1

′𝑦2)以及    

𝑢(𝑥1, 𝑦1) + 𝑣(𝑥2, 𝑦2) = (𝑑, 𝑢𝑦1 + 𝑣𝑦2)生成的新的塗色法。易見 

若兩格 A, B 在舊的塗色法有同樣的顏色，則在新塗色法中， 

A, B 也會有同樣的顏色。然而由引理 4, 新的塗色法所用顏色 

數和舊塗色法一樣多，因此兩者是等價的。令𝑧 = |𝑥2
′𝑦1 −

𝑥1
′𝑦2|,  

𝑝 = 𝑢𝑦1 + 𝑣𝑦2  mod 𝑧, 易知(0, 𝑧), (𝑑, 𝑝)生成的塗色法和原
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本相同，皆為𝑧𝑑。由於同顏色的格子不能被𝑎×(𝑘𝑎 + 𝑟)的矩形

多方塊同時覆蓋，故可以得到以下三個條件： 

𝑧 ≥ 𝑘𝑎 + 𝑟 

|𝑖𝑝  mod 𝑧| ≥ 𝑘𝑎 + 𝑟 ∀1 ≤ 𝑖 < ⌈
𝑎

𝑑
⌉ 

|𝑖𝑝  mod 𝑧| ≥ 𝑎 ∀1 ≤ 𝑖 < ⌈
𝑘𝑎 + 𝑟

𝑑
⌉ 

    這裡|𝑖𝑝  mod 𝑧|代表±𝑖𝑝除以𝑧的餘數中較小者。 

    在繼續之前，我們需要證明兩個引理： 

引理 5 若𝑥, 𝑝, 𝑑為三正整數滿足𝑝, 2𝑝,… , (𝑑 − 1)𝑝皆不被𝑥整除，且其 

中除以𝑥後的餘數最小者為𝑖𝑝, 最大者為𝑗𝑝, 則 

(1) gcd(𝑖, 𝑗) = 1, 𝑖 + 𝑗 ≥ 𝑑 

(2) 𝑥 = 𝑖(−𝑗𝑝  mod 𝑥) + 𝑗(𝑖𝑝  mod 𝑥) 

證明  不妨設𝑝 < 𝑥. 由條件知𝑝/𝑥化為最簡分數後分母比𝑑 − 1大， 

因此不會和任一個分母不比𝑑 − 1大的有理數相等。設分母不 

比𝑑 − 1大且比𝑝/𝑥小的有理數中最大的為𝑞1
′/𝑖′, 比𝑝/𝑥大的最 

小為𝑞2
′ /𝑗′.由於兩者為𝑑 − 1法里數列的相鄰項，故分母滿足(1) 

且𝑞2
′ 𝑖′ − 𝑞1

′ 𝑗′ = 1. 接著證明𝑖′ = 𝑖. 為此，設 

𝑖𝑝 = 𝑞1𝑥 + 𝑟1, 𝑗𝑝 = 𝑞2𝑥 − 𝑟2(0 < 𝑟1, 𝑟2 < 𝑥) 

易知𝑞1/𝑖 < 𝑝/𝑥 < 𝑞2/𝑗. 

由於𝑖′𝑝除以𝑥的餘數為𝑖′𝑝 − 𝑞1
′𝑥, 故由𝑖𝑝的最小性知 

𝑟1 = 𝑖𝑥(
𝑝

𝑥
−

𝑞1

𝑖
) ≤ 𝑖′𝑥(

𝑝

𝑥
−

𝑞1
′

𝑖′
) 

由𝑞1
′/𝑖′的取法知𝑞1

′/𝑖′ ≥ 𝑞1/𝑖, 故𝑖′ ≥  𝑖. 因此， 

0 ≤ 𝑖′ (
𝑝

𝑥
−

𝑞1
′

𝑖′
) − 𝑖 (

𝑝

𝑥
−

𝑞1

𝑖
) 

≤ 𝑖′ (
𝑞2

′

𝑗′
−

𝑞1
′

𝑖′
) − 𝑖 (

𝑞2
′

𝑗′
−

𝑞1

𝑖
) =

1

𝑗′
−

𝑞2
′ 𝑖 − 𝑞1𝑗

′

𝑗′
≤ 0 

(最後一個不等號是因為𝑞2
′ 𝑖 − 𝑞1𝑗

′ > 0)，因此等號需處處成立。 

特別地，第二個等號需成立，而成立條件為𝑖′ = 𝑖, 故得證。 

同理，𝑗′ = 𝑗. 故(1)得證。而由法里數列相鄰項性質知 

𝑥 = (𝑞2𝑖 − 𝑞1𝑗)𝑥 = 𝑖(𝑗𝑝 + 𝑟2) − 𝑗(𝑖𝑝 − 𝑟1) = 𝑖𝑟2 + 𝑗𝑟1 
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故(2)得證。引理證畢。 

引理 6 若𝑠, 𝑡, 𝑘為三正整數、𝑎為正實數滿足𝑘𝑎 ≤ 𝑠 + 𝑡 < (𝑘 + 1)𝑎,  

存在不全為零的非負整數𝑚,𝑛滿足𝑚 + 𝑛 ≤ 𝑘且|𝑚𝑠 − 𝑛𝑡| <

𝑎. 

    更進一步地，若𝑘 ≥ 2還可使𝑎𝑚 ≤ 𝑡, 𝑎𝑛 ≤ 𝑠.  

證明  考慮𝑠, 2𝑠,… , 𝑘𝑠模𝑠 + 𝑡. 若有其中一者為 0, 設𝑖𝑠 = 𝑗(𝑠 + 𝑡),  

則(𝑖 − 𝑗)𝑠 − 𝑗𝑡 = 0且 

𝑡

𝑖 − 𝑗
=

𝑠

𝑗
=

𝑠 + 𝑡

(𝑖 − 𝑗) + 𝑗
≥

𝑘𝑎

𝑘
= 𝑎 

故取𝑚 = 𝑖 − 𝑗, 𝑛 = 𝑗符合條件。 

若其中沒有任何一者為 0，設除以𝑠 + 𝑡的餘數最小和最大者分

別為𝑖𝑠, 𝑗𝑠. 由引理 5(1)知𝑖 + 𝑗 ≥ 𝑘 + 1. 若𝑖𝑠,−𝑗𝑠除以𝑠 + 𝑡的

餘數都不比𝑎小，由引理 5(2)知𝑠 + 𝑡 ≥ (𝑖 + 𝑗)𝑎 ≥ (𝑘 + 1)𝑎, 矛

盾。故不妨設𝑖𝑠 mod (𝑠 + 𝑡) < 𝑎, 則存在非負整數𝑞使得0 <

𝑖𝑠 − 𝑞(𝑠 + 𝑡) < 𝑎. 易知𝑖 > 𝑞, 故可改寫為 

0 < (𝑖 − 𝑞)𝑠 − 𝑞𝑡 < 𝑎. 𝑘 = 1時取𝑚 = (𝑖 − 𝑞), 𝑛 = 𝑞即可。𝑘 ≥

2時，如果𝑖 ≤ 𝑘 − 1, 取𝑚 = (𝑖 − 𝑞), 𝑛 = 𝑞, 有 

𝑡

𝑚
=

𝑠 + 𝑡

𝑚 + 𝑛
−

𝑚𝑠 − 𝑛𝑡

𝑖𝑚
≥

𝑘𝑎

𝑖
−

𝑎

𝑖𝑚
>

(𝑘 − 1)𝑎

𝑘 − 1
= 𝑎 

故𝑎𝑚 < 𝑡. 又𝑚𝑠 > 𝑛𝑡, 故𝑎𝑛 < 𝑠,所取之𝑚,𝑛滿足所有條件。 

如果𝑖 = 𝑘, 當−𝑗𝑠 mod (𝑠 + 𝑡) < 𝑎時由𝑘 ≥ 2知𝑗 ≠ 𝑖 = 𝑘, 故

和前一種情況同理；當−𝑗𝑠 mod (𝑠 + 𝑡) ≥ 𝑎時由引理 5(2)知 

(𝑖 − 𝑞)𝑠 − 𝑞𝑡 = 𝑖𝑠 mod (𝑠 + 𝑡) ≤ (𝑠 + 𝑡) − 𝑖𝑎 = (𝑠 + 𝑡) − 𝑘𝑎 

取𝑚 = (𝑖 − 𝑞),𝑛 = 𝑞, 有 

𝑡

𝑚
=

𝑠 + 𝑡

𝑚 + 𝑛
−

𝑚𝑠 − 𝑛𝑡

𝑘𝑚
≥

𝑠 + 𝑡

𝑘
−

(𝑠 + 𝑡) − 𝑘𝑎

𝑘
=

𝑘𝑎

𝑘
= 𝑎 

故𝑎𝑚 ≤ 𝑡. 又𝑚𝑠 > 𝑛𝑡, 故𝑎𝑛 < 𝑠,所取之𝑚,𝑛滿足所有條件。 

綜上，引理證畢。 

 

   回到定理 5 的證明。將條件重寫一次： 

𝑧 ≥ 𝑘𝑎 + 𝑟 
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|𝑖𝑝  mod 𝑧| ≥ 𝑘𝑎 + 𝑟 ∀1 ≤ 𝑖 < ⌈
𝑎

𝑑
⌉ 

|𝑖𝑝  mod 𝑧| ≥ 𝑎 ∀1 ≤ 𝑖 < ⌈
𝑘𝑎 + 𝑟

𝑑
⌉ 

   設𝑖𝑝除以𝑧的餘數最小,大者為𝑠𝑝, 𝑡𝑝且𝑥 = (𝑠𝑝  mod 𝑧) − 𝑎,   

   𝑦 = (𝑡𝑝  mod 𝑧) − 𝑎. 由條件知𝑥, 𝑦為非負整數。 

   令𝐴 = 𝑎/𝑑, 𝑅 = 𝑟/𝑑. 先考慮𝑑 < 𝑎的情況。 

   若𝑠 + 𝑡 ≥ (𝑘 + 1)𝐴, 則由引理 5(2)知顏色數 = 𝑧𝑑 

= (𝑠(𝑦 + 𝑎) + 𝑡(𝑥 + 𝑎))𝑑 ≥ (𝑠 + 𝑡)𝑑𝐴 ≥ (𝑘 + 1)𝑎2 

定理成立。 

若𝑠 + 𝑡 < (𝑘 + 1)𝐴, 由引理 5(1)知 

𝑠 + 𝑡 ≥ ⌈
𝑘𝑎 + 𝑟

𝑑
⌉ ≥ 𝑘𝐴 + 𝑅 

若𝑘 = 1  ̧ 則𝑠和𝑡至少有一者小於𝐴. 不妨設𝑠 < 𝐴. 由條件知 

𝑥 + 𝑎 ≥ 𝑎 + 𝑟. 當𝑡 ≥ 𝐴時，顏色數 = 𝑧𝑑 

= (𝑠(𝑦 + 𝑎) + 𝑡(𝑥 + 𝑎))𝑑 ≥ ((𝐴 + 𝑅 − 𝑡)𝑎 + (𝑎 + 𝑟)𝑡)𝑑 

= ((𝐴 + 𝑅)𝑎 + 𝑟𝑡)𝑑 ≥ (𝑎 + 2𝑟)𝑎 = (𝑘𝑎 + 2𝑟)𝑎 

定理成立。當𝑡 < 𝐴時，由條件知𝑦 + 𝑎 ≥ 𝑎 + 𝑟, 顏色數 = 𝑧𝑑 

= (𝑠(𝑦 + 𝑎) + 𝑡(𝑥 + 𝑎))𝑑 ≥ (𝑠 + 𝑡)(𝑎 + 𝑟)𝑑 

≥ (𝑎 + 𝑟)2 ≥ (𝑎 + 2𝑟)𝑎 = (𝑘𝑎 + 2𝑟)𝑎 

定理成立。 

若𝑘 ≥ 2  ̧ 引理 6 中𝑎代入𝐴知存在不全為零的非負整數𝑚,𝑛滿 

足𝑚 + 𝑛 ≤ 𝑘, |𝑚𝑠 − 𝑛𝑡| < 𝐴, 𝐴𝑚 ≤ 𝑡, 𝐴𝑛 ≤ 𝑠. 若𝑚𝑠 − 𝑛𝑡 = 0, 

由引理 5(1)知gcd(𝑠, 𝑡) = 1, 所以𝑚 + 𝑛 ≥ 𝑠 + 𝑡 ≥ 𝑘𝐴 > 𝑘, 矛

盾。故|𝑚𝑠 − 𝑛𝑡|非零。由條件知||𝑚𝑠 − 𝑛𝑡|𝑝  mod 𝑧| ≥ 𝑘𝑎 + 𝑟. 

|𝑚𝑠 − 𝑛𝑡|𝑝 ≡ ±(𝑚𝑠𝑝 − 𝑛𝑡𝑝) ≡ ±𝑚(𝑥 + 𝑎) ± 𝑛(𝑦 +

𝑎) mod 𝑧, 故𝑚(𝑥 + 𝑎) + 𝑛(𝑦 + 𝑎) ≥ ||𝑚𝑠 −

𝑛𝑡|𝑝  mod 𝑧| ≥ 𝑘𝑎 + 𝑟. 移項得𝑚𝑥 + 𝑛𝑦 ≥ (𝑘 − 𝑚 − 𝑛)𝑎 +

𝑟 ≥ 𝑟. 因此顏色數 = 𝑧𝑑 

= (𝑠(𝑦 + 𝑎) + 𝑡(𝑥 + 𝑎))𝑑 = ((𝑠𝑦 + 𝑡𝑥) + (𝑠 + 𝑡)𝑎)𝑑 

≥ (𝐴(𝑛𝑦 + 𝑚𝑥) + (𝑘𝐴 + 𝑅)𝑎)𝑑 ≥ (𝑘𝑎 + 2𝑟)𝑎 
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定理成立。 

餘下的只剩𝑑 ≥ 𝑎的情況。若𝑑 ≥ 𝑎 + 𝑟/𝑘, 則由𝑧 ≥ 𝑘𝑎 + 𝑟知

顏色數 = 𝑧𝑑 ≥ (𝑘𝑎 + 𝑟)2/𝑘 ≥ (𝑘𝑎 + 2𝑟)𝑎, 定理成立。 

若𝑑 < 𝑎 + 𝑟/𝑘, 則𝑘𝐴 + 𝑅 > 𝑘. 由𝑠 + 𝑡 ≥ 𝑘𝐴 + 𝑅知𝑠 + 𝑡 ≥

𝑘 + 1. 因此顏色數 = 𝑧𝑑 ≥ (𝑠 + 𝑡)𝑎𝑑 ≥ (𝑘 + 1)𝑎2, 定理仍成

立。故不論如何定理 5 皆成立，證畢。 

 

利用定理 5，我們可以對𝑐′(𝑃)有非常好的瞭解。 

定理 6 對於任何一個 k 方塊 P 來說， 

𝑐′(𝑃) ≤
8

25
(𝑘 + 1)2 

   且 

max
𝑃為𝑘方塊

𝑐′(𝑃) =
8

25
(𝑘 + 1)2 − 𝑂(𝑘) 

證明  先證第一式。 

設 P中，任兩格的 x 軸值相差最大為 w, y 軸值相差最大為 h, 那

麼易證𝑤 + ℎ ≤ 𝑘 − 1(簡單數歸即可)。因為 P 中，任兩格的 x

軸值差不大於 w, y軸值差不大於 h, 所以P可以被(𝑤 + 1)乘上

 (ℎ + 1)的矩形完全覆蓋。仿引理 2 的證明知 

𝑐′(𝑃) ≤ 𝑐′𝑅(𝑤 + 1, ℎ + 1) ≤ 𝑐′𝑅(𝑤 + 1, 𝑘 − 𝑤) 

   故 

𝑐′(𝑃) ≤ max
𝑎+𝑏=𝑘+1

𝑐′𝑅(𝑎, 𝑏) = max
𝑎+𝑏=𝑘+1

𝑎≤𝑏

𝑐′𝑅(𝑎, 𝑏) 

   因此只需證明： 

max
𝑎+𝑏=𝑘+1

𝑎≤𝑏

𝑐′𝑅(𝑎, 𝑏) ≤
8

25
(𝑘 + 1)2 

   注意到右式跟𝑎, 𝑏無關，所以只需證明對於所有滿足  

   𝑎 + 𝑏 = 𝑘 + 1和𝑎 ≤ 𝑏的(𝑎, 𝑏), 都會有： 

𝑐′𝑅(𝑎, 𝑏) ≤
8

25
(𝑘 + 1)2 

   即可。設𝑏 = (𝑛 + 𝑥)𝑎, 其中 n 是正整數且 x 是小於 1 的非負

   實數。若𝑥 < 0.5, 那麼由定理 5 知 
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𝑐′
𝑅(𝑎, 𝑏) = min((𝑛 + 1)𝑎2, (𝑛 + 2𝑥)𝑎2) = (𝑛 + 2𝑥)𝑎2 

.   考慮函數 

𝑓(𝑡) =
𝑛 + 2𝑡

(𝑛 + 1 + 𝑡)2
 

   對 f 取導得到 

𝑓′(𝑡) =
2(1 − 𝑡)

(𝑛 + 1 + 𝑡)3
 

   所以 f 在[0,0.5)時遞增。因此𝑓(𝑥) < 𝑓(0.5), 也就是說 

𝑐′
𝑅(𝑎, 𝑏) = (𝑛 + 2𝑥)𝑎2 <

((𝑛 + 1 + 𝑥)𝑎)2(𝑛 + 1)

(𝑛 +
3
2)2

=
𝑛 + 1

(𝑛 +
3
2)2

(𝑘 + 1)2 

   (最後一個等號用到了𝑎 + 𝑏 = 𝑘 + 1) 

   若𝑥 ≥ 0.5, 那麼由定理 5 知 

𝑐′
𝑅(𝑎, 𝑏) = min((𝑛 + 1)𝑎2, (𝑛 + 2𝑥)𝑎2) = (𝑛 + 1)𝑎2 

   但是𝑘 + 1 = 𝑎 + 𝑏 = (𝑛 + 1 + 𝑥)𝑎 ≥ (𝑛 +
3

2
)𝑎, 所以 

𝑐′
𝑅(𝑎, 𝑏) = (𝑛 + 1)𝑎2 ≤

𝑛 + 1

(𝑛 +
3
2)2

(𝑘 + 1)2 

   因此不論如何，都會有 

𝑐′𝑅(𝑎, 𝑏) ≤
𝑛 + 1

(𝑛 +
3
2)2

(𝑘 + 1)2 

   再考慮函數 

𝑔(𝑡) =
𝑡 + 1

(𝑡 +
3
2)2

 

   對𝑔取導得到 

𝑔′(𝑡) =
−4(2𝑡 + 1)

(2𝑡 + 3)3
 

   因此𝑔在正實數遞減。又 n 是正整數，所以 

𝑐′𝑅(𝑎, 𝑏) ≤ 𝑔(𝑛)(𝑘 + 1)2 ≤ 𝑔(1)(𝑘 + 1)2 =
8

25
(𝑘 + 1)2 

   第一式證畢。接著證明第二式。為此，接下來將證明對於所有

   𝑘 ≥ 4, 存在一個𝑘方塊𝑃, 其所需顏色數至少為
8

25
(𝑘 − 3)2, 如 

此第二式便能得證。 
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設𝑘 + 1除以 5 的餘數為𝑟, 考慮一 L 形𝑘方塊𝑃, 兩邊長分別為 

𝑎 = 2(𝑘 + 1 − 𝑟)/5和𝑏 = 3(𝑘 + 1 − 𝑟)/5 + 𝑟. 易知對於任意\ 

兩格，他們能被 P 同時覆蓋的充要條件是可以被𝑎乘𝑏的矩形 

同時覆蓋。故 

𝑐′(𝑃) = 𝑐′𝑅(𝑎, 𝑏) ≥ 𝑐′
𝑅 (

2(𝑘 + 1 − 𝑟)

5
,
3(𝑘 + 1 − 𝑟)

5
)

=
8

25
(𝑘 + 1 − 𝑟)2 ≥

8

25
(𝑘 − 3)2 

(這裡用到了定理 5)，證畢。 

 

至此，對於使用規律的塗色法已經有相當深入的刻畫了。 

    利用推論 2 和定理 6，我們可以得到： 

推論 3 對於任何一個 k 方塊 P 來說， 

𝑐(𝑃) ≤
8

25
(𝑘 + 1)2 

陸、 討論 

一、𝑐𝑅(𝑎, 𝑏)和𝑐′𝑅(𝑎, 𝑏)之間的關係 

    前面已經證明𝑐𝑅(𝑎, 𝑘𝑎) = 𝑘𝑎2 = 𝑐′𝑅(𝑎, 𝑘𝑎)且𝑐𝑅(2,5) = 12 =

𝑐′𝑅(2,5). 事實上還可以證明𝑐𝑅(𝑎, 𝑎 + 1) = 𝑎(𝑎 + 2) = 𝑐′𝑅(𝑎, 𝑎 + 1)和

𝑐𝑅(𝑎, 2𝑎 − 1) = 2𝑎2 = 𝑐′𝑅(𝑎, 𝑎 + 1). 然而𝑐𝑅(𝑎, 𝑏)是否一定等於𝑐′𝑅(𝑎, 𝑏)? 

目前尚未找到反例，也仍未證明出來。 

二、𝑘方塊所需顏色最大值和
8

25
(𝑘 + 1)2的關係 

    前面已經證明 max
𝑃為𝑘方塊

𝑐′(𝑃) =
8

25
(𝑘 + 1)2 − 𝑂(𝑘). 若一、中的問題能

得到解決，那麼可以得到 max
𝑃為𝑘方塊

𝑐(𝑃) =
8

25
(𝑘 + 1)2 − 𝑂(𝑘), 本研究的目

標便得以達成。因此希望未來能將一、證明完畢(或找到反例)。 
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柒、 結論 

一、一到五方塊所需的顏色數如下表格所示： 

 所需顏色數 

單方塊 1 

二方塊 2 

I 形三方塊 3 

V 形三方塊、I、O 形四方塊 4 

T 形四方塊、I、X 形五方塊 5 

W 形五方塊 6 

L 形四方塊、F、L、N、P、T、U、Y 形五方塊 8 

V、Z 形五方塊 9 

二、𝑐𝑘 = ⌊
𝑘2+1

2
⌋; 

三、𝑎𝑏 ≤ 𝑐𝑅(𝑎, 𝑏). 等號成立在𝑎|𝑏或𝑏|𝑎時； 

四、如果0 < 𝑟 < 𝑎，那麼 

𝑐𝑅(𝑎, 𝑘𝑎 + 𝑟) ≤ 𝑐′
𝑅
(𝑎, 𝑘𝑎 + 𝑟) = min((𝑘 + 1)𝑎2, (𝑘𝑎 + 2𝑟)𝑎) 

五、 max
𝑃為𝑘方塊

𝑐′(𝑃) =
8

25
(𝑘 + 1)2 − 𝑂(𝑘) 

六、如果 P 是一個 k 方塊，那麼 

𝑐(𝑃) ≤ 𝑐′(𝑃) ≤
8

25
(𝑘 + 1)2 
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【評語】010009-評語 

給定一個多方塊 P，這篇論文主要是要找出一個最小值 c(P)，

使得在無限大的棋盤上，可以塗上 c(P)種顏色使得多方塊 P 無論如

何放置，都不會蓋到重複的顏色。本文首先決定了滿足 1≤k≤5 的所

有 k 方塊 P 的 c(P)值，其次對於 a×b 矩形 P 證明了 CR (a,b)≔c(P)

等於 ab 的充分必要條件是 a|b 或 b|a，最後並得到一個一般 k 方

塊 P 的 c(P)的上界。。 

這篇論文也研究最小值 Ck，使得在無限大的棋盤上，可以塗

上Ck種顏色使任何 k方塊無論如何放置，都不會蓋到重複的顏色。

本文先決定了滿足 1≤k≤5 的所有 Ck值，最後並得到一般 Ck的值。 

整體來說，整篇文章的論證清楚，得到的結果有一定的深度，

是一篇不錯的論文。只是有些結果和去年的結果有重複。 
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