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作者簡介 

 

我是莊沅蓉，就讀臺南女中數理資優班二年級。 

一直以來，都覺得做數學是件很酷的事情。解題的剎那的欣喜固然難得，但最

享受的還是思考的過程裡，即使不知道所用的方向正確與否，仍舊不斷嘗試的過程。

科展的經驗裡一直都沒有很好的成績，第一次嘗試數學科展，希望一切順利。 

  



 

  

 ii 

 

我是林詩琪，目前就讀於台南女中二年級。 

平時興趣是打籃球和看書，喜歡化學和物理，有時間的話也會想想數學。小時

候很喜歡解數學題目，覺得思考的過程很有趣，解出答案的瞬間很開心。因此國中

的時候跑去參加了幾次競賽也做了一次科展，雖然結果都不怎麼樣但是學到了很

多經驗。這次做科展最幸運的事就是能遇到一個有趣的題目和對數學充滿熱情的

夥伴。 
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中文摘要 
      長度為 n 的字串，我們設計了對偶塗色，目的在減少同色字串出現的周期規  

律。而計算這樣的字串中存在多少同色的 3-AP。  

     利用對偶塗色字串的特殊對稱性質，我們先將其中的同色 3-AP 分成單獨由字

串前半 1-n2 形成的第 I 類同色 3-AP 及部分在前半 1-n2 部分在後半 1-n2 的第 II 類同

色 3-AP，並以 d-中心排列方式重新排列，將第 II 類同色 3-AP 分解成較  

小的子結構，得到遞迴式計算跨越中心的同色 3-AP，而得到定理 1，計算第 II 類

同色 3-AP 的數量。  

由對偶特性得知，2 倍的第 I 類與 2 倍的第 II 類同色 3-AP 即為長度 n2 字串中同

色 3-AP 的總個數，由此推出定理 2:  

     n 階對偶塗色字串中(字串長度 n2 )的同色 3-AP 總數為  

N
36
5NNlog

12
1-N

16
1

2
2  ， 2nN  . 

此結果與所有塗色方式中平均存在的 3-AP 數量相近，第二大項 NNlog
12
1- 2 則

與對數值 Nlog2 相關。  

      有趣的是，經由程式計算的結果發現，對偶塗色法中同色 4-AP、5-AP 的數  

量也似乎是平均值。甚至從任給定的字串開始作對偶複合字串，程式計算的結果

也是接近平均值。  
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Abstract 
 

In strings with the length of n, we designed reversed-symmetric coloring, aiming to 

reduce the periodic patterns. Then we calculate the monochromatic 3-APs in this kind of 

strings. 

Using the symmetry property of reversed-symmetric string, we divided 

monochromatic 3-APs into two types, type I and type II. Type I is made up with 3-APs 

which three of the elements are either in first half of the string or in the second half of it. 
Type II is 3-APs made up by elements crossing through the midline.  By rearranging the sets 

through d-central arrangement, type II can be seperated into smaller structures so that we 

can find the recursion and additionally get Theorem 1, which calculates monochromatic 

3-Aps in type II. Eventually we can obtain Theorem 2: 

In strings with length of 2 to the power of n,  

The amount of monochromatic 3-APs is N
36
5NNlog

12
1-N

16
1

2
2   where 2nN   

This result is similar with the average monochromatic 3-AP amount among all random 

colorings. The second influential item is NNlog
12
1- 2 which is related to base-2 logarithm. 

What’s interesting is that from the result of calculating program, the amount of 

monochromatic 4-APs and 5-APs in reversed-symmetric strings are also around the 

averageof all random colorings. In addition, giving random string and make it into 

compound reversed-symmetric strings, the result of program calculation also turned out 

to be around the average. 
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一、前言 
 

（一）、動機 
 

k 個數形成的等差數列稱為 k–AP (Arithmetic Progression)。例如:5, 11, 17, 

23, 29 便是一個 5–AP 而 10, 20, 30, 40, 50, 60 是一個 6–AP。若將 1 至 n 個

整數分別塗上藍色或紅色其中之一種顏色，然後計算有多少的同色 k–AP。

例如 28n 且 3k 時，依下列的塗色  

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1

0 

1

1 

1

2 

1

3 

1

4 

1

5 

1

6 

1

7 

1

8 

1

9 

2

0 

2

1 

2

2 

2

3 

2

4 

2

5 

2

6 

2

7 

2

8 

                            

則可分別形成 1, 2, 3, 6, 7, 8, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 24, 25 與 4, 5, 9 ,10, 11, 12, 13, 

14, 21, 22, 23, 26, 27, 28 兩組字串；經計算可知計有 182 個 k–AP。

RBBRBRRBBRRBRBBRBRRBRBBRRBBRBRRBBRRBRBBRRBBRBRRBRBBRB

RRBBRRBRBBR… 

      像這樣不斷構造的字串中會有多少的等距且具有相同字母的子集。  

 

（二）、目的 
   本文中我們想探討像 10010110011010010110100110010110…，這樣使用

對偶塗色法的字串中有多少同字元的 3-AP? 

 

二、研究方法或過程  
（一）、文獻回顧  

為表示方便，延用文獻中以下定義：  

定義 1：  

       1. 數字1,2,3, ,n , 所成的集合計為  n 。 

       2. 對給定正整數 m ，若整數 ,i j 满足 i j 為 m 的倍數歸為同一類 , 所有整數依

此分類所得的所有類構成的集合為 mZ 。 

    3. 任意函數 :[ ] {0,1, , 1}f n r  ，稱為  n 上有 r 種顏色的一種塗色方法。  

4. (1) (2) ( )f f f n 所形成的字串，稱為  n 上的一個塗色字串。  

  每一個塗色字串對應唯一的塗色方法。  

 

 回顧已知的文獻結果，由[1]、[2]研究中整理出以下結果: 

1. Van Der Waerden’s Theorem 
定理:對於任意 r 個顏色和長度 k 的等差數列，存在一個 N 值，使得在1,2,3, ,n  中



 
4 

(n 為 n≧N 成立的正整數)一切塗色法皆存在同色組成的 k–AP。  

定理:對於固定的 r 和 k，必存在 c＞0 使得在1,2,3, ,n 任意的塗色法中，至少有

 2 2cn o n 個 k–AP。  

觀察:當  1n k l a   且  0 1a k   ，1,2,3, ,n 中 k–AP 總數為

  
   

 
21

2 1 2 1

n a n k a n
O n

k k

   
 

 
。 

2. 隨機塗色下 k-AP 的平均值  

引理:當 n 很大，且 r、k 固定時，  n 的所有塗色中平均有
 

 2

1

1

2 1 k
n O n

k r 



個

同色的 k–AP。 

3. 
n
中的同色 3–AP 

顯然, n 中全部塗同一色時，有 2n 個同色的 k–AP。 

定理：以紅藍兩色塗, 其中
n


紅色元素個數

 ，則 n 中有   

      2 2(3 3 1)n   個同色的 3–AP。  

因此， n 中的同色 3–AP 的最小值為 21
4

n 。 

 

 

 

（二）、對偶塗色法 

     本文考慮，對於 [2 ]n
中對偶塗色法，  

     1001011001101001011010011001011001101001100101101001011001101001…  

     中的同色 3-AP 有下列結果  

定理 2: n 為正整數， 2n  中的對偶塗色字串
nA ，則同色 3-AP 數量為  

           
1 1 5 84 2 2

16 12 36 9
n n nn      , 當 n 為偶數時；  

           
1 1 5 104 2 2

16 12 36 9
n n nn      , 當 n 為奇數時. 

       考慮只有兩色的情形， [2 ]n
中的一種塗色方式，設兩色  

       分別為 1,0，像 …，即 

12 3 4 5 6 7 8 91011
10 0 1 0 1 1 0 0 1 1

數字

顏色
 

    定義 2：  

1. 若 1 2 3 nA a a a a 是 n個字的塗色字串，則塗色字串
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1 2(1 ) (1 ) (1 )nB a a a    稱為 A的對偶塗色字串。  

2. 塗色字串 0 1A  ，其對偶塗色字串為 0 0B  。 

塗色字串 1 0 0A A B ，其對偶塗色字串為 1 0 0B B A 。 

3. 依 2. 1 1 1 1,n n n n n nA A B B B A     ， n為任意正整數。  

4. 在 0,1 兩色的情形下 [2 ]n
對應塗色字串為

nA 的塗色方法， 稱為 [2 ]n
上

的對偶塗色。  

10[2 ]上的對偶塗色字串 10A 如下圖(每 32 個斷至下一列) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

想計算 [2 ]n
上的對偶塗色的同色 3–AP 個數。  

事實就是上圖中所有同一直線的等間距的同色 3 個格子的數目。  

以 10A 為例，  

10A 中同色 3–AP 個數= 9A 中同色 3–AP 個數+ 9B 中同色 3–AP 個數+ 

    部份在 9A , 部份在 9B 中的同色 3–AP 個數  

    而顯然， 9A 中同色 3–AP 個數= 9B 中同色 3–AP 個數，  

且部份在 9A , 部份在 9B 中的同色 3–AP 個數，可以分成  

2 個在 9A 、1 個在 9B 中的同色 3–AP 個數和 1 個在 9A 、2 個在 9B 中的同色 3–AP

個數。  

由對偶特性可知，  

2 個在 9A , 1 個在 9B 中的同色 3–AP 個數  

=1 個在 9A , 2 個在 9B 中的同色 3–AP 個數  
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因此， 10A 中同色 3–AP 個數  

=2 9A 中同色 3–AP 個數+ 

2 2 個在 9A , 1 個在 9B 中的同色 3–AP 個數  

 

同樣的討論，在
nA 的情況也成立。  

即
nA 中同色 3–AP 個數  

=2 1nA 
中同色 3–AP 個數+2 2 個在 1nA 

, 1 個在 1nB 
中的同色 3–AP 個數  

    為了方便起見，底下我們把
nA 中同色 3–AP 分成 

1. 「 1nA 
中同色 3–AP 個數」稱為

nA 中的第 I 類同色 3-AP。  

2. 「2 個在 1nA 
, 1 個在 1nB 

中的同色 3–AP」稱為
nA 中的第 II 類同色 3-AP。 

所以，
nA 中同色 3–AP 個數 = 2第 I、II 類同色 3-AP 個數。  

 

定義 3: n 是一正整數, , ,k p q是小於 2n 的正整數  

1.字串 ( )nA k 為字串
nA 的前 k 個字元構成的字串。  

2.字串 ( )nB k 為字串
nB 的前 k 個字元構成的字串。  

3.字串 ( )na k 為字串
nA 的倒數 k 個字元構成的字串。  

4.字串 ( )nb k 為字串
nB 的倒數前 k 個字元構成的字串。  

5.字串 ( , )nA p q 為字串
nA 的第 p 個字元到第 q 個字元構成的字串。  

6.字串 ( , )nB p q 為字串
nB 的第 p 個字元到第 q 個字元構成的字串。  

例如：字串 4A =1001011001101001，所以   1003A4  、 4 (5) 010 01a  、 4 (5) 10110b  、 

     4 (3,5) 010A  。  

 

定義 4: n 是一正整數, s 是小於 2n 的正整數  

          1. ( , )n s 為第一列字串 (2 )n

na s ， 

                    第二列字串 (2 )n

nA s ， 

              或者  

            第一列字串 (2 )n

nb s ，  

            第二列字串 (2 )n

nB s 中的同色行數  

  即  

 或   中重疊 2n s 的同色行數  

 

      例如：  
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             故 (4,3) 9  。 

  2. ( , )n s 為第一列 (2 )n

nb s ， 

                第二列 (2 )n

nA s ，  

         或者    

                第一列 (2 )n

na s ，  

                第二列 (2 )n

nB s 中的同色行數  

             例如 (4,3) 4  。 

      3. 
2

( ) ( , )
ns

n n s 


 ，
2

( ) ( , )
ns

n n s 


  

 

Remark：(1) 因為
(2 )
(2 )

n

n

n

n

a s

A s




與

(2 )
(2 )

n

n

n

n

a s

B s




的第二列互補，  

           所以 ( , ) ( , ) 2nn s n s s    。 

         (2) 顯然 1( ,2 ) 0nn   , 1 1( ,2 ) 2n nn    

 

引理 1：  

         

           



1-2

12s

1-n
1-2

0s

n

1-n

1-n

1-n201-n2sn,n,2sn,n 

, 

         

           



1-2

12s

1-n1-n
1-2

0s

n

1-n

1-n

1-n221-n2sn,n,2sn,n 

 

 

引理 1 的証明置於附錄（一）、1. 

 

 

引理 2： n  為正整數, 1n   

              1 14 2n nn , 1( ) 4nn  且 (2) 2  , (2) 4   

 

引理 2 的証明置於附錄（一）、2. 

 

 

定義 5: n 是一正整數, s 是小於 2n 的正整數  

1.  sn, 為第一列字串是  n2 -2sna ， 

第二列字串是  ns 1,2 -snB  ， 
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第三列字串是  n2 -2snB ； 

或者  

第一列是  n2 -2snb ，  

第二列是  ns 1,2 -snA  ，  

第三列是  n2 -2snA 中，同色部份的行數。  

     即如   
1

1

1

(2 2 )
( 1, 2 )
(2 2 )

n

n

n

n

n

n

a s

B s s

B s









 



  或者 
1

1

1

(2 2 )
( 1, 2 )
(2 2 )

n

n

n

n

n

n

b s

A s s

A s









 



 

2. ( , )n s 為第一列字串  n2 -2sna 、 

第二列字串  ns 1,2nA s  、 

第三列字串  n2 2nA s 中，同色部份的行數。     

即如   

1

1

1

(2 2 )
( 1, 2 )
(2 2 )

n

n

n

n

n

n

a s

A s s

A s









 



 

3.    



n22s

sn,n , 
2 2

( ) ( , )
ns

n n s


    

 
  引理 3： n  為正整數, 1n    

                      2-n
1-2

12s

2-n
1-2

0s
22-n21-n2sn,n,2sn,n

1-n

2-n

2-n

 


 , 

           2-n21-n2sn,n,2sn,n
1-2

12s

2-n
1-2

0s

1-n

2-n

2-n

 


 

  引理 3 的証明置於附錄（一）、3. 

 
引理 4： n  為正整數, 1n    

       2( ) 4nn   , 2 2( ) 4 2n nn      且 (2) 1  , (2) 0   

引理 4 的証明置於附錄（一）、4. 

 

  定義 6： n 是一正整數, s 是小於 2n 的正整數  
1. ( , )ABB n s 為  

第一列字串 ( 1, 2 )nA s s ， 

                 第二列字串 ( )nB s ， 
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                 第三列字串 ( )nb s 中的同色行數。  

       
              即                             中的同色行數。  

     
          2. ( , )ABA n s 為第一列字串 ( 1, 2 )nA s s ， 

                       第二列字串 ( )nB s ， 

                       第三列字串 ( )na s 中的同色行數。  

       
              即                             中的同色行數。  

     

      
          3. ( , )AAB n s 為第一列字串 ( 1, 2 )nA s s ， 

                      第二列字串 ( )nA s ， 

                      第三列字串 ( )nb s 中的同色行數。  

       
              即                            中的同色行數。  

 

 
          4. ( , )AAA n s 為第一列字串 ( 1, 2 )nA s s ， 

                     第二列字串 ( )nA s ，  

                     第三列字串 ( )na s 中的同色行數。  

       
              即                            中的同色行數。  

 

 
 5. 

12

( ) ( , )
ns

ABB n ABB n s


  、
12

( ) ( , )
ns

ABA n ABA n s


  、   

            
12

( ) ( , )
ns

AAB n AAB n s


  、
12

( ) ( , )
ns

AAA n AAA n s


   

 
   引理 5： n  為正整數, 1n    

       2( ) 2 ( 1) ( 1) 2nABB n ABA n n       
       ( ) ( 1) ( 1) ( 1)ABA n ABB n AAB n n        

       ( ) 2 ( 1) 2 ( 2) ( 1)AAB n AAA n n n       

( ) ( 1) ( 1) 2 ( 2) ( 1)AAA n ABB n AAB n n n         

 

引理 5 的証明置於附錄（一）、5. 
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引理 6：n 為正整數,n>1 時 

3 3( ) 2 4 2n nABB n     、 

3 3( ) 2 4 2n nABA n     、 
3 3( ) 2 4 2n nAAB n     、 
3 3( ) 2 4 2n nAAA n     ， 

且 (2) 1 (2) 0 (2) 0 (2) 0ABB ABA AAB AAA     

 

引理 6 的証明置於附錄（一）、6. 

 

（三）、對偶塗色法的第 II 類同色 3-AP 
   為了計算上的便利 , 我們把字串

nA，每若干個一列, 其餘各字元排至各列  

  中，所以字串可以重新排列成近似於方塊狀。  

例如，  

計算 5A =10010110011010010110100110010110 中，公差為 11d  的單色 3-AP, 

可以把原字串每連續 11 個元成一列，其餘斷成下一列，把字串相疊排列  

1 0 0 1 0 1 1 0 0 1 1
0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0
0 1 1 0 0 1 0 1 1 0

 再去計算各行中有同色字元的行數。  

各種可能的排列中 , 有一種 d 中心排列，說明如下: 

為了方便觀察, 將後半的字串以紅色書寫 , 中心位置即黑色與紅色交界處。從

字串中間位置，每 11 個字元分別往前、後移至各列  

1001011001101001  0110100110010110 

變成        10010 11001101001 

                         01101001100 10110 

超出 11 個字元的部份分別往上與往下移形成各列，即如  

10010  

11001101001 

01101001100  

10110 

稱為 nA 的 d 中心排列。 

計算其中連續三列中每一行同色字元個數，就是公差為 11 的單色 3-AP

個數。  

第 II 類同色 3-AP：「2 個在 4A , 1 個在 4B 中的同色 3–AP 個數」是上述同色 3-Ap

中的一部份，即下圖中黃色區域的同色字元行數。  
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定義 7：塗色字串
nA 從字串中間位置，每 d 個字元分別往前後斷成各列，所

構成的字串列稱為塗色字串
nA 的 d 中心排列  

 

       首先，我們以 8A 為例，計算其中的第 II 類同色 3-AP 

    依公差 d  分成下列情形：  

(1) 128 , 2 128d s s   ，(2) 64 , 2 64d s s   ，(3) 32 , 2 32d s s   ，  

(4) 16 , 2 16d s s    ， (5) 8 , 2 8d s s   ，(6) 4 , 2 4d s s   。 

 
(1) 128 , 2 128d s s   時，  

           8 7 7A A B ， 8A 的 d 中心排列為  

7

7

7

7

( )
(128 )
(128 )
( )

A s

a s

B s

b s




  

      所以 8A 中第 II 類同色 3-AP 的個數  

          即為  
7

7

7

( )
( )

(128 2 1,128 )

A s

a s

B s s  

中，同色的行數，  

          利用對稱性：  

7

7

7

( )
( )

(128 2 1,128 )

A s

a s

B s s  

同色的行數 =
7

7

7

( )
( )

( 1, 2 )

a s

A s

B s s

的同色的行數，  

 

7

7

7

( )
( )

( 1, 2 )

a s

A s

B s s





第一、三列互換

7

7

7

( 1, 2 )
( )
( )

B s s

A s

a s



 

 

          再由 7 7,A B 字串的互補性質，得  
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7

7

7

( 1, 2 )
( )
( )

B s s

A s

a s



同色的行數 = 
7

7

7

( 1, 2 )
( )
( )

A s s

B s

b s



的同色行數。  

 

因此，第 II 類同色 3-AP 個數為 (7, )ABB s  

 

(2) 64 , 2 64d s s   時，  

                       8 6 6 6 6A A B B A ， 

 

8A 的 d 中心排列為  

 
       第 II 類同色 3-AP 個數為  

             
6

6

6

(64 2 )
( 1,64 )

( 64 2 )

a s

B s s

B s



 



  及
6

6

6

( )
( )

( 64 2 1,64 )

B s

b s

B s s  

中的同色行數。  

         由 (6, )s 及 (6, )AAA s 的定義得知  

         公差 64 s 的第 II 類同色 3-AP 個數為 (6, ) (6, )s AAA s    

 

(3) 32 , 2 32d s s   時，  

 

      因為 8 5 5 5 5 5 5 5 5A A B B A B A A B     

 
故， 8A 的 d 中心排列為 

(n=8) 
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      其中包含 
5

5

5

(32 2 )
( 1,32 )

( 32 2 )

b s

A s s

B s



 



  及
5

5

5

( )
( )

( 32 2 1,32 )

A s

a s

B s s  

中的同色行數。  

(i) 

5

5

5

(32 2 )
( 1,32 )

( 32 2 )

b s

A s s

B s



 



的同色行數+
5

5

5

(32 2 )
( 1,32 )

( 32 2 )

b s

B s s

B s



 



的同色行數 = 

 

5

5

(32 2 )
(32 2 )

b s

B s




的同色行數  = (5,2 ) 2 (4, )s s   

           由定義 5.知
5

5

5

(32 2 )
( 1,32 )

( 32 2 )

b s

B s s

B s



 



的同色行數= (5, )s  

           得 

5

5

5

(32 2 )
( 1,32 )

( 32 2 )

b s

A s s

B s



 



的同色行數 = 2 (4, ) (5, )s s   

     (ii)另一方面，  

5

5

5

( )
( )

( 32 2 1,32 )

A s

a s

B s s  

的同色行數 = (5, )AAB s  

 

         因此， 8A 公差 32 s 的第 II 類同色 3-AP 個數為  

              2 (4, ) (5, ) (5, )s s AAB s    

 

(4) 16 , 2 16d s s   時，  

                          

8A 的 d 中心排列為  

 

類似於前面(2)的討論，第 II 類同色 3-AP 個數為  
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4

4

4

(16 2 )
( 1,16 )

(16 2 )

a s

B s s

B s



 



  及
4

4

4

( )
( )

(16 2 1,16 )

B s

b s

B s s  

中的同色行數。  

           即為， (4, ) (4, )s AAA s    

 

(5) 8 , 2 16d s s   時，與(3)的討論類似  

           8A 公差 8 s 的第 II 類同色 3-AP 個數為 2 (2, ) (3, ) (3, )s s AAB s    

 

(6) 4 , 2 4d s s   時，與(3)的討論類似  

          8A 公差 4 s 的第 II 類同色 3-AP 個數為 (2, ) (2, )s AAA s   

 

綜合(1)~(6)的討論，  

8 II 3 AP
II 3 AP
II 3 AP



   



k

A的第 類同色 個數

公差2 ,0 k n-1的第 類同色 個數

+公差為(1)~(6)情形的第 類同色 個數

 

            

             

                











234

567

22s22s22s

22s22s22s

8

s2,AAAs2,s3,AABs3,-s2,2s4,AAAs4,

 s5,AABs5,-s4,2s6,AAAs6,s7,ABB
AP-3IIA





個數類同色中第

              化簡得，  

               
              

1014
5AAB3AAB53-422

6AAA4AAA2AAA6427ABB
AP-3IIA8









個數類同色中第

 

類似於 8A 的情形，計算
nA 中的第 II 類同色 3-AP 

依公差 d 分成下列情形：  

 

1. 1 12 , 2 2n nd s s    ，    

2. 2 22 , 2 2 ,1 1
2

n k n k n
d s s k   
       

，  

3. 2 1 2 12 , 2 2 , 2 1
2

n k n k n
d s s k     
       

. 
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1. 1 12 , 2 2n nd s s    時,  

1 1n n nA A B  的 d 中心排列為  

1
1

1
1

1

1

( )
(2 )
(2 )
( )

n

n

n

n

n

n

A s

a s

B s

b s
















  

      類似於 8A 中(1)的情形，  

1

1
1 1

1

( )
( )

(2 2 1, 2 )

n

n

n n

n

A s

a s

B s s





 

   

中，同色的行數為 ( , )ABB n s  

 

2. 2 22 , 2 2 ,1 1
2

n k n k n
d s s k   
       

時,  

 

nA 的 d 中心排列為  

                                       

類似於 8A 中(2)的情形，可得
nA 公差 22n k s  的第 II 類同色 3-AP 個數為  

( 2 , ) ( 2 , )n k s AAA n k s      

 

3. 2 1 2 12 , 2 2 , 2 1
2

n k n k n
d s s k     
       

時,  

      因為  

                       
故， nA 的 d 中心排列為                  

                    

     因此， nA 公差 2 12n k s   的第 II 類同色 3-AP 個數為  

               2 ( 2 , ) ( 2 1, ) ( 2 1, )n k s n k s BAA n k s         
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綜合上述 1.~3.的討論，可以得到  

定理 1: n 為正整數， 2n  中的塗色字串
nA ，則  

       
nA 中第 II 類同色 3-AP 數量為  

          
3

3 2 24
3 3

n
n


   ，當 n 為偶數時；  

          
3

3 2 14
3 3

n
n


   ，當 n 為奇數時  

 
定理 1 的証明：  

  1.當 2kn ， 

   

            

         

       

3
22

3
1-4

1-2
3
1-1-4

15
21-2

3
2-1-4

15
4-

1-2
3
4-1-4

15
81-2

3
2-1-4

15
81-4

15
1242

1-2iAAB1-2i-2i22iAAA2i1-nABB

AP-3IIA

3-n3-n

4-n4-n4-n4-n

4-n4-n4-n4-n2-n4-n4-n

2
1-n

2i

2
1-n

2

2
3-n

1i

2
1-n

1i

n







 











































個數類同色中第

 

       2.當 12kn  ， 

     

            

         

       

3
12

3
1-4

1-2
3
2-1-4

15
81-2

3
11-4

15
1-

1-2
3
2-1-4

15
21-2

3
1-1-4

15
21-4

15
4242

2iAAB2i-1-2i212iAAA12i1-nABB

AP-3IIA

3-n3-n

5-n5-n3-n3-n

3-n3-n3-n3-n3-n4-n4-n

2
3-n

2i

2
3-n

1i

2
3-n

1i

2
3-n

1i

n







 














































個數類同色中第

 

 

（四）、定理 2 
 

定理 2: n 為正整數， 2n  中的塗色字串 nA ， 

則 nA 中所有同色 3-AP 數量為  

           
1 1 5 84 2 2

16 12 36 9
n n nn      , 當 n 為偶數時，  

           
1 1 5 104 2 2

16 12 36 9
n n nn      , 當 n 為奇數時。  

定理 2 的証明：  
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       由於 

nA 中同色 3–AP 個數  

= 2 1nA 
中同色 3–AP 個數 + 2第 II 類同色 3-AP 個數  

                 

       令
np 表示

nA 中同色 3–AP 個數，
nq 表示

nA 中第 II 類同色 3-AP 個數  

       可以推得以下結果  

  n-12 2n np p q   

2 2
1 n-1 1

3 2 2
4 3 4

2 2 2

2 2 2

n n

n n

p p q

p p q

 

 

 

 

 

      而直接計數可得 3 2p  ，故 

  1. 當 n 為偶數時，  

    

n-3
n-3 i

n-3 3 n 1-i
i 1

-3 -2 -1

n n n

2 2

1 1 5 82 2 4 2 2 2 2
12 4 36 9

1 5 1 84 2 2 n
16 36 12 9

n n n n n n

p p q

n





  

           

       



 

     

2. 當 n 為奇數時，  

  

n-3
n-3 i

n-3 3 n 1-i
i 1

-3 -2 -1

n n n

2 2

1 1 5 102 2 4 2 2 2 2
12 4 36 9

1 5 1 104 2 2 n
16 36 12 9

n n n n n n

p p q

n





  

           

       



 

    由此得証。  

 

      帶入不同的 n 值做計算如下表 1：  

 

 

                                     表 1 
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三、研究結果與討論  
 
（一）、由定理 2 可得知 nA 以對偶塗色法塗色所包含的 3-AP 約有  

n2
12
1-2

36
54

16
1 nnn  個 

(常數項不會因為 n 的改變而有變化所以忽略不計)。  
若將 n2 視為 N，即為，  

           2
2

1 1 5log
16 12 36

N N N N   個 

      從文獻[1]知 2n  的所有塗色中同色 3-AP 平均值為，  

                             
21 2

16
n  

      另外， 2n  的對偶塗色第 2 大的項是 2
1 log

12
N N  

      從方法上來看，我們的推導方式應可應用於計算 2n  的對偶塗色 nA 中 

      同色 4-AP、5-AP 乃至 k-AP 個數。  

      我們試著從由電腦程式推算， nA 中 4-AP、5-AP 的數量計算結果如下：  

             
                    2n  的對偶塗色 nA 同色 4-AP 的數目 
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                      2n  的對偶塗色 nA 同色 5-AP 的數目 

        將結果與 2n  的所有塗色中同色 4-AP 平均值與 5-AP 平均值  
21 2

48
n 、 

         
21 2

128
n 比較，並求其比值，結果如下表。  

 

 
       很明顯在 4-AP 的情況比值趨近於 1，即我們觀察到：  

       2n  的所有塗色中同色 4-AP 為  
21 2 (2 )

48
n nO 。 

       而在 5-AP 的情況比值接近 1，但是否趨近於 1，則有待進一步計算。  

         這程式計算的結果，我們好奇是否對所有的正整數 3k    

         2n  的對偶塗色中同色 k-AP 的數量為 

                           
2

1
1 2 (2 )

2( 1) 2
n n

k
O

k 


 
 

（二）、在 0,1 兩色的情形，給定長度為 m 的一段塗色 S，將其中的 0 與 1 互換  

       得對偶字串 V，再以 2 2,A SV B VS  , 1 1 1 1,n n n n n nA A B B B A     …構造對偶塗  

       色字串，所以字串 nA 中有 2nm  個字元，我們以程式計算其中的同色字元數  

       量。 

       例如塗色 S 11010 ，所以 V 00101 ，計算對應的字串 nA 中同色 3-AP 的數量   
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      及相對於 5 2n  中所有塗色字串同色 3-AP 的平均值 21 (5 2 )
16

n 的比值       

                         

       發現比值也是趨於 1，因此我們也好奇：是否對所有的正整數 3k    

       2nm  的對偶塗色中同色 k-AP 的數量為  

                        
2

1
1 2 ( 2 )

2( 1) 2
n n

k
m O m

k 
  

 
. 

四、結論與應用  
（一）、  n 上的所有可能塗色中，全部塗同一色時會有最多的同色 k-AP。  

        共有  
1( 1) 2( 1) ( 1)
1

n
n k n k n k

k

   
            

個。 

        即

21 ( 1) 1 1 1 ( )
1 2 1 1 2( 1)

n k n n n
n O n

k k k k

          
                  

 

        因此，最少同色 k-Ap 的結果，就成了大家感興趣的問題。  
             

到目前為止，  n 上 2 色的塗色中所知最少的同色 3-Ap 為  
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          Theorem (Parrilo-Robertson-Saracino;Butler-Costello-Graham) 

                         
2117 1 ( )

137 16
n O n   

      
        (根據 2013 年 7 月 Iowa State University, Steve Butler 教授的報告) 
        
       事實上在一般情形中, 所知的成果很少，  
       在 Steve Butler 教授的同一報告中猜測：  
        
       猜測：給定正整數 k , r 對於  n 上 r 色的塗色中總是有某種塗色法使得其中  

的同色 k-Ap 的數量為 
2 2( )cn o n ，  

其中 1
1

2( 1) k
c

k r 



 

（二）、在 nZ 中的塗色問題 2 色情況下，同色 3-AP 的數量為  2 21 3 3n    , 其中

 為某一色的分佈比率，另一色的分布比率為1  。這個結果意味著 2 色

問題時， nZ 中同色 3-AP 決定於顏色出現的頻率而非位置，這與  n 中的情

形明顯不同。  
        不過這引起我們關心：  

1. 在 nZ 中對偶塗色法塗色所包含的同色 k-AP 有多少?是否仍為  

 
2

1
1 2 (2 )

2( 1) 2
n n

k
O

k 


 
。 

2. 當  n 中顏色出現的頻率固定時，哪種塗色會有最少的 k-AP，其數量又   

            是如何？  

五、附錄 
（一）、 

 1.引理 1 証明：  

     (1) 
2

( ) ( , )
ns

n n s 


  

Case1： 若 12ns  時，  

因為字串 1 1n n nA A B  ， 1 1n n nB B A   

        所以， 1 1
1 1 1(2 ) (2 ) ( ) (2 )n n n

n n n na s a s B s b s 

      ；        

             1 1
1 1 1(2 ) (2 ) ( ) (2 )n n n

n n n nA s A s a s B s 

       

                 

因此，我們可以得到  

                  1( , ) ( 1, ) ( 1,2 ) ( 1, )nn s n s n s n s           

              即  1( , ) 2 ( 1, ) ( 1,2 )nn s n s n s         

       Case2： 若 12ns  時，  
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       1
1(2 )n

n na B

 ； 1
1(2 )n

n nA A

  

   故第一列為 1 的字元時, 第二列同行對應的字元為 0；  

   1
1(2 )n

n nb A

 ； 1
1(2 )n

n nB B

  

第一列為 0 時, 第二列同行對應為 1，因此， 1( , 2 ) 0nn    

Case3：若  12ns 時， 

 1 1
1(2 ) 2 ( 2 )n n n

n na s b s 

    ，  1 1
1(2 ) 2 ( 2 )n n n

n nA s A s 

     

    或者  

 1 1
1(2 ) 2 ( 2 )n n n

n nb s a s 

    ，  1 1
1(2 ) 2 ( 2 )n n n

n nB s B s 

     

因此，我們可以得到 1( , ) ( 1, 2 )nn s n s      

由 Case1、2、3，可得

            
 



   

       
1 1

1

2 1 2 1

( , ) ( , ) ,2 2 1 2 1
n n

n

s s

n n s n s n n n  

(2) 
2

( ) ( , )
ns

n n s 


  

 Case1：若 s< 1-n2 時，  

因為字串 1 1n n nB B A  ， 1 1n n nA A B   

 所以，        n n-1 n-1
1 1 12 -s 2 -s s 2 -sn n n nb b A a    

       n n-1 n-1
1 1 12 -s 2 -s s 2 -sn n n nB B b A    

 

因此，我們可以得到  

       s1,-ns-1,2-ns1,-nsn, 1-n    

即，      s-1,2-ns1,-n2sn, 1-n   

 

Case2：若 12ns  時， 

   n-1
12n na B  ；  n-1

12n nB B   

故第一列為 1 時, 第二列同行對應為 1；  

   n-1
12n nb A  ；  n-1

12n nA A   

  第一列為 0 時, 第二列同行對應為 0，因此   1-n1-n 2n,2   
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  Case3：若  12ns 時， 

     n n-1 n-1
12 -s 2 -(s-2 )n na b  ，    n n-1 n-1

12 -s 2 -(s-2 )n nB B   

  或者  

     n n-1 n-1
12 -s 2 -(s-2 )n nb a  ，    n n-1 n-1

12 -s 2 -(s-2 )n nA A   

  因此，我們可以得到    1-n2-s1,-nsn,    

  由 Case1、2、3，可得  

              1-n1-n

2s22s

21-n21-n2n,2sn,sn,n
n1-n1-n

 


  

 

  2.引理 2 的証明：  

    因為           2 1 2 1n n n 、       n-1n 2 n-1 2 n-1 2      

    所以 1( ) ( ) 2nn n    2( 1) ( 1) 2nn n        

                       
2 12 1 2 ( 1) 2 4 ( 1) 2n nn n n n  

     

   

    

    
    23-n3-n

34-n4-n

2-n

1-n

224434

234444

                      

22-n441-n4

21-n4n























將各式相加消去後得到
3

2 1

0
( ) 4 (2) 2 2

n
n n i

i

n 


 



    

 

      所以 2 2 1 1 1( ) 4 2 2 4 2 4 2n n n n nn            、 1( ) 4nn   

 

   3. 引理 3 証明：  

   Case1：當 1-n22s  ， 

 因為    n n-1 n-1
1 1 1 12 2s (2 2s) ( ) ( 1,2 ) 2 2sn n n n na a B s B s s b        ，   

        n n-1 n-1
1 1 1 1s+1, 2 s ( 1, 2 s) ( ) ( ) s+1, 2 sn n n n nB B s b s A s A        ，  

        n n-1 n-1 n-1
1 1 1 12 2s ( 2 2s) ( 1, 2 s) ( ) 2 2sn n n n nB B B s b s A          

  或者  

        n n-1 n-1
1 1 1 12 2s (2 2s) ( ) ( 1,2 ) 2 2sn n n n nb b A s A s s a        ，  
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        n n-1 n-1
1 1 1 1s+1, 2 s ( 1, 2 s) ( ) ( ) s+1, 2 sn n n n nA A s a s A s B         

        n n-1 n-1 n-1
1 1 1 12 2s (2 2s) ( 1, 2 s) ( ) 2 2sn n n n nA A A s a s B          

   因此，      sn,s1,-nsn,   

   又 Y:  

   可調換列的上下順序，     

    

   再左右鏡向翻轉，得到  

                

    而 Z:    

    可調換列的上下順序，  

  

    再左右鏡向翻轉，得到  

， 

     最後，Y+Z= 

， 



 
25 

     也就是    12 , 1,2 2nn s n s     ， 

又     1 21
1,2 2 2,2

2

n nn s n s       ， 

     所以可以得知      1 21
, 1,2 2 2,2

2

n nn s n s n s          

   

 Case2：當 1-n22s  ，  

     因為第一列為  n-12na ， 

         第二列為  n-1s 1,2 s+1nB   ， 

         第三列為  n-12nB  

或者  

         第一列為  n-12nb ， 

         第二列為  n-1s 1,2 s+1nA   ， 

         第三列為  n-12nA ， 

         其中同色的行數僅有

2
1

2
1

2
1

(2 )
(2 )
(2 )

n

n

n

n

n

n

b

A

b













 和

2
1

2
1

2
1

(2 )
(2 )
(2 )

n

n

n

n

n

n

a

B

a













兩部份，  

         故     2-n2-n 2n,2sn,   

   Case3：當 1-n22s  ， 

      第一列為      n-1 n-1 n-1 n-1
1 1 1 1 1s ( 1,2 ) (2 2 ) 2 s 2 sn n n n nA A s A s B b        ， 

      第二列為   

          n-1 n-1 n-1 n-1 n-1 n-1
1 1 1 1 1 12 s 2 s+1,s 2 2 (2 ) (2 1, ) 2 sn n n n n nB B b s A s A s s a             

      第三列為  

                  n-1 n-1 n-1 n-1
1 1 1 1 12 s 2 s+1,2 -2s 2 2 (2 ) sn

n n n n nB B b s A s a         

      將同色部分分為 M、N 兩部份，  
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       M :  

        N:  

       M+N: 

    依據對偶塗色特性，任意列上下互換同色行數相同，A、B 整組互換同色    

    行數也相同，所以可以計算

A

B

B

同色行數得到

B

A

A

的同色行數  

 

   4.引理 4 證明: 

因為，      ( ) 2 ( 1) 2 ( 2)n n n  

所以  







 

 

     

        

        

      

      

3

4

2 2 5

4 4 1

3 3 0

( ) 2 ( 1) 2 4

2 ( 1) 2 2 ( 2) 2 4

2 ( 2) 2 2 ( 3) 2 4

2 (4) 2 2 (3) 2 4

2 (3) 2 2 (2) 2 4

n

n

n

n n

n n

n n

n n

n n
 

將上面每一式進行相加消去會得到  


  



    
3

2 2

0

( ) 2 (2) 2 4
n

n n i i

i

n  

進一步化簡可得，


 



    
3

2 2

0

( ) 2 (2) 2 2
n

n n i

i

n  

又，  (2) 0  

所以，
 

  
 
    

  

2

2 2 2
2 1

( ) 2 4 2
2 1

n

n n nn  

 

   5.引理 5 証明：  
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  1. ( , )ABB n s 的部份：  

    Case 1:  12 2ns 時， 

  因為 ( , )ABB n s 為 

1

1

1

( 1,2 )
( )
( )

n

n

n

A s s

B s

a s









 

  就重疊的部分來看 ,發現和 ( 1, )ABA n s 相同  

  所以， ( , ) ( 1, )ABB n s ABA n s  ,  22ns 。 

 

     Case 2:  12 2ns 時，  

  因為    

   
   

   

   

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

n n n n

n n n n

n n n n

A B B A

B A A B

B A A B

 

  可以發現重疊部分的塗色完全相同 ,因此 2 2
2( ,2 ) 2n n

nABB n B 

   

 

     Case 3:  12 2ns  

  令  12nt s  

  因為  

   



 

 

 

 

 

 

  

  

1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

( ) (2 2 ) 2 2

( ) ( 1,2 ) 2

2 ( 1,2 ) (2 2 )

n n

n n

n n

n n

n n

n n

A s a t B t s

B B t B t t t

B t A t t a t

 

  可看出重疊部分有兩塊  

    







1

1

1

( )

( )

( 1,2 )

n

n

n

a t

B t

A t t

的部分和 ( 1, )ABA n s 相同 

    















 



1

1

1

1

1

1

(2 2 )

( 1,2 )

(2 2 )

n

n

n

n

n

n

B t

B t t

a t

的部分因為各列可上下互換，  

經整理後會等於    















 



1

1

1

1

1

1

(2 2 )

( 1,2 )

(2 2 )

n

n

n

n

n

n

a t

B t t

B t

 

  又因為 















    



1

1

1

1

1

1

(2 2 )

( 1,2 ) ( 1, )

(2 2 )

n

n

n

n

n

n

a t

B t t n t

B t
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  所以，
1 2

3

2 2

( , ) ( 1, ) 4
n n

n

s s

ABB n s ABA n s
 



 

     

 

          綜合 Case 1,2,3 

       可得  2
1( ) 2 ( 1) 2n

nABB n ABA n 

     

 

   2. ( , )ABA n s 的部份：  

     Case 1:當  12 2ns 時，  

     因為   

     

 



 





 





1 1

1

1 1

1

1

( 1,2 ) 2 2 2

( ) 2 2 2

2 ( )

n n

n

n n

n

n

n

A s A s s s

B B s s s

A s b s

 

     就重疊的部分來看 ,和 ( 1, )ABB n s 相同  

     所以， ( , ) ( 1, )ABA n s ABB n s  ,  22ns 。  

 

     Case 2:當  12 2ns 時，  

     因為  

     
   

   

   

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

n n n n

n n n n

n n n n

A B B A

B A A B

A B B A

 

    可以發現重疊部分有一行和其他兩行的塗色完全相反，因此  

    2( ,2 ) 0nABA n    

 

     Case 3:當  12 2ns 時，  

     令  12nt s  

     因為    

      



 

 

 

 

 

 

  

  

1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

( ) (2 2 ) 2 2

( ) ( 1,2 ) 2

2 ( 1,2 ) (2 2 )

n n

n n

n n

n n

n n

n n

A s a t B t s

B B t B t t t

A t B t t b t

 

     重疊的有兩部分  

         







1

1

1

( )

( )

( 1,2 )

n

n

n

a t

B t

B t t

的部分可上下互換成
1

1

1

( 1,2 )
( )
( )

n

n

n

B t t

B t

a t









又因為 A,B 為互補塗  

      色，所以 k-AP 的數量會和
1

1

1

( 1,2 )
( )
( )

n

n

n

A t t

A t

b t









相同，其值等於 ( 1, )AAB n s  
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      又 















 



1

1

1

1

1

1

(2 2 )

( 1,2 )

(2 2 )

n

n

n

n

n

n

B t

B t t

b t

各列可上下互換成 















 



1

1

1

1

1

1

(2 2 )

( 1,2 )

(2 2 )

n

n

n

n

n

n

b t

B t t

B t

 

         















    



1

1

1

1

1

1

(2 2 )

( 1,2 ) ( 1, )

(2 2 )

n

n

n

n

n

n

b t

B t t n s

B t

, 故得  

         
1 22 2

3 3

1 1
( , ) ( 1, ) 4 2

n n

n n

s s

ABA n s ABB n s

 

 

 

      

         綜合 Case 1,2,3 可得  

     ( ) ( 1) ( 1) ( 1)ABA n ABB n AAB n n        

 

   3. ( , )AAB n s 的部份 

    Case 1:當  12 2ns 時  

   因為  

  

 



 





 





1 1

1

1 1

1

1

( 1,2 ) 2 2 2

( ) 2 2 2

2 ( )

n n

n

n n

n

n

n

A s A s s s

A A s s s

B s a s

 

    重疊部分和 ( 1, )AAA n s 相同，故  

      ( , ) ( 1, )AAB n s AAA n s  ,  22ns  

 

    Case 2:當  12 2ns 時  

   因為  

   
   

   

   

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

n n n n

n n n n

n n n n

A B B A

A B B A

B A A B

 

    重疊部分有一行的塗色法與其他兩行完全不同，所以 2( ,2 ) 0nAAB n   . 

 

    Case 3:當  12 2ns 時，  

     令  12nt s  

     因為  

    



 

 

 

 

 

 

  

  

1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

( ) (2 2 ) 2 2

( ) ( 1,2 ) 2

2 ( 1,2 ) (2 2 )

n n

n n

n n

n n

n n

n n

A s a t B t s

A A t A t t t

B t A t t a t

 

     可知重疊的有兩部分  
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1

1

1

( )

( )

( 1,2 )

n

n

n

a t

A t

A t t

的部分和 ( 1, )AAA n s 相同 

     又















 



1

1

1

1

1

1

(2 2 )

( 1,2 )

(2 2 )

n

n

n

n

n

n

B t

A t t

a t

各列可上下互換成













 





1

1

1

1

1

1

( 1,2 )

(2 2 )

(2 2 )

n

n

n

n

n

n

A t t

B t

a t

 

     又 













 

     



1

1

1

1

1

1

( 1,2 )

(2 2 ) 2 ( 2, ) ( 1, )

(2 2 )

n

n

n

n

n

n

A t t

B t n s n s

a t

，故得   

        ( , ) ( 1, ) 2 ( 2, ) ( 1, )AAB n s AAA n s n s n s      , 2 12 2n ns     

     綜合 Case 1,2,3 並對所有的 s 作累加，可得  

    ( ) 2 ( 1) 2 ( 2) ( 1)AAB n AAA n n n       

 

   4. ( , )AAA n s 的部份 

    Case 1: 當 12 2ns   

    因為   

 



 





 





1 1

1

1 1

1

1

( 1,2 ) 2 2 2

( ) 2 2 2

2 ( )

n n

n

n n

n

n

n

A s A s s s

A A s s s

A s b s

 

               重疊部分和 ( 1, )AAB n s 相同,所以 ( , ) ( 1, )AAA n s AAB n s  ,  22ns  

 

    Case 2:當 12 2ns   

    因為   
   

   

   

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

n n n n

n n n n

n n n n

A B B A

A B B A

A B B A

 

    重疊部分有一列的塗色和其他兩列對偶 ,所以 2( ,2 ) 0nAAA n    

    Case 3: 當 12 2ns   

    因為   



 

 

 

 

 

 

  

  

1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

( ) (2 2 ) 2 2

( ) ( 1,2 ) 2

2 ( 1,2 ) (2 2 )

n n

n n

n n

n n

n n

n n

A s a t B t s

A A t A t t t

A t B t t b t

 

    重疊的地方可分為兩部分  

     







1

1

1

( )

( )

( 1,2 )

n

n

n

a t

A t

B t t

的部分各列可上下互換，所以可視為






1

1

1

( 1,2 )

( )

( )

n

n

n

B t t

A t

a t

  

又 A,B 塗色互補,可將 A,B 完全調換成
1

1

1

( 1,2 )
( )
( )

n

n

n

A t t

B t

b t
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此部分等於 ( 1, )ABB n s  

 

      另一部分

1
1

1
1

1
1

(2 2 )
( 1,2 )

(2 2 )

n

n

n

n

n

n

B t

A t t

b t















 



因為各列可上下互換 ,可置換成   

      

1
1

1
1

1
1

(2 2 )
( 1,2 )

(2 2 )

n

n

n

n

n

n

b t

A t t

B t















 



 

      此排列方法等於 2 ( 2, ) ( 1, )n s n s    , 2 12 2n ns   。  

       綜合 Case 1 2 3 並對所有的 s 作累加，可得  

      ( ) ( 1) ( 1) 2 ( 2) ( 1)AAA n ABB n AAB n n n         

       

      6. 引理 6 證明：  

        

       
         
         
           

    

4          1-n-2-n21-nAAB1-nABBnAAA
3                            1-n1-n21-n2AAAnAAB
2                           1-n1-nAAB1-nABBnABA

               1                                  21-n1-n2ABAnABB 2-n
























 

         令數列 na , nb 表示 ( ) ( )na ABB n AAB n  ， ( ) ( )nb ABA n AAA n   

則由上列(1),(3)式相加得  

    
2

12 2 ( 2) 2n

n na b n 

                            (5) 

第(2)式及第(4)式分別變成：  

1( ) ( 1)nABA n a n                                 (6) 

  及 

1( ) 2 ( 2) ( 1)nAAA n a n n                          (7) 

相加可得  

12 2 ( 2)n nb a n                                  (8) 

考慮 

2
1

1

2 2 ( 2) 2
2 2 ( 2)

n

n n

n n

a b n

b a n











    


  
由引理 2，  

得
 

3 2
1

3 3
1

2 2 4 2 (9)

2 2 4 2 (10)

n n

n n

n n

n n

a b

b a

 



 



    


  

 

利用(9)及(10)可得 
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3 2
1

3 2
2

3 2 3 2
2

3
2

2 2 4 2
4 4 ( 3) 2 4 2
4 4 2 2 4 2
4 3 4

n n

n n

n n

n

n n n n

n

n

n

a b

a n

a

a



 



 



   







   

     

     

  

  

5
2 44 3 4n

n na a 

   
 

又 2 (2) (2) 1 0 1a ABB AAB     ，

    0002AAA2AABb2   

累加遞迴得到  

3
2

2
2

2 2
2 2

2

2

2 3 4

4 4 1
2 3

4 1
4

n
n i

n
n

i

n n

n

n

a







 





  

 
 

   






 

代回(10)，可得 

  2-n2-n3-n3-n3-n3-n3-n
1-nn 2-422-42422-422ab  。 

再代回(1)~(4)，得証 

    3-n3-n3-n3-n3-n
1-n 2-422-441-nanABA   

      3-n3-n3-n3-n2-n3-n3-n
1-n 2-4224-2-4241-n-2-n2anAAA  

      3-n3-n2-n3-n3-n3-n2-n 242242-421-n1-n2ABAnABB 

        3-n3-n3-n3-n3-n3-n 2-424-422-41-n-2-n21-n2AAAnAAB  
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【評語】010020-評語 

本作品考慮二元字串的 K=AP計數。其漸進的理論是一個已知

的結果。本文設計一個利用 Thue-Morse數列的著色，精確地解決

了在此情形下 3-AP 的技術問題，並且檢驗了 4-AP 和 5-AP 的主要

項。利用 Thue-Morse是不錯的創意。 
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