
 
 

2015年臺灣國際科學展覽會 

優勝作品專輯 

 

作品編號 010049 

參展科別 數學 

作品名稱 當 Frieze 遇上 Fibonacci 

得獎獎項 大會獎：三等獎 

 

 

 

 

就讀學校 新北市立江翠國民中學 

指導教師 顏榮皇 

作者姓名 高佳晏 

 

關鍵字 轉換、MinMax、不變量



   i 

作者簡介 

 

我是高佳晏，目前就讀新北市江翠國民中學二年級。 

平時的我喜歡閱讀科普相關書籍，也喜歡與有相同愛好數學的朋友一起解決

數學難題，解決難題的興奮感與成就感總令我欲罷不能。很榮幸我有機會參加這

次的台灣國際科展，與來自各地的數學高手互相交流，拓展自己的學術見聞。 

最後，感謝一路上教導我的指導老師、教授及家人。 

 

 



 

ii 

當 Frieze 遇上 Fibonacci 

摘要 

 

本作品研究 Frieze pattern :特定梯形中內含菱形的結構，其中梯形的第 1列及最後列都是

1，且結構中形成菱形的四個角的數字 a、b 、 c、 d  ,都滿足 1 dbca 。 

利用中學教材多項式四則運算，本研究進行結構分析與並透過兩種不同的轉換給出 n層週期

的證明。使用MinMax方法得到每個結構的代表數列。發現 

(1) 可找到一個完全由費氏數列組成之 Frieze Pattern，且此組代表數列為所有可能結構中

的代表數列包含了最大的數字。 

(2) n層的結構中第二列的 1n 個數字和的不變量。 

(3) 在整個結構扣除上下兩列之後，任意連續 1n 行，1出現的數目與 2一樣多。 
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Frieze meet Fibonacci 

Abstract 

 

A Frieze pattern is a specific trapezoid containing the diamond structure, in which 

the four vertices of the diamond are labeled as the numbers a、b 、 c、 d  satisfying 

1 dbca 。  

This study presents that the structure of a Frieze pattern can be analyzed by four 

arithmetic operations of polynomials in the high school teaching materials, and we 

employ two transformations to prove the period of n th-layer Frieze patterns. 

Applying MinMax  method to represent a Frieze pattern, there three new results are 

found: 

 (1) A Frieze pattern only consists of the Fibonacci numbers. 

 (2) The sum of the second row in the nth layer of Frieze pattern is invariant. 

(3)Excluding the top and bottom rows, the multiplicity of 1 and 2 are identical.
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壹、研究動機 

 

自然界可以很容易的看到 Frieze Patterns，如花豹花紋、欄杆花紋、音樂符號。 

已知 Frieze patterns有 7種形式，本研究屬於其中一種，[5]。Coxeter對於 Frieze 

patterns，提出證明，[6}。國內的科學展覽研究則在 2012年 8月 2日台灣科學教育館辦理

的教師研習被提出來，如圖 4，[9]。 

筆者在 2014年 7月向全國科學展覽提出＜數字夾心餅>作品，[10]。本篇則繼續延續探討

Frieze 圖案，嘗試以中學教材證明 Frieze圖案的性質。同時，將費氏數列交錯的填入生成

數列後，研究圖案的長相與性質，並探討 Frieze 圖案中若干個不變量。 

 

 

 

 

 

 

    圖 1、花豹花紋                 圖 2、欄杆花紋                圖 3、音樂符號 

 

題目 1.1 
請觀察圖 4結構。 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                       圖 4 
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貳、通則 

 

經過多次嘗試，發現圖 4是由許多小菱形所構成。 

菱形排列成上下底都為 1、第一列有 w個 1、列數有 n層的梯形。同時，每個菱形的四個角均

有自然數所構成數字 a、b 、 c、 d ，如圖 5，且滿足 

 

                               1 dbca 。                                (1) 

 

 

 

 

 

圖 5 

等式 1表示，如圖 6的黃色區域， 

 

                             2×5=3×3+1；4×4=5×3+1； 

                             5×2=3×3+1；5×1=2×2+1。 

                                                                    

 

 

 

 

 

圖 6 

 

為方便研究，將圖 4著色如圖 7。 

將圖 7座標訂定為由上而下的列數，由左而右數過來的個數，筆者會有 

                   7

5,2G =5，以粉紅色標示； 7

4,3G =4，以黃色標示； 

                   7

5,3G =4，以綠色標示；  7

4,4G =3，以藍色標示。 

 

 

 

 

 

 

圖 7 
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規定 

 

定義 2.1 

n

jiG , 表示 n層梯形中的第 i 列第 j 行的數字。 

 

由式子 1，得到本作品所研究的對象及其通則如下： 

 

通則 2.2 

給定某一個n層梯形結構: 

最上面的第一列全部擺 1，第二列填入任意的自然數，第三列到第 i 列數字依照 

 

         11111  

n

ji

n

ji

n

ji

n

ji GGGG ，，，， 。其中， 1-3 ni  。                     (2) 

 

圖上的第一列的兩旁沒有使用到此通則。 

若第 i 列所產生數字都是自然數，且最後一列都是 1，則是本研究將研究的 Frieze Patterns。 
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参、文獻探討 

 

1.  Frieze groups已知有 7種形式。本研究屬於「PMA2」型，如圖 8，實線箭頭是平移 ，

虛線是反射，鑽石是 180 度旋轉，[5]。 

 

 

 

圖 8、「PMA2」型 

2.  Coxeter對於 Frieze  patterns，提出證明。通則 2.2所填入第 2列的自然數，就是凸 1n

邊形各個頂點內接三角形的數量，[6]。 

3.  Coxeter發現 Frieze  patterns斜邊的任意 3個整數的倍數關係[7]。 

4.  Henry利用雙遞迴證明 Frieze  patterns的週期是 1n ，[6]。 

5.  因為 Coxeter對於 Frieze  patterns提出定義，所以本研究將直觀觀察非同構的組數

「1、1、4、6、19、49」輸入數列大全，得到一般式 )(na ： 

    
3

2

1

1

3

2

23
)( n

n

n C

C

n

C
na 






 ，其中， nC 為第 n個卡特蘭數。                   (3) 

                                  當 n為奇數，一般式要加上
2

2

1nC

； 

                                  當 n為 3的倍數，一般式要加上
3

3

2
nC 。 
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肆、研究目的 

 

如題目 1.1，圖 4，本研究則是討論 Frieze Patterns的一種數學形式。筆者嘗試： 

(一)不引用 Coxeter對於 Frieze patterns的証明。 

    由圖 4的數字關係找到通則，發展轉換，證明給定 n層結構的周期。並藉由MinMax方法，

找出給定 n層結構，最大數值的代表數列。同時，將費氏數列交錯的填入代表數列，研

究其數學結構的。最後，提出給定 n層結構，任意連續 1n 行，扣除上下兩列之後，數

值是 1的數量與數值是 2的數量相同。 

(二)引用 Coxeter對於 Frieze patterns的証明，[6]。 

    探討給定 n層結構第 2列任意連續 1n 個整數和的不變量。並藉以探討 Frieze patterns

的結構退化。 



 

6 

伍、研究過程 

 

(一)結構分析 

    1.  存在性：  給定 n層結構尋找一種填入結構的方法。 

    2.  生成數列：利用通則 2.2定義生成數列，並嘗試利用生成數列分析結構的特性。 

    3.  數論特性：研究相鄰數字的整數特性。 

    4.  結構建置：提出兩個相鄰生成數列是自然數，則此結構會成立的論述。 

(二)轉換： 

    1.  轉換運算：利用相鄰數字的連續 3個數之間倍數關係，構造轉換的運算方法。 

    2.  同構判斷：藉著轉換運算，以判斷兩個生成數列是否同構。 

(三)週期問題 

    1.  週期證明：利用轉換及通則 2.2的定義，證明給定 n層結構的週期為 1n 。 

    2.  小週期  ：若 1n 不是質數，則會有小於 1n 的小週期的觀察。 

    3.  退化 ：   利用式子(1) 1 dbca 討論 n層結構的退化情形。 

(四)非同構組數： 

    1.  直觀觀察：給定n層的非同構組數為  nS ，觀察 8n 非同構的組合，並探討上下界

與文獻中「數列大全」的關係。 

    2.  引用 Conway和 Coxeter定理，藉以探討非同構組數的一個上界。 

    3.  降階關係：利用生成數列的互質特性探討組數問題的降階關係。 

(五)MinMax： 

    1.  代表數列：以MinMax的演算法找出數學結構的代表數列。 

    2.  排序:     規定代表數列的前後大小順序，並規定 n層第 k 個的代表數列為 knG , 。 

(六) )(, nsnG : 

    1.  以費氏數列交錯填入生成數列，為 )(, nsnG ， 

    2.  對於代表數列 )(, nSnG 所形成數學結構對應的第 2列以某一個 1開始連續 1n 個數列

稱為 )(, nSnGL 。探討 )(, nSnGL 的性質。 

    3.  討論 )(, nSnGL 圖案的構造與性質。 

(七)不變量: 

    1.  引用 Conway和 Coxeter定理，討論n層第 2列連續 1n 個整數和的不變量。 

    2.  討論 )(, nsnG 圖案任意連續 1n 行第 2列至第 1n 列，1的數量和 2的數量相等。 

(八)應用：提出 Freizer Patterns的生活應用。 
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陸、結構分析 

 

給定n層結構，可使用下列的演算方法構造某一種數學結構，並利用數學歸納法證明之。 

 

演算方法 6.1 
給定自然數n，第 2列先擺 1，然後擺 2連續 2n 次，再放一個 1，最後擺一個 1n ，就可以

構成一種 n層的一般式。 

 

如圖 9是演算方法 6.1時， 7n 的例子。 

 

 

 

 

 

 

 

圖 9 

 

觀察圖 9， 

 

11, n

iG ， 71  i 。 

 

從圖形的第 2列去構造梯形，如圖 10 的甲。後來觀察到圖 9 的第 1 行都是由 1 組成的數列，

所以猜測也可以從第一行去構造，如圖 10的乙。 

因此，圖 10的甲和圖 10的乙，均可以當筆者的研究策略。 

 

 

 

 

 

 

 

                  甲                                      乙 

圖 10 

透過通則 2.2及等式 2，得到 

 



 

8 

定理 6.2 

n

ji

n

ji

n

ji

ji
G

GG
G

,

,11,1n

1,

1





。 

 

依通則 2.2，考慮圖 11、圖 12， 

 

         1 afcd ， 1),gcd( ca ， 1),gcd( fc ， 1),gcd( fd ， 1),gcd( da 。 

         1 jmkl ， 1),gcd( kj ， 1),gcd( mk ， 1),gcd( jl ， 1),gcd( ml 。 

 

 

得到 

 

定理 6.3(斜向任意數字互質) 
在構造好的梯形中，任意斜向的連續二個數字互質。 

 

 

 

 

 

 

圖 11 

 

 

 

 

 

圖 12 
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在 Frieze  patterns的研究歷史上，Coxeter也同樣的提出下列的性質，Frieze  patterns

斜邊的任意 3個整數的倍數關係[7]。 

 

定理 6.4(斜向連續三個數字的倍數關係) 
梯形結構中，不考慮上端的兩旁，斜向的連續三個數字，兩旁數字和是中間數字的倍數。 

【證明】 

不失一般性，如圖 11，將證明 f 整除 hd  。依通則 2.2，得到 

1 afcd ， 1 chef ，則 

f

cd
a

1
 ，且

f

ch
e

1
 ，  

f

hd
c

f

hdc

f

chcd
ea










)(11
。 

N
f

hd
cea 


  

 

依定理 6.3，得到 

 

                                N
f

hd

c

ea
  





。                          (4) 

 

同理，如圖 12，將證明m 整除 pk  。 

依通則 2.2，得到 

                              1 jmkl ， 1 lpmn ， 

 

m

kl
j

1
 ，且

m

lp
n

1
 ，  

 

m

pk
l

m

pkl

m

lpkl
nj










)(11
。 

 

依定理 6.3，得到 

 

                                 N
m

pk

l

nj
  





。                        (5) 

□ 
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柒、生成數列 

 

考慮圖 4，取前 8個數列，如圖 13及圖 14。 

 

)1,2,1,3,2,1,1(

)1,1,4,3,2,3,1(

)1,5,4,3,5,2,1(

)1,1,1,2,1,1,1(

)1,2,5,3,4,5,1(

)1,3,2,3,4,1,1(

)1,1,2,3,1,2,1(

)1,3,5,2,5,3,1(

)1,2,1,3,2,1,1(

















 

圖 13 

 

 

 

 

 

圖 14 

 

 

筆者發現這 8個數列所生成的結構都相同。 

 

規定 

 

定義 7.1 
給定 n層梯形結構的任意一行數列稱為生成數列。 
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捌、轉換 

 

考慮通則 2.2， 11111  

n

ji

n

ji

n

ji

n

ji GGGG ，，，， ， n

jn

n

j GG ,,1 1 ， ni 1 ， Nj   。 

得到 

n

jn

n

j GG ,1,0 0  。其中， Nj   ………………………(6) 

 

如圖 15及圖 16的示意圖。 

 

 

 

 

 

 

                  圖 15                                    圖 16 

 

再考慮圖 11，式子 4， N
f

hd

c

ea
  





，及 

      圖 12，式子 5， N
m

pk

l

nj
  





；和式子 6， n

jn

n

j GG ,1,0 0  ， 

 

得到 

 

定理 8.1(斜向連續 3個數字與第 2列數字的關係) 

n層結構中， N
G

GG
G

n

ji

n

ji

n

jin

j 







1 ,

  ,12 ,1

,2 ， ni 1 ， Nj   同時， 

            N
G

GG
G

n

iji

n

iji

n

ijin

j 







2,1

2,22,

,2 ， ni 1 ， Nj   。 

 

依定理 8.1， N
G

GG
G

n

ji

n

ji

n

jin

j 







1 ,

  ,12 ,1

,2 。通則 2.2 及等式 2， 11111  

n

ji

n

ji

n

ji

n

ji GGGG ，，，， 。 

4個變項中，若 3個有相鄰三個數是自然數的倍數關係則第 4個自然數也一定有相鄰三個數

的倍數關係。可以依序證明 n

jiG 2  ,1  是自然數。 
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得到 

 

定理 8.2(構造新的數學結構的準則) 
給定第一行的生成數列填入自然數，若其生成的第二行全部出現自然數，則可構成數學結

構。 

 

取圖 4的第 1行數列 ) 1 ,2 ,1 ,3 ,2 ,1 ,1( ，依據定理 8.1，得到 

 

                           
1

10
1


 ； 

                           
1

21
3


 ，如圖 17，綠色數字 ; 

                           
2

31
2


 ； 

                           
3

12
1


 ； 

                           
1

23
5


 ；  

                           
2

11
1


 ；  

                           
1

02
2


 ，如圖 17，橘色數字，0為虛擬的數字。 

 

依定理 8.1可以把數列 ) 1 ,2 ,1 ,3 ,2 ,1 ,1( 轉換成數列 )2 ,1 ,5 ,1 ,2 ,3 ,1( 。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 17 
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規定 

 

定義 8.3(R轉換) 

給定一個 n層數學結構第 j 行的數列 ),,,...,,,,( ,,1,2,4,3,2,1

n

jn

n

jn

n

jn

n

j

n

j

n

j

n

j GGGGGGG  依照 

N
G

GG
GR

n

iji

n

iji

n

ijin

j

n

iji 









2,1

2,22,

,21, ，其中， n

jn

n

j GG ,1,0 0  ， ni 1 ， Nj   

轉換成 ),,,...,,,,( ,,1,2,4,3,2,1

n

jn

n

jn

n

jn

n

j

n

j

n

j

n

j RRRRRRR  稱為R 轉換。 

 

也就是，可以將圖 4的 R 轉換如圖 18及圖 19。 

 

)1,5,1,2,3,1,3()1,1,4,3,2,3,1(

)5,1,2,3,1,3,2()1,5,4,3,5,2,1(

)1,2,3,1,3,2,1()1,1,1,2,1,1,1(

)2,3,1,3,2,1,5()1,2,5,3,4,5,1(

)13,3,2,1,5,1()1,3,2,3,4,1,1(

)1,3,2,1,5,1,2()1,1,2,3,1,2,1(

)3,2,1,5,1,2,3()1,3,5,2,5,3,1(

)2,1,5,1,2,3,1()1,2,1,3,2,1,1(

















 

圖 18 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 19、 R 轉換 
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再依定理 8.1，原來梯形結構的第 2列數字經過R 轉換後，變成新的梯形結構的第 1列。 

同時，新的梯形結構的第 1列的數列，依序出現在其他各列。 

 

得到 

 

定理 8.4(R轉換與第 2列的關係) 

n

j

n

iji GR ,21,  。 

 

 

同理，依定理 8.1，式子 1， 1 dbca ，自然數乘法具有交換性； 

 

得到 

 

定義 8.5(L轉換) 

給定一個 n層數學結構，數列 ),,,...,,,( ,1,12,23,32,21,1

n

jn

n

jn

n

jn

n

nj

n

nj

n

nj GGGGGG  依照 

N
G

GG
GL

n

ji

n

ji

n

jin

j

n

ji 









1 ,

  ,12 ,1

,21, ，其中， n

mn

n

m GG ,1,1 0   ， nk 1 ， Nj ， Nm  

轉換成 ),,,...,,,( ,1,12,23,32,21,1

n

jn

n

jn

n

jn

n

nj

n

nj

n

nj LLLLLL  稱為 L轉換。 

 

依定理 8.1，如圖 20，得到 
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定理 8.6(L轉換與第 2列的關係) 

n

j

n

ji GL ,21,  ， nk 1 。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 20 
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玖、週期 

 

本研究將利用通則 2.2及前面所敘述的轉換，提出週期為 1n 的證明。 

 

定理 9.1 (週期) 

給定 n層結構有 n

jni

n

ji GG  1,, ，其中 ni 1 且 Nj 。 

【證明】 

第一部分：依定理 8.1， n

njn

nj

n

nj

n

njn

jn

n

jnn

jn

n

jn

n

jnn

jn G
G

GG
RR

G

GG
G 1,2

1,1

1,21,0

1,1,

,

,1,1

,1 









 





 。 

          如圖 21，圖 21，紅點的數值經過R 轉換後和黃點的數值相同。           

          即 n

nj

n

jn GG 1,2,1   。如圖 23。 

 

 

 

                                     圖 21 

 

 

 

 

                                     圖 22 

 

 

 

 

                                       圖 23 



 

17 

第二部分：考慮 n

nj

n

jn GG  ,1, 1 ， n

njn

nj

n

nj

n

nj

n

jn

n

jn

n

jnn

jn G
G

GG

G

GG
G 1,3

,1

,21,2

,

1,1,1

1,2

11






 





 ， 

          依第一部分的證明，兩個紅點的數值相同，兩個黃點的數值也相同，如圖 24。 

          依通則三，兩個藍色點數值相同，如圖 25， 

          重覆運算，得到兩個相同顏色點的數值均相同，如圖 26。 

          可逐步證明 n

inji

n

jin GG 1,,1   。如圖 27。 

 

 

 

 

                                       圖 24 

 

 

 

 

                                       圖 25 

 

 

 

 

                                        圖 26 

 

 

 

 

                                        圖 27 
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第三部分：依定理 8.1， n

jnn

jn

n

jn

n

jnn

jn

n

jn

j

n

j

n

jn

j G
G

GG
LL

G

GG
G 2  ,1

1,

,12,1

1,1,1

1,1

,22,0

,2 
















 ，即 

          如圖 28，圖 29，紅點的數值經過 L轉換後和黃點的數值相同。           

          即 n

jn

n

j GG 2  ,1,2  ，如圖 30。 

 

 

 

                                       圖 28 

 

 

 

 

                                      圖 29 

 

 

 

 

                                       圖 30 
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第四部分：考慮 n

jn

n

j GG 2,1,1 1   ， n

jnn

jn

n

jn

n

jn

n

j

n

j

n

jn

j G
G

GG

G

GG
G 3,2

2,

3,12,1

1,1

1,2,2

,3

11















 。 

          依第二部分的證明，兩個紅點的數值相同，兩個黃點的數值也相同，如圖 31。 

          依通則三，兩個藍色點數值相同，如圖 32， 

          重覆運算，得到兩個相同顏色點的數值均相同，如圖 33。 

          可逐步證明 n

ijin

n

ji GG  ,1, 。如 34。 

 

 

 

 

                                        圖 31 

 

 

 

 

                                           圖 32 

 

 

 

 

                                           圖 33 

 

 

 

 

 

                                          圖 34 

第五部分：依第二部分及第四部分，得到 n

jni

n

ijin

n

ji GGG   1,,1, ，其中 ni 1 ， Nj      。 

          如圖 35。 

 

 

 

 

                                         圖 35 

□ 
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由定理 9.1可得到， 

 

定理 9.2 

數列  1...   1 1 ,11 ,41 ,31 ,2 ，，，，， n

n

nnn GGGG  填入第 1行，若第 2行是自然數，則 n

iini GG 1,1

n

1,  ， ni 1 。 

 

考慮圖 4的結構，定理 9.1的證明過程，規定 

 

定義 9.3 

給定 n層數學結構， n

jni

n

ijin

n

ji GGG   1,,1, 稱為 PMA2型。 

 

圖 36圖 37，就是以圖 4為例的 PMA2型。其他 PMA2型的特性，詳如附錄一。 

 

 

 

 

 

圖 36 

 

 

 

 

 

 

圖 37 
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拾、同構 

 

規定 

 

定義 10.1 
符號為同構。 

 

即，3層生成數列 )1,2,1()1,1,(1  表示 )1,1,(1 所生成數學結構和 )1,2,1( 所生成數學結構是相同。 

    4層生成數列 )1,2,1,1()1,1,2,1()1,1,1,(1  。 

    5層生成數列 )1,2,1,2,1()1,1,1,1,(1  。 

    6層生成數列 )1,2,1,2,1,1()1,1,2,1,1,(1  或 )1,1,2,1,2,1()1,1,1,2,1,(1  。 

 

利用定理 8.1、定理 8.4及定理 8.6，得到 

 

判斷準則 10.2(是否同購的判斷依據) 
兩個相異的生成數列可以構成兩個數學結構。若這個兩個相異的生成數列經過R 轉換後，新

的數列的數值前後順序相同，則這兩個相異的生成數列所構成的數學結構相同。 

 

規定 

 

定義 10.3 
給定n層數學結構，非同構的組數為 )(nS 。 

 

不考慮上下翻轉，梯形結構中，3層的組數是 1組； 1)3( S ，如附錄圖 2。 

                            4層的組數是 1組； 1)4( S ，如附錄圖 3。 

                            5層的組數是 4組； 4)5( S ，如附錄圖 4。 

 

計算非同構組數過程，使用定理 8.2建構梯形結構，再利用判斷準則 10.2的R 轉換避免同構

發生，得到， 

 

1)3( S ， 1)4( S ， 4)5( S ， 6)6( S 。 19)7( S ， 49)8( S 。 
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壹拾壹、Conway 和 Coxeter 定理 

 

當筆者把『1、1、4、6、19、49』輸入數字大全，發現有 2種一般式的解釋。 

再深入研究，筆者得到 Conway和 Coxeter曾經對 Freizer Patterns提出一個定理。筆者採

納式子 3的一般式，[6]。 

 

引理 11.1(Conway和 Coxeter 定理，[6]) 
本研究的 n層數字梯形第二列任意連續 1n 個數，和從下列方式產生的數列之間，存在一種

對射。對於一個內部分割成 1n 個三角形的凸 1n 邊形，每一頂點帶有一數值表示含該頂點

的三角形數目，依順(逆)時鐘取每一頂點的數值，可得一組 1n 個數的數列。 

 

利用引理 11.1，可將圖 4的第 2列 )3,2,1,5,1,2,3,(1 轉換成圖 38。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 38 

 

從定理 9.1可知本研究的n層結構，第二列數列的週期為 1n 。再依據引理 11.1，給定凸 1n

多邊形可以分割成 1n 個三角形。每個三角形剛好是 3個頂點。 

 

得到 

 

定理 11.2(第 2列的不變量) 
給定n層結構，第 2列的連續 1n 個數字和為 33 n 。 
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再考慮R 轉換和 L轉換都是對射的轉換，定理 11.2所提到的不變量不受R 轉換和 L轉換的影

響，還是維持新的梯形結構任何一列，連續 1n 個數字和為 33 n 。 

 

得到 

 

定理 11.3 
給定n層結構，經過R 轉換後，新的梯形結構任何一列，連續 1n 個數字和為 33 n 。 

給定n層結構，經過 L轉換後，新的梯形結構任何一列，連續 1n 個數字和為 33 n 。 

 

 

請考慮演算方法 6.1找尋存在性的方法，及引理 11.1，可得到 

 

定理 11.4 

給定 3n 層的梯形結構，第 2列任意一個數字可填入的上界為 1n 。 

【證明】 

給定 n層結構，給定一個頂點，為了要讓該點內接三角形個數達到最大，必須由該點和其他

2n 個頂點作 2n 條對角線，則內接三角形為 1n 個。也就是此 1n 個自然數的極大值為

1n 。 

此時，內接 1個三角形的頂點有 2個，內接 2個三角形的頂點有 )2( n 個，內接 1n 個三角

形的頂點有 1個。 

□ 

 

請注意多邊形的頂點內接三角形個數至少要 1個，筆者會有 

 

1
1

)1(3






n

n
， 133  nn ， 2n 。 

 

得到，Frieze Patterns退化情形，即 

 

事實 11.5 

當 1n ，筆者可以規定每逢第 14 k 列填入全部填入 1， 

                         第 14 k 列全部填入-1， 

                         每個偶數列都填入 0， 

         就可以得到式子(1)的條件。 

當 2n ，筆者必須要定義第-1列及第 3列全部填入 0，方可以得到式子(1)的規定。 

         此時，第 1列全部填入 1，而第 2列填入三角形的內接三角形頂點的個數。 

         也就是，三角形每個頂點都是 1個的時候，得到 2層的結構。只有一組，週期是 1。 
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請考慮表 1，在自然數體系，質數只有兩個正因數，得到 

 

定理 11.6 
給定 n層結構 

1.若 1n 是質數時，則給定 n層的週期均為 1n 。 

2.若 41n 不是質數時，則給定 n層的週期為 1n 或是 1n 的因數。 

 

定理 11.7 
給定 n層結構，若結構出現小週期 dl ，則 dln d 1 ，其中， dl 及 Nd 。 

此時，第 2列數字讀週期
d

n
ld

1
 ，這些連續 dl 的數字中最小值為 1， 

      第 2列任意連續 dl 的整數和為
d

n )1(3 
。 

 

 

表 1、3層至 8層數學結構的週期 

n層 )(nS  1n  原始數學結構中第 2列數字出現比 1n 小的週期 

3 1 4  

4 1 5，質數  

5 4 6 (1，3)，          (1，3，2)，       (1，2，3) 

6 6 7，質數  

7 19 8 (1，2，2，4)，    (1，2，3，3)，    (1，3，1，4) 

(1，3，3，2)，    (1，4，2，2) 

8 49 9 (1，2，4)，       (1，4，2) 
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再考慮定理 11.2，得到 

 

定理 11.9(非同構組數的上界) 

43)(  n

nCnS 。 

【證明】 

第一部分，直觀觀察， 1)3( S ， 1)4( S ， 4)5( S ， 6)6( S ， 19)7( S 。 

第二部分，當 3n ，第 2列中任意連續 1n 個數字和為 33 n 。 

          連續 1n 個自然數和是 33 n 的組合，則 1n 個非負整數和為 

                        42)1(33  nnn 。 

                                43)(  n

nCnS 。得証。 

□ 

 

再考慮將  n

jn

n

jn

n

j

n

j

n

j GGGGG ,,1,3,2,1 ,...,  填入第 j 行。由通則 2.2及定理 6.4得知， 

n

jn

n

jn

n

jn GGG ,,2,1  ， 

)1( ,2,1 

n

jn

n

jn GG  

                           1,2,1  

n

jn

n

jn GG 或 1,2,1  

n

jn

n

jn GG ， 

 

即， 

 

                n層梯形結構，將  n

jn

n

jn

n

j

n

j

n

j GGGGG ,,1,3,2,1 ,...,,  填入第 j 行， 

                              若 1,2,1  

n

jn

n

jn GG ，則    nSnS 1 ； 

                              若 1,2,1  

n

jn

n

jn GG ，則    nSnS 1 。 

 

規定 

 

定義 11.10 
    )1(  nSnSnU 。 

 

研究題目 1.1的n層結構非同構的組數問題等價於研究 )(nU 問題。 
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 壹拾貳、以MinMax 方法尋找代表數列 

 

當筆者沒有得到 Conway和 Coxeter引理時，討論非同構組數，需要克服兩個問題 

第一個問題：是否同構? 

            筆者利用 R 轉換和 L轉換得到同構判斷準則 10.2。 

第二個問題：如何建構 Frieze Patterns? 

            筆者利用定理 6.2，從生成數列填入自然數。同時，使用電腦生成梯形結構

時，可以利用定理 8.2，給定第一行的生成數列填入自然數，若其生成的第二

行全部出現自然數，則可構成數學結構。 

            為了使用窮舉法，必須利用生成數列特性，對於 ,

,

n

jiG 的數值，有所規範。 

 

先討論「代表數列」。 

 

觀察圖 4，第 1個生成數列取最大值為 3，第 2個生成數列取最大值為 5， 

          第 3個生成數列取最大值為 3，第 4個生成數列取最大值為 4， 

          第 5個生成數列取最大值為 5，第 6個生成數列取最大值為 2， 

          第 7個生成數列取最大值為 5，第 8個生成數列取最大值為 4， 

取這些最大值 4}525435{3 、、、、、、、 中的最小值為 2。 

此時，最小值為 2位置所在的生成數列(1、1、1、2、1、1、1)。 

 

即， 

 

圖 4的代表數列為(1、1、1、2、1、1、1)， 如圖 39，綠色框框。。 

 

 

  

 

 

 

 

 

圖 39 

 

觀察， 53  n ，n層數學結構的代表數列，如附錄三。 
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建構 

 

演算方法 12.1(minmax 方法) 
第一步：找出n層數學結構全部的非同構梯形結構。 

第二步：尋找n層第 k 個數學結構第 j 列生成數列最大值，記為為 n

jke ， 。 

第三步：將n層第 k 個數學結構的 n

jke ， 數值中選擇最小值，記為 n

ke 。 

第四步：比較 knG , 的大小，其步驟如下 

        將給定n層所有的代表數列列出。 

        依通則 2.2，生成數列的第 1個數字與第n個數列都需要填入 1，不做比較。 

        先比較代表數列的第 2個數字大小，由小排到大， 

        再比較代表數列的第 3個數字大小，由小排到大， 

        依序重覆比較代表數列第 i 個數字大小，由小排到大。 

        給定n層第 k 個大小的代表數列，記為 knG , 。 

 

得到 

 

             代表數列 1,3G =（1、1、1）， 3

1e =1。 

             代表數列 1,4G =（1、1、1）， 4

1e =1。 

             代表數列 1,5G =（1、1、1、1、1）， 5

1e =1。  

             代表數列 2,5G =(1、1、1、2、1)， 5

2e =2。   

             代表數列 3,5G =(1、1、2、1、1)， 5

3e =2。    

             代表數列 4,5G =(1、2、1、1、1)， 5

4e =2。    
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考慮 6層代表數列， 

 

              代表數列 1,6G =(1、1、1、1、1、1)， 6

1e =1。 

              代表數列 2,6G =(1、1、1、1、2、1)， 6

2e =2。 

              代表數列 3,6G =(1、1、1、2、1、1)， 6

3e =2。 

              代表數列 4,6G =(1、1、2、1、1、1)， 6

4e =2。 

              代表數列 5,6G =(1、2、1、1、1、1)， 6

5e =2。 

              代表數列 6,6G =(1、2、1、1、2、1)， 6

6e =2。                              (7) 

 

請注意式子 7，發現：  

                    6,6

6

6,6

ii GG  ， 61  i                                         (8) 

                    6,6G =(1、2、1、1、2、1) (1、2、5、8、3、1)。              (9) 

                    式子 9，(1、2、5、8、3、1)。由費氏數列交錯填入。 
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考慮 7層代表數列， 1,7G =(1、1、1、1、1、1、1)， 7

1e =1；                         (10) 

                  2,7G =(1、1、1、1、1、2、1)， 7

2e =2； 

                  3,7G =(1、1、1、1、2、1、1)， 7

3e =2； 

                  4,7G =(1、1、1、1、2、3、1)， 7

4e =3； 

                  5,7G =(1、1、1、1、3、2、1)， 7

5e =3； 

                  6,7G =(1、1、1、2、1、1、1)， 7

6e =2；                         (11) 

                  7,7G =(1、1、1、2、1、2、1)， 7

7e =2； 

                  8,7G =(1、1、2、1、1、1、1)， 7

8e =2； 

                  9,7G =(1、1、2、1、2、1、1)， 7

9e =2； 

                  10,7G =(1、1、2、1、1、2、1)， 7

10e =2； 

                  11,7G =(1、2、1、1、1、1、1)， 7

11e =2； 

                  12,7G =(1、2、1、1、2、1、1)， 7

21e =2； 

                  13,7G =(1、2、1、2、1、1、1)， 7

31e =2； 

                  14,7G =(1、2、1、1、1、2、1)， 7

41e =2； 

                  15,7G =(1、2、1、2、1、2、1)， 7

51e =2； 

                  16,7G =(1、2、3、1、1、1、1)， 7

61e =3； 

                  17,7G =(1、2、1、1、2、3、1)， 7

71e =3； 

                  18,7G =(1、3、2、1、1、1、1)， 7

81e =3； 

                  19,7G =(1、3、2、1、1、2、1)， 7

91e =3。                     (12) 

請注意 

 

                  式子 10就是圖 9的結構的代表數列。 

                  式子 11就是圖 4的結構的代表數列。 

                  式子 12的結構，編號為第 7層第 19個代表數列。 

 

依定理 8.1，定理 8.4、定理 8.6及判斷準則 10.2，透過轉換，發現代表數列的數值可以和

第 2列的數值發生對射。 

 

得到 

 

定理 12.2 
給定 n層結構，給定第 k 組的結構，其代表數列存在且唯一。 
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壹拾参、費氏數列 

 

再考慮式子 12，觀察 19,7G 所形成的結構，給筆者幾個訊息 

 

    19)7( S 。                                                           (13) 

    19,7G =(1、3、2、1、1、2、1)（1、2、5、13、8、3、1）。                (14) 

    數列（1、2、5、13、8、3、1）分別由 2、3、5、8、13交錯排列。          (15) 

    7

91e =3，3為費氏數列第 4個數字。                                       (16) 

 

規定 )(nF 為費氏數列第 n個數字，且 1)2()1(  FF ，依式子 13、式子 14及式子 15， 

 

發現 

 
19,7G =(1、3、2、1、1、2、1)（ )2(F 、 )4(F 、 )3(F 、 )1(F 、 )1(F 、 )3(F 、 )2(F ） 

 

筆者將使用費氏數列填入 kG ,7 以建構數學結構，並使用下列已知的 Cassini恆等式，其證明

方式為已知，如附錄五。  

 

定理 13.1 
1)1()1()1()()(  nnFnFnFnF ，其中， 0)0( F ， 1)2()1(  FF 。 

 

定理 13.2 
1)1()1()2()()3(  nnFnFnFnF ，其中， 0)0( F ， 1)2()1(  FF 。 

 

定理 13.3 
1)1()2()2()()4(  nnFnFnFnF ，其中， 0)0( F ， 1)2()1(  FF 。 
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壹拾肆、Fibonacci Freize Patterns 

 

規定 

 

定義 14.1 

給定 n層結構，{ n

ke ； )(1 nSk  }中的最大值為 )(ne 。 

 

也就是 

 

定理 14.2 
n

nSene )()(  。 

 

為方便討論 knG , ，規定 

 

定義 14.3 

knG , 第 i 列第 j 行為 kn

jiG ,

, 。 

 

利用定理 8.2，給定第一行的生成數列填入自然數，若其生成的第二行全部出現自然數，則

可構成數學結構。 

依式子 13、式子 14及式子 15，考慮以交錯填入費氏數列得到一個數學結構。 

即，新填入 kn

jiG ,

, ，如表 2， 

當 14  ln ，則新填入 14,14

, )2(   l

k

kl

jl elFG 。 

當 ln 4 ，  則新填入 l

k

kl

jl

kl

jl elFGG 4,4

,

,4

,3 )2(  。 

當 14  ln ，則新填入 14,14

,1 )12( 

  l

k

kl

jl elFG 。 

當 24  ln ，則新填入 14,24

,1

,24

,23 )12( 





  l

k

kl

jl

kl

jl elFGG 。 
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表 2、 kn

jiG ,

,  

14 l  l4  14 l  24 l  34 l  

 2F   2F   2F   2F   2F  

 4F   4F   4F   4F   4F  

 6F   6F   6F   6F   6F  

 8F   8F   8F   8F   8F  

… 
…  … … 

 lF 2   lF 2   lF 2  

 lF 2   lF 2   12 lF   12 lF   22 lF  

… … … … 
 12 lF  

… 

 7F   7F   7F   7F   7F  

 5F   5F   5F   5F   5F  

 3F   3F   3F   3F   3F  

 1F   1F   1F   1F   1F  

 1F   1F   1F   1F   1F  

 3F   3F   3F   3F   3F  

 5F   5F   5F   5F   5F  

 7F   7F   7F   7F   7F  

… … … … … 

 12 lF   12 lF   12 lF   12 lF  

 12 lF   lF 2   lF 2   12 lF   12 lF  

… … … 
 lF 2   lF 2  

… … 

 8F   8F   8F   8F   8F  

 6F   6F   6F   6F   6F  

 4F   4F   4F   4F   4F  

 2F   2F   2F   2F   2F  
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由表 2，我們的到一個代表數列由費氏數列交錯填入的數學結構，先說明演算方法如下，再

證明該演算方法所構成的結構是存在，最後，證明這個演算方法所構成的結構就是 )(, nSnG 。 

 

演算方法 14.4 

kn

jiG ,

, 的建構方法，分成四個部份，同時，規定 kn

jG ,

,1 =1= kn

jnG ,

, ， Nj 。 

第一部份：當 14  ln ， Nl 。 

          當 3n ， )3(,3

,

S

jiG =(1、1、1)=( )2(F 、 )1(F 、 )1(F )。 

          當 714  ln 時，設 li 1 ， kn

jiG ,

, = )2( iF 。                       (17) 

                           設 lil 21  ， kn

jiG ,

, = )1)2(2(  ilF 。            (18) 

                           設 lil 312  ， kn

jiG ,

, = )1)2(2(  liF 。           (19) 

                           設 1413  lil ， kn

jiG ,

,  = ))4(2( ilF  。          (20) 

 

第二部份：當 ln 4 ， Nl 。 

          當 4n ， )4(,4

,

S

jiG =(1、1、1、1)=( )2(F 、 )1(F 、 )1(F 、 )2(F )。 

          當 84  ln 時，設 li 1 ， kn

jiG ,

, = )2( iF 。                          (21) 

                         設 lil 21  ， kn

jiG ,

, = )1)2(2(  ilF 。              (22) 

                         設 lil 312  ， kn

jiG ,

, = )1)2(2(  liF 。             (23) 

                         設 lil 413  ， kn

jiG ,

, = ))14(2(  ilF 。             (24) 
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第三部份：當 14  ln ， Nl 。 

          當 5n ， )5(,5

,

S

jiG =(1、2、1、1、1)=( )2(F 、 )3(F 、 )1(F 、 )1(F 、 )2(F )。 

          當 914  ln ，設 li 1 ， kn

jiG ,

, = )2( iF 。                         (25) 

                         設 121  lil ， kn

jiG ,

, = )3)2(2(  ilF 。           (26) 

                         設 1322  lil ， kn

jiG ,

, = )1)2(2(  liF 。          (27) 

                         設 1423  lil ， kn

jiG ,

, = ))24(2(  ilF 。         (28) 

第四部份：當 24  ln ， Nl 。 

          當 6n ， )6(,6

,

S

jiG =(1、2、1、1、2、1)=( )2(F 、 )3(F 、 )1(F 、 )1(F 、 )3(F 、 )2(F )。 

          當 1024  ln ，設 11  li ， kn

jiG ,

, = )2( iF 。                    (29) 

                         設 122  lil ， kn

jiG ,

, = )3)2(2(  ilF 。          (30) 

                         設 2322  lil ， kn

jiG ,

, = )1)2(2(  liF 。         (31) 

                         設 2433  lil ， kn

jiG ,

, = ))34(2(  ilF 。         (32) 

□ 
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定理 14.5 

依演算方法 14.4填入的 knG , 可以可以建構一個數學結構。 

【證明】 

想證明 NG kn

ji 

,

1, ， ni 1 。 

依演算方法 14.4，規定 kn

jG ,

1,1  =
kn

jnG ,

1,  =1= )2(F = )1(F N 。 

分成四部份討論：利用依演算方法 14.4建構的 lnG , ，再利用定理 13.1、定理 13.2及定理 13.3，

分別證明 kn

jiG ,

1,  以費氏數列交錯填入。 

第一部份：當 14  kn ， Nk 。 

          當 3n ， )3(,3

1,

S

jiG  =(1、2、1)=( )1(F 、 )3(F 、 )2(F )。 

          當 714  kn ，設 11  ki ， kn

jiG ,

1,  = )2( iF N 。 

                         設 22  kik ， kn

jiG ,

1,  = )1)2(2(  ikF N 。 

                         設 1312  kik ， kn

jiG ,

1,  = )1)2(2(  kiF N 。 

                         設 1413  kik ， kn

jiG ,

1,  = ))4(2( ikF  N 。 
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第二部份：當 kn 4 ， Nk 。 

          當 4n ， )4(,4

1,

S

jiG  =(1、2、3、1)=( )1(F 、 )3(F 、 )4(F 、 )2(F )。 

          當 84  kn ，設 11  ki ， kn

jiG ,

1,  = )2( iF N 。 

                       設 22  kik ， kn

jiG ,

1,  = )1)2(2(  ikF N 。 

                       設 1312  kik ， kn

jiG ,

1,  = )1)2(2(  kiF N 。 

                       設 kik 43  ， kn

jiG ,

1,  = ))14(2(  ikF N 。 

第三部份：當 14  kn ， Nk 。 

          當 5n ， )5(,5

1,

S

jiG  =(1、2、5、3、1)=( )1(F 、 )3(F 、 )5(F 、 )4(F 、 )2(F )。 

          當 914  kn ，設 11  ki ，  kn

jiG ,

1,  = )2( iF N 。 

                         設 22  kik ， kn

jiG ,

1,  = )1)2(2(  ikF N 。 

                         設 kik 312  ， kn

jiG ,

1,  = )1)2(2(  kiF N 。 

                         設 143  kik ， kn

jiG ,

1,  = ))24(2(  ikF N 。 

第四部份：當 24  kn ， Nk 。 

          當 6n ， )6(,6

1,

S

jiG  =(1、1、2、5、3、1)=( )1(F 、 )1(F 、 )3(F 、 )5(F 、 )4(F 、 )2(F )。 

          當 1024  kn ，設 11  ki ， kn

jiG ,

1,  = )2( iF N 。 

                          設 12  kik ， kn

jiG ,

1,  = )1)2(2(  ikF N 。 

                          設 132  kik ， kn

jiG ,

1,  = )1)2(2(  kiF N 。 

                          設 2423  kik ， kn

jiG ,

1,  = ))34(2(  ikF N 。 

所有的 kn

jiG ,

1,  都是費氏數列交錯排列。而費氏數列均為自然數。 

再依定理 8.2，給定第一行的生成數列填入自然數，若其生成的第二行全部出現自然數，則

可構成數學結構。得證。 

□ 
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觀察n層結構，得到 

 

定理 14.6 

演算方法 14.4所建構的數學結構 knG , = )(, nSnG 。 

【證明】 

觀察 73  n ，得到n層結構的代表數列 

3層只有 1組非同構， 1,3G =（1、1、1）=（ )2(F 、 )1(F 、 )1(F ）。 

4層只有 1組非同構， 1,4G =（1、1、1、1）=（ )2(F 、 )1(F 、 )1(F 、 )2(F ）。 

5層有 4組非同構，  4,5G =(1、2、1、1、1) =（ )2(F 、 )3(F 、 )1(F 、 )1(F 、 )2(F ）。 

6層有 6組非同構，  6,5G =(1、2、1、1、2、1) =（ )2(F 、 )3(F 、 )1(F 、 )1(F 、 )3(F 、

)2(F ）。 

7層有 19組非同構，  19,7G =(1、3、2、1、1、2、1)  

                         =（ )2(F 、 )4(F 、 )3(F 、 )1(F 、 )1(F 、 )3(F 、 )2(F ）。 

假設 lkn  4 ，均可以讓 knG , = )(, nSnG 。 

              當 lkn  )1(4 ，可以依表 2的方式填入。 

再依照定理 13.1、定理 13.2、定理 13.3及定理 36，新填入的費氏數列為最大值。 

依照數學歸納法，得證。 

□ 

 

可仿照定理 14.5的證明過程，再依照定理 13.1、定理 13.2及定理 13.3，得到 

 

定理 14.7 

代表數列 )(, nSnG 所建構的數學結構，均是以費氏數列的形式產生。 

 

由演算方法 14.4，得到依照定理 31、定理 12.2、定理 13.1，可見構一個結構。也就是， 

 

演算方法 14.8 
一個以費氏數列交錯填入的生成數列可以形成一個數學結構。 

第一步，給定 n層結構， 第 1列數字及第 n列數字均填入數字 1。 

第二步，當 






 


2

1
2

n
i ，第 i 個數字填入 ))1(2( iF 。 

第三步，當 11
2

1








 
ni

n
，第 i 個數字填入 )1)(2(  inF 。 
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定義 14.9 

依照演算方法 14.8所建構的生成數列，記為 knMaxG , 。 

 

比較演算方法 14.4所構造 )(, nSnG 及演算方法 14.8所構造的結構 knMaxG , 。 

規定由左而右數行數，越右邊則行數越大。發現 

 

事實 14.10 

設 )(, nSnG 位於第 n層第 )(nS 個結構第 j 行， )(, nSnMaxG 位於第 n層第 k 個結構第m 行，則 

當 312  kn 時，一個小周期為 k ， 






 


2

1k
jm 。 

當 42  kn 時，  一個周期為 1n ， kk
jm )1(

2









 。 

 

事實 14.11 

)(, nSnMaxG = knMaxG ,


)(, nSnG 。 

 

觀察 73  n 的結構，如附錄六，利用演算方法 14.8，一個以費氏數列交錯填入的生成數列

可以形成一個數學結構。 

 

發現 

 

猜想 14.12 

給定 n層數學結構中，任意一個位置，其數值最大為 )(nF 。 
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得到 

 

定理 14.13 

)(ne = n

nSe )( = )
2

1
( 




 n
F ，其中， )

2

1
( 




 n
F 為第 




 

2

1n
個費氏數列，且 1)2()1(  FF 。 

【證明】 

直觀觀察得到， 1)4()3(  ee ， 2)6()5(  ee ， 3)8()7(  ee ， 

規定 1)2()1(  FF ，如表 2，得到 

當 314  kn ，填 )2( kF 到 )(,

,

nSn

jkG ， ne = n

nSe )( = )2( kF 。 

當 44  kn ，   填 )2( kF 到 )(,

,3

nSn

jkG ， ne = n

nSe )( = )2( kF 。 

當 514  kn ，填 )12( kF 到 )(,

,1

nSn

jkG  ， ne = n

nSe )( = )12( kF 。 

當 624  kn ，填 )12( kF 到 )(,

,13

nSn

jkG  ， ne = n

nSe )( = )12( kF 。 

□ 

 

定理 14.14 
)(ne = )4()2(  nene ， 7n ，且 1)2()1(  FF 。 

【證明】 

當 712  kn ， )(ne = )
2

1
( 







 n
F = )

2

112
( 







 k
F = )1( kF ； 

               )2( ne = )
2

21
( 







 n
F = )

2

222
( 







 k
F = )(kF ； 

               )4( ne = )
2

41
( 







 n
F = )

2

422
( 







 k
F = )1( kF ； 

               此時， )1( kF = )(kF + )1( kF ，即， )(ne = )4()2(  nene 。 

當 82  kn ，  )(ne    = )
2

1
( 







 n
F = )

2

12
( 







 k
F = )(kF ； 

               )2( ne = )
2

21
( 







 n
F = )

2

212
( 







 k
F = )1( kF ； 

               )4( ne = )
2

41
( 







 n
F = )

2

412
( 







 k
F = )2( kF ； 

               此時， )(kF = )1( kF + )2( kF ，即， )(ne = )4()2(  nene 。 

□ 
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嘗試不使用 Conway和 Coxeter引理，要把所有可能的結構找出來。對於生成數列，其間的數

值必須要有所限制。下列的演算方法，提出一個可以遵循的規則。 

 

演算方法 14.15 

給定 n層結構，做電腦的窮舉法填入代表數列，對於 kn

jiG ,

, 的填入方法如下 

1.通則 2.2： kn

jG ,

,1 =1= kn

jnG ,

, 。 

2.定理 6.3：gcd ( kn

jiG ,

, ， kn

jiG ,

,1 )=1，其中， 22  ni 。 

4.定理 6.4： N
G

GG
kn

ji

kn

ji

kn

ji


 

,

,

,

,1

,

,1
。 

5.定理 8.2：給定第一行的生成數列填入自然數，若其生成的第二行全部出現自然數，則可

構成數學結構。 

6.判斷準則 10.2：兩個相異的生成數列可以構成兩個數學結構。若這個兩個相異的生成數列

經過R 轉換後，新的數列的數值前後順序相同，則這兩個相異的生成數列所構成

的數學結構相同。 

7.定理 14.13：當 12  ni ，則 






 


2

1
1 ;,

,

n
FG kn

ji ，其中， )
2

1
( 







 n
F 為第 







 

2

1n
個費氏數

列。 
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壹拾伍、 )(, nSnGL 圖案 

 

再透過 Conway和 Coxeter引理，討論 )(, nSnGL 所建構的圖案。規定 

 

定義 15.1 

)(, nSnG 所形成數學結構對應的第 2列以某一個 1開始連續 1n 個數列稱為 )(, nSnGL 。 

 

也就是規定， )(, nSnGL = )(,

,2

nSn

jG ，其中，第 2列是以某一個 1開始的連續 1n 個數字。 

)(, nSnG 及 )(, nSnGL Freizer圖案分成四部分討論： 

 

當 14  ln 時的 )(, nSnG 及 )(, nSnGL ，如下 

   設 314  ln ， )3(,3 SG (1、1、1)， )3(,3 SGL =(1、2、1、2)，如圖 39。 

   設 714  ln ， S(7),7G =(1、3、2、1、1、2、1)， 

                  7)(,7 SGL =(1、2、3、3、1、2、3、3)，如圖 40。 

   設 1114  ln ， S(n), nG 的表現方式如式子 17、式子 18、式子 19及式子 20。 

                  n)(,SnGL 的表現方式為 2個小週期，每個小週期是先依序填入 1及 2，再

連續填入 22 l 個 3。合計 n)(,SnGL 有 2個 1，2個 2及 44 l 個 3。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

        圖 39 

 

                                                              圖 40 
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當 ln 4 時的 )(, nSnG 及 )(, nSnGL ，如下 

   設 44  ln ， )4(,4 SG (1、1、1、1)， 

                )4(,4 SGL =(1、3、1、2、2)，如圖 41。 

   設 84  ln ， S(8)8,G =(1、3、2、1、1、2、3、1)， 

               S(8)8,GL =(1、3、3、3、1、2、3、3、2)，如圖 42。 

   設 124  ln ， S(n), nG 的表現方式如式子 21、式子 22、式子 23及式子 24。 

                n)(,SnGL 的表現方式為 2種方式 

                      (1) 先填 1個 1，再填 12 l 個 3。 

                      (2) 先填 1、2，再填 22 l 個 3，最後再填 2。 

 

 

 

 

 

 

 

 

     圖 41 

 

                                                             圖 42 
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當 14  ln 時的 )(, nSnG 及 )(, nSnGL ，如下 

   設 514  ln ， )5(,5 SG (1、2、1、1、1)， 

                  )5(,5 SGL =(1、3、2、1、3、2)，如圖 43。 

   設 914  ln ， S(9)9,G =(1、3、5、2、1、1、2、3、1)， 

                  9)(,9 SGL =(1、3、3、3、2、1、3、3、3、2)，如圖 44。 

   設 1314  ln ， S(n), nG 的表現方式如式子 25、式子 26、式子 27及式子 28。 

                  n)(,SnGL 的表現方式為 2個小週期，每個小週期是先依序填入 1，再連續

填入 12 l 個 3，最後再填入 2。合計 n)(,SnGL 有 2個 1，2個 2及 24 l 個

3。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

          圖 43   

 

                                                             圖 44 
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當 24  ln 時的 )(, nSnG 及 )(, nSnGL ，如下 

   設 624  ln ， )6(,6 SG (1、2、1、1、2、1)， 

                  )6(,6 SGL =(1、3、3、1、2、3、2)，如圖 45。 

   設 1024  ln ， S(10)10,G =(1、3、5、2、1、1、2、5、3、1)， 

                  10)(,10 SGL =(1、3、3、3、3、3、1、2、3、3、3、3、3)，如圖 46。 

   設 1424  ln ， S(n), nG 的表現方式如式子 29、式子 30、式子 31及式子 32。 

                  n)(,SnGL 的表現方式為 2種方式 

                      (1) 先填 1個 1，再填 l2 個 3。 

                      (2) 先填 1個 1，再填 2，再填 12 l 個 3最後填入 1個 2。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

         圖 45                                                  圖 46 
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得到 

 

演算方法 15.2 

對於 )(, nSnGL 所形成的 Freizer圖案，分成兩種填入方法填入第 2列： 

奇數 312  ln ，分成兩部分，這兩部分均相同，小週期為 l
n




2

1
。 

                 每部分的填法，先填 1；2，再填 1l 個 3。 

偶數 42  ln ，   分成兩部分，週期總和為 121  ln 。 

                 第一部分，先填入 1，2，再填入 2l 個 3，最後填入 2。 

                 第二部分，先填入 1，再連續填入 1l 個 3。 

 

再比較 n層結構，針對 1,nG 與 )(, nSnG 所構成的結構，得到表 3的比較。 

 

表 3、 1,nG 與 )(, nSnG 的比較 

 1,nG  )(, nSnG  

代表數列 
由 n個 1構成 1,nG 。 

演算方法 14.4，將費氏數列交錯填入代

表數列，如表 2所示，構成 )(, nSnG 。 

第 2列 依演算方法 6.1，先擺 1，然後擺 2連

續 2n 次，再放一個 1，最後擺一個

1n ，填入第 2列， 1,nGL 。 

如上述的演算方法 15.2，分成兩種填入

方法填入第 2列 )(, nSnGL 。 
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壹拾陸、代表數列的衍化 

 

考慮由 n層代表數列升階到 1n 層代表數列的變化情形。 

 

考慮 3層衍化至 4層， 

     )3(,3 SG =(1、1、1)， 1)4( e ， 

     此時，1填入 )3(,3 SG 任何 1個 1均相同。 

     因此， kG ,4 只有 1組，而實際上 1,4G =(1、1、1、1)= )4(,4 SG 。 

 

考慮 4層衍化至 5層， 

     kG ,4 只有 1組，而實際上 )4(,4 SG =(1、1、1、1)。 2)5( e ， 

     此時，填入 )4(,4 SG 任何 1個 1均相同，也就是， 

           1,5G =(1、1、1、1、1)，如附錄圖 7                              (33) 

     再考慮 2)5( e ，2可以填入 )4(,4 SG =(1、1、1、1)中間，有 3處。 

     因此， 2,5G =(1、1、1、2、1)，如附錄圖 8。                            (34) 

           3,5G =(1、1、2、1、1)，如附錄圖 9。                            (35) 

           4,5G =(1、2、1、1、1)，如附錄圖 10。                           (36) 

     5層結構，總共有 4組，而 4,5G =(1、2、1、1、1)= )5(,5 SG 。 

 

再考慮 5層衍化至 6層， 2)6( e ，再考慮定理 6.3， 給定生成數列，相鄰兩個數字互質。 

得到 

式子 34的 1,5G =(1、1、1、1、1)，可以填入 1個 1衍化出 

                              1,6G =(1、1、1、1、1、1)，如附錄圖 11。      (37) 
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式子 34的 1,5G =(1、1、1、1、1)，可以填入 1個 2衍化出 

                              2,6G =(1、1、1、1、2、1)，如附錄圖 12。      (38) 

                              3,6G =(1、1、1、2、1、1)，如附錄圖 13。      (39) 

                              4,6G =(1、1、2、1、1、1)，如附錄圖 14。      (40) 

                              5,6G =(1、2、1、1、1、1)，如附錄圖 15。      (41) 

式子 36， 4,5G ，填入第 2個 2，  6,6G =(1、2、1、1、2、1)，如附錄圖 16。      (42) 

或式子 34， 2,5G ，填入第 2個 2， 6,6G =(1、2、1、1、2、1)，如附錄圖 16。      (43) 

依式子 42及式子 43， 4,5G 及 2,5G ，透過 2種方式，得到 6,6G =(1、2、1、1、2、1)= )6(,6 SG 。 

事實上，6層結構有 6組。 

 

得到一個方法，在沒有引用 Conway和 Coxeter引理，可使代表數列由 n層衍化至 1n 層。 

 

演算方法 16.1(代表數列的衍化方法) 

第一步：給定 3n 層，在代表數列 kn

jiG ,

, 與 kn

jiG ,

,1 之間添加 1個自然數 l 。 

        其中， 11  ni ， )(1 nel  。 

第二步：檢查填入後新的代表數列，依照 

        定理 6.3，相鄰兩個數字互質。 

        定理 6.4， N
G

GG
kn

ji

kn

ji

kn

ji













,1

,

,1

,1

,1

,1 。 

        定理 8.2，連續兩個生成數列都是自然數，則這個結構會成立。 

                  也就是新的代表數列所生成後數列必須要是自然數。 

        判斷準則 10.2兩個相異的生成數列可以構成兩個數學結構。若這個兩個相異的生成

數列經過R 轉換後，新的數列的數值前後順序相同，則這兩個相異的

生成數列所構成的數學結構相同。 

                    此一判斷準則成立，則保證代表數列的唯一性。 

依上述方法，可使代表數列由 n層衍化至 1n 層。 
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壹拾柒、不變量 

 

依據引理 11.1(Conway和 Coxeter定理)，筆者可以得到 

給定n層結構，第 2列的連續 1n 個數字和為 33 n 。 

給定n層結構，經過R 轉換後，新的梯形結構任何一列，連續 1n 個數字和為 33 n 。 

給定n層結構，經過 L轉換後，新的梯形結構任何一列，連續 1n 個數字和為 33 n 。 

 

 

在本章節，筆者再提一個數量的不變量，如附錄五。 

發現當 73  n ，任意連續 1n 行，計算第 2列至第 1n 列， 

 

代表黃色 1的數量等於代表橘色 2的數量。 

 

考慮代表數列均為 1所填入的結構為 1,nG ，就是依照演算方法 6.1所建構的結構，得到 

 

定理 17.1 

1,nG 的任意連續 1n 個生成數列，只考慮第 2列到第 1n 列數值是 1的數量和數值是 2的數

量是相同。 

【證明】 

不失一般性，參考圖 9，得到 

11,

, n

jiG ， Ni 。只考慮第 3列到第 1n 列， 11,

, n

jiG ，數值是 1的數量為 2n 個。 

                  依 PMA2型特性，只考慮第 2列到第 1n 列，數值是 1的數也是 2n 個。 

                  合計數值是 1的數量是 42)22(  nn 。 

依演算方法 6.1，第 2列填入 2n 個 2且第 1n 列填入 2n 個 2。 

              即，2的數量為 42)22(  nn 。 

再考慮圖 9，當 13  nl ，只考慮第 2列到第 1n 列，數值是 l 各有 )(2 ln  個。 

得到，數值是 1的數量是 42 n 。 

      數值是 2的數量是 42 n 。 

得證。 

□ 
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再考慮 )(, nSnG Freizer圖案週期為 1n ，計算第 2列至第 1n 列。 

 

得到 

 

定理 17.2 

給定 n層數學結構中， )(, nSnG 任意連續 1n 個生成數列，只考慮第 3列到第 1n 列數值是 1

的數量和數值是 2的數量是相同。 

【證明】 

當奇數 312  ln 時， )(, nSnG 的小週期為
2

1n
。如圖 47。 

            給定一個小週期，屬於 2的數量比 1的數量多 1個的行數有 1行。 

            給定一個小週期，屬於 1的數量比 2的數量多 1個的行數有 1行。 

            給定一個小週期，屬於 1的數量比 2的數量等於 1個的行數有 1l 行。 

當偶數 42  ln 時，   )(, nSnG 的週期為 1n 。如圖 48。 

            給定一個週期，屬於 2的數量比 1的數量多 1個的行數有 2行。 

            給定一個週期，屬於 1的數量比 2的數量多 1個的行數有 2行。 

            給定一個週期，屬於 1的數量比 2的數量等於 1個的行數有 l 行。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 47 
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圖 48 

□ 

 

猜想 17.3 
給定 n層數學結構中，任意連續 1n 個生成數列，只考慮第 3列到第 1n 列數值是 1的數量

是 42 n ，同樣的，數值是 2的數量也是 42 n 。 
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壹拾捌、應用 

 

日常生活，身分證及信用卡都使用檢查碼確定資料是否正確。而在現實的時空，無線傳輸是

一種趨勢。 

以本研究所討論的結構，特別討論生成數列的特性，可以讓筆者利用不同非同構的生成數列

當作檢查碼。 

不失ㄧ般性， 7層的數學結構，筆者可以先送  1 ,2 ,1 ,3 ,2 ,1 ,1 數列當做資料最前面 7個數字。

再規定    1,,,,,,11 ,2 ,1 ,3 ,2 ,1 ,1 edcba ，且以  1,,,,,,1 edcba 當作最後 7個數字，當作檢查碼，

以確定如圖 49所示。 

本研究所建議的檢查碼措施，依據需要選擇取 n層結構的一個生成數列，當作最前面 n個數字

並以最後 n個數字。兩個同構的數列做檢查碼，其間的數字不需要使用 n的倍數資料，增加無

線傳輸的方便。 

同時，筆者可以利用本研究梯形結構生成數列，當作資料傳輸否正確的工具。 

 

 

 

 

 

 

 

圖 49 

 

實作結構。將圖 4的數字，透過顏色的對應與此結構，得到 Frieze Pattern的圖案。 

 

          如瓷磚的貼上，如圖 50。 

          如上下均為 1的淺藍色，夾著各式各樣的藍色，如圖 51。 

          圖 4係 7層結構，其週期為 8，把圖 4的結構畫成圓形，週而復始如圖 52。 

          給定 7層的結構，依照代表數列的順序，可以畫成圓形，如附錄七。 
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圖 50 

 

 

 

 

 

 

圖 51 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

圖 52 
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壹拾玖、結論 

 

一、存在性：  給定 n層結構，至少找到一種鋪滿的方式。 

二、研究策略：可從第 2列或任意連續兩行生成數列研究。 

三、倍數問題：藉由結構中各行或各列連續 3個數之間的倍數關係，與與梯形結構第 2列的

關係，發現「轉換」。 

四、互質問題: 在構造好的梯形中，任意斜向的連續二個數字互質。 

五、結構分析：以變數填入圖 4的梯形結構，發現結構的退化關係、對應關係、週期關係、

分式多項式結構、PMA2型。 

六、結構生成：第一行填入自然數，若第二行全部出現自然數，則可以構成數學結構。 

七、同構判斷：發現 R 轉換和 L轉換，可以當作是否同構的判斷準則。 

八、週期問題：給定 n層結構， n

jin

n

ji GG ,1,  ，其中， Ni       ，且 nj 1 。 

              若連續 1n 個數出現 d 個循環，則第 2列任意每隔
d

n 1
個整數總和

d

n )1(3 
。 

九、組數問題：考慮 n層結構，本研究透過各行的數字觀察、相鄰數字的互質與倍數關係討

論梯形結構的非同構組數問題。由第 2列連續 1n 個自然數和的不變量，發

現給定n層的非同構組數的上下界。 

              給定n層的非同構組數為  nS ，估算一個不等式，

43

3

2

1

1

3

2

23
)( 



 


 n

nn

n

n CC

C

n

C
nS ， 

十、代表數列：給定 n層，某一結構中，將各個生成數列最大值中找出最小值，此最小值所

在的生成數列為代表數列。 

              取 n層結構，針對各個代表數列排序，並命名為給定 n層第 k 結構中，該結構

的代表數列同時被命名為 knG , 。 

              給定 n層，以費氏數列交錯填入生成數列，可得到一個由費氏數列所組成的

代表數列。且該代表數列是 n層結構中，由小到大排列，第  nS 個代表數列。 

              給定 n層，第  nS 個代表數列最大值是 




 

2

1
(

n
F )。 

              其中， 












 

2

1n
F 為費氏數列第 




 

2

1n
個數字， 1)2()1(  FF 。 

十一、 )(, nSnG 所生成的結構中，最大的數值為  nF 。 

十二、本研究提出 )(, nSnG 的 Freizer圖案的演算方法。 

十三、不變量：  梯形結構第 2列中連續 1n 個數字總和的不變量為 )1(3 n 。 

                給定 73  n ，n層數學結構中，任意連續 1n 個生成數列，第 2列至第 1n

列數值是 1的數量和數值是 2的數量相同。 

十四、應用：   本研究數學結構的生成數列可以當作資料傳輸的檢查碼的應用。 
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附錄一、圖 4的 PMA2型的特性 

針對 7層結構，將數列  1,,,,,,1 edcba 填入第 1行，如附錄圖 1，得到： 

 

      對應關係如附錄事實 1，如圖 8的反射，。 

      退化關係如附錄事實 2。 

      週期關係如附錄事實 3，如圖 8的平移。 

      分式多項式結構如附錄事實 4。 

      

 

 

 

 

 

 

附錄圖 1 

 

得到 

 

附錄事實 1；（對應關係）： 

a和 e互相對應，b 和d 互相對應。 

 

考慮附錄圖 1，設 1e ，       由  1,,,,,,1 edcba 變成以  1,,,,,1 dcba 填入第一行，規定圖十

一第 6列均填入 1，刪除第 7列，構造 6層結構。 

考慮附錄圖 1，設 1 ed ，    由  1,,,,,,1 edcba 變成以  1,,,,1 cba 填入第一行規定圖十一第 5

列均填入 1，刪除第 6 列及第 7列，可以構造 5 層結構。 

考慮附錄圖 1，設 1 edc ， 由  1,,,,,,1 edcba 變成以  1,,,1 ba 填入第一行規定圖十一第 4

列均填入 1，刪除第 5列、第 6列第 7列，可以構造 4

層結構。 

考慮附錄圖 1，設 1 edcb ，由  1,,,,,,1 edcba 變成以  1,,1 a 填入第一行，第 3列均填入

1，刪除第 4列、第 5 列、第 6列第 7列，可以構造 4層

結構。 
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附錄事實 2（退化關係） 

當 7 4  n ，數列  1 ,, , , , ,1 1 ,11 ,41 ,31 ,2

n

n

nnn GGGG  填入第 1行，若可以構成n層梯形結構，且

11 ,1 

n

nG ，可以退化成 1n 層梯形結構。 

 

附錄事實 3（週期關係） 

由 7

1 ,2G 開始，數列的週期為 8，依序為 a 、
a

b 1
、

b

ca 
、

c

db 
、

d

ec 
、

e

d 1
、 e、

     
abcde

cadeecabeabcd 
。 

由 7

1 ,3G 開始，數列的週期為 8，依序為b、
ab

cabc 
、

bc

cdadab 
、

cd

debebc 
、

de

eccd 
、

d 、
   
abcd

cadeecabbcde 
、

   
bcde

cadeecababcd 
。 

由 7

1 ,4G 開始，數列的週期為 4，依序為 c、
abc

cdadabbcd 
、

   
bc

cadeecab 
、

cde

bcdebebcd 
。 

                                其中，7為奇數，則其週期為 




 

2

17
=4。 

由 7

1 ,5G 開始，數列的週期為 8，依序為d 、
   
abcd

cadeecabbcde 
、

   
bcde

cadeecababcd 
、b 、

ab

cabc 
、

bc

cdadab 
、

cd

debebc 
、

de

eccd 
。 

                               其中， 7

4,3

7

,5  jj GG ， 41  j 。 

由 7

1 ,6G 開始，數列的週期為 8，依序為 e、
     

abcde

cadeecabeabcd 
、 a 、

a

b 1
、

b

ca 
、

c

db 
、

d

ec 
、

e

d 1
。 

                                其中， 7

6,2

7

,6  jj GG ， 61  j 。 

 

附錄事實 4（分式多項式結構） 

圖 8的分式多項式，分母為變數的相乘，各變數為 1次式或是零次。且保證所有的分式多項

式的值是自然數。 
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附錄二、非同構組數的直觀觀察 

 

本研究，同構的章節曾經提到不考慮上下翻轉，梯形結構中， 

                            3層的組數是 1組； 1)3( S ，如附錄圖 2。 

                            4層的組數是 1組； 1)4( S ，如附錄圖 3。 

                            5層的組數是 4組； 4)5( S ，如附錄圖 4。 

 

 

 

 
附錄圖 2，3層梯形只有唯一一組 

 

 

 

 
附錄圖 3，4層梯形只有唯一一組 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

附錄圖 4、5層梯形有 4組 
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附錄三、給定 3層、4層及 5層結構代表數列 

 

給定 3層結構，只有 1組非同構結構。 

              週期為小週期為 2
2

13



。 

              生成數列(1、1、1) 

                    (1、2、1) 

              代表數列為附錄圖 5的黃色網底(1、1、1)。           附錄圖 5 

 

給定 4層結構，只有 1組非同構結構。 

              週期為 514  。 

              生成數列(1、1、1、1) 

                    (1、2、3、1) 

                    (1、2、1、1) 

                    (1、1、2、1) 

                    (1、3、2、1) 

              代表數列為附錄圖 6的黃色網底(1、1、1、1)。        附錄圖 6 

 

給定 5層結構，有 4組非同構結構。 

    第 1個結構，週期為 615  。 

              生成數列(1、1、1、1、1) 

                     (1、2、3、4、1) 

                     (1、2、3、1、1) 

                     (1、2、1、2、1) 

                     (1、1、3、2、1) 

                     (1、4、3、2、1)  

              代表數列 1,5G =（1、1、1、1、1）， 5

1e =1。           附錄圖 7 

   第 2個結構，週期為 3
2

15



。 

              生成數列(1、1、1、2、1) 

                     (1、2、5、3、1) 

                     (1、3、2、1、1)  

              代表數列 2,5G =(1、1、1、2、1)， 5

2e =2。            附錄圖 8
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   第 3個結構，週期為 2
3

15



。 

              生成數列(1、1、2、1、1) 

                     (1、3、2、3、1) 

              代表數列 3,5G =(1、1、2、1、1)， 5

3e =2。             附錄圖 9 

 

   第 4個結構，週期為 3
2

15



。 

              生成數列(1、2、1、1、1) 

                     (1、1、2、3、1) 

                     (1、3、5、2、1) 

              代表數列 4,5G =(1、2、1、1、1)， 5

4e =2。             附錄圖 10 
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附錄四、由數字 1與數字 2構成的生成數列 

 

本研究，代表數列的章節提到考慮圖 4的代表數列為(1、1、1、2、1、1、1)。 

筆者思考相鄰兩個數字，若只能限制數字 1與數字 2所構成的生成數列是否存在，得到 

 

附錄定理 5 

相鄰兩個數不能同時為 2的情況下，給定n層的生成數列可由數字 1和數字 2所形成。 

【證明】 

分五種情形討論，給定 n層，存在生成數列可以全部由數字 1或 2組成。 

        情形一：如演算方法 6.1的構造，筆者可以找到全部是 1的一個生成數列。 

以下四種情形假設 n

jiG , 、
n

jiG ,1 全部由數字 1或 2組成，給定 n

jiG 1,1  條件，求證 n

jiG 1,  為自然數。 

        情形二：給定 2,2 n

jG ， 1,3 n

jG ，依通則 2.2， NGn

j   11,2 ，如附錄圖 11。 

        情形三：給定 2  ,1 

n

jnG ， NaGn

jn   121 ,2 ，依通則 2.2， NaGn

jn   1,1 ， 

                如附錄圖 12。 

        情形四：給定 1, n

jiG ， 2,1 

n

jiG ， 1,2 

n

jiG ， NbGn

ji  1,1 ，其中， 12  ni 。 

                依通則 2.2， NbGn

ji    121, ， NbGn

ji    11,1 ，如附錄圖 13。 

        情況五，給定 2, n

jiG ， 1,1 

n

jiG ， 2,2 

n

jiG ， NcGn

ji  121,1 ，其中， 12  ni 。 

                依通則 2.2， NcGn

ji    1, ， NcGn

ji    121,1 ，如附錄圖 14。 

 

 

 

 

 

                   附錄圖 11                                  附錄圖 12 

 

 

 

 

 

                   附錄圖 13                                 附錄圖 14 

□ 
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附錄五、和本研究相關的費氏數列恆等式 

 

本研究使用 3個和費氏數列相關的定理，其證明為已知，列於本附錄。 

 

定理 13.1 
1)1()1()1()()(  nnFnFnFnF ，其中， 0)0( F ， 1)2()1(  FF 。 

【證明】 

使用數學歸納法 

當 1n 時，   2)1(1010111)0()2()1()1(  FFFF 。 

當 2n 時，   3)1(11092533)1()3()2()2(  FFFF 。 

當 kn  時，   假設 1)1()1()1()()(  kkFkFkFkF ，成立。 

          也就是， 1)1()1()1()()(  kkFkFkFkF 。   

當 1 kn 時， )()2()1()1( kFkFkFkF   

             = )())()1(()1()1( kFkFkFkFkF   

             = )()()()1()1()1( kFkFkFkFkFkF    

             = )()())()1(()1( kFkFkFkFkF   

             = )()()1()1( kFkFkFkF   

             =-( ))1()1()()(  kFkFkFkF  

             =-(-1) 1k  ，依據 kn  的假設。 

             = 11)1(  k 。 

依數學歸納法，得證。 

□ 
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定理 13.2 

1)1()1()2()()3(  nnFnFnFnF ，其中， 0)0( F ， 1)2()1(  FF 。 

【證明】 

當 0n 時， 1)1(111102)1()2()0()3(  FFFF ， 

當 1n 時， 2)1(11213)2()3()1()4(  FFFF ， 

設 kn  時， 1)1()1()2()()3(  kkFkFkFkF ，成立。 

   也就是， 1)1()1()2()()3(  kkFkFkFkF 。                         (18) 

當 1 kn ， )11()21()1()31(  kFkFkFkF  

           = )2()3()1()4(  kFkFkFkF  

           = ))()1(()3()1())2()3(( kFkFkFkFkFkF   

           = ))()3()1()3(()1()2()1()3( kFkFkFkFkFkFkFkF   

           = )()3()1()2( kFkFkFkF   

           =- ))1()2()()3((  kFkFkFkF  

           =- 1)1(  k ，依據 kn  的假設。 

           = 11)1(  k 。 

依數學歸納法，得證。 

□ 

 

定理 13.3 
1)1()2()2()()4(  nnFnFnFnF ，其中， 0)0( F ， 1)2()1(  FF 。 

【證明】 

))1()2(())2()3(()()4(  nFnFnFnFnFnF  

             = )1()2()2()2())1()2()(3(  nFnFnFnFnFnFnF  

             = )1()2()2()2()()(3(  nFnFnFnFnFnF  

             = )1()2()()3()2()2(  nFnFnFnFnFnF  

             = 1)1()2()2(  nnFnF ，依據定理 13.2。 

得證。 

□ 
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附錄六、連續 1n 行中第 2 列至第 1n 列數值 1 的數量和數值 2 的數量 

 

本部分，針對n層，連續 1n 行中第 2列至第 1n 列數值 1的數量和數值 2的數量的比較。 

        其中數值為 1的塗上黃色，數值為 2的塗上橘色。 

 

 

 

 

 

        附錄圖 15、3層                                     附錄圖 16、4層 

 

 

 

 

 

 

     附錄圖 17、5層第 1個結構                        附錄圖 18、5層第 2個結構 

 

 

 

 

 

 

     附錄圖 19、5層第 3個結構                        附錄圖 20、5層第 4個結構 

 

 

 

 

 

 

     附錄圖 21、6層第 1個結構                        附錄圖 22、6層第 2個結構 
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    附錄圖 23、6層第 3個結構                      附錄圖 24、6層第 4個結構 

 

 

 

 

 

    附錄圖 25、6層第 5個結構                      附錄圖 26、6層第 6個結構 

 

 

 

 

 

 

    附錄圖 27、7層第 1個結構                      附錄圖 28、7層第 2個結構 

 

 

 

 

 

 

    附錄圖 29、7層第 3個結構                      附錄圖 30、7層第 4個結構 

 

 

 

 

 

 

    附錄圖 31、7層第 5個結構                      附錄圖 32、7層第 6個結構 
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       附錄圖 33、7層第 7個結構                    附錄圖 34、7層第 8個結構 

 

 

 

 

 

 

 

        附錄圖 35、7層第 9個結構                    附錄圖 36、7層第 10個結構 

 

 

 

 

 

 

 

        附錄圖 37、7層第 11個結構                    附錄圖 38、7層第 12個結構 

 

 

 

 

 

 

        附錄圖 39、7層第 13個結構                    附錄圖 40、7層第 14個結構 

 

 

 

 

 

 

        附錄圖 41、7層第 15個結構                    附錄圖 42、7層第 16個結構 
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        附錄圖 43、7層第 17個結構                  附錄圖 44、7層第 18個結構 

 

 

 

 

 

 

 

        附錄圖 45、7層第 19個結構 
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附錄七、給定 7層， knG , 生成的圖形 

 

 

 

 

      附錄圖 46、 1,7G     附錄圖 47、 2,7G    附錄圖 48、 3,7G    附錄圖 49、 4,7G  

 

 

 

 

 

 

 

      附錄圖 50、 5,7G     附錄圖 51、 6,7G    附錄圖 52、 7,7G     附錄圖 53、 8,7G  

 

 

 

 

 

 

 

      附錄圖 54、 9,7G     附錄圖 55、 10,7G    附錄圖 56、 11,7G     附錄圖 57、 12,7G  

 

 

 

 

 

 

 

      附錄圖 58、 13,7G    附錄圖 59、 14,7G    附錄圖 60、 15,7G    附錄圖 61、 16,7G  

 

 

 

 

 

 

       附錄圖 58、 17,7G    附錄圖 59、 18,7G    附錄圖 60、 19,7G  
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附錄八、研究歷程 
 
截至 2015年 1月 30日，查閱科學教育館刊登的台灣國際科學展覽與全國科學展覽作品集，

除了作者本身所研究的「數字夾心餅」之外，尚沒有發現 Frieze patterns的任何數學形式

的研究。 

本研究所有的歷程，如下表比較。 

 

歷年來 Frieze patterns 研究歷程 

作品名稱 貼磁磚的工人 數字夾心餅 當 Frieze遇上 Fibonacci 

參加比賽 101學年度新北市

立中小學科學展覽

會 

第 54屆全國科展 2015年台灣國際科展 

發表時間 2013年 04月 28日 2014年 07月 21

日 

2015年 02月 05日 

1 dbca  2012年 10月 採納 採納 

存在性被證明 2012年 11月 採納 採納 

生成數列 2012年 11月 採納 採納 

相鄰整數互質 2012年 12月 採納 採納 

相鄰三個整數的

倍數問題 

2012年 12月 採納 採納 

「擬對稱姓」 2012年 12月 改成 PMA2型 改成 PMA2型 

週期 2013年 3月 

提出猜想 

2014年 6月 

提出證明 

採納 

轉換  2014年 4月 

提出證明 

採納 

新結構 

生成條件 

 2014年 4月 

提出證明 

採納 

是否同購的 

判斷條件 

 2013年 10月 

提出證明 

採納 

降階關係  2014年 2月 

提出證明 

採納 

 

接下頁 
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歷年來 Frieze patterns 研究歷程 

 

作品名稱 貼磁磚的工人 數字夾心餅 當 Frieze遇上 Fibonacci 

參加比賽 101學年度新北市

立中小學科學展覽

會 

第 54屆全國科展 2015年台灣國際科展 

發表時間 2013年 04月 28日 2014年 

07月 21日 

2015年 02月 05日 

代表數列  2014年 2月 

分析生成數列 

的最大值特性 

2014年 09月 

取 Minmax方法選出 

代表數列 

授課教授提出本

研究是 Frieze 

Patterns。 

 2014年 4月 

並提出第 2列連續

1n 個整數和

)1(3 n  

採納 

(第 1種不變量) 

給定 n層結構的

排序 

2013年 02月 

採生成數列的排序 

，可惜生成數列的排

序沒有遵循的原則 

沒有採納「貼磁磚

的工人」的排序，

也沒有在本版本

提出結構的排序 

2014年 09月 

以代表數列的數值 

規定 n層結構的排序 

Fibonacci 

frieze 

  2014年 10月 

代表數列排序的最後一個結構

全部都是由費式數列填入 

代表數列的 

衍化 

  2014年 10月 

第 2種不變量   2014年 10月 

第 2列至第 1n 列連續 1個週期

中 1的數量和填入 2的數量相同 
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附錄九、第 2列至第 1n 列 1的數量與 2的數量相同的猜想 

一、 1,nG  

如圖 9，可使用數學歸納法證明。詳細證明請參考，本研究作者於 101學年度新北市科展「貼

磁磚的工人」，第 9頁至第 11頁。 

 

二、 )(, nSnG  

如附錄 15、附錄 16、附錄 20、附錄 26、附錄 45，再依據定理 13.1、定理 13.2、定理 13.3，

得到第 2列至第 1n 列 1的數量與 2的數量相同，都是 42 n 個。 

 

三、代表數列由數值 1或數值 2所構成的情形 

 

 

 

 

 

附錄圖 61、
2,7G             附錄圖 62、

3,7G             附錄圖 63、
6,7G  

如附錄圖 61至附錄圖 63，2由原本的位置移向箭頭所指的位置。 

 

 

 



【評語】010049-評語 

本研究是討論 Frieze Patterns 的形式與建構；透過仔細的觀察

與適當的應用 Conway 及 Coxeter定理作深入的探討，獲得的結果

值得肯定。 

研究報告的表達仍有加強的空間，尤其很多性質都是以定理表

達，應可修正；另外，數學形式的報告仍有大幅改進的空間。 

  

010049-評語 
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