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作者簡介 

 

我是曾靖國，目前就讀於國立臺灣師範大學附屬高級中學高二 1346班。從小

就喜歡數學。 

小時候，爸爸就常教我數學，小學一年級時的老師，送了我一套數學問題的

書，國中時又有老師訓練我參加數學競賽，也養成我願意思考數學難題的習慣。 

高中因為讀的是數理資優班，加入數學專研，又經老師介紹到這個難題，就

決定投入研究。研究過程從一開始的暴力硬算，到後來為了解決圓奇數刀用牛頓

恆等式的解法，完全出乎我意料，相信日後學了更高深的數學一定能提出更好的

證法。 
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我是吳泓寬，目前就讀師大附中高二 1347 班。 

因為是數資班，所以從高一開始就開始上專研、做科展。當時我認為科展是

一種對於知識追求的呈現，一種人類富足後的後工業化時期的產物，比起寫競賽

題只是多了展示這個動作而已。再加上我們的題目算是老酒換新壺，有著一些學

長做的結果，以及證明的手法，還有身旁擁有國手實力的同儕在一旁研究，許多

難題馬上迎刃而解。 

但是到了高二，課業的壓力激增，我不禁在忙與閒之中徘徊，但我的信仰支

持著我，帶著我走過一路的風風雨雨，繼續埋頭在追求知識的康莊大道上。 

這次科展，是我第一次參加國際科展，也比高一時增加不少結果，希望有好

的成績。 

  



   iii 

 

我是 黃唯洋，目前就讀於國立臺灣師範大學附屬高級中學高二 1347 班。從

小就常常接觸數學，因而對它產生了興趣。 

上附中後，因為國中老師的建議而去考了數理資優班，順利錄取後，也因此

踏上專研之路，就這樣投入了數學專題研究。剛好我和我的組員志趣相投，一同

選擇了這個難題，也努力研究到了現在，一路上雖然經歷許多困難點，但我們都

能一一克服，順利撐到現在，相信日後我們的默契會越來越好，跨越更多難關。 
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參、內頁 

摘要摘要摘要摘要 
  本研究作品所探討的主題是披薩定理的延伸，在外擺線中的心臟線上，以尖點為定點，

過此定點切若干刀，使每一組相鄰割線夾角皆相同，討論兩人依逆時針序輪流拿取的區塊面

積和的關係，並討論其切割的刀數 n( 2,n n N≥ ∈ )與線段長的 k( k Z∈ )次方和的關係。根據先

前科展作品(參考文獻一)的猜測，我們也證明了有關圓的分割線段長 k 次方和關係。 

 

Abstract 
   This research topic is an extension of the Pizza Theorem. Cut through the cusp of 
a cardioid repeatedly with all the secant lines intersecting at the same angle. The 
divisions are distributed counter-clockwise between two individuals. The sums of 
area received by each individual are compared. Besides, the relationship between the 
number of cuts and the sum of kth power of the segments is investigated.    
   Based on the speculation suggested in the project for the previous science fair 
(reference 1), the relationship is also proven between the the number of cuts with the 
sum of kth power of the segments in a circle. 

 

一一一一、、、、    前言前言前言前言 

(一) 研究動機 

  在第一次數學專題研究課程時，老師介紹了以前學長關於披薩定理的作品，由於本

身對幾何很感興趣，再加上老師的介紹，我們覺得這份作品的題材相當有意思，所以就

決定以此問題進行研究。 

 

(二) 披薩定理介紹 

  如果以圓盤中任意一個指定點為中心，切下 n 刀，使相鄰兩割線夾角皆相同；然後

以逆時針（或順時針）的順序給切出的各塊交替染上兩種顏色（下圖以切四刀為例），

將圓盤分為兩個部分。那麼有下列結論： 

1. 當 n 是大於 2 的偶數，或有任一刀通過圓心時： 

兩種顏色的面積和一樣大。 

2. 若任意一刀都不通過圓心，則： 

   (1)當 n = 1,2或 n = 4m-1(m∈ �)(n=1,2,3,7,11,15,..)時， 

     包含圓心的部分面積和比較大。 

   (2)當 n = 4m+1(m∈ �) (n = 5,9,13,17,..)時， 

         包含圓心的部分面積和比較小。 

1
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(三) 研究目的 

1. 過圓內任一點 P 切 ( 2, )n n n N≥ ∈ 刀，使每一組相鄰割線角度皆相同， 點到圓周的所

有切割線段由兩人以逆時針(或順時針)依序取一段，探討切割刀數 n與線段長 k 次方

和的關係。 

 

2. 將參考資料一中的圓改為外擺線中的心臟線及圓錐曲線的橢圓，而將圓內的任意指定

點改為心臟線軌跡的尖點及橢圓內焦點和任一點，並使用GSP動態幾何軟體探討其切

割線段長的關係。 

 

 

二二二二、、、、    研究方法或過程研究方法或過程研究方法或過程研究方法或過程 

(一一一一) 研究設備及器材研究設備及器材研究設備及器材研究設備及器材 

1. 軟體：GSP 5.06、Microsoft Word 2010 
2. 器材：電腦、紙、筆、計算機 (型號：Casio fx-991ES PLUS) 

 

(二二二二) 文獻探討文獻探討文獻探討文獻探討 

  1967年 5 月厄普頓（L. J. Upton）在《Mathematics Magazine》中提出披薩定理等角切

4 刀的問題。隔年郭德堡（M. Goldberg）在同一期刊證明了「等角切偶數刀時，兩人會分

得一樣多的披薩。」 

  1994年 10 月，Larry Carter ,Stan Wagon提出等角切 3 刀時兩人依逆時針序輪流拿取，

拿到含圓心的人分得較多；切 5 刀時拿到含圓心的人分得較少的問題。同一年，兩位數學

家 Paul Deiermann 及 Rick Mabry 加入研究，經過多年的研究，終於在 2009年解決了切奇

數刀的問題。 

  2013年 2 月，參考文獻(一)證明了過圓內一點 P 等角切奇數刀時，P 到圓周的線段由

兩人依逆時針序輪流拿取，兩人所取的線段長度和相等。 

  我們的貢獻則是證明圓內任一點 P 切 2 ( )n n N∈ 刀，使每一組相鄰割線角度皆相同， 點

到圓周的所有切割線段由兩人以逆時針(或順時針)依序取一段，則各組取出的線段長度

2 ( )k k Z∈ 次方和相等，其中1 1n k n− ≤ ≤ − 。也證明了在切 2 1( )n n N+ ∈ 刀的情況下，各組

取出的線段長 2 1( )k k Z+ ∈ 次方和相等，其中 1n k n− ≤ ≤ − 。以及證明由心臟線尖點切            

刀，使每一組相鄰割線角度皆相同，尖點到心臟線的所有切割線段由兩人以逆時針(或順時

針)依序取一段，則各組取出的線段長度的 ( )k k Z∈ 次方和相等，其中 0 1k n≤ ≤ − 。 

 

 

 

 

2

Administrator
矩形



6 

 

(三三三三) 先證明圓切偶數刀的部分先證明圓切偶數刀的部分先證明圓切偶數刀的部分先證明圓切偶數刀的部分 

    過圓內任一點 P 作等角切割，其切割刀數 n與 P 到圓周上線段長的 k 次方和之 GSP

實驗： 

1. 過圓內任一點 P 等角切 3 刀，依逆時針序兩人輪流取，則取到的切割線段長和相等： 

 
 

 

 

  2. 過圓內任一點 P 等角切 4 刀，依逆時針序兩人輪流取，則取到的切割線段長平方和相等： 

 

 

3
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3. 過圓內任一點 P 等角切 5 刀，依逆時針序兩人輪流取，則取到的切割線段長一次方和、三 

次方和相等： 

 
 

4. 過圓內任一點 P 等角切 6 刀，依逆時針序兩人輪流取，則取到的切割線段長二次方和、四 

次方和相等： 

 

根據圓的切割刀數及切割線段的 k 次方和 GSP實驗，我們的猜測如下： 

過圓內任一點 P 切 ( 2, )n n n N≥ ∈ 刀，使每一組相鄰割線夾角皆相同， P 點到圓周的所有切割

線段由兩人以逆時針(或順時針)依序取一段，則  

1. 若 2 ( )n m m N= ∈ 時，則各組取出的線段長度 2k 次方和相等，其中 1 1m k m− + ≤ ≤ −  

2. 若 2 1( )n m m N= + ∈ 時，則各組取出的線段長度 2 1k + 次方和相等，其中 1m k m− ≤ ≤ −  

4
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最後，我們也證明了上述的猜測。(定理一、定理二) 

引理一 

  設 1 的 n( 3,n n N≥ ∈ )次單位根為��, ��, ��, …… ,�	
�, � � cos ��	 � � sin ��
	      

  則�����+�����+……+��	
���=0，其中k Z∈ , k 不是 n 的倍數。 

  證明： 

  由等比級數求和公式， 

  �����+�����+……+��	
���=	�
���	
�
��		 	=	

�
��
�
��		=0 

 

引理二 

  對任意正 n 邊形 1 2... nA A A 內接於圓 O，圓周上取一點 P， 

  連接����� � 1,2, … . , "�，則∑ �������	�$� 之值為 

  
22 kk

k rn C⋅ ⋅ ，其中 k=1, 2, …, n-1。 

   

 

證明： 

  以圓心 O 為原點建立複平面,%��&&&&&&&&'為 x 軸,	%(&&&&&'為 y 軸,	%��&&&&&&&&' ) 	%(&&&&&' 
  ∴A�的座標+,-./�012�� , �=1,2,……,n (r 為圓半徑長) 

  設 P 的座標為+,-3 

   ∑ 4���5��	�$�  

												�67%�&&&&&' 8 %�9&&&&&&&'7��
	

�$�
 

=	+�� ∑ :,-; 8 ,-./�012�� :
��

	�$� (
2

,Z Z Z Z∈ = ×�設 則  ; 1 2 1 2Z Z Z Z− = − ) 

   =	+�� ∑ <=,-; 8 ,-./�012�� > =,
-; 8 ,
-./�012�� >?
�

	�$�  

( cos sin cos( ) sin( )i ie i i eθ θθ θ θ θ −= − = − + − = ) 

  =	+�� ∑ @2 8 ,-A3
./�012�
� B 8 ,-A./�012�� 
3BC

�
	�$�  

   (利用多項式定理，令8,-A3
./�012�
� B

取	D次、8,-A./�012�� 
3B
取(次、2取	�E 8 D 8 () 次) 

  =	+�� ∑ ∑ ∑ �!
��
G
H�!G!H! I�
GH$��G$�	�$� �81�GJH I ,G-A3
./�012�

� B I ,H-A./�012�� 
3B I 2��
G
H� 
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  將,G-A3
./�012�
� B I ,H-A./�012�� 
3B

作化簡為 ,�G
H�-3 I ,�G
H�-A
./�012�
� B 

  ∵,�G
H�-3為定值  

  ∴只需計算,�G
H�-A
./�012�
� B 

  ∵8E K D 8 ( K E�E � 1, 2, … , " 8 1,	E ∈ �) 

  (1)	D 8 ( L 0�D 8 (不是"的倍數� 
     ⇒由引理一+�� ∑ @,-A
./�012�

� BC
G
H	�$� =0 

    ⇒除了 x=y 時，其他項均等於 0 

    (2)	D 8 ( � 0�D 8 (是"的倍數� 
   算出+�� ∑ @2 8 ,-A3
./�012�

� B 8 ,-A./�012�� 
3BC
�

	�$� 的確切值 

   

( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 1 2 1

2

1

2
22 2

2
0

2
2 2

2
0

2 2 2 2( (1 ) (1

2 ( )

2 ( )

2 ) 2

k
j j j j

i i i in
n n n nk

j

k

k mk k m
k m m

k k k k k
k

m

k

k m k m
k m m

m

m

n r x x x x

r e e e e

r n C C

CC C

π π π π
θ θ θ θ

− − − −       
− − − −       

       

=

 
  

−
−

=

 
 

−
−

=

  
−

⋅

⋅ ⋅ + = + +

− 
  

= ⋅ ⋅

= ⋅

∑

∑ 多項式

和 都取 次

由 中 知

定理

的 係數可 2 )k
kC



=∑

 

    引理二推廣參考文獻(五)的結果，該結果只推到二次與四次方和成立，本引理將成立的

範圍推至 2k ( k Z∈ )次方和成立，其中1 1n k n− ≤ ≤ − 。利用以上引理，得到本研究的主要結

果定理一，此定理將參考文獻(一)的二次方和相等，推廣至任意 2k (k Z∈ )次方和相等，其中

1 1n k n− ≤ ≤ − 。 

 

定理一 

  過圓內任一點 P 切 2n( 2,n n N≥ ∈ )刀，使每一組相鄰割線夾角皆相同，P 點到圓周的所

有切割線段由兩人以逆時針(或順時針)依序取一段，則各組取出的線段長度 2k (k Z∈ )次方 

和相等，其中1 1n k n− ≤ ≤ − 。 

 

證明： 

過圓內任一點	�	切��N�,	��N�,……��	N�	 共 2n 刀，使其相

鄰割線夾角皆相同， 

  設圓心 O 半徑 r，%� � O，		�-N-的中點設為C-, i=1~2n 

  ∵∠PQ-%=90° 
  ∴P, Q-, %皆落在以%�為直徑的圓 

    ∵相鄰割線夾角皆相同  

∴此 2n 個垂足可構成一正 2n 邊形 

6
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由引理二(看成 2 個正 n 邊形) 

  ∑ 4%Q�SJ�5�� �	
�S$� ∑ 4%Q�S5��	S$� ,(k=1,2,…,n-1) …(1) 

  ��-
�� � �N-

��
�因為切偶數刀，同一割線被�分成的兩部分均由同一人取得�, i=1,2,…,2n 

    =(Q-�- � Q-����+(Q-�- 8 Q-���� 

    =2∑ Q����4Q-�-5����$� Q-����
���
…(2) 

    C-�-
�
=r�8%Q-�；C-��

=O�8%Q-� 將此二值代入(2) 

    可得一含有 r、a、%Q-的式子 

    ∵r、a 為定值 

∴只需計算含有%Q-的項 

 

設%Q�SJ�=x，展開為O�D��+O�D���
��+……+O� 

把 p= 0 ~ 1n− 的所有項相加，則得 

2 2( 1)1 1

0 2 1 1 2 1
0 0

......
k kn n

p p k
p p

a OC a OC na
−− −

+ +
= =

+ + +∑ ∑   

    由(1)得知 當1 1k n≤ ≤ − 的範圍內命題成立 

 

    再證0 ~ 2 2n− + 的範圍 

    由內冪性質知 ��- I �N-為定值(=L) 

    ⇒�N-��=		 U.�
VWX.�

 = Y�� I ��-

��

 

    

12 2 2 2

2 2 2 1 2 1
0 0

12 2 2 22 2 2 2
2 2 2 1 2 1

0 0

12 2 2 22 2
2 2 2 1 2 1

0 0

2 2

2 2
0

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) (

n nk k k k

q q q q
q q

n nk k k kk k k k
q q q q

q q

n nk k k kk k
q q q q

q q

n k k

q q
q

PA PB PA PB

L PB L PA L PB L PA

L PB PA L PB PA

PA PB P

−

+ +
= =

−− − − −

+ +
= =

−− − − −

+ +
= =

− −

=

+ = +

∴ × + × = × + ×

⇒ + = +

⇒ + =

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑

∵

1 2 2

2 1 2 1
0

)
n k k

q q
q

A PB
− − −

+ +
=

+∑

  

    可見對 k− 亦成立。 
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(四四四四)再再再再證明圓切奇數刀的證明圓切奇數刀的證明圓切奇數刀的證明圓切奇數刀的部分部分部分部分 

引理三  

( )
2

2

0

1
cos 1 (2cos )

2

n

k n k n k
k

k

n
n

n kCθ θ

 
  

− −

=

= −
−∑   

證明：詳見參考文獻(二) 

 

引理四  

牛頓恆等式(Newton's identities) 

設 1 2
1 2 1 2( ) ( )( ) ( ) ( 1)n n n n

n nf x x x x x x x x x xσ σ σ− −= − − − = − + − + −� � ， 

 �� ,2,1,0,21 =+++= kxxxS k
n

kk
k  

則 時當 nkkSSS k
k

k
k

kk ≤≤=−+−++− −
−

− 1,0)1()1( 11
1

11 σσσ � ； 

 時當 nkSSS nkn
n

kk >=−++− −− ,0)1(11 σσ � 。 

 其中

1 1 2

2
1

1 2

n

i j
i j n

n n

x x x

x x

x x x

σ

σ

σ

≤ < ≤

= + + +


=




=

∑
�

��

�

為 n 個不定元 nxxx ,,, 21 � 的基本對稱式。 

證明： 

1 2
1 2 1 2

1 2
1 2

1 2
1 2

1

1 1

( ) ( )( ) ( ) ( 1) (1)

1. , (1)

( ) ( 1)

( ) 0, 1,2,

( 1) 0

( 1)

n n n n
n n

k n

k n k k k k k n
n

i

n
k k k k k n

i i i n i
i

n
k k n

f x x x x x x x x x x

k n x

x f x x x x x

f x i n

x x x x

S S S

σ σ σ

σ σ σ

σ σ σ

σ σ

− −

−

− − − −

− − −

=

−

= − − − = − + − + −

>

= − + − + −

= =

 ∴ − + − + − = 

⇒ − + + −

∑

� � ��

�

∵ �

�

�

當 時 式兩邊同乘 得

0k n− =

 

11 2

1 1 1 1 1

1 1 1

1
1 1

1 1

'( ) 1 1 1 1
2. 1 , (1)

( )

'( )

( )

'( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) deg ( )

n

in i

k k k k kn n n
i i

i i ii i i

kn n
k k k k i

i i
i i i

f x
k n

f x x x x x x x x x

x f x x x x x

f x x x x x x x

x
x f x f x x x x x g x g x f x g x n

x x

=

+ + + + +

= = =

+
+ −

= =

≤ ≤ = + + + =
− − − −

−
⇒ = = +

− − −

⇒ = ⋅ + + + + = ⋅ <
−

∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑

�

�

當 時 由 式得

其中 且
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1 1 2
1 2

1 2 1
1

1
1 1 2 2 1 1

1
1 1 2 2

'( ) ( )( ) ( ) (2)

(1) '( ) ( 1) ( 1) ( )

(2)

( 1) ( ) ( 1) ( 1)

( 1)

k k k k
k

n n k n k
k

n

k k k
k k k k k k

k
k k k k

x f x f x nx S x S x S g x

f x nx n x n k x

x

n k S S S S n

S S S

σ σ

σ σ σ σ σ

σ σ σ

+ − −

− − − −

−
− − −

−
− − −

⇒ = + + + + +

= − − + + − − +

− − = − + + + − + − ⋅

− + + + −

� ��

� �

�

�

由 得

比較 是兩邊 的係數, 得

即 1 1 ( 1) 0k
kS kσ+ − =

 

 

定理二 

過圓內任一點 P 切 2n+1( n∈ �)刀，使每一組相鄰割線夾角皆相同，P 點到圓周的所有切 

割線段由兩人以逆時針(或順時針)依序取一段，則各組取出的線段長度 2k +1(k Z∈ )次方和 

相等，其中 1n k n− ≤ ≤ − 。 
證明： 

原命題等價於以下問題， 

過圓 O 內一點 P 切 n 刀( n是奇數 ) 

令 0A PO θ∠ =  

則
1

2 1 2 1
2 1 2

1 0

( ) ( )
n n

k k
i i

i i

PA PA
−

+ +
−

= =

=∑ ∑  
1

(0 , )
2

n
k k

−
≤ < ∈Ζ  

令
1

00

2
cos( ) ( )

n n
n i

i
im

m
x a f x a x

n

π
θ

−
−

==

 − + = =  
∑∏  

因為 cos cosn nα θ= 的方程式中α 有 n個解，分別為
2m

n

π
θ + ， 0 ~ 1m n= −  

由引理三， cos cosn nθ α= = ( )
2

2

0

1
1 (2cos )

2

n

k n k n k
k

k

n

n kC α

 
  

− −

=

−
−∑ ，令cos xα = ， 

變成 ( )
2

2

0

1
1 (2 ) cos 0

2

n

k n k n k
k

k

n
x n

n kC θ

 
  

− −

=

− − =
−∑ ，同除此方程式的最高係數(常數)使首項係數為 1，

令為 ( )p x ， ( )p x 和 ( )f x 的根都相等，deg ( ) deg ( )f x p x= ，且首項係數都為 1，故 ( )p x 和 ( )f x

係數一一相等， 

再觀察 ( )p x 的係數知 1 3 2, ...... 0na a a − = 且 0 2 1, ...... na a a − 是常數,只有 na 隨θ 變動 

令 0 1 1, ...... na a a − 此 2n 個數為 ( 1) ( 0,1......2 1),i
iPA i n− = −  

, 1( 0,2......2 2, ,1 2 1)
2 m t

a
OP PA PA m n m t n t n= ⋅ = = − − = ≤ ≤ −令 , 

則
1 2

, cos( )m t

m
PA PA x a

x n

π
θ− = +滿足  

9

Administrator
矩形



13 

 

則以此 2n 個數為根的方程式為
0, 0(mod2)

1 1
( ) 0 ( )

n
n i

i n
i i

f x a x a
x x

−

= ≡

 − = = − +  
∑  

1
( 0) ( ) 2n nx x x f x n

x
≠ ⇒ −同乘 的最高次項為 次方 

除了 , ( ) 0n t
na x x t此項係數不為定值 其餘 是奇數 的係數皆為 , ( )tx t是偶數 的係數皆為常數  

2
2

0,

1
( ) ( )

n
n n i n

i n
i i n

x f x b x a x
x

−

= ≠

− = +∑令  

由引理四 

1 1

0 2 1 1 2 0 2

0

0

1 3 2

0

0

(1) ( )

0

0( )

,

0

, ...... 0

k

k

i k i
i

t

n n

n

b S

b S b S b S S

S k

b S

S t k

k n

a S S

k n

S S S

−
=

−

⇒ = =

+ + = ⇒

=

=

=

⋅ ≠

⇒ >

=

∑

為定值

為奇數

設 為小於 的奇數

時

有 這項故

時假設不成立

由數學歸納法可知

 

0

0

0 2 2 2

(2) ( )

0

( 2 )

( 2 )

, ......

k

k

i k i
i

n

n

S k

b S

a S k k n

k n

S S S

−
=

−

=

⋅ =

∴

∑

為偶數

其中第一個出現 這項的 此時

之後的 包含 皆非定值

為定值。

 

 

 

(五五五五)心臟線切割面積和心臟線切割面積和心臟線切割面積和心臟線切割面積和(兩人取兩人取兩人取兩人取) 

引理五          

∑
−

=








 −
+⋅=−+++++++=+

1

0 2

1
sin

2
sin

2
sin

])1(sin[)2sin()sin(sin)sin(
n

k

n
n

nk βα
β

β

βαβαβααβα �                                          

證明：詳見參考文獻(四) 
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定理三 

過心臟線上的尖點切 ( , 2)n n N n∈ ≥ 刀，使相鄰兩割線夾角皆相同；然後按逆時針（或順

時針）的順序給切出的各塊交替染上兩種顏色，則兩種顏色的面積和一樣大。 

證明： 

設心臟線方程式為 (1 cos )r a θ= + ， 1AOA φ∠ =  

則藍色區塊面積和為    

 

 

 

 

 

 

3 (2 1)
2 2 2

2 (2 2)

(2 1) (2 1) 21 1
2 2

2 2
0 0

(2 1)2 1
2

2
0

2

1 1 1
+

2 2 2

1
= (1 cos )

2 2

(1 2cos cos )
2

1 cos 2
(1 2cos )

2 2

n

n nn
n

n n

k kn n
n n

k k
k kn n

kn
n

k
k n

r d r d r d

a
r d d

a
d

a
d

π ππ φ φφ
π πφ φ φ

π π
φ φ

π π
φ φ

π
φ

π
φ

φ

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

θ
θ θ

−
+ ++

−
+ +

+ +− −+ +

+ += =

+− +

+=

+ +

= +

= + +

+
= + +

∫ ∫ ∫

∑ ∑∫ ∫

∑ ∫

�

(2 1)1

2
0

(2 1)
2 1

20

1 1

2
0 0

1 1

0 0

2

3 1
2sin sin 2

2 2 4

3 (2 1) 2
2 sin[ ] 2 sin[ ]

2
1 (2 1) 1 22

sin 2[ ] sin 2[ ]
4 4

3
2 s

2
2

kn
n

k
k n

k
n n

kk
n

n n

k k

n n

k k

a

k k
n

a n n n
k k

n n

a

π
φ

π

π
φ

π
φ

θ θ θ

π π π
φ φ

π π
φ φ

π

+− +

+=

+
+−

= +

− −

= =

− −

= =

 = + +  

+ ⋅ ⋅ + + − +  
=  

+ + + − +
  

+
=

∑ ∫

∑

∑ ∑

∑ ∑

1 1

0 0

1 1

0 0

1 1

2
0 02

1

0

2 2
in[( ) ] 2 sin[ ]

1 2 1 2
sin 2[( ) ] sin 2[ ]

4 4

2 sin[( ) ] 2 sin[ ]
3

1 2 14 2
sin[(2 ) 2 ] sin[2 2

4 4

n n

k k

n n

k k

n n

k k

n

k

k k
n n n

k k
n n n

k k
a n

a

k k
n

π π π
φ φ

π π π
φ φ

π
φ β φ β

π
π

φ β φ

− −

= =

− −

= =

− −

= =

−

=

 + + ⋅ − + ⋅  
 
 + + + ⋅ − + ⋅
  

+ + − +
= +

+ + + ⋅ − + ⋅

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑
1

0

2

2

2
,

]

3 2
0 ( sin sin 0, sin sin 2 0)

4 2 2
1 3

( )
2 2
1

( ) #
2

n

k

n

n n
a

a

π
β

β

β β
π π π

π

−

=

 
  
 
 
  

⋅
= + = = = =

=

=

∑
其中 =

由引理五，右式之分子

心臟線面積
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(六六六六)心臟線切割線段長和心臟線切割線段長和心臟線切割線段長和心臟線切割線段長和(兩人取兩人取兩人取兩人取) 

  我們想把切圓形披薩的成功經驗，推廣至其它曲線上。經過許多嘗試及實驗發現：

在心臟線上，過尖點等角切割 n 刀，則線段長的 k 次方和有如下的關係 

 

1. 過心臟線尖點等角切割 3 刀，依逆時針序兩人輪流取，則取到的切割線段長和、平方

和相同，實驗結果如下： 

 

 

2. 過心臟線尖點等角切割 4 刀，依逆時針序兩人輪流取，則取到的切割線段長和、平方

和及立方和相同，實驗結果如下： 
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3. 過心臟線尖點等角切割 5 刀，依逆時針序兩人輪流取，則取到的切割線段長和、平方

和、立方和及四次方和相同，實驗結果如下： 

 
  從上述實驗中，我們猜測「心臟線過尖點切 n(nZ2, n∈ �)刀，使每組相鄰割線夾角均相

等，將尖點到心臟線的線段由兩人依逆時針輪流拿取，則有 k(0 1,k n k Z≤ ≤ − ∈ )次方和相等

且 k 次方和成定值」，定理四即是該猜測的證明。 

定理四 

  過心臟線尖點切 n(n≥ 2)刀，使每一組相鄰割線夾角皆相同，尖點到心臟線的所有切割線

段由兩人以逆時針(或順時針)依序取一段， 則各組取出的線段長度的 k 次方和相等，

10 −≤≤ nk , k Z∈ 。 

證明： 

圖中 O 為心臟線的尖點，過尖點等角切 n 刀， 

 OA為心臟線的對稱軸， 

iOA 為其中兩人要取的線段(i= 1,2,3….2n)， 

且 iOA 和 1+iOA 夾角皆為
n

π
， 

我們由心臟線的方程式 r(θ )=1+cosθ， 

計算輪流取時取到 1OA 的人的線段長度的 k 次方和， 

令 1OA 和OA夾角為θ， 1OA =1+cosθ， 

此人還會取到 3OA 5OA …….， 

所以此人取到的值等於

kn

m n

m
∑
−

=

++
1

0

)]
2

cos(1[ πθ  

1

0

1
( )

0 1

2
[1 cos( )]

2
1 cos ( )

kn

m

n k
k k p p

p
m p

m

n

m
n

nC

θ π

θ π

−

=

−
−

= =

+ +

= + ⋅ ⋅ +

∑

∑∑
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2 2 1
2 21

0 2 0(mod 2) 1 1(mod2)

2 2 1
2 2 22 21 ( ) ( ) ( )

0 2 0(mod 2) 1 1(mod2)

2 2
[ cos ( ) cos ( )]

1 1
{ [ ] [

2 2

k k

n
k kp p

p p
m p p p p

k k
m m mn i i ik kpn n n

p pp p
m p p p p

m m
n

n n

n e e e

C C

C C
θ π θ π θ π

θ π θ π

   −   −    

= = ≡ = ≡

   −   −    + − + +

= = ≡ = ≡

= + ⋅ + + ⋅ +

= + ⋅ + + ⋅ +

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑
2

( )

2
2 221 ( ) ( )( )

0 2 0(mod 2) 0

2 1
2 22 ( ) ( )( )

1 1(mod2) 0

]}

1
[

2

1
]...........(*)

2

m
i

n

k
m mpn iq i p qk p n n

pp q
m p p q

k
m mp iq i p qk p n n

pp q
p p q

e

n e e

e e

C C

C C

θ π

θ π θ π

θ π θ π

− +

 
 −   + − − +

= = ≡ =

 −   + − − +

= ≡ =

= + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

+ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

∑ ∑ ∑

∑ ∑

 

觀察
2 2

( ) ( )( )

0

m mp iq i p qp n n
q

q

e eC
θ π θ π+ − − +

=

⋅ ⋅∑  ， 

q=0~p 時，會發現
2

( )
m

iq
ne

θ π+
和

2
( )( )

m
i p q

ne
θ π− − +

的次方有類似互補的關係，則提出中間項(q=
2

p
時) 

又
2 2 2

( ) ( )( ) ( 2 )( )

0 0

m m mp piq i p q i p qp pn n n
q q

q q

e e eC C
θ π θ π θ π+ − − + − − +

= =

⋅ ⋅ = ⋅∑ ∑ ，則 

2 1 2 221 2 ( 2 )( ) ( 2 )( )

0 2 0(mod2) 02

12 1
2 22 2 ( 2 )( ) ( 2 )( )

1 1(mod 2) 0

2 2

1
(*) { { [ ]}

2

1
[ ]}

2

1

2

k p
m mn i p q i p qk p p n n

ppp q
m p p q

k p
m m

i p q i p qk p n n
pp q

p p q

k p

ppp
p p

n e e

e e

n n

C C C

C C

C C

θ π θ π

θ π θ π

 
− −   − − + − +

= = ≡ =

  −−   − − + − +

= ≡ =

=

= + ⋅ ⋅ + +

+ ⋅ ⋅ +

= + ⋅ ⋅ ⋅

∑ ∑ ∑

∑ ∑

2 2 1 2 22 2 12 ( 2 )( ) ( 2 )( )

0(mod2) 2 0(mod2) 0 0

12 1
2 22 12 ( 2 )( ) ( 2 )( )

1 1(mod 2) 0 0

0

1
[ ]

2

1
[ ]

2

k k p
m mn i p q i p qk p n n

pp q
p p q m

k p
m mn i p q i p qk p n n

pp q
p p q m

p

k

p
q

e e

e e

C C

C C

C

θ π θ π

θ π θ π

   
−    −    − − + − +

≡ = ≡ = =

  −−  −  − − + − +

= ≡ = =

=

+ ⋅ ⋅ ⋅ +

+ ⋅ ⋅ ⋅ +

=

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

2 1 ( 2 )( 2 ) ( 2 ) ( 2 )( 2 ) ( 2 )2 2

2 2
( 2 ) ( 2 )2 0(mod 2)

12 1
( 2 )( 2 ) ( 2 )2 2

2
( 2 )1 1(mod 2) 0

1
[ ]

2
1 1

1
[

2

k
i p q i p q i p q i p q

p

p q i p q i p qp p n n

k p
i p q i p q

k p

pp q i p qp p q n

e e e e

e e

e e

e

C

C C

θ π θ θ π θ

π π

θ π θ

π

 
−  − − + − − − + − 

− − −= ≡

  −−  − − + − − 

− −= ≡ =

− −
⋅ ⋅ ⋅ +

− −

−
+ ⋅ ⋅ ⋅

−

∑ ∑

∑ ∑
( 2 )( 2 ) ( 2 )

2
( 2 )

2
2

2 0(mod2) 2

2 2
2 2

2 0(mod2) 0 0(mod2)2 2

]

1 1

1
( 2 1)

2

1 1

2 2

i p q i p q

i p q
n

k

k p

ppp
p p

k k

k p k p

p pp pp p
p p p p

e e

e

n n p q k n

n n n

C C

C C C C

θ π θ

π

− + −

−

 
  

= ≡

   
      

= ≡ = ≡

−
+

−

+ + ⋅ ⋅ ⋅ − ≤ ≤ −

= + ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅

∑

∑ ∑

註:  
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因為

kn

m n

m
∑
−

=

++
1

0

)]
2

cos(1[ πθ 之值和θ起始值無關， 

所以

kn

m

kn

m n

m

n

m
∑∑
−

=

−

=

+
++=++

1

0

1

0

)]
12

cos(1[)]
2

cos(1[ πθπθ ，即兩人輪流取到的線段 k 次方和相同 

因為 ∑







≡=

−

−
⋅⋅

2
2

)2(mod00 2

2

k

pp

p

p
pkk

pk CC 可看成有 k 袋球每袋 2 顆，共 2k 顆， 

k 袋中取 k-p 袋，每袋拿一顆出來(每袋 2 種拿法)，共 k-p 顆， 

再從剩餘的 p 袋中拿
2

p
袋出來，共拿 k 顆，等價於C

k

k

2
 

則
1

2

0

2 1
[1 cos( )]

2

kn
k

k k
m

m
n

n Cθ π
−

=

+ + = × ×∑ 。 

 

我們發現定理四的證明中一人所取到的 k 次方和與θ起始值無關，因此得到系理一。 

 

系理一 

    過心臟線尖點切 mn(m,nZ2, m,n∈N)刀，使每組相鄰割線夾角均相同，然後按逆時針（或

順時針）的順序分給 2m 人，則每人拿取的線段長 k 次方和相同，0 KkKn-1， k Z∈ 。 

證明： 

過尖點切 mn刀，有 2mn條切割線段，分給 2m 人， 

每人拿取 n 條切割線段且相鄰兩條交角為
2 2

2 2
m

mn n

π π
× = ，  

看成過心臟線尖點切 n(n≥ 2)刀，尖點到心臟線的所有切割線段由兩人以逆時針(或順時針)依

序取一段時，一人所取到的情形。 

由定理四知一人所取到的 k 次方和與θ起始值無關， 

故 2m 人拿取的線段長 k 次方和相同，0 K	k	Kn-1， k Z∈ 。 

 

(七七七七)討論圓和心臟線的切割線段和關係討論圓和心臟線的切割線段和關係討論圓和心臟線的切割線段和關係討論圓和心臟線的切割線段和關係 

1

0

1
2

0

2
[1 cos( )] ( )

[2sin ( )] ( 1)
2

kn

m

kn

m

m
n

n

m

n

θ π

θ
π

−

=

−

=

+ +

−
= − +

∑

∑

切 刀兩人輪流取

引理二中圓的半徑為

 

所以
1

22
2

0

1
[sin ( )]

2 2

kn
k

k k
m

m
n

n C
θ

π
−

=

−
− + = ⋅ ⋅∑    
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(八八八八)蚶蚶蚶蚶線切割線段長和線切割線段長和線切割線段長和線切割線段長和(兩人取兩人取兩人取兩人取) 

定理五 

    過蚶線尖點切 ( 2, )n n n N≥ ∈ 刀，使每一組相鄰割線角度皆相同，尖點到蚶線的所有切割

線段由兩人以逆時針(或順時針)依序取一段，則各組取出的線段長度 (0 1, )k k n k Z≤ ≤ − ∈ 次方

和相等。 

證明： 

蚶線的極座標方程式： ( ) 2 cosr f a bθ θ= = +  

等價於證明：
1 1

0 0

2 2 1
2 cos( ) 2 cos( )

k kn n

m m

m m
a b a b

n n

π
θ θ π

− −

= =

+   + + = + +      
∑ ∑ ， 

對 0 1,k n k Z≤ ≤ − ∈ 成立 

先說明
1

0

2
2 cos( )

kn

m

m
a b

n

π
θ

−

=

 + +  
∑ 之值和θ取值無關，則θ代入

1

n
θ π+ 即得右半部

1

0

1
( )

0 0

1
( )

0 0

2
2 cos( )

2
2 cos ( )

2
(2 ) cos ( )

kn

m

n k
k i i i k i
i

m i

k n
k i k i i
i

i m

m
a b

n

m
C a b

n

m
C a b

n

π
θ

π
θ

π
θ

−

=

−
−

= =

−
−

= =

 + +  

 
= ⋅ + ⋅ 

 

= ⋅ ⋅ +

∑

∑ ∑

∑ ∑

 

令
1

1 2
1 2

0

2
cos( ) ( ) ... ( 1)

n
n n n n

n
m

m
x f x x x x

n

π
θ σ σ σ

−
− −

=

 − + = = − + + −  
∏  

由引理三知 1 2 1... nσ σ σ − 為定值(不隨θ變)、 nσ 隨θ變 

又由引理四知 1
1 1 2 2... ( 1) (1 )k

k k k kS S S k k nσ σ σ+
− −= − + − ≤ ≤  

易知 1 2,S S為定值 

若 kS 為定值， 1kS + 亦為定值 ( 2)k n≤ −  

1 2 1, ... nS S S−∴ 為定值 

1
( )

0 0

2
(2 ) cos ( )

k n
k i k i i
i

i m

m
C a b

n

π
θ

−
−

= =

⇒ ⋅ ⋅ +∑ ∑ 為定值 

所以定理五成立。 
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(九九九九)橢圓橢圓橢圓橢圓、、、、圓錐曲線圓錐曲線圓錐曲線圓錐曲線切割線段長和切割線段長和切割線段長和切割線段長和(兩人取兩人取兩人取兩人取) 

    以橢圓內部焦點為定點，過此點切 n刀使相鄰割線夾角均相同，其切割刀數 n與焦點到橢

圓上的線段長 k 次方和之 GSP實驗 

 

1. 過橢圓內一焦點 A等角切 3 刀，依逆時針序兩人輪流取，則取到的切割線段長的負一次方 

和、負二次方和相等： 

 

 

2. 過橢圓內一焦點 A等角切 4 刀，依逆時針序兩人輪流取，則取到的切割線段長的負一 

次方和、負二次方和、負三次方和相等：

 
 

17

Administrator
矩形



21 

 

3. 過橢圓內一焦點 A等角切 5 刀，依逆時針序兩人輪流取，則取到的切割線段長的負一 

次方和、負二次方和、負三次方和、負四次方和相等： 

 
 

4. 過橢圓內一焦點 A等角切 6 刀，依逆時針序兩人輪流取，則取到的切割線段長的負一 

次方和、負二次方和、負三次方和、負四次方和、負五次方和相等： 

 
根據橢圓的切割刀數及切割線段的 k 次方和 GSP實驗，我們的猜測如下： 

    過橢圓內部焦點為定點，過此點切 n(n≥ 2)刀，使每一組相鄰割線夾角皆相同，焦點到橢

圓的所有切割線段由兩人以逆時針(或順時針)依序取一段，則兩人取出的線段長度 k 次方和相

等且為定值，其中1 0( )n k k Z− ≤ ≤ ∈ 。 

    並猜測此性質在其他圓錐曲線也成立，並證明之。 
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定理六 

    過圓錐曲線焦點切 n 刀，使相鄰割線角度均相同，將焦點到圓錐曲線的所有線段以逆時

針依序取一段，則兩人取到的線段長 k 次方和相同，其中1 0n k− ≤ ≤ 。 

定義： 

平面上到一定點 F (焦點)和到定直線 L (準線)的距離之比等於常數e(離心率)的點集合稱為圓

錐曲線；當0 1e< < 時為橢圓，當 1e= 時為拋物線，當 1e> 時為雙曲線。 

證明： 

令 , ,FQ q FM MFQρ θ= = ∠ =  

cosMN q ρ θ= −  

, ( cos )
cos

e e q
q

ρ
ρ ρ θ

ρ θ
= = ± −

−
 

1 cos 1 cos

eq eq

e e
ρ ρ

θ θ
−

= ∨ =
+ +

皆表同一圖形 

取
1 cos

eq

e
ρ

θ
=
+

 

1 1
( ) ( cos )
1 cos

k keq

e q eq
θ

θ
− = ⋅ +

+
型如蚶線 

由定理五的證明可知定理六成立 

三三三三、、、、    研究結果與討論研究結果與討論研究結果與討論研究結果與討論 

(一) 研究結果 
1. 圓內任一點 P 切 ( 2, )n n n N≥ ∈ 刀，使每一組相鄰割線夾角皆相同， P 點到圓周的所有

切割線段由兩人以逆時針(或順時針)依序取一段，則： 

(1)若 2 ( )n m m N= ∈ 時，則各組取出的線段長度 2k 次方和相等，其中 1 1m k m− + ≤ ≤ − 。 

(2)若 2 1( )n m m N= + ∈ 時，則各組取出的線段長度 2 1k + 次方和相等，其中 1m k m− ≤ ≤ − 。 

2. 由心臟線尖點切 n(n≥ 2)刀，使每一組相鄰割線夾角皆相同，尖點到心臟線的所有切割線 

段由兩人以逆時針(或順時針)依序取一段，則各組取出的線段長度的 k 次方和相等  

( 10 −≤≤ nk , k Z∈ )。 

3. 過心臟線上的尖點切 ( , 2)n n N n∈ ≥ 刀，使相鄰兩割線夾角皆相同；然後按逆時針（或

順時針）的順序給切出的各塊交替染上兩種顏色，則兩種顏色的面積和一樣大。 

4. 過圓錐曲線焦點切 n 刀，使相鄰割線角度均相同，將焦點到圓錐曲線的所有線段以逆時

針依序取一段，則兩人取到的線段長 k 次方和相同，其中1 0n k− ≤ ≤ 。 

(二) 遇到的問題與解決方法 
    在進行 GSP的實驗時，所成的心臟線軌跡無法構造面積，使得我們無法有效預測面積分 

    割的大小及其關係。解決方法為預先學習並使用高等數學中的極坐標積分法。 
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(三) 實驗與猜測 

1. 過橢圓內任一點 P ，過此點切 n刀使相鄰割線角度均相同，其切割刀數 n與 P 到橢圓上

的線段長 k 次方和之 GSP實驗 

   

(1) 過橢圓內任一點 P 等角切 3 刀，依逆時針序兩人輪流取，則取到的切割線段長的負

一次方和相等： 

 
 

 

    (2) 過橢圓內任一點 P 等角切 4 刀，依逆時針序兩人輪流取，則取到的切割線段長的負 

      二次方和相等： 
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(3) 過橢圓內任一點 P 等角切 5 刀，依逆時針序兩人輪流取，則取到的切割線段長的負 

      一次方和、負三次方和相等： 

 
   

    (4) 過橢圓內任一點 P 等角切 6 刀，依逆時針序兩人輪流取，則取到的切割線段長的負 

       二次方和、負四次方和相等： 

 

2. 根據橢圓的切割刀數及切割線段的 k 次方和 GSP實驗，我們的猜測如下： 

猜測一 

過橢圓內任一點 P 切 ( 2, )n n n N≥ ∈ 刀，使每一組相鄰割線夾角皆相同， P 點到橢圓的所

有切割線段由兩人以逆時針(或順時針)依序取一段， 則： 
(1)若 2 ( )n m m N= ∈ 時，則各組取出的線段長度 2k 次方和相等，其中 1 0m k− + ≤ ≤  

(2)若 2 1( )n m m N= + ∈ 時，則各組取出的線段長度 2 1k − 次方和相等，其中 1 0m k− + ≤ ≤  
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四四四四、、、、    結論結論結論結論與應用與應用與應用與應用 

(一) 已證明的結論 

理論 內容 

引理一 
設 1 的 n(nZ 3, " ∈ �)次單位根為��, ��, ��, …… ,�	
�, � � cos ��	 � � sin ��

	  

則�����+�����+……+��	
���=0，其中 kϵZ, k 不是 n 的倍數。 

引理二 

對任意正 n 邊形 1 2... nA A A 內接於圓 O，圓周上取一點 P，連接����� � 1,2, … . , "�， 

則∑ �������	�$� 之值為
22 kk

k rn C⋅ ⋅ ，其中 k =1, 2, …, 1n− 。 

引理三 ( )
2

2

0

1
cos 1 (2cos )

2

n

k n k n k
k

k

n
n

n kCθ θ

 
  

− −

=

= −
−∑  

引理四 

牛頓恆等式(Newton's identities) 

1 2
1 2 1 2

1 2

1 2

1 1

1 1 2

2
1

1 2

( ) ( )( ) ( ) ( 1)

, 0, 1, 2,

, 0, 1, 2,

( 1) 0,

n n n n
n n

k k k
k n

k k k
k n

n
k k n k n

n

i j
i j n

n n

f x x x x x x x x x x

S x x x k

S x x x k

S S S k n

x x

x x

x x

n

x

x

σ σ σ

σ σ

σ

σ

σ

− −

− −

≤ < ≤

= − − − = − + − + −

= + + + =

= + + + =

− + + − = >

= + + +


=




=

∑

� �

� �

� �

�

�

��

�

當 時

設

則

    

其中 為 個不定元的基本對稱式。

， 

引理五 
1

0

sin 12sin( ) sin sin( ) sin( 2 ) sin[ ( 1) ] sin
2sin

2

n

k

n
n

k n

β

α β α α β α β α β α β
β

−

=

− + = + + + + + + + − = ⋅ + 
 

∑ �  

定理一 

過圓內任一點�切2n 刀�"]��，使每組相鄰割線夾角相同，P 點到圓周的所有切割線

段由兩人以逆時針(或順時針)依序取一段，則兩人輪流取的線段長 2k (1 8 " K	k	K
" 8 1,k Z∈ )次方和相等。  

定理二 

過圓內任一點�切2n+1 刀�"]��，使每組相鄰割線夾角相同，P 點到圓周的所有切割

線 段 由 兩 人 以 逆 時 針 (或 順 時 針 )依 序 取 一段 ， 則 兩 人 輪 流 取 的線 段 長 2k+1 

(8" K	k	K " 8 1,k Z∈ )次方和相等。 

定理三 
過心臟線上的尖點切 ( , 2)n n N n∈ ≥ 刀，使相鄰兩割線夾角皆相同；然後按逆時針（或

順時針）的順序給切出的各塊交替染上兩種顏色，則兩種顏色的面積和一樣大。 

定理四 

過心臟線尖點切 n(n≥ 2，"]�)刀，使每一組相鄰割線夾角皆相同，尖點到心臟線的

所有切割線段由兩人以逆時針(或順時針)依序取一段，則各組取出的線段長度的

k(          ,k Z∈ )次方和相等。 0 1k n≤ ≤ −
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定理五 

過蚶線尖點切 ( 2, )n n n N≥ ∈ 刀，使每一組相鄰割線角度皆相同， 

尖點到蚶線的所有切割線段由兩人以逆時針(或順時針)依序取一段， 

則各組取出的線段長度 (0 1, )k k n k Z≤ ≤ − ∈ 次方和相等。 

定理六 

以圓錐曲線內部焦點為定點，過此點切 ( 2, )n n n N≥ ∈ 刀，使每一組相鄰割線夾角皆

相同，焦點到曲線的所有切割線段由兩人以逆時針(或順時針)依序取一段，則兩人

取出的線段長度 (1 0, )k n k k Z− ≤ ≤ ∈ 次方和相等且為定值。 

 

(二) 未來展望： 

    我們希望能證明研究過程中所引發的猜想，並將披薩定理的相關結果推導至橢圓上。 

橢圓內任一點 P 切 ( 2, )n n n N≥ ∈ 刀，使每一組相鄰割線夾角皆相同， P 點到橢圓的所有切割

線段由兩人以逆時針(或順時針)依序取一段，則：  

    (1)若 2 ( )n m m N= ∈ 時，則各組取出的線段長度 2k 次方和相等，其中1 0m k− ≤ ≤  

    (2)若 2 1( )n m m N= + ∈ 時，則各組取出的線段長度 2 1k + 次方和相等，其中1 0m k− ≤ ≤  
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【評語】010014-評語 

本篇作品問題的引入非常簡單，就是考慮過定點的等角分割，

在定點落在圓內部或心臟線的尖點時，作者得到了線段的次方和及

面積和的恆等式。 

作者成功地將問題作了轉化，利用一些已知的等式，給出非常

美妙的證明，非常具有吸引力。 

本篇作品的文字部份還有潤飾的空間，部分省略跳躍的步驟應

當補足，利用段落與註記，將文章細緻化。 
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