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我是蔡佩珊，目前就讀於國立新竹女子高級中學一年級。我的興趣是閱讀，

透過文字我能獲得許多不同的觀點，讓我的思考更多元。我最喜歡數學中的幾何

與邏輯推理，探究圖形奧秘、按部就班發現問題的答案，都能使我獲得無上的快

樂。我認為每個人應該有「知」的權利，也只有在資訊完全的情況下才能下決定，

這是我努力達成的目標。 
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看小說、收看歐美影集(我超愛 Person of Interest！)或者慢跑。 
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摘要 

根據參考資料，在平面上移動 P 點，P 點重心 n 邊形形狀皆全等且原 n 邊形的相隔對角

線為 P 點重心 n 邊形相對應邊的 3 倍。 

由 P 點重心 n 邊形反推作原 n 邊形，探討 P 點重心 n 邊形的存在性及唯一性；進一步作

P 點重心 n 邊形的 P 點重心 n 邊形，重複疊作至無限，作各層的重心G1、G2 …Gk(k ∈ ℕ)，發

現 P 點與各重心共線，且當 k→ ∞時， lim
k→∞

Gk = P。 

在空間中作 P 點質心多面體，原多面體與 P 點質心多面體有線段比性質。作 P 點質心四

面體，再用 P 點質心四面體反推得原四面體並探討其存在性及唯一性；重複疊作 P 點質心四

面體至無限，有線段比與極限性質。 

 

Abstract 

    According to reference material, moving point P on a plane forms congruent “point P 

barycenter n sides.” Every other diagonal line of the original n sides is three times longer than the 

corresponding side of “point P barycenter n sides.”  

    We retrace the original n sides from “point P barycenter n sides,” research into the existence 

and singularity of “point P barycenter n sides” and moreover infinitely produce the “point P 

barycenter n sides” of the “point P barycenter n sides.” Then, we find out the barycenter of every 

layer G1、G2 …Gk(k ∈ ℕ) and we discover that point P is colinear with every barycenter, and 

when k→ ∞, lim
k→∞

Gk = P. 

    In space, connect point P to every apex of the polyhedron and form cones. Figure out the 

barycenter of every cone and form. They have the property of linear ratio with the “point P 

barycenter polyhedron.” Connect point P to tetrahedrons and form cones and figure out the 

barycenter from every cone. They form “point P barycenter tetrahedron.” We retrace the original 

tetrahedrons from “point P barycenter tetrahedron”, research into the existence and singularity of 

“point P barycenter tetrahedron”. We also infinitely reproduce them and discover they have the 

property of linear ratio and the limit. 
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壹、 前言 

    有次在查找資料時，我們看到第五十二屆全國科展｢心心相印｣這件作品，發現他們分別

將三角形各頂點與特定 P 點連接成三個三角形，這三個三角形再分別作外、重、垂心並連接，

發現了一些奇妙的性質。在這件作品中，P 點只限於三角形的內、外、重、垂心，對於重心的

相似性質沒有充分證明。這些不足之處引發我們決定把這個幾何題研究得更加完善。 

    我們的目的有以下幾點： 

一、給定 P 點重心 n 邊形，用尺規作圖反推其原 n 邊形，探討其存在性及唯一性。 

二、重複疊作 P 點重心 n 邊形。 

三、探討 P 點質心多面體的性質及原多面體與 P 點質心多面體的關係。 

四、給定 P 點質心四面體，反推其原四面體，探討其存在性及唯一性。 

五、重複疊作 P 點質心四面體。 

(註：以上加底線的文字見【貳、研究方法和過程】) 
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貳、 研究方法和過程 

為了使閱讀的過程更簡潔明瞭，在表一中，我們將報告中使用到的專有名詞和自行定義

的名詞以及參考資料中《多個三角形的重心連線性質探討》的研究成果做簡單的說明。 

一、 名詞定義 

名稱 意義 圖例 

P 點重心 n 邊形 

任意 n 邊形各頂點與平面上任

意 P 點連接形成的 n 個三角形

作重心，並將各相鄰三角形的重

心連接形成 P 點重心 n 邊形。

(圖中△LJK 為 P 點重心三角形) 

 

相隔對角線 

將多邊形間隔一頂點的兩頂點

相連稱之相隔對角線。奇數邊形

的多邊形相隔對角線數為奇數，

偶數邊形的多邊形相隔對角線

數為偶數。 

 

重複疊作 

P 點重心 n 邊形 

作任意 n 邊形的 P 點重心 n 邊

形，並以此 P 點重心 n 邊形與

相同 P 點再作 P 點重心 n 邊形，

重複此動作延伸至無限(圖中各

三角形為一組重複疊作 P 點重

心三角形) 

 

P 點質心多面體 

多面體各頂點與空間中任意 P

點連接形成的多個錐體作質心，

並將各相鄰錐體的質心連接形

成 P 點質心多面體。(圖中淡綠

色的四面體為 P 點質心多面體) 

 

重複疊作 

P 點質心四面體 

作任意四面體的 P 點質心四面

體，並以此 P 點質心四面體與

相同 P 點再作 P 點質心四面

體，重複此動作延伸至無限(圖

中各多面體為一組重複疊作 P

點質心四面體) 
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二、 P 點重心 n 邊形(引用自參考資料〈多個三角形的重心連線性質探討〉) 

(一) 三角形 

給定任意△ABC，在平面上設任意點 P，作 P 點重心

△LJK(如圖一)，我們發現性質如下： 

【性質一】JK ∥ AB，LK ∥ BC，LJ ∥ AC 

【性質二】(AB + BC + AC)：(JK + LK + LJ) = 3：1 

【性質三】給定任意△ABC，移動 P 點位置，△LJK 恆全等

不變(僅跟隨 P 點相對位移) 

(二) 四邊形 

給定任意四邊形 ABCD，在平面上設任意點 P，作 P

點重心四邊形 MNOQ(如圖二)，我們發現性質如下： 

【性質一】MN ∥ QO ∥ AC，MQ ∥ NO ∥ BD 

【性質二】2(AC + BD)：(MN + NO + QO + MQ) = 3：1 

【性質三】給定任意四邊形 ABCD，移動 P 點位置，四邊形 MNOQ

恆全等不變 

(三) 五邊形 

給定任意五邊形 ABCDE，在平面上設任意點 P，作 P 點重心五

邊形 QRSTU(如圖三)，我們發現性質如下： 

【性質一】UT ∥ AD，RS ∥ BD，ST ∥ CE，QR ∥ AC，QU ∥ BE 

【性質二】(AC＋BD＋CE＋AD＋BE)： 

(QR＋RS＋ST＋UT＋QU)＝3：1 

【性質三】給定任意五邊形 ABCDE，移動 P 點位置，五邊形

QRSTU 恆全等不變 

【性質四】五邊形 QRSTU 任意兩邊不平行 

(四) n 邊形 

【性質一】Gk−1Gk−2 ∥ AkAk−2(k=3,4, …,n，n≥3)， 

GnG1 ∥ AnA2且Gn−1Gn ∥ An−1A1 

【性質二】(A1A3 + A2A4 + ⋯+ An−2An + An−1A1 +

AnA2)：(G1G2 + G2G3 + ⋯+ Gn−2Gn−1 +

Gn−1Gn + G1Gn) =   3：1 

【性質三】 給定任意 n 邊形A1~An，移動 P 點位置，n 邊形

G1~Gn恆全等不變(僅跟隨 P 點位移) 
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一、 P 點重心 n 邊形的反推探討 

作一 n 邊形，用尺規作圖依其性質反推作出另一 n 邊形，使原本的 n 邊形為新 n 邊行的

P 點重心 n 邊形，並觀察兩者之間的關聯。(因三角形與四邊形為特例，故以五六邊形示範) 

(一) 五邊形 

作一原五邊形，用尺規作圖求出一五邊形使原五邊形為此五邊形的 P 點重心五邊形，性

質如下： 

1. 一個 P 點重心五邊形可反推得唯一的原五邊形。 

2. P 點重心五邊形必無任意對邊平行。 

做法如下： 

步驟 尺規作圖 

1. 令一任意五邊形 ABCDE。  

2. 分 別 作

 AB、BC、

CD、DE、

AE的平行

三 倍 線

段。 

 

3. 平移FG得F′G′。 
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4. 平移IH得I′H′並使 G’和 H’重疊。 

 

5. 平移並連接相隔一邊的三倍線段。 

 

6. 將相鄰頂點連接，形成五邊形 A’B’C’D’E’，

五邊形 ABCDE 即為其 P 點重心五邊形。

因為A′C′、C′E′、E′B′、B′D′、D′A′無法作

任意相對移動，所以五邊形 ABCDE 只有

唯一的原五邊形。 
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(二) 六邊形 

作一原六邊形，用尺規作圖求出一六邊形使原六邊形為此六邊形的 P 點重心六邊形，性

質如下： 

1. 一個 P 點重心六邊形可反推得無限的原六邊形。 

2. P 點重心六邊形相隔一邊的兩邊不得平行。 

作法如下： 

步驟 尺規作圖 

1. 令一任意六邊形 ABCDEF。 

 

2. 分別作 AB、BC、CD、DE、EF、

AF的平行三倍線段。 

 

3. 平移IJ得I′J′。 
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4. 平移GH得I′H′並使 I’和 H’重疊。 

 

5. 平移並連接相隔一邊的三倍線

段。 

 

6. 將相鄰頂點連接，形成六邊形

A’B’C’D’E’F’，六邊形 ABCDEF 即

為其 P 點重心六邊形。 
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7. 因為△A’ C’ E’和△B’ D’ F’可以作相

對移動，所以六邊形 ABCDEF 有

無限個原六邊形。 

 

【性質一】任一個 P 點重心奇數邊形必存在唯一的原奇數邊形，任一個 P 點重心偶數邊形則

必存在無限個原偶數邊形。 

【性質二】除四邊形以外的 P 點重心 n 邊形相隔一邊的兩邊不得平行。 
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二、 重複疊作 P 點重心 n 邊形 

給定任意 n 邊形A1B1C1 …，在平面上取任意 P 點，作 P 點重心 n 邊形A2B2C2 …，再以 P

點對 n 邊形A2B2C2 …繼續作 P 點重心 n 邊形A3B3C3 …，以此類推得 n 邊形AkBkCk …(k∈ ℕ)，

分別作各重心G1、G2…Gk (如圖五)。 

  

(一) 幾何證明 

【性質一】𝐆𝟏、𝐆𝟐、…、𝐆𝐤與 P 點共線，𝐤 ∈ ℕ 

【證明】 

1. 分別作Bk−1Ck−1、BkCk的中點Dk−1、Dk，連接Ak−1Dk−1、AkDk 

則在△AkBkCk、△Ak−1Bk−1Ck−1中 

∵△Ak−1Bk−1Ck−1~△AkBkCk (SSS 相似性質) 

∴ Bk−1Ck−1：BkCk =3：1= Ak−1Dk−1：AkDk 

又Ak−1Gk−1：Dk−1Gk−1 = AkGk：DkGk =2：1 

故Dk−1Gk−1：AkGk =3：2= Dk−1P：AkP 

2. ∵ Dk−1Gk−1：AkGk = Dk−1P：AkP =3：2 且∠PAkGk = ∠PDk−1Gk−1 

∴△PAkGk~△PDk−1Gk−1(SAS 相似性質) 

3. ∵ Gk−1P ∥ GkP且共用點 P 

∴P、Gk、Gk−1共線，得證。 

【性質二】𝐆𝐤−𝟐𝐆𝐤−𝟏：𝐆𝐤−𝟏𝐆𝐤 =3：2，𝐤 ∈ ℕ，𝐤 ≥ 𝟑 

【證明】 

1. 承上， 

△PAkGk~△PDk−1Gk−1 ⇒ Gk−1P：GkP = Gk−2P：Gk−1P =3：2 

又 P、Gk、Gk−1、Gk−2共線 

⇒ Gk−2Gk−1：Gk−1Gk =3：2，得證。 

圖五 
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【性質三】𝐆𝐤−𝟏𝐆𝐤：𝐆𝐤−𝟏𝐏 =1：3，𝐤 ∈ ℕ，𝐤 ≥ 𝟐 

【證明】 

1. 承上， 

∵P、Gk、Gk−1共線且GkP：Gk−1P =2：3 

∴ Gk−1Gk：Gk−1P =1：3，得證。 

(二) 代數證明 

 

設 P 坐標(x0, y0)、A1坐標(x1, y1)、B1坐標(x2, y2)、C1坐標(x3, y3)，以此類推。以Ak坐標為

例，將 k=1~4 的情形逐一列出： 

A1 (1x1 + 0x0, 1x1 + 0x0) 

A2 (
1x1+1x2+1x0

3
, 

1y1+1y2+1y0

3
) 

A3 (
1x1+2x2+1x3+5x0

9
, 

1y1+2y2+1y3+5x0

9
) 

A4 (
1x1+3x2+3x3+1x119x0

27
, 

1y1+3y2+3y3+1y119x0

27
) 

… 

觀察紅、藍色係數規律，發現其排列恰相似於巴斯卡三角形： 

1000 

1100 

1210 

1331 

… 

因此，我們可推得當k ≤ n時，Ak坐標中的x1、x2、x3、…、xk係數分別為C0
k−1、C1

k−1、

C2
k−1、…、Ck−2

k−1、Ck−1
k−1，係數和為2k−1。此規律只適用於當k ≤ n時。若k > n，Cn

k−1、

Cn+1
k−1、…、Ck−1

k−1等數會分別和C0
k−1、C1

k−1、…、Cn−1
k−1相加。 

令k = n + m 且 m ∈ N，則Ak坐標中的x1、x2、x3、…、xn係數分別為 

C0
mCn−m

n−1 + C1
mCn−m+1

n−1 + ⋯+ Cm−1
m Cn−1

n−1 + Cm
mC0

n−1、C0
mCn−m+1

n−1 + C1
mCn−m+2

n−1 + C2
mCn−m+3

n−1 +

⋯+ Cm−2
m Cn−1

n−1 + Cm−1
m C0

n−1 + Cm
mC1

n−1、…、C0
mCn−m−1

n−1 + C1
mCn−m

n−1 + ⋯+ Cm−1
m Cn−2

n−1 +

圖六 
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Cm
mCn−1

n−1。但不論 k 和 n 的關係如何，求出的Gk坐標公式皆相等，因為x1、x2、x3、…、xk

係數仍符合2k−1的規律。 

觀察分母數字規律 (紫色)，因為Ak坐標來自於Ak−1、Bk−1、P 三點坐標相加後除三，所以分

母有3k−1的規律。 

觀察x0係數規律 (綠色)，已知A1坐標中x0係數為 0，A2坐標中x0係數為 1，等於0 × 2 + 30。

A3坐標中x0係數為 5，等於 1× 2 + 31，以此類推，歸納出x0係數的遞迴關係式：

{
A1坐標中x0係數 = 0

Ak坐標中x0係數 = (Ak−1坐標中x0係數) × 2 + 3k−2
 

由此關係式，得Ak坐標中x0係數 = 3k−1 − 2k−1 

綜合上述討論結果，當k ≤ n時，Ak坐標為

(
C0

k−1x1+C1
k−1x2+C2

k−1x3+⋯+Ck−1
k−1xk+(3k−1−2k−1)x0

3k−1
,
C0

k−1y1+C1
k−1y2+C2

k−1y3+⋯+Ck−1
k−1yk+(3k−1−2k−1)y0

3k−1
)，同

理可得Bk坐標

(
C0

k−1x2+C1
k−1x2+C2

k−1x3+⋯+Ck−1
k−1xk+1+(3k−1−2k−1)x0

3k−1 ,
C0

k−1y1+C1
k−1y2+C2

k−1y3+⋯+Ck−1
k−1yk+1+(3k−1−2k−1)y0

3k−1 )、

Ck、…。xn、yn後面分別接續x1、y1，直到係數出現Ck−1
k−1為止，例如重複疊作第四層 P 點重

心五邊形的Dk坐標為(
C0

3x4+C1
3x5+C2

3x1+C3
3x2+(33−23)x0

34−1
,
C0

3y4+C1
3y5+C2

3y1+C3
3y2+(3k−1−2k−1)y0

34−1
) 

= (
1x4+3x5+3x1+1x2+19x0

27
,
1y4+3y5+3y1+1y2+(33−23)y0

27
)。 

當k = n + m 且 m ∈ N 時，Ak坐標為 

(

 
 
 
 

(C0
mCn−m

n−1 +C1
mCn−m+1

n−1 +⋯+Cm−1
m Cn−1

n−1+Cm
mC0

n−1)x1

+(C0
mCn−m+1

n−1 +C1
mCn−m+2

n−1 +⋯+Cm−2
m Cn−1

n−1+Cm−1
m C0

n−1+Cm
mC1

n−1)x2

+⋯+(C0
mCn−m−1

n−1 +C1
mCn−m

n−1 +⋯+Cm−1
m Cn−2

n−1+Cm
mCn−1

n−1)xn+(3k−1−2k−1)x0

3k−1 ,

(C0
mCn−m

n−1 +C1
mCn−m+1

n−1 +⋯+Cm−1
m Cn−1

n−1+Cm
mC0

n−1)y1

+(C0
mCn−m+1

n−1 +C1
mCn−m+2

n−1 +⋯+Cm−2
m Cn−1

n−1+Cm−1
m C0

n−1+Cm
mC1

n−1)y2

+⋯+(C0
mCn−m−1

n−1 +C1
mCn−m

n−1 +⋯+Cm−1
m Cn−2

n−1+Cm
mCn−1

n−1)yn+(3k−1−2k−1)y0

3k−1 )

 
 
 
 

，同理得Bk、Ck、…。 

根據任意多邊形的重心定義：n 邊形A1A2 …An中，若 G 滿足GA1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + GA2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + ⋯+ GAn
⃑⃑ ⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ = 0⃑ ，則

稱 G 為 n 邊形A1A2 …An的重心，n 邊形A1A2 …An重心坐標公式為(
x1+x2+⋯+xn

n
,
y1+y2+⋯+yn

n
)。

由此，我們得到重複疊作第 k 層 P 點重心 n 邊形AkBkCk …的Gk坐標公式： 

(
n(3k−1−2k−1)x0+2k−1(x1+x2+⋯+xn)

3k−1n
,
n(3k−1−2k−1)y0+2k−1(y1+y2+⋯+yn)

3k−1n
)，k ∈ ℕ。 
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【性質一】𝐆𝟏、𝐆𝟐、…、𝐆𝐤與 P 點共線，𝐤 ∈ ℕ 

【證明】 

利用前述所得Gk坐標，可得GkGk−1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = (

2k−2(nx0−x1−x2−x3−x4)

3k−1n
,
2k−2(ny0−y1−y2−y3−y4)

3k−1n
) 

又，PGk
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = (

2k−1(nx0−x1−x2−x3−x4)

3k−1n
,
2k−1(ny0−y1−y2−y3−y4)

3k−1n
) 

= 2GkGk−1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑    

⟹ P、Gk、Gk−1三點共線，k∈ ℕ，k ≥ 2 

⟹P、G1、G2、……、Gk共線，k∈ ℕ，得證。 

【性質二】𝐆𝐤−𝟐𝐆𝐤−𝟏
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ：𝐆𝐤−𝟏𝐆𝐤

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ =3：2，𝐤 ∈ ℕ，𝐤 ≥ 𝟑 

【證明】 

承性質一，2Gk−1Gk
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = GkP⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ 

⟹同理得 2Gk−2Gk−1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = Gk−1P⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ = GkP⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ + Gk−1Gk

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = 3Gk−1Gk
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑   

⟹ Gk−2Gk−1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑：Gk−1Gk

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = 3：2，k∈ ℕ，k ≥ 3，得證。 

【性質三】𝐆𝐤−𝟏𝐆𝐤
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑：𝐆𝐤−𝟏𝐏⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =1：3，𝐤 ∈ ℕ，𝐤 ≥ 𝟐 

【證明】 

承性質一與性質二，Gk−1P⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ = Gk−1Gk
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + GkP⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ 

= Gk−1Gk
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 2Gk−1Gk

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = 3Gk−1Gk
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑   

⟹ Gk−1Gk
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ：Gk−1P⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ = 1：3，得證。 

 

以上三項性質證明，幾何與代數方法皆可，但【性質四】只能用代數方法證明。 

【性質四】重複疊作 n 邊形𝐀𝐤𝐁𝐤𝐂𝐤 …的重心𝐆𝐤，𝐤 ∈ ℕ，k 足夠大時𝐆𝐤會收斂至 P，即

𝐥𝐢𝐦
𝐤→∞

𝐆𝐤 = 𝐏 

【證明】   

承性質一，Gk(
n(3k−1−2k−1)x0+2k−1(x1+x2+⋯+xn)

n×3k−1 ,
n(3k−1−2k−1)y0+2k−1(y1+y2+⋯+yn)

n×3k−1 )，k=∈ ℕ 

則 lim
k→∞

G𝑘 = lim
k→∞

(
n(3k−1−2k−1)x0+2k−1(x1+x2+⋯+xn)

3k−1n
,
n(3k−1−2k−1)y0+2k−1(y1+y2+⋯+yn)

3k−1n
 

=( lim
k→∞

(
n

3
×3k− 

n

2
×2k)x0+ 

1

2
×2k(x1+x2+⋯+xn)

n

3
×3k

, lim
k→∞

(
n

3
×3k− 

n

2
×2k)y0+

1

2
×2𝑘(y1+y2+⋯+yn)

n

3
×3𝑘

) 

=( lim
k→∞

[(1 −
3

2
× (

2

3
)
k
)x0+

3

2n
× (

2

3
)
𝑘
(x1 + x2 + ⋯+ xn)] , lim

k→∞
[(1 −

3

2
× (

2

3
)
k
)y0+

3

2n
× (

2

3
)
k
(y1 + y2 + ⋯+ yn)]) 

=(x0 , y0) = P       (∵⟹ lim
k→∞

(
2

3
)k = 0)，得證。 
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三、 P 點質心多面體的探討 

接著，將 P 點重心多邊形的概念延伸到空間中，進一步研究探討有否相同的性質與概念 

(一) 四面體 

給定任意四面體 ABC-D，在空間中設任意點 P，連至各頂點形成四個錐體，根據文獻的

錐體質心做法，分別作錐體的質心(如圖七)並相連得 P 點質心四面體 IJL-K(如圖八)，我們發

現性質如下：  

【性質一】𝐋𝐉 ∥ 𝐀𝐁，𝐈𝐋 ∥ 𝐁𝐂，𝐈𝐉 ∥ 𝐀𝐂，𝐊𝐉 ∥ 𝐀𝐃，𝐊𝐋 ∥ 𝐁𝐃，𝐊𝐈 ∥ 𝐂𝐃 

【證明】 

1. 作AB和BC中點 E、F 以及△ABD 和△BCD 的重心 G、H。 

2. ∵△ABC 和△EBF 中，AC ∥ EF(平行線截等比例線段)； 

△EDF 和△GDH 中，EF ∥ GH；△GPH 和△IPJ 中，GH ∥ IJ 

∴ IJ ∥ AC同理，LJ ∥ AB，IL ∥ BC， KJ ∥ AD，KL ∥ BD，KI ∥ CD，得證。 

【性質二】(𝐀𝐁 + 𝐁𝐂 + 𝐀𝐂 + 𝐀𝐃 + 𝐁𝐃 + 𝐂𝐃)：(𝐋𝐉 + 𝐈𝐋 + 𝐈𝐉 + 𝐊𝐉 + 𝐊𝐋 + 𝐊𝐈) = 𝟒：𝟏 

【證明】 

1. △ABC 和△EBF 中，AC ∥ EF(平行線截等比例線段)； 

∵ AB：EB = CB：FB = AC：EF = 2：1 

∴△ ABC～ △ EBF(SAS 相似性質) 

⇒ AB：EB = AC：EF = 2：1 

2. 同理，△ EDF～△ GDH， △ GPH～ △ IPJ 

⇒ ED：GD = EF：GH = 3：2， 

GP：IP = GH：IJ = 3：2 

3. AC：EF：GH：IJ = 12：6：4：3 

⇒ AC：IJ = 12：3 = 4：1 

4. 同理，(AB + BC + AC + AD + BD + CD)：(LJ + IL + IJ + KJ + KL + KI) = 4：1，得

證。 

【性質三】移動 P 點位置，四面體 IJL-K 恆全等不變（僅跟隨 P 點相對位移） 

【證明】 

1. ∵ IJ ∥ AC且AC：IJ＝4：1 

∴ IJ恆全等不變。 

2. 同理，LJ、IL、KJ、KL、KI恆全等不變 

⇒移動 P 點位置，四面體 IJL-K 恆全等不變，得證。 

  

圖七 

圖八 
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(二) 正六面體 

給定正六面體，在空間中設任意點 P，會作出 P 點質

心正八面體(如圖九)，性質如下： 

【性質一】原六面體邊長：P 點質心八面體邊長 =

4√2：3 

【性質二】移動 P 點位置，P 點質心八面體恆全等不變

（僅跟隨 P 點相對位移） 

(一) 正八面體 

給定正八面體，在空間中設任意點 P，會作出 P 點質

心正六面體(如圖十)，性質如下： 

【性質一】原八面體邊長：P 點質心六面體邊長 =

2√2：1 

【性質二】移動 P 點位置，P 點質心六面體恆全等不變

（僅跟隨 P 點相對位移） 

(二) 正十二面體 

給定正十二面體，在空間中設任意點 P，會作出 P 點

質心正二十面體(如圖十一)，性質如下： 

【性質一】原十二面體邊長：P 點質心二十面體邊長 

= 16(1 + cos36°)：3(1 + 2cos36°)(√5 + 1) 

【性質二】移動 P 點位置，P 點質心二十面體恆全等不變（僅跟隨 P 點相對位移） 

(五) 正二十面體 

給定正二十面體，在空間中設任意點 P，會作出 P 點質心正十二面體(如圖十二)，性質

如下： 

【性質一】原二十面體邊長：P 點質心十二面體邊長 

= 8：√5 + 1 

【性質二】移動 P 點位置，P 點質心十二面體恆全等不變（僅跟隨 P 點相對位移） 

  

圖九 

圖十 

圖十二 圖十一 圖十一 
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四、 P 點質心四面體反推 

作一任意四面體，依其性質反推作出另一四面體(如圖十三)，使原本的四面體為新四面

體的 P 點質心四面體，並觀察兩者之間的關聯，性質如下： 

1. 一個 P 點質心四面體可反推得唯一的原四面體。 

作法如下： 

1. 給定任意四面體 ABC-D，作AB中點 M 並求出△ ABC的重心 G。 

2. 作PD⃑⃑⃑⃑  ⃑，在PD⃑⃑⃑⃑  ⃑上取一點D′，使PD′：PD = 4：3。 

(∵ 原多面體重心到 P 點距離：P 點質心多面體頂點到 P 點距離 = 4：3) 

3. 連CM，過D′作直線L1平行於CM。在直線 L 上分別於D′的兩端取點 E、N，使ED′：

CG = D′N：GM = 4：1。 

(∵ 原四面體底面中線長：P 點質心四面體底面中線長 = 4：1) 

4. 過 N 作AB的平行線L2，在L2上取兩點 F、H，使FH = 4AB且 N 為FH中點。(∵

原四面體邊長：P 點質心四面體相對應邊長 = 4：1) 

5. 連接EF、EH，得△ EFH。 

6. 過 E 作直線L3平行CD，過 F 作直線L4平行AD，L3、L4相交於點 I。 

7. 連IH，則四面體 EFH-I 為四面體 ABC-D 的原四面體。 

【性質一】任一個 P 點質心四面體必存在唯一的原四面體 

 

  

圖十三 
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五、 重複疊作 P 點質心四面體 

給定任意四面體A1B1C1−D1，在空間中取任意 P 點，作 P 點重心四面體A2B2C2 −

D2，再以 P 點對四面體A2B2C2 − D2繼續作第 3 層的 P 點重心四面體A3B3C3−D3，以

此類推得四面體AkBkCk − Dk，分別作各重心G1、G2 …Gk(如圖十四)。 

 

設A1坐標(x1, y1, z1)，B1坐標(x2, y2, z2)，C1坐標(x3, y3, z3)，D1坐標(x4, y4, z4)，P坐標

(x0, y0, z0)。利用內分點公式求得A2、B2、C2、D2、A3、B3、C3、D3 ……坐標後，我們歸納

出Ak、Bk、Ck、Dk、Gk坐標如下： 

若 k 為奇數 

Ak(
(4k−1−3k−1)x0+(

3k−1+3

4
)x1+

3k−1−1

4
(x2+x3+x4)

4k−1
, 

(4k−1−3k−1)y0+(
3k−1+3

4
)y1+

3k−1−1

4
(y2+y3+y4)

4k−1
,
(4k−1−3k−1)z0+(

3k−1+3

4
)z1+

3k−1−1

4
(z2+z3+z4)

4k−1
)  

Bk(
(4k−1−3k−1)x0+(

3k−1+3

4
)x2+

3k−1−1

4
(x1+x3+x4)

4k−1 , 

(4k−1−3k−1)y0+(
3k−1+3

4
)y2+

3k−1−1

4
(y1+y3+y4)

4k−1 ,
(4k−1−3k−1)z0+(

3k−1+3

4
)z2+

3k−1−1

4
(z1+z3+z4)

4k−1
)   

Ck(
(4k−1−3k−1)x0+(

3k−1+3

4
)x3+

3k−1−1

4
(x1+x2+x4)

4k−1 , 

(4k−1−3k−1)y0+(
3k−1+3

4
)y3+

3k−1−1

4
(y1+y2+y4)

4k−1
,
(4k−1−3k−1)z0+(

3k−1+3

4
)z3+

3k−1−1

4
(z1+z2+z4)

4k−1
)  

Dk(
(4k−1−3k−1)x0+(

3k−1+3

4
)x4+

3k−1−1

4
(x1+x2+x3)

4k−1 , 

(4k−1−3k−1)y0+(
3k−1+3

4
)y4+

3k−1−1

4
(y1+y2+y3)

4k−1 ,
(4k−1−3k−1)z0+(

3k−1+3

4
)z4+

3k−1−1

4
(z1+z2+z3)

4k−1 )  

𝐆𝐤(
𝟒(𝟒𝐤−𝟏−𝟑𝐤−𝟏)𝐱𝟎+𝟑𝐤−𝟏(𝐱𝟏+𝐱𝟐+𝐱𝟑+𝐱𝟒)

𝟒𝐤 ,  

𝟒(𝟒𝐤−𝟏−𝟑𝐤−𝟏)𝐲𝟎+𝟑𝐤−𝟏(𝐲𝟏+𝐲𝟐+𝐲𝟑+𝐲𝟒)

𝟒𝐤
,
𝟒(𝟒𝐤−𝟏−𝟑𝐤−𝟏)𝐳𝟎+𝟑𝐤−𝟏(𝐳𝟏+𝐳𝟐+𝐳𝟑+𝐳𝟒)

𝟒𝐤
)  

C1 
C2 

圖十四 

A1 

D1 

B1 

P 

A2 B2 

D2 

G1 

G2 
G3 
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若 k 為偶數， 

Ak(
(4k−1−3k−1)x0+(

3k−1−3

4
)x1+

3k−1+1

4
(x2+x3+x4)

4k−1 , 

(4k−1−3k−1)y0+(
3k−1−3

4
)y1+

3k−1+1

4
(y2+y3+y4)

4k−1 ,
(4k−1−3k−1)z0+(

3k−1−3

4
)z1+

3k−1+1

4
(z2+z3+z4)

4k−1 )  

Bk(
(4k−1−3k−1)x0+(

3k−1−3

4
)x2+

2k−1+1

3
(x1+x3+x4)

4k−1 , 

(4k−1−3k−1)y0+(
3k−1−3

4
)y2+

3k−1+1

4
(y1+y3+y4)

4k−1 ,
(4k−1−3k−1)z0+(

3k−1−3

4
)z1+

3k−1+1

4
(z1+z3+z4)

4k−1 )  

Ck(
(4k−1−3k−1)x0+(

3k−1−3

4
)x3+

2k−1+1

3
(x1+x2+x4)

4k−1 , 

(4k−1−3k−1)y0+(
3k−1−3

4
)y3+

3k−1+1

4
(y1+y2+y4)

4k−1 ,
(4k−1−3k−1)z0+(

3k−1−3

4
)z1+

3k−1+1

4
(z1+z2+z4)

4k−1 )  

Dk(
(4k−1−3k−1)x0+(

3k−1−3

4
)x4+

3k−1+1

4
(x1+x2+x3)

4k−1 , 

(4k−1−3k−1)y0+(
3k−1−3

4
)y4+

3k−1+1

4
(y1+y2+y3)

4k−1 ,
(4k−1−3k−1)z0+(

3k−1−3

4
)z4+

3k−1+1

4
(z1+z2+z3)

4k−1 ) 且

Gk(
4(4k−1−3k−1)x0+3k−1(x1+x2+x3+x4)

4k
, 

4(4k−1−3k−1)y0+3k−1(y1+y2+y3+y4)

4k
,
𝟒(𝟒𝐤−𝟏−𝟑𝐤−𝟏)𝐳𝟎+𝟑𝐤−𝟏(𝐳𝟏+𝐳𝟐+𝐳𝟑+𝐳𝟒)

𝟒𝐤 )  

 

我們利用數學歸納法證明如下： 

1. 當 k=1 時，A1坐標(x1, y1, z1) 

= (
(41−1−31−1)x0+(

31−1+3

4
)x1+

31−1−1

4
(x2+x3+x4)

41−1 , 

(41−1−31−1)y0+(
31−1+3

4
)y1+

31−1−1

4
(y2+y3+y4)

41−1 ,
(41−1−31−1)z0+(

31−1+3

4
)z1+

31−1−1

4
(z2+z3+z4)

41−1 )，成立。 

同理可證B1、C1、D1成立。 

利用內分點公式，G1坐標 (
x1+x2+x3+x4

3
,
y1+y2+y3+y4

3
) 

= (
4(41−1−31−1)x0+31−1(x1+x2+x3+x4)

4k ,  

4(41−1−31−1)y0+31−1(y1+y2+y3+y4)

4k ,
4(41−1−31−1)z0+31−1(z1+z2+z3+z4)

4k )，成立。 

當 k=2 時，利用內分點公式，A2坐標(
x2+x3+x4+x0

3
,
y2+y3+y4+y0

3
,
z2+z3+z4+z0

3
) 

= (
(42−1−32−1)x0+(

32−1−3

4
)x1+(x2+x3+x4)

42−1 ,  

(42−1−32−1)y0+(
32−1−3

4
)y1+

32−1+1

4
(y2+y3+y4)

42−1 ,
(42−1−32−1)y0+(

32−1−3

4
)z1+

32−1+1

4
(z2+z3+z4)

42−1 )，成立。 

同理可證B2、C2、D2成立。 

利用內分點公式，G2坐標 (
4x0+3(x1+x2+x3+x4)

16
,
4y0+3(y1+y2+y3+y4)

16
) 

= (
4(42−1−32−1)x0+32−1(x1+x2+x3+x4)

42
,  

4(42−1−32−1)y0+32−1(y1+y2+y3+y4)

42 ,
4(42−1−32−1)z0+32−1(z1+z2+z3+z4)

42 )，成立。 
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2. 假設 k 為奇數時成立，可得 

Ak(
(4k−1−3k−1)x0+(

3k−1+3

4
)x1+

3k−1−1

4
(x2+x3+x4)

4k−1 ,

(4k−1−3k−1)y0+(
3k−1+3

4
)y1+

3k−1−1

4
(y2+y3+y4)

4k−1 ,
(4k−1−3k−1)z0+(

3k−1+3

4
)z1+

3k−1−1

4
(z2+z3+z4)

4k−1 ) 

Bk(
(4k−1−3k−1)x0+(

3k−1+3

4
)x2+

3k−1−1

4
(x1+x3+x4)

4k−1 ,

(4k−1−3k−1)y0+(
3k−1+3

4
)y2+

3k−1−1

4
(y1+y3+y4)

4k−1 ,
(4k−1−3k−1)z0+(

3k−1+3

4
)z2+

3k−1−1

4
(z1+z3+z4)

4k−1 )  

Ck(
(4k−1−3k−1)x0+(

3k−1+3

4
)x3+

3k−1−1

4
(x1+x2+x4)

4k−1 ,

(4k−1−3k−1)y0+(
3k−1+3

4
)y3+

3k−1−1

4
(y1+y2+y4)

4k−1 ,
(4k−1−3k−1)z0+(

3k−1+3

4
)z3+

3k−1−1

4
(z1+z2+z4)

4k−1 ) 

Dk(
(4k−1−3k−1)x0+(

3k−1+3

4
)x4+

3k−1−1

4
(x1+x2+x3)

4k−1
,

(4k−1−3k−1)y0+(
3k−1+3

4
)y4+

3k−1−1

4
(y1+y2+y3)

4k−1 ,
(4k−1−3k−1)z0+(

3k−1+3

4
)z4+

3k−1−1

4
(z1+z2+z3)

4k−1 ) 

且Gk(
4(4k−1−3k−1)x0+3k−1(x1+x2+x3+x4)

4k , 

4(4k−1−3k−1)y0+3k−1(y1+y2+y3+y4)

4k ,
4(4k−1−3k−1)z0+3k−1(z1+z2+z3+z4)

4k )  

假設 k 為偶數時成立，可得 

Ak(
(4k−1−3k−1)x0+(

3k−1−3

4
)x1+

3k−1+1

4
(x2+x3+x4)

4k−1 ,

(4k−1−3k−1)y0+(
3k−1−3

4
)y1+

3k−1+1

4
(y2+y3+y4)

4k−1 ,
(4k−1−3k−1)z0+(

3k−1−3

4
)z1+

3k−1+1

4
(z2+z3+z4)

4k−1 ) 

Bk(
(4k−1−3k−1)x0+(

3k−1−3

4
)x2+

3k−1+1

4
(x1+x3+x4)

4k−1
,

(4k−1−3k−1)y0+(
3k−1−3

4
)y2+

3k−1+1

4
(y1+y3+y4)

4k−1 ,
(4k−1−3k−1)z0+(

3k−1−3

4
)z1+

3k−1+1

4
(z1+z3+z4)

4k−1 ) 

Ck(
(4k−1−3k−1)x0+(

3k−1−3

4
)x3+

3k−1+1

4
(x1+x2+x4)

4k−1
,

(4k−1−3k−1)y0+(
3k−1−3

4
)y3+

3k−1+1

4
(y1+y2+y4)

4k−1
,
(4k−1−3k−1)z0+(

3k−1−3

4
)z1+

3k−1+1

4
(z1+z2+z4)

4k−1
) 

Dk(
(4k−1−3k−1)x0+(

3k−1−3

4
)x4+

3k−1+1

4
(x1+x2+x3)

4k−1 ,

(4k−1−3k−1)y0+(
3k−1−3

4
)y4+

3k−1+1

4
(y1+y2+y3)

4k−1 ,
(4k−1−3k−1)z0+(

3k−1−3

4
)z4+

3k−1+1

4
(z1+z2+z3)

4k−1 ) 

且Gk(
4(4k−1−3k−1)x0+3k−1(x1+x2+x3+x4)

4k , 

4(4k−1−3k−1)y0+3k−1(y1+y2+y3+y4)

4k ,
4(4k−1−3k−1)z0+3k−1(z1+z2+z3+z4)

4k )  
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3. 當 k 為奇數時，則 k+1 為偶數。由假設得知此時Ak+1為四面體BkCkDk − P的重心， 

Ak+1 = 

(
(4×4k−1−3×3k−1)x0+3(

3k−1−1

4
)x1+

3×3k−1+1

4
(x2+x3+x4)

4k ,

(4×4k−1−3×3k−1)y0+3(
3k−1−1

4
)y1+

3×3k−1+1

4
(y2+y3+y4)

4k ,
(4×4k−1−3×3k−1)z0+3(

3k−1−1

4
)z1+

3×3k−1+1

4
(z2+z3+z4)

4k ) 

= (
(4k−3k)x0+

3k−3

4
x1+

3k+1

4
(x2+x3+x4)

4k , 

(4k−3k)y0+
3k−3

4
y1+

3k+1

4
(y2+y3+y4)

4k ,
(4k−3k)z0+

3k−3

4
z1+

3k+1

4
(z2+z3+z4)

4k )  

同理，Bk+1(
(4k−3k)x0+

3k−3

4
x2+

3k+1

4
(x1+x3+x4)

4k , 

(4k−3k)y0+
3k−3

4
y2+

3k+1

4
(y1+y3+y4)

4k ,
(4k−3k)z0+

3k−3

4
z2+

3k+1

4
(z1+z3+z4)

4k )  

Ck+1(
(4k−3k)x0+

3k−3

4
x3+

3k+1

4
(x1+x2+x4)

4k , 

(4k−3k)y0+
3k−3

4
y3+

3k+1

4
(y1+y2+y4)

4k ,
(4k−3k)z0+

3k−3

4
z3+

3k+1

4
(z1+z2+z4)

4k )  

Dk+1(
(4k−3k)x0+

3k−3

4
x4+

3k+1

4
(x1+x2+x3)

4k
, 

(4k−3k)y0+
3k−3

4
y4+

3k+1

4
(y1+y2+y3)

4k ,
(4k−3k)z0+

3k−3

4
z4+

3k+1

4
(z1+z2+z4)

4k )  

則Gk+1(
4(4k−3k)x0+3k(x1+x2+x3+x3)

4k , 

4(4k−3k)y0+3k(y1+y2+y3+y4)

4k ,
4(4k−3k)z0+3k(z1+z2+z3+z4)

4k )，成立。 

當 k 為偶數時，則 k+1 為奇數。Ak+1 = 

(
(4×4k−1−3×3k−1)x0+3(

3k−1+1

4
)x1+

3×3k−1−1

4
(x2+x3+x4)

4k
, 

(4×4k−1−3×3k−1)y0+3(
3k−1+1

4
)y1+

3×3k−1−1

4
(y2+y3+y4)

4k ,
(4×4k−1−3×3k−1)z0+3(

3k−1+1

4
)z1+

3×3k−1−1

4
(z2+z3+z4)

4k )   

= (
(4k−3k)x0+

3k+3

4
x1+

3k−1

4
(x2+x3+x4)

4k , 

(4k−3k)y0+
3k+3

4
y1+

3k−1

4
(y2+y3+y4)

4k
,
(4k−3k)z0+

3k+3

4
z1+

3k−1

4
(z2+z3+z4)

4k
)  

同理，Bk+1(
(4k−3k)x0+

3k+3

4
x2+

3k−1

4
(x1+x3+x4)

4k , 

(4k−3k)y0+
3k+3

4
y2+

3k−1

4
(y1+y3+y4)

4k ,
(4k−3k)z0+

3k+3

4
z2+

3k−1

4
(z1+z3+z4)

4k )  

Ck+1(
(4k−3k)x0+

3k+3

4
x3+

3k−1

4
(x1+x2+x4)

4k , 

(4k−3k)y0+
3k+3

4
y3+

3k−1

4
(y1+y2+y4)

4k ,
(4k−3k)z0+

3k+3

4
z3+

3k−1

4
(z1+z2+z4)

4k )  
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Dk+1(
(4k−3k)x0+

3k+3

4
x4+

3k−1

4
(x1+x2+x3)

4k , 

(4k−3k)y0+
3k+3

4
y4+

3k−1

4
(y1+y2+y3)

4k ,
(4k−3k)z0+

3k+3

4
z4+

3k−1

4
(z1+z2+z3)

4k )  

則Gk+1(
4(4k−3k)x0+3k(x1+x2+x3+x3)

4k , 

4(4k−3k)y0+3k(y1+y2+y3+y4)

4k+1 ,
4(4k−3k)z0+3k(z1+z2+z3+z4)

4k )，成立。 

綜合上述討論，由數學歸納法得 k 為偶數時的Gk坐標，與 k 為奇數時的Gk坐標相同。 

由此，我們可推論出Gk(
4(4k−1−3k−1)x0+3k−1(x1+x2+x3+x4)

4k , 

4(4k−1−3k−1)y0+3k−1(y1+y2+y3+y4)

4k ,
4(4k−1−3k−1)z0+3k−1(z1+z2+z3+z4)

4k )，k ∈ ℕ。 

【性質一】𝐆𝟏、𝐆𝟐、…、𝐆𝐤與 P 點共線， 𝐤 ∈ ℕ 

【證明】 

1. 利用前述所得Gk坐標，可得GkGk−1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = 

(
3k−2(4x0−x1−x2−x3−x4)

4k ,
3k−2(4y0−y1−y2−y3−y4)

4k ,
3k−2(4z0−z1−z2−z3−z4)

4k )  

又，PGk
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = (

3k−1(4x0−x1−x2−x3−x4)

4k
,
3k−1(4y0−y1−y2−y3−y4)

4k
,
3k−1(4z0−z1−z2−z3−z4)

4k
) 

=3GkGk−1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑   

⇒ P、Gk、Gk−1三點共線，k=2~n 

⇒P、G1、G2、……、Gk共線，得證。 

【性質二】𝐆𝐤−𝟐𝐆𝐤−𝟏
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ：𝐆𝐤−𝟏𝐆𝐤

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 𝟒：𝟑，𝐤 ∈ ℕ，𝐤 ≥ 𝟑 

【證明】 

1. 承性質一，3Gk−1Gk
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = GkP⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ 

⇒同理得3Gk−2Gk−1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = Gk−1P⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ = GkP⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ + Gk−1Gk

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = 4Gk−1Gk
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑   

⇒ Gk−2Gk−1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑：Gk−1Gk

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = 4：3，k=3~n，得證。 

【性質三】𝐆𝐤−𝟏𝐏：𝐆𝐤−𝟏𝐆𝐤 =4：1，𝐤 ∈ ℕ，𝐤 ≥ 𝟐 

【證明】 

1. 承性質一與性質三，Gk−1P⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ = Gk−1Gk
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + GkP⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ = Gk−1Gk

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 3Gk−1Gk
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = 4Gk−1Gk

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑   

⇒ Gk−1Gk
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ：Gk−1P⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = 1：3，得證。 
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【性質四】重複疊作四面體𝐀𝐤𝐁𝐤𝐂𝐤𝐃𝐤的質心𝐆𝐤，𝐤 ∈ ℕ，當 k 趨近於無限大時𝐆𝐤會收斂至 P， 

即𝐥𝐢𝐦
𝐤→∞

𝐆𝐤 = 𝐏 

【證明】 

承性質一與Gk坐標， 

lim
k→∞

Gk = lim
k→∞

(
4(4k−1−3k−1)x0+3k−1(x1+x2+x3+x4)

4k ,
4(4k−1−3k−1)y0+3k−1(y1+y2+y3+y4)

4k ,  

4(4k−1−3k−1)z0+3k−1(z1+z2+z3+z4)

4k
)  

=( lim
k→∞

(4k−
4

3
×3k)x0+

1

3
×3k(x1+x2+x3+x4)

4k , lim
k→∞

(4k−
4

3
×3k)y0+

1

3
×3k(y1+y2+y3+y4)

4k , 

lim
k→∞

(4k−
4

3
×3k)z0+

1

3
×3k(z1+z2+z3+z4)

4k ) 

=( lim
k→∞

[(1 −
4
3
× (

3
4
)
k
)x0 + 1

3
× (

3
4
)
k
(x1 +x2 +x3 +x4)], lim

k→∞
[(1 −

4
3
× (

3
4
)
k
)y0 + 1

3
×

(
3
4
)
k
(y1 +y2 +y3 +y4)], lim

k→∞
[(1 −

4
3
× (

3
4
)
k
)z0 + 1

3
× (

3
4
)
k
(z1 +z2 +z3 +z4)] 

=(x0 , y0) = P       (∵⇒ lim
k→∞

(
2

3
)k = 0)，得證。 

  

22



 

 

 

參、 研究結論 

一、 P 點重心 n 邊形反推 

 任一個 P 點重心奇數邊形必存在唯一的原奇數邊形，任一個 P 點重心偶數邊形則

必存在無限個原偶數邊形 

 除四邊形以外的 P 點重心 n 邊形相隔一邊的兩邊不得平行 

二、 重複疊作 P 點重心 n 邊形 

 Gk坐標(
n(3k−1−2k−1)x0+2k−1(x1+x2+⋯+xn)

3k−1n
,
n(3k−1−2k−1)y0+2k−1(y1+y2+⋯+yn)

3k−1n
)，k ∈ ℕ 

 一組重複疊作 P 點重心 n 邊形，各重心與 P 點共線 

 相鄰 P 點重心 n 邊形重心的距離比為 3：2 

 一 P 點重心 n 邊形重心到 P 點和到下一個重心的距離比為 3：1 

 P 點為第 k 層(k→ ∞)P 點重心 n 邊形重心的收斂點 

三、 P 點質心多面體 

 任意四面體的 P 點質心四面體各邊分別與原四面體相對應邊平行 

 原四面體的邊長和：P 點質心四面體的邊長和=4：1 

 原正多面體的邊長和與其 P 點質心多面體的邊長和皆有固定比例 

 移動 P 點位置，P 點質心多面體恆全等不變(僅跟隨 P 點相對位移) 

四、 P 點質心四面體反推 

 任一個 P 點質心四面體必存在唯一的原四面體 

五、 重複疊作 P 點質心四面體 

 Gk坐標(
4(4k−1−3k−1)x0+3k−1(x1+x2+x3+x4)

4k ,  

4(4k−1−3k−1)y0+3k−1(y1+y2+y3+y4)

4k ,
4(4k−1−3k−1)z0+3k−1(z1+z2+z3+z4)

4k )，k ∈ ℕ 

 一組重複疊作 P 點重心四面體，各重心與 P 點共線 

 相鄰 P 點質心四面體質心的距離比為 4：3 

 一 P 點質心四面體質心到 P 點和到下一個質心的距離比為 3：1 

 P 點為第 k 層(k→ ∞)P 點質心四面體質心的收斂點 

 

肆、 未來展望 

一、 推出任意 P 點質心多面體的性質及證明方法 
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【評語】010009-評語 

本作品從給定任意 N 邊形及一 P 點的情況下，作出 P 點重心

N 邊形，並探討其性質，繼而再作其他延伸研究。在推廣至多面體

時，研究有探討四面體的 P 點重心四面體的相關性質，但其他多面

體的反推上存技術上的困難有待克服，建議日後可考慮改用向量作

進一步的探討。 
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