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作者簡介 

 

我是劉穎立，目前就讀臺北市立西松高中國中部三年級，從小就對數學方面

相當有興並閱讀許多相關書籍，也經常參與各種競賽，雖然成果不一定令人滿

意，但也讓我累積許多經驗及知識。參加了呂雲瑞老師指導的自然科學研究社

之後，我開始參加科展及進行各種研究，也開始有些成果，從中學到了許多做

研究的寶貴經驗。 
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摘要 

線段上距離最遠兩點的距離，稱為此圖形的直徑。如果將線段上某兩點用

一條跳線連接起來，使得行走路徑能經由跳線快速移動到另一點，以縮短這個

線段的直徑。則跳線要加在哪裡，才能使直徑變得最短？會變成多少？ 

將線段想像成一條可彎曲的繩子，假設跳線將兩跳點的距離縮短為0，就好

像把繩子上的兩個點「黏」起來，變成一個黏合圖形。藉由黏合圖形，我們研

究跳線設置的最佳位置(能讓直徑變的最短)以及最短直徑，得出在線段上加1條、

2條和3條跳線時，最短直徑分別為
2

1
、

3

1
和

4

1
，在線段上加 k 條跳線、黏合圖

形中一個和二個節點時，最短直徑皆為
1

1

k
。 
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Abstract 

The distance between two points on a line segment is the length of path along 

the line from one point to the other. The longest distance is called a "diameter" of the 

line segment. A "jump-line" added to line segment acts like a shortcut shortens 

distance between the two points connecting to it. Other distances might be shortened 

as well if the path travels through the shortcut. We are interested in where to add 

jump-lines to get the shortest diameter. 

Considering a line segment as a rope, we bind together the two points connected 

by a jump-line to form a "binding graph". Since the graph is made by a single rope, it 

must be an Eulerian path. We found it is more intuitive working on the binding graph 

than the original line segment. 

We started by adding jump-line one by one. Assume the length of the line 

segment is 1, we found that the shortest diameter is 
2

1
 when adding 1 jump-line, 

3

1
 

for 2 jump-lines and 
4

1
 for 3. Then we utilized the concept of "vertices" on graphs 

to find the general cases of adding any number of jump-lines. We found that the 

shortest diameter is 
1

1

k
 when adding k jump-lines when the binding graph has 

one or two vertices. 

This research could be used in finding the best locations of fast transportation 

lines in order to minimize the longest trip between cities. The jump-lines are added to 

short-circuit points just like fast transportation lines to shorten distance between cities.
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壹、 前言 

  一、 研究動機 

我爸爸在北京工作，一年會回臺灣幾次。從前沒有直航班機，所以每

次來回都要多次轉換不同交通工具。像是從臺灣到北京，要先從家裡搭計

程車至松山機場，再從松山機場搭巴士到桃園機場，再搭飛機到香港，再

從香港轉飛機到北京機場，再乘巴士、再轉計程車才能到辦公室，前後要

花將近 12 個小時。兩岸開放直航以後，路徑就簡單快捷了許多，只需從家

裡搭計程車到松山機場，再搭飛機直飛北京機場，再搭車到辦公室，前後

只要花 5~6 個小時，時間竟然縮短了一半以上！(如下表) 

 沒有直航 直航 

路徑 

家 

      ↓計程車 

松山機場 

    ↓巴士 

桃園機場 

    ↓飛機 

香港 

    ↓飛機 

北京機場 

            ↓巴士、計程車 

辦公室 

家 

      ↓計程車 

松山機場 

    ↓飛機 

北京機場 

           ↓巴士、計程車 

辦公室 

所花的時間 超過12個小時 5~6個小時 

這讓我想到一個問題：從一條線段的一端走到另外一端，原本需要經

過整條線段，如果在中間加上幾條跳線(好像直航飛機航線)，使得路徑能夠

從某一點經過跳線快速移動到另一點，那麼跳線要加在哪裡，才能使得距

離變得最短？ 
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於是，我便開始著手研究這個題目，並從中找出一定的規律。最終目

標則是實用化，幫助人們找出高速公路、鐵路及飛航路線的最佳地點，或

解決如何設置郵局、服務據點，以造福路線上的所有民眾。 

  二、 研究目的 

可以把一條線段想成是一條路，跳線是交通運輸路線(例如：捷運、高

架橋、快速道路、飛機航線等)，研究如何加跳線才能讓最遠兩點之間的距

離變的最短，就像是要把交通設施建在哪裡、運輸路線如何規劃才能讓陸

上任兩地之間的距離縮的最短，此研究可以找出人們在城鎮設置大眾運輸

系統的理想方案。 

 

  三、 研究問題 

研究線段上加跳線的最佳位置及最短直徑 

(一) 黏合圖形以及其與跳線圖形的關係 

(二) 直徑可能發生情形探討 

(三) 研究在線段上加 1 條跳線的最佳跳線位置及最短直徑 

(四) 研究在線段上加 k 條跳線、黏合圖形中一個節點的最佳跳線位置及最短

直徑 

(五) 研究在線段上加 2 條跳線的最佳跳線位置及最短直徑 

(六) 研究在線段上加 k 條跳線、黏合圖形中二個節點的最佳跳線位置及最短

直徑 

(七) 研究在線段上加 3 條跳線的最佳跳線位置及最短直徑 
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貳、 研究方法或過程  

  一、 研究方法 

(一) 研究設備及器材 

電腦、紙、筆、繩子、曬衣夾 

(二) 名詞定義 

1. 跳線減距：這個問題稱為「跳線減距」問題。意思是把線段上的兩

個點用一條可快速通過的跳線連接起來，以減短線段上各點的距

離。 

2. 路徑：從一個點沿著線段走到另一個點，所經過的路程稱為一條「路

徑」。 

3. 距離：線段上兩點間的「距離」，是兩點間最短路徑的長度。 

4. 跳線：一種可以快速通過的捷徑。在原有線段上的 2 點加上連線，

以改變這兩點的距離，這樣的線稱為「跳線」。為研究方便，設各

跳線所連接的兩點距離為 0。其它的兩點間距離也可因路徑經過跳

線而改變。如下圖，原本(加跳線前)從 1T 走到 2T 只有一種走法，就

是直接從 1T 出發，走直線到達 2T 。但如果在 1J 和 2J 二點加上一條

跳線(如虛線所示)，連接這二個點，如此一來，從 1T 走到 2T 就可以

先走至 1J ，再經過跳線到達 2J ，最後走直線到達 2T ，因為走跳線

會比直線走來的短，所以加跳線後 1T 到 2T 的距離也會縮短。 
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5. 跳點：線段上各跳線所連接的兩個點稱為「跳點」。如上圖， 1J 和

2J 即為兩跳點。 

6. 端點：線段的兩端稱為「端點」。如上圖， 1T 和 2T 即為兩端點。 

7. 跳線圖形：在線段上加跳線的圖形，稱為「跳線圖形」。 

8. 黏合圖形：把一線段想像成是一條可彎曲的｢繩子｣，繩子的兩頭依

然稱為｢端點｣，因為我們設跳線所連接的的兩點距離變為 0，因此

可將每條跳線所連接的兩個跳點分別「黏」起來，省略跳線所形成

的圖形稱為「黏合圖形」。如下圖，將圖中的跳點 A和C 黏起來、

B 和D黏起來、 E 和 F 黏起來，就成為一個黏合圖形： 
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9. 節點：黏合圖形中，黏合處稱為｢節點｣。在原跳線圖形中，每條跳

線連接 2 個跳點。到了黏合圖形裡，省略了跳線，原跳線所連接的

2 個跳點黏合變成 1 個節點。如上圖， A和C 變成同一個節點，B

和D、E 和 F 亦同。 

10. 繩段：一段繩子。 

11. 黏合圖形中的路徑：從一個點沿著繩段走到另一個點，所經過的路

程稱為一條「路徑」。 

12. 黏合圖形中的距離：繩子上兩點間的「距離」，是兩點間最短路徑

的長度。 

13. 迴路：從一個點經由繩段再回到原出發點所經過的路徑，稱為｢迴

路｣ 

14. 尾巴：黏合圖形中，若端點不在黏合處，則端點到最近節點之間的

繩段稱為「尾巴」，用代號 t 表示。例如上圖中，左邊端點到 AC 節

點，及右端點到EF 節點之間的繩段。 

15. 繩圈：黏合圖形中，若有一段由繩段構成的迴路上只有一個節點，

則這段繩段就稱為「繩圈」，用代號 c表示。例如上圖中，從EF 節

點延伸出來的迴路繩段為一個繩圈。 

16. 繩橋：黏合圖形中，相鄰兩節點間的繩段稱為「繩橋」，用代號b 表

示。例如上圖中， AC 節點到BD節點之間有 3 座繩橋， 

節點到EF 節點之間有 1座繩橋。 

17. 環：由二座以上的繩橋所圍成的迴路稱為「環」。例如上圖的 AC 節

點到BD節點之間的任意 2 座繩橋所形成的迴路稱為環。 



6 

18. 連線數：黏合圖形中，一個點向外連接的線數稱為該點的「連線數」。

除了端點，每個點至少要有 2 個連線數。 

19. 總連線數：黏合圖形中，所有節點的連線數總和，稱為｢總連線數｣。 

20. 直徑：在一個跳線圖形或黏合圖形中最遠的兩點，其距離稱為這個

圖形的「直徑」，用代號d 表示。 

21. 最短直徑：在同一線段上，同一系列的黏合圖形―指定跳線數、指

定節點數、指定跳線數及節點數或指定黏合圖形樣式等，直徑最短

的黏合圖形，其直徑稱為｢最短直徑｣。用代號  rkd , 表示，其中 k 為

跳線數， r為節點數。例如：  1,2d 就是在線段上加 2 條跳線，黏合

圖形中一個節點的最短直徑；  3,4d 就是在線段上加 4 條跳線，黏合

圖形中三個節點的最短直徑。若在相同跳線數、相同節點數又分為

好幾種情形，則用代號  mrkd ,, 表示，m 表示第幾種，例如說：  2,2,3d

就是在線段上加 3 條跳線，黏合圖形中二個節點、第 2 種情形的最

短直徑。 

(三) 符號系統： 

1. 為了方便辨識，我們通常用 , , , , ,A B C D E F 代表跳點和節點； , ,P Q R

代表一般點； 1 2,T T 代表端點。 

2. 線段上點的位置，我們採用類似數線的表示方法，左邊的端點為 0，

右邊端點為 1，右方為正向。 
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3. 尾巴、繩橋和繩圈的代號分別是用 t、b 和 c表示，通常下標是由長

度長的排到長度短的，例如說若 2 尾巴在同一節點上，便可設 21 tt  ，

若相鄰兩節點間有 3 做繩橋，便可設 321 bbb  。 

4. 直徑可能情形的紀錄方式： 

因為黏合圖形中，只會有尾巴( t )、繩圈( c )和繩橋(b )三種繩

段，因此直徑發生所在繩段的起訖點一定在尾巴、繩圈或繩橋上，

所有排列方式如下(起訖點相反的視為同一種)： 

 

 

 

 

 

 

如果在起訖點相同時有不止一種的直徑可能發生情形，則用

代號 mxyd , 表示，m 表示第幾種，例如說 1,ttd 就是尾巴到尾巴的直徑

可能情形的第一種， 3,cbd 就是繩橋到繩圈(或繩圈到繩橋)的直徑可

能情形的第三種。 

(四) 基本假設 

1. 線段 

為了研究方便，我們設一線段長度為 1。 

2. 跳線 

為研究方便，設各跳線所連接的兩點距離變為 0。 

 

  

訖 尾巴( t ) 繩圈( c) 繩橋(b ) 

尾巴( t ) ttd  tcd  tbd  

繩圈( c)  ccd  cbd  

繩橋(b )   bbd  

起 
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  二、 研究過程 

(一) 推論方法提要 

 

  

將所有繩圈、繩橋和尾巴的長度

分成  1k 組，因為線段總長為

1，所以平均數為
1

1

k
 

列出所有最大 2 數的可能情形 

根據最大數定理，可知最大 2 數和

平均數的 2 倍
1

2

k
 

每種情形均找出兩個直徑(可以相

同)的和會此組數和 

1

2




k
 

根據最大數定

理，可知兩直徑中

較大者會
1

1




k
 

最短直徑
1

1




k
 

1

2




k
 

根據平均數定

理，可知這  1k

個數皆
1

1




k
 

代回其他直徑的

可能情形驗算，若

皆
1

1




k
， 

則列出成立條件 

找出  1k 個直徑可能發生情的總

和會 1 ，所以平均數會
1

1




k
 

根據最大數定理，可知其中最大

者會平均數， 

也就是會
1

1




k
 

1

1




k
 

1

1




k
 

最短直徑
1

1




k
 

代回其他直徑的可能

情形驗算，若皆

1

1




k
，則列出成立

條件 

根據平均數定理，可知

這  1k 個直徑可能發

生情形皆
1

1




k
 

將每條跳線連接的兩個跳點分別黏合成節點 

在一條線段上加 k 條跳線 

證明方法二 證明方法一 
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(二) 黏合圖形的初步探討 

在名詞定義有提過，把線段想像成是一條可彎曲的繩子，因為我

們設跳線所連接的兩點距離變為 0，因此可將每條跳線所連接的兩個跳

點「黏」起來，省略跳線，形成的圖形稱為「黏合圖形」。 

因為黏合圖形是將原線段經過彎曲黏合而成的，線段的長度及跳

點在原線段上的相對位置都沒有改變，因此「路徑」、「距離」和「直

徑」這些概念在黏合圖形中仍然不變。在黏合圖形中，原跳線圖形中

的跳線省略了，原一條跳線所連接的 2 個跳點黏合成 1 個節點。 

在黏合圖形中，若繩子端點並未與繩子其它部分相連，則端點到

最靠近的節點之間的繩段稱為「尾巴」。若有一段由繩段構成的迴路

上只有一個節點，則這段繩段就稱為「繩圈」。相鄰兩節點間的繩段

則稱為「繩橋」。黏合圖形中的任何一個非節點，一定位在尾巴、繩

圈或繩橋這三者之一上，而節點可能同時位於尾巴、繩圈或繩橋這三

者之二或之三上。 

繩子上任何一個非跳點且非端點的點，可向繩子的一端或另一端

走，我們稱這個點有 2 個連線數。當把 1 條跳線的 2 個跳點｢黏合｣起

來的時候，跳線圖形中的 2 個跳點，各有 2 個連線數，到了黏合圖形

中，就變成 1 個節點，此節點的連線數是 4。如下圖： 

 

原本 A和B 兩跳點各有 2個連線數，省略跳線，黏合成黏合圖形

後， AB 節點就有 2+2=4 個連線數。 

 
把 和 兩

跳點黏起來。 
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如果跳線圖形中兩條跳線的兩跳點都重合的話，這兩條跳線根本

就是同一條跳線。所以我們考慮的是兩條不同跳線其中一個跳點重合，

我們稱這樣的情形叫作｢跳點重合｣，如下圖： 

 

此時 ABC 節點的連線數是 6。在黏合圖形中，每個節點的連線數

原本是 4。當兩個節點重合的時候，2 個節點變成 1 個節點，中間減少

了一座繩橋，而一座繩橋的連線樹是 2，因此節點總連線數由 4 + 4 = 8

變成 6，節點減少 1、總連線數減少 2。 

現在考慮繩子的端點：端點原本就只有 1 個連線數，如果跳點恰

好在繩子的一個端點上，上面推論中的連線數會少 1 個，也就是黏合

圖形中少 1 條尾巴的意思。如果我們在跳線圖形中的線段端點都加上

一個大黑點，像是在繩頭打一個大繩結。那麼，跳點在繩子端點上的

情形，就像是尾巴縮小到只剩繩結露在外面，我們把這個露在外面的

繩結也算 1 個連線數的話，上面關於連線數的推論都成立，不會有例

外情形。 

因此，若共加 k 條跳線，所有跳點都不重合，則在黏合圖形中會有

k 個節點，每個節點的連線數都是 4，總連線數是 k4 。每當有 1個跳

點與別的跳點重合，節點會減少 1、總連線數減少 2。因此，若 k 條跳

線的黏合圖形中，共有 r個節點 (節點數當然不會超過跳線數，所以

rk  )，表示跳點減少了  rk  個，總連線數應該減少 )(2 rk  個，剩

下  )(24 rkk rk 22  個。因此可得到： 

總連線數定理：若在線段上加 k 條跳線的黏合圖形中有 r個節點，

則節點總連線數為 rk 22  ，其中 rk  ，且 k 和 r皆為正整數。 

 
把 , 和

三跳點黏起

來。 
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由總連線數定理，黏合圖形中的總連線數為  rk 22  ，兩個尾巴(端

點到最近節點間的繩段)各佔 1 個連線數，因此，除兩個尾巴外，繩橋

和繩圈共佔連線數  222  rk ，每個繩橋(相連兩節點之間的繩段)或

繩圈(只有一個節點的繩段迴路)各佔 2 個連線數，因此繩橋數和繩圈數

的和為 1
2

222



rk

rk
。     

由此可得： 

橋圈數定理：若在線段上加 k 條跳線的黏合圖形中有 r個節點，則

圖形中繩橋數和繩圈數的和為 1 rk ，其中 rk  ，且 k 和 r皆為正整

數。 

(三) 黏合圖形的還原 

我們發現黏合圖形的還原其實和一筆畫問題一樣，因為在繩子黏

合之前，本來就是完整的一條線段，黏合圖形一定可以從一個端點開

始，走過所有的繩段，最後到達另一個端點。在一筆畫問題中，一個

由線構成的圖形中，如果沒有或只有兩個節點的連線數為奇數，其他

節點的連線數都是偶數，則必可一筆畫完(參考文獻沒有數字的數學 

2010 年)。因此我們想，如果任意畫一個黏合圖形，因為繩圈本來就佔

2 個連線數，是偶數，所以只要每個節點上連接的尾巴數加上繩橋數都

是偶數，那麼這個黏合圖形一定可以還原成某個跳線圖形。 

此外，因同一個黏合圖形可能會有不只一種的一筆畫走法，所以

可以還原出不止一種的跳線圖形，反過來說，可能會有不同的跳線圖

形，黏合後會變為相同的黏合圖形。例如： 

 

B 

b1 

b2 

b3 

T1 T2 
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這種黏合圖形在繩橋 321 ,, bbb 皆不等長時，會有 6 種還原方法(左右

對稱的視為同一種)，如下： 

1. 從 1T 端點出發，經過 A節點，依序走過 1b 、 2b 以及
3b 三座繩橋，再

經由 B 節點走回 2T 端點，其還原後的跳線圖形如下： 

 

2. 從 1T 端點出發，經過 A節點，依序走過 1b 、
3b 以及 2b 三座繩橋，再

經由 B 節點走回 2T 端點，其還原後的跳線圖形如下： 

 

3. 從 1T 端點出發，經過 A節點，依序走過 2b 、 1b 以及
3b 三座繩橋，再

經由 B 節點走回 2T 端點，其還原後的跳線圖形如下： 

 

4. 從 1T 端點出發，經過 A節點，依序走過 2b 、
3b 以及 1b 三座繩橋，再

經由 B 節點走回 2T 端點，其還原後的跳線圖形如下： 

 

 

 

T1 T2 
B B’ 

b1 b2 b3 

 A’ 

T1 T2 
A’ B B’ 

b1 b3 b2 

 

T1 T2 
A’ B B’ 

b2 b1 b3 

 

T1 T2 
A’ B B’ 

b2 b3 b1 
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5. 從 1T 端點出發，經過 A節點，依序走過
3b 、 1b 以及 2b 三座繩橋，再

經由 B 節點走回 2T 端點，其還原後的跳線圖形如下： 

 

6. 從 1T 端點出發，經過 A節點，依序走過
3b 、 2b 以及 1b 三座繩橋，再

經由 B 節點走回 2T 端點，其還原後的跳線圖形如下： 

 

另外，節點的連線數應該至少是 4，因為如果有一個點連線數 

是 2，表示這只是繩子上的一個普通點，並非節點。 

(四) 直徑可能發生情形探討 

名詞定義中有提到，黏合圖形中的直徑發生所在繩段的起訖點一

定在尾巴、繩圈或繩橋上。 

假設有一條尾巴的端點為 1T ，這條尾巴上有一非端點P ，黏合圖

形的其他地方有一點Q，因為從 1T 走到Q點一定要先經過 P 點，因此 1T

到Q的距離一定大於 P 到Q的距離。或者簡單地說，尾巴上所有的點

中，距離圖形其他部分最遠的點就是端點。 

繩圈的性質和尾巴非常相像，繩圈上所有的點中，距離圖形其他

部分最遠的點就是繩圈中點。如下圖： 

 

T1 T2 
A’ B B’ 

b3 b1 b2 

 

T1 T2 
A’ B B’ 

b3 b2 b1 

 

連接圖形的其他部分 

端點 

繩圈中點 
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那麼，黏合圖形中的直徑一定發生在｢端點｣到｢端點｣、｢端點｣到｢

繩圈中點｣、｢繩圈中點｣到｢繩圈中點｣、｢端點｣到｢繩橋上某點｣、｢繩

圈中點｣到｢繩橋上某點｣或｢繩橋上某點｣到｢繩橋上某點｣。(起訖點相反

的情形是為同一種) 

1. ｢端點｣到｢端點｣ 

若直徑發生在｢端點｣到｢端點｣，則一定是從端點開始，經由

尾巴，再走距離另一個尾巴最短的路徑，最後走過另一個尾巴，

抵達另一頭的端點。 

2. ｢端點｣到｢繩圈中點｣ 

若直徑發生在｢端點｣到｢繩圈中點｣，則一定是從其中一個端

點開始，經由尾巴，再走距離要到達目的地繩圈的最短路徑，再

走過半個繩圈，最後到達此繩圈的中點。若黏合圖形中有不只一

個尾巴或繩圈，則要每種情形都要考慮或計算，最後選出其中最

大的。 

3. ｢繩圈中點｣到｢繩圈中點｣ 

若直徑發生在｢繩圈中點｣到｢繩圈中點｣，則一定是以其中一

個繩圈中點為起點，經過半個繩圈，再走距離要到達目的地繩圈

的最短路徑，最後走過半個繩圈，最後到達此繩圈的中點。若黏

合圖形中有不只二個繩圈，則要每種情形都要考慮或計算，最後

選出其中最大的。 

4. ｢端點｣到｢繩橋上某點｣ 

若直徑發生在｢端點｣到｢繩橋上某點｣，則一定是從其中一個

端點開始，經過尾巴，再走至繩橋上距離此尾巴最遠的點。若黏
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合圖形中有二個尾巴，則二種情形都要考慮或計算，最後選出其

中較大的。在計算方面，可以利用後文中｢點到橋距離定理｣來計

算。 

5. ｢繩圈中點｣到｢繩橋上某點｣ 

若直徑發生在｢繩圈中點｣到｢繩橋上某點｣，則一定是從其中

一個繩圈中點開始，經過半個繩圈，最後走至繩橋上距離此繩圈

最遠的點。若黏合圖形中有不只一個繩圈，則要每種情形都要考

慮或計算，最後選出其中最大的。在計算方面，可以利用後文中｢

點到橋距離定理｣來計算。 

6. ｢繩橋上某點｣到｢繩橋上某點｣ 

若直徑發生在｢繩橋上某點｣到｢繩橋上某點｣，則一定在由繩

橋組成最大的迴路上，其對面 2 點的距離，長度為此迴路總長的

一半。 

(五) 加 1 條跳線 

在一條線段上加一條跳線，其跳線圖形只有一種形式，如下圖左，

其黏合圖形如下圖右： 

 

已知： 1 2 0t t   

0c   

1 2 1t t c    
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求證：最短直徑
 1,1

1

2
d   

備註：
2

1
是由實驗數據而來的，可參考附錄一 

證明： 

1. 直徑的可能發生情形 

211, ttdtt 
 

2
11,

c
td tc 

 

2. 21 tt                   (已知) 

22
21

c
t

c
t 

 

又 1
22

21 


















c
t

c
t    (已知) 

2

1

2
1 

c
t

 

若想要其為最小值
2

1
，則 

21 tt   

此時
2

1

2
11, 

c
td tc

 

另一個直徑不超過
2

1
，才能使最短直徑  1,1d 不超過

2

1
， 

2

1
211,  ttdtt

 

結論：加一條跳線時，最短直徑  
2

1
1,1 d 。成立條件為：尾巴長各

為 x、繩圈長為 







x2-

2

1
， x的範圍為：

4

1
0  x 。 

接下來還原成跳線圖形，根據一筆畫原理，只會有一種還原方法，

就是從其中一個端點，經過繩圈，再走至另一個端點，其跳線圖形如

下： 
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接下來我想證明在線段上加 k 條跳線、黏合圖形有一個節點的最佳

跳線位置及最短直徑，所以先介紹幾個我們自己證出的定理。 

(六) 最大數定理：在一串數中，最大的m 個數之和會大於或等於此串數的

平均數的m 倍。(m 為大於 0、小於此串數項數的正整數) 

    證明: 

設共 n個數，最大者為
1LX ，次大者為

2LX ，第m 大者為
mLX ，平

均數為 a，總和為na。(m 為大於 0、小於 n的正整數，n為大於 0的

正整數)(下列 n個式中，若右式的 nim  ，則從最大的數、次大的數、

第三大的數由大而小重新輪起)    

mm LLLLLLLL XXXXXXXX  
321321

 

1432321 


mm LLLLLLLL XXXXXXXX      

2543321 


mm LLLLLLLL XXXXXXXX   

                     … 

+)
121321 


mnm LLLLLLLL XXXXXXXX 

)()(
321321 nm LLLLLLLL XXXXmXXXXn  

mnaXXXXn
mLLLL  )(

321
       (式子一) 

maXXXX
mLLLL  

321
         (式子二) 

故得證 

 

其中  

0 1 
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若式子二的等號成立，則式子一的等號也會成立、上面所有式子

的等號也都會成立。 

mLLLL XXXX  
321  

1432 


mLLLL XXXX 
 

2543 


mLLLL XXXX 
 

121 


mn LLLL XXXX 
 

1432321 


mm LLLLLLLL XXXXXXXX 
 

11 


mLL XX
 

1321 


mLLLL XXXX 
 

25431432 


mm LLLLLLLL XXXXXXXX 
 

22 


mLL XX
 

2432 


mLLLL XXXX 
 

以此類推，
1 2 3 nL L L LX X X X      

因此可知，  

 

(七) 平均數定理：在一串數中，若最大的m 個數之和等於此串數的平均數

的m 倍，則此串數中所有的數皆與此串數的平均相等。( m 為大於 0、

小於此串數項數的正整數)  

(八) 加 k 條跳線，黏合圖形中一個節點 
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根據橋圈數定理，可知繩圈數繩橋數  11k k ，因為一個節

點不會有繩橋，所以會有 k 個繩圈，其黏合圖形形式如下： 

 

已知： 021  tt  

          
0321  kcccc 
 

          
132121  kcccctt 
 

          2k  

求證：最短直徑
 ,1

1

1
k

d
k




 

證明： 

1. 直徑的可能發生情形： 

211, ttdtt 
 

2

1
11,

c
td tc 

 

2

21
1,

cc
dcc


  

2. 把 21321 ,,,,,, ttcccc k 這  2k 個數合併為  1k 個數：

 21321 ,,,,, ttcccc k  ，即 1t 和 2t 合併。其中最大的 2 個數的可能情

形有 2 種： 

a. 1 2,c c   

b.  1 1 2,c t t  

 
 

 
… 
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3. 接下來分成 2 種情形： 

a. 最大 2 數 21,cc  

因為  21321 ,,,,, ttcccc k  這  1k 個數的總和為 1，所以這

 1k 個數的平均為
1

1

k
 

根據最大數定理，可知 

1

2
2

1

1
21







kk
cc

 

1,
21

21 22
2

ccd
cc

cc 



 

1

2
2 1,




k
dcc

 

1

1
1,




k
dcc

 

若
1

1

2

21
1,







k

cc
dcc

 

因為 21,cc 為  21321 ,,,,, ttcccc k  這  1k 個數中最大 2 數，

而它們的和等於這  1k 數的平均數
1

1

k
的 2 倍

1

2

k
，所以

根據平均數定理，可知 

1

1
21321




k
ttcccc k  

再代回其他直徑驗算 

1

1
211,




k
ttdtt

 

1

1

22

1211
11,







k

cttc
tdtc

 

等號成立的條件為 21 tt   

b. 最大 2 數  211, ttc   

根據最大數定理，可知 
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 
1

2
2

1

1
211







kk
ttc

 

1,
1

1211 22)
2

()( tcd
c

tttc 
 

1

2
)(2 2111,




k
ttcdtc

 

1

1
1,




k
d tc

 

若
1

1

2

1
11,




k

c
td tb

 

因為  211, ttc  為  21321 ,,,,, ttcccc k  這  1k 個數中最大 2

數，而它們的和等於這  1k 數的平均數
1

1

k
的 2倍

1

2

k
，

所以根據平均數定理，可知 

 
1

1
21321




k
ttcccc k  

且 21 tt   

再代回其它直徑驗算 

1

1
211,




k
ttdtt

 

1

1

2

21
1,







k

cc
dcc

 

4. 綜合以上 a.b.兩種情形，可知最短直徑  
1

1
1,




k
d k

。 

結論：在加 k 條跳線， 2k ，黏合圖形中一個節點時，最短直徑

 
1

1
1,




k
d k

。其成立的條件為：k 個繩圈長度各為
1

1

k
，2條尾巴

長度各為
22

1

k
。 

接下來還原成跳線圖形，根據一筆畫原理，只會有一種還原

方法，就是從其中一個端點，經過所有繩圈，再走至另一個端點，

其跳線圖形如下： 
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除了上圖以外，其實跳線圖形還有許多種情形，像是下面 2

圖(各點的坐標皆與上面相同)。但因為每個跳點都是相通的，所以

無論跳線在哪裡，都不會影響其黏合圖形以及直徑。 

 

前面證的加一條跳線，最短直徑
2

1
 ，它也屬於一個節點的範

圍，但是為了符合最大數定理和平均數定理，k 必須要大於或等於

2，所以在加一條跳線，也就是 1k 的情形，不能合併在上述加 k

條跳線，黏合圖形中一個節點的證明中，但最後證明出的最短直

徑是相同的：在 1k 時，
2

1

11

1

1

1





k
，跟前面 4,3,2k 時所

證出的結論相同。 

總結論：在線段上加 k 條跳線，黏合圖形中有一個節點，最短直徑

 ,1

1

1
k

d
k




 

(九) 點到橋距離定理 

對黏合圖形中任意一個點 P 及任意一個長度為b 的繩橋，設點Q

為繩橋上距離點 P 最遠的點。若P 到繩橋的一端距離為 1s ，到繩橋的

另一端距離為 2s ( 1s 和 2s 可重疊)，則P 到Q的距離
2

21 ssb 
。 

  

 

 

  

… 

0 1 

條跳線 

… 條跳線 … 條跳線 
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證明： 

 

把 21 sbs  想成是一個起訖點為P 的迴路，而在這個迴路上離起

點最遠的一點離起點的距離必為
2

21 sbs 
。因為 bs 1 一定會大於或等

於 2s (不然 2s 就改為先走 1s 再走b就好了)。同樣的， bs 2 一定會大於

或等於 1s ，所以距離P 點
2

21 sbs 
的點一定會在b橋上。 

故得證 

 

(十) 加 2 條跳線 

在加 2 條跳線的黏合圖形中，黏合圖形可能有一個或二個節點，

其中一個節點的情況我們已證明完畢，所以只需要證出二個節點的情

形就好了。 

加 2 條跳線，黏合圖形中二個節點有 3 種情形： 

第一種： 

 

第二種： 
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第三種：

 

因為在 1個節點時證明出最短直徑  
1

1
1,




k
d k

，所以在 2個節點時

的最短直徑不能大於
1

1

k
，不然 1個節點就夠了，而加 2條跳線時最

短直徑不能超過
3

1

12

1



。 

1. 第一種 

 

已知： 021  tt  

0b  

01 c  

02 c  

12121  bcctt  

求證：最短直徑  
3

1
1,2,2 d  

證明： 

(1) 直徑可能發生情形： 

211, tbtdtt   

2

1
11,

c
td tc 

 

2

2
12,

c
btd tc 
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2

1
23,

c
btd tc 

 

22

21
1,

c
b

c
dcc 

 

(2) 把 bcctt ,,,, 2121 這 5 個數合併為 3 個數：   2121 ,, ccttb  ，此三

數平均為
3

1
。其中最大 2 數的可能情形有 3 種： 

a. 1 2,c c  

b.  1 1 2,c b t t   

c.  2 1 2,c b t t   

(3) 接下來分成 3 種情形討論： 

a. 最大 2 數 1 2,c c  

根據最大數定理，可知 

3

2
2

3

1
21  cc

 

1,
21

21 2
22

2 ccd
c

b
c

cc 







  

3

2
2 1,  ccd

 

3

1
1,  ccd  

所以這種情形的最短直徑會
3

1
  

b. 最大 2 數  1 1 2,c b t t    

根據最大數定理，可知 

 
3

2
2

3

1
211  ttbc  
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  2,1,
1

2
1

1211
22

tctc dd
c

bt
c

tttbc 


















 

3

2

22

1
2

1
13,1, 



















c
bt

c
tdd tctc  

3

1

2

3,1,


 tctc dd
 

根據最大數定理，可知 1,tcd 和 3,tcd 中較大的必
3

1
  

若
3

1

22

1
2

1
13,1, 

c
bt

c
tdd tctc

 

1 1
1 2 1 1 2

2

2 2 3

c c
t t b c b t t
   

           
   

 

因為  1 1 2,c b t t  為  1 2 1 2, ,b t t c c  三數中最大 2 數，而它們

的和等於這三數的平均數
3

1
的 2 倍，所以根據平均數定理，

可知 

3

1
c2121  cttb

 

再代回其他直徑驗算，發現 

3

1

2222

2121
1, 

ccc
b

c
dcc

 

所以這種情形的最短直徑會
1

3
  

c. 最大 2 數  212 , ttbc   

根據最大數定理，可知 

 
3

2
2

3

1
212  ttbc

 

  2,
2

1212 2
2

2 tcd
c

btttbc 







  

3

2
2 2,  tcd

 

3

1
2,  tcd  

所以這種情形的最短直徑會
3

1
  
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(4) 綜合以上 a.b.c.三種情形，可得最短直徑  
3

1
1,2,2 d  

結論：這種情形的最短直徑  
3

1
1,2,2 d  

2.  第二種 

 

已知： 021  tt  

0321  bbb
 

132121  bbbtt
 

求證：最短直徑  
3

1
2,2,2 d

 

證明：直徑可能發生情形： 

(1) 2311, tbtdtt   

2

31
11,

bb
td tb




 

2

21
1,

bb
dbb




 

(2) 把 32121 ,,,, bbbtt 這 5 個數合併為 3 個數：   21213 ,, bbttb  ，此三

數平均為
3

1
。其中最大 2 數的可能情形有 2 種： 

a. 1 2,b b  

b.  1 3 1 2,b b t t   

(3) 接下來分成 2 種情形討論： 

  

 



28 

a. 最大 2 數 21,bb  

根據最大數定理，可知 

3

2
2

3

1
21  bb

  

1,
21

21 2
2

2 bbd
bb

bb 






 


 

3

2
2 1,  bbd

 

3

1
1,  bbd

 

若
3

1

2

21
1, 




bb
dbb

 

3

2
21  bb

 
因為 21,bb 為   21213 ,, bbttb  三數中最大 2數，而它們的和等

於這三數的平均數
3

1
的 2倍，所以根據平均數定理，可知 

3

1
21213  bbttb

 
再代回其他直徑驗算 

3

1
2311,  tbtdtt

 

3

1

22

312131
11, 







bbttbb
tdtb

 
等號成立的條件為 21 tt   

b. 最大 2 數  2131, ttbb   

根據最大數定理，可知 

 
3

2
2

3

1
2131  ttbb

 
  1,

21
12131 2

2
2 tbd

bb
tttbb 







 


 

3

2
2 1,  tbd
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3

1
1,  tbd

 

若
3

1

2

31

11, 



bb

td tb

 

且 21 tt   

因為  2131, ttbb  為   21213 ,, bbttb  三數中最大 2數，而它

們的和等於這三數的平均數
3

1
的2倍，所以根據平均數定理，

可知 

3

1
21213  bbttb

 
再代回其他直徑驗算 

3

1
2311,  tbtd tt

 

3

1

2

21
1, 




bb
dbb

 

(4) 綜合以上 a.b.兩種情形，可知最短直徑  
3

1
2,2,2 d  

結論：這種情形的最短直徑  
3

1
2,2,2 d 。成立的條件為：其中 2

座橋長為
3

1
，剩下一座橋加上 2 條尾巴的總長為

3

1
，2 條尾巴要

一樣長。 

接下來還原成跳線圖形，根據一筆畫問題，會有三種還原方

法，就是從其中一個端點，依不同順序經過 3 座繩橋，再走至另

一個端點，其跳線圖形如下： 

 
 

 

 
  0 1 



30 

 

 
 

第三種 

 

已知： 1 2 0t t   

      1 2 0b b   

      0c   

      1 2 1 2 1t t b b c     

求證：最短直徑  
3

1
3,2,2 d

 

證明： 

(1) 直徑可能發生情形： 

211, ttdtt 

 

2
211,

c
btd tc 

 

2

21
11,

bb
td tb




 

22

21
1,

bbc
dcb




 

  
0 1 

 
   0 1 

  
 

其中
6

1
0  x  



31 

(2) 把 cbbtt ,,,, 2121 這 5 個數合併為 3 個數：   c,, 1212 bttb  ，此三數

平均為
3

1
。其中最大 2 數的可能情形有 3 種： 

a. 1,b c  

b.  1 2 1 2,b b t t   

c.  2 1 2,c b t t   

(3) 接下來分成 3 種情形： 

a. 最大 2 數 cb ,1  

根據最大數定理，可知 

3

2
2

3

1
1  cb

 

1,
211

1 2
22

2 cbd
bbc

cb 






 


 

3

2
2 1,  cbd

 

3

1
1,  cbd

 
所以這種情形的最短直徑會

3

1
  

b. 最大 2 數  2121, ttbb   

根據最大數定理，可知 

 
3

2
2

3

1
2121  ttbb

 
  1,

21
12121 2

2
2 tbd

bb
tttbb 







 


  
3

2

2
22 2121

21
11, 







 
 ttbb

bb
tdtb

 

3

1
1,  tbd

 



32 

若
3

1

2

21
11, 




bb
td tb

 

3

2
2 211  bbt

 

3

2
2121  bbtt

 

因為  2121, ttbb  為   cbttb ,, 1212  三數中最大 2數，所以

他們的何一定要大於或等於平均數
3

1
的 2倍

3

2
，而它們的和

等於這三數的平均數
3

1
的 2倍

3

2
，所以根據平均數定理，可

知 

3

1
1212  cbttb

 

再代回其他直徑驗算，發現 

3

1

2222

121
1, 




bcbbc
dcb

 

所以這種情形的最短直徑會
3

1
  

c. 最大 2 數  212, ttbc   

根據最大數定理，可知 

 
3

2
2

3

1
212  ttbc

 
  ,121212 2

2
2 tcd

c
btttbc 










 

3

2
2 1,  tcd

 

3

1
,1  tcd  

所以這種情形的最短直徑會
3

1


 

(4) 綜合以上 a.b.c.三種情形，可知最短直徑  
3

1
3,2,2 d  

結論：這種情形的最短直徑  
3

1
3,2,2 d
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綜合以上三種情形，可得 

總結論：在線段上加 2條跳線，黏合圖形中有二個節點，最短直徑

 
3

1
2,2 d  

(十一) 證明方法整理 

我將在線段上加 k 條跳線，黏合圖形中一個節點和在線段上加 2 條

跳線所使用的證明方法做了整理： 

1. 把所有數分成  1k 組，因為所有數的總和為 1，所以這  1k 組數

的平均為
1

1

k
。 

2. 列出在這  1k 組數中所有最大兩數的可能情形，根據最大數定理

可知，其最大兩數和必大於或等於這  1k 組數的平均
1

1

k
的 2 倍，

也就是
1

2

k
。 

3. 每一種最大兩數的可能情形均找出兩個直徑(可以相同)的和會大於

或等於此組數，如此便可推知兩個直徑中較大的必
1

1




k
。 

4. 因為我們已證出在一個節點時，最短直徑為
1

1

k
。所以在黏合圖形

中有多於一個節點時，無論加幾條跳線，最短直徑都不能
1

1




k
，

否則一個節點就夠了，所以所有在 3.中所選到的直徑皆等於
1

1

k
，

所有最大 2 數的和也皆等於
1

1

k
 

5. 根據平均數定理可推出所有  1k 個數都相等  

6. 代回其它直徑的可能情形驗算，並列出直徑為最小值
1

1

k
的成立條

件 
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公式： )2
1

1
()()( 21 




k
LLdd yx

(可相同) 

* 1L 和 2L 為最大 2 數，
yx dd , 為任兩個直徑 

(十二) 加 k 條跳線，黏合圖形中二個節點 

根據橋圈數定理，可知在加 k 條跳線、黏合圖形中二個節點時，會

有  12k 1k 個繩橋加繩圈，而黏合圖形中會有 8種情形： 

   第一種：        第二種： 

 

 

 

 

   第三種：        第四種： 

 

 

 

 

   第五種：        第六種： 

 

 

 

 

   第七種：        第八種： 

 

 

 

 

因為在 1 個節點時證明出最短直徑為
1

1

k
，所以在 2 個節點時的

最短直徑不能
1

1




k
，不然 1 個節點就夠了。
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1. 第一種：沒有繩圈，尾巴在不同邊，其中 k 為偶數 

 

已知： 021  tt  

01321  kbbbb 
 

1132121  kbbbbtt 
 

2k
 

k 為偶數 

求證：最短直徑  
1

1
1,2,




k
d k

 

證明： 

(1) 直徑的可能發生情形：  

2111, ttbd ktt    

2

11
11,


 k

tb

bb
td

 

2

21
1,

bb
dbb


  

(2) 把 211321 ,,,,,, ttbbbb k 這  3k 個數合併為  1k 個數 

 211321 ,,,,, ttbbbbb kk  。其中最大 2 數的可能情形有 2 種： 

a. 1 2,b b  

b.  1 1 1 2, kb b t t    

 

… 
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(3) 接下來分成 2 種情形： 

a. 最大 2 數 21,bb  

根據最大數定理，可知 

1

2
2

1

1
21







kk
bb

 

1,
21

21 22
2

bbd
bb

bb 



 

1

2
2 1,




k
dbb

 

1

1
1,




k
dbb

 

若
1

1

2

21
1,







k

bb
dbb

 

因為 21 ,bb 為  211321 ,,,,, ttbbbbb kk  這  1k 個數中最大

的 2 數，而它們的和等於這  1k 數的平均數
1

1

k
的 2 倍

1

2

k
，所以根據平均數定理，可知 

1

1
211321


 

k
ttbbbbb kk  

再代回其他直徑驗算 

1

1
2111,


 

k
ttbd ktt

 

1

1

22

112111
11,








 

k

bbttbb
td kk

tb

 
等號成立的條件為 21 tt   

b. 最大 2 數  2111, ttbb k    

根據最大數定理，可知 

 
1

2
2

1

1
2111





 

kk
ttbb k

 

1,
11

12111 22)
2

()( tb
k

k d
bb

tttbb 


 

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1

2
)(2 21111,


 

k
ttbbd ktb

 

1

1
1,




k
d tb

 
若

1

1

2

11

11,





 

k

bb
td k

tb

 

因為  2111, ttbb k  為  211321 ,,,,, ttbbbbb kk  這  1k 個

數中的最大 2 數，而它們的和等於這  1k 數的平均數
1

1

k

的 2 倍
1

2

k
，所以根據平均數定理，可知 

1

1
211321


 

k
ttbbbbb kk 且 21 tt   

再代回其他直徑驗算 

,1 1 1 2

1

1
tt kd b t t

k
   


 

1

1

2

21
1,







k

bb
dbb

 

(4) 綜合以上 a.b.兩種情形，可知最短直徑  
1

1
1,2,




k
d k

 

結論：這種情形的最短直徑
 ,2,1

1

1k
d

k



。成立條件為：其中 k 座

橋長度皆為
1

1

k
，剩下一座橋再加上 2 條尾巴的總長為

1

1

k
，

2 條尾巴要等長。 

接下來還原成跳線圖形，根據一筆畫原理，會有許多種還原

方法，就是從其中一個端點，依不同順序經過  1k 座繩橋，再走

至另一個端點，其跳線圖形如下： 

 

 

 

… 

0 1 

條跳線 

其中
1

0
2 2

x
k

 


' 
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此外，其實跳線圖形還有許多種情形，像是下面 2 圖： 

 

 

 

 

 

 

2. 第二種：沒有繩圈，尾巴在同一邊，其中 k 為奇數 

 

已知： 021  tt  

01321  kbbbb 
 

1132121  kbbbbtt 
 

3k  

k 為奇數 

求證：最短直徑  
1

1
2,2,




k
d k

 

證明： 

(1) 直徑的可能發生情形： 

211, ttdtt 

 

2

11
11,


 k

tb

bb
td

 

2

21
1,

bb
dbb


  

 

 

… 

 

 

… 

0 1 

條跳線 

 

 

… 

0 1 

條跳線 
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(2) 把 211321 ,,,,,,, ttbbbbb kk  這  3k 個數合併為  1k 個數：

 211321 ,,,,, ttbbbbb kk  。其中最大 2 數的可能情形有 2 種： 

a. 1 2,b b  

b. 1 1 1 2, kb b t t    

(3) 接下來分成 2 種情形： 

a. 最大 2 數 21,bb  

根據最大數定理，可知 

1

2
2

1

1
21







kk
bb  

1,
21

21 22
2

bbd
bb

bb 



 

1

2
2 1,




k
dbb

 

1

1
1,




k
dbb

 

若
1

1

2

21
1,







k

bb
dbb

 

因為 21,bb 為  211321 ,,,,, ttbbbbb kk  這  1k 個數中的最

大 2 數，而它們的和等於這  1k 數的平均數
1

1

k
的 2 倍

1

2

k
，所以根據平均數定理，可知 

1

1
211321


 

k
ttbbbbb kk  

再代回其它直徑驗算 

1

1
211,




k
ttdtt
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1

1

22

112111
11,








 

k

bbttbb
td kk

tb
 

等號成立的條件為 21 tt   

b. 最大 2 數  2111, ttbb k    

根據最大數定理，可知 

 
1

2
2

1

1
2111





 

kk
ttbb k

 

1,
11

12111 22)
2

()( tb
k

k d
bb

tttbb 


 


1

2
)(2 21111,


 

k
ttbbd ktb

 

1

1
1,




k
d tb

 

若
1

1

2

11
11,





 

k

bb
td k

tb
 

因為  2111, ttbb k  為  211321 ,,,,, ttbbbbb kk  這  1k 個

數中的最大 2 數，而它們的和等於這  1k 數的平均數
1

1

k

的 2 倍
1

2

k
，所以根據平均數定理，可知

1

1
211321


 

k
ttbbbbb kk

 

且 21 tt   

再代回其它直徑驗算 

1

1
211,




k
ttdtt

 

1

1

2

21
1,







k

bb
dbb
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(4) 綜合以上 a.b.兩種情形，可知最短直徑  
1

1
2,2,




k
d k

 

結論：這種情形的最短直徑  
1

1
2,2,




k
d k

。成立條件為：其中 k 座

橋長度皆為
1

1

k
，剩下一座橋再加上 2 條尾巴的總長為

1

1

k
。 

接下來還原成跳線圖形，根據一筆畫原理，會有許多種還原方法，

就是從其中一個端點，依不同順序經過  1k 座繩橋，再走至另一個端

點，其跳線圖形如下： 

 

 

 

 

其中
22

1
0




k
x

' 

此外，其實跳線圖形還有許多種情形，像是下面 2 圖： 

 

 

 

 

 

 

3. 第三種：兩節點上皆有繩圈，尾巴在不同邊，橋有奇數座 

 

已知： 0321  xcccc 
 

      0321  ybbbb 
 

      0'''' 321  zcccc 
 

 

 
 

 

… … 

 

 
… 

 

 
  

 

 

… 

0 1 

條跳線 

 

 

… 

0 1 

條跳線 

 

 

… 

0 1 

條跳線 
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      '11 cc 
 

      01 t  

      02 t
 

      1x  

      3y  

      1z
 

      1 kzyx
 

      1'''' 32132132121  zyx ccccbbbbcccctt 
 

      3k  

      y 為奇數 

求證：最短直徑  
1

1
3,2,




k
d k

 

證明： 

(1) 直徑的可能發生情形： 

211, tbtd ytt   

2

1
11,

c
td tc 

 

2

'1
1,2

c
btd ytc 

 

2

'1
2,3

c
td tc 

 

2

1
2,4

c
btd ytc 

 

2

1

1,1

y

tb

bb
td




 

2

1

2,2

y

tb

bb
td




 

22

21
,1

cc
dcc 

 

2

'

2

' 21
,2

cc
dcc 
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2

'

2

11
,3

c
b

c
d ycc 

 

22

11
,1

y

cb

bbc
d




  

2

21
,1

bb
dbb




 

(2) 把 ',,',',',,,,,,,,,,,, 32132132121 zyx ccccbbbbcccctt  這  3k 個

數合併為  1k 個數：

 213211321321 ,',,',',',,,,,,,,,, ttbccccbbbbcccc yzyx   。其中

最大 2 數的可能情形有 6 種：  

a. 1 2,b b  

b. 1 1,b c  

c. 1 1 2, yb b t t   

d. 1 2,c c  

e. 1 1, 'c c  

f. 
1 1 2, yc b t t   

(3) 接下來分成 6 種情形：
 

a. 最大 2 數 21,bb  

根據最大數定理，可知 

1

2
2

1

1
21







kk
bb  

1,
21

21 22
2

bbd
bb

bb 


  
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1

2
2 1,




k
dbb

 

1

1
1,




k
dbb

 

若
1

1

2

21
1,







k

bb
dbb

 

因為 21,bb 為

 213211321321 ,',,',',',,,,,,,,,, ttbccccbbbbcccc yzyx   這

 1k 個數中的最大 2 數，而它們的和等於這  1k 數的平均

數
1

1

k
的 2 倍

1

2

k
，所以根據平均數定理，可知

 
1

1
'''' 213211321321


 

k
ttbccccbbbbcccc yzyx 

代回其它直徑驗算，發現
 

1

1

2

'

22

'

2

1111
2,




k

ccc
b

c
d ycc  

所以這種情形的最短直徑
1

1




k  

b. 最大 2 數 11,cb  

根據最大數定理，可知 

1

2
2

1

1
11







kk
cb

 

1,

11
11 22)

22
( cb

y
d

bbc
cb 




 

1

2
2 111,




k
cbdcb

 

1

1
1,




k
dcb

 

所以這種情形的最短直徑 1

1




k  

c. 最大 2 數  211, ttbb y   

根據最大數定理，可知 
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 
1

2
2

1

1
211







kk
ttbb y

 

  2,1,

1

2

1

1211
22

tbtb

yy

y dd
bb

t
bb

tttbb 






 








 
  

1

2
2,1,




k
dd tbtb

 

1

1

2

2,1,







k

dd tbtb  

所以
1,tbd  和

2,tbd 其中較大的必
1

1




k
 

若
1

1

22

1

2

1

12,1,









k

bb
t

bb
tdd

yy

tbtb  

因為  211, ttbb y  為

 213211321321 ,',,',',',,,,,,,,,, ttbccccbbbbcccc yzyx   這

 1k 個數中的最大 2 數，而它們的和等於這  1k 數的平均

數
1

1

k
的 2 倍

1

2

k
，所以根據平均數定理，可知 

 
1

1
'''' 213211321321


 

k
ttbccccbbbbcccc yzyx 

代回其它直徑驗算，發現
 

1

1

2

'

22

'

2

1111
2,




k

ccc
b

c
d ycc  

所以這種情形的最短直徑
1

1




k  

d. 最大 2 數 21,cc  

根據最大數定理，可知 

1

2
2

1

1
21







kk
cc

 

1,
21

21 22
22

ccd
cc

cc 







  

1

2
2 1,




k
dcc
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1

1
1,




k
dcc

 

若 1

1

22

21
1,




k

cc
dcc

 

因為 21,cc 為

 213211321321 ,',,',',',,,,,,,,,, ttbccccbbbbcccc yzyx   這

 1k 個數中的最大 2 數，而它們的和等於這  1k 數的平均

數 1

1

k 的 2 倍 1

2

k ，所以根據平均數定理，可知

 
1

1
'''' 213211321321


 

k
ttbccccbbbbcccc yzyx 

代回其它直徑驗算，發現
 

1

1

2

'

22

'

2

1111
2,




k

ccc
b

c
d ycc

 

所以這種情形的最短直徑 1

1




k
 

e. 最大 2 數 ', 11 cc  

根據最大數定理，可知 

1

2
2

1

1
'11







kk
cc

 

2,
11

11 22)
2

'

2
(' ccy d

c
b

c
cc 

 

1

2
'2 112,




k
ccdcc

 

1

1
2,




k
dcc

 

所以這種情形的最短直徑 1

1




k  

f. 最大 2 數  211, ttbc y   

根據最大數定理，可知 

 
1

2
2

1

1
211







kk
ttbc y
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  2c,1c,
1

2
1

1211
22

ttyy dd
c

bt
c

tttbc 
















  

1

2
2,21,2




k
dd

 

1

1

2

2c,1c,







k

dd tt

 

所以
1,tcd  和

2,tcd 其中較大的必
1

1




k
 

若 2c,1c, tt dd 
 

則
1

1

22

1
2

1
1




k

c
bt

c
t y

 

因為  211, ttbc y  為

 213211321321 ,',,',',',,,,,,,,,, ttbccccbbbbcccc yzyx   這

 1k 個數中的最大 2 數，而它們的和等於這  1k 數的平均

數
1

1

k
的 2 倍

1

2

k
，所以根據平均數定理，可知 

 
1

1
'''' 213211321321


 

k
ttbccccbbbbcccc yzyx 

 

代回其它直徑驗算，發現 

1

1

2

'

22

'

2

1111
2,




k

ccc
b

c
d y

 

所以這種情形的最短直徑
1

1




k
 

(4) 綜合以上 a.b.c.d.e.f.六種情形，可知最短直徑  
1

1
3,2,




k
d k

 

結論：這種情形的最短直徑  
1

1
3,2,




k
d k

。
 

在加 1條跳線、加 k 條跳線黏合圖形中一個節點、加 2條跳線、

加 k 條跳線黏合圖形中二個節點的前三種，我們都用上文的證明方

法證出，但我在證加 k 條跳線黏合圖形中二個節點的第四種時，發
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現會有幾組的最大 2 數找不到直徑會大於或等於它，所以我們決

定尋找新的研究方法。 

4. 第四種：兩節點上皆有繩圈，尾巴在同一邊，橋有偶數座 

 

已知： 0321  xcccc 
 

      0'''' 321  zcccc 
 

      0321  ybbbb 
 

      1 kzyx
 

      021  tt
 

      1'''' 32132132121  zyx ccccbbbbcccctt 
  

      1x  

      2y  

      1z  

      y 為偶數
 

求證：最短直徑  
1

1
4,2,




k
d k  

證明： 

(1) 直徑的可能發生情形： 

211, ttdtt   

2

1
11,

c
td tc 

 

2

'1
1,2

c
btd ytc 

 

 
 

… … 

 
… 
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2

1

1,1

y

tb

bb
td




 

22

21
,1

cc
dcc 

 

2

'

2

' 21
,2

cc
dcc 

 

2

'

2

11
,3

c
b

c
d ycc 

 

22

11
,1

y

cb

bbc
d




 

22

' 11
,2

y

cb

bbc
d




 

2

21
,1

bb
dbb




 

(2)       ,2,1,1,1,3 12122 ccbbcctbcc dzdydxdd 

      















 

















 











2

'

2

'
1

2
2

22
1

2
2

2

'

2
2 2121211

1
11 cc

z
bb

y
cc

x
bb

t
c

b
c y

y

      















 











2

'

2

'
1

2
2

22
12'2 212121

1111

cc
z

bb
y

cc
xbbtcbc yy

      















 











2

'

2

'
1

2
2

22
132' 212121

1111

cc
z

bb
y

cc
xbbtcc y

因為左邊共有 x個繩圈，而
22

21 cc
 會大於或等於除了 1c 以外左邊

所有的繩圈，所以   xcccc
cc

x 







 432

21

22
1 。同理，

右邊   '.'''
2

'

2

'
1 432

21
zcccc

cc
z 








  也會成立。 

繩橋也一樣，共有 y 座繩橋，而
2

21 bb 
會大於或等於除了 1b 以外

所有的繩橋，所以   1432
21

2
2 







 
 ybbbb

bb
y   

綜合以上三點，可知 

      















 











2

'

2

'
1

2
2

22
1 212121 cc

z
bb

y
cc

x  

1432432432 ''''  yzx bbbbcccccccc   
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又 

2 3 4 2 3 4 2 3 4' ' ' 'x zc c c c c c c c b b b              

    1 1 1 1 1 2' 1y yb c b b c t t         

21 tt   

所以 

     1 2 1 2 1 2
1 1 1 1

' '
' 2 3 1 2 1

2 2 2 2 2
y

c c b b c c
c c t b b x y z

     
                

     
　 

    1 2 1yb    

(3) 根據最大數定理，可知在

      ,2,1,1,1,3 1,2,1,2,2 ccbbcctbcc dzdydxdd  這  1k 個數中，最大

者必
1

1




k
，所以

,2,1,1,1,3 ,,,, ccbbcctbcc ddddd 這 5 個直徑可能發生情

形中，最大者必
1

1




k
。 

結論：這種情形的最短直徑  
1

1
4,2,




k
d k

 

5. 第五種：繩圈僅在一個節點上，尾巴在不同邊，橋有奇數座 

 

已知： 0321  xbbbb 
 

      0321  ycccc 
 

      01 t
 

      02 t
 

 

… 
… 
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      132132121  yx ccccbbbbtt 
 

      1 kyx
 

      3x  

      1y  

      x為奇數
 

求證：最短直徑  
1

1
5,2,




k
d k  

證明： 

(1) 直徑的可能發生情形： 

211, tbtd xtt   

2

1
21,

c
td tc 

 

2

1
1,2

c
btd xtc 

 

2

1
1,1

x
tb

bb
td




 

2

1
2,2

x
tb

bb
td




 

22

21
,1

cc
dcc 

 

22

11
,1

x
cb

bbc
d




 

2

21
,1

bb
dbb




 

(2) 
    ,1,1,1,1 122 ccbbcbtt dydxdd 

 

      















 








 


22
1

2
2

22
2 212111

21

cc
y

bb
x

bbc
tbt x

x  

 1 2 1 1 2 3 4 1x x xt b t c b b b b b b             

     2 3 4 1 1y xc c c c b       
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(3) 根據最大數定理，可知在     ,1,1,1,1 2,1,2, bbcccbtt dydxdd  這  1k

個數中，最大者必
1

1




k
，所以

,1,1,1,1 ,,, bbcccbtt dddd 這 4 個直徑可

能發生情形中，最大者必
1

1




k
。 

結論：這種情形的最短直徑  
1

1
5,2,




k
d k

。 

6. 第六種：繩圈僅在距離尾巴較遠的節點上，尾巴在同一邊，橋有偶

數座 

 

已知： 0321  xbbbb 
 

      0321  ycccc 
 

      021  tt
 

      132132121  yx ccccbbbbtt 
 

      1 kyx
 

      2x  

      1y  

      x為偶數
 

求證：最短直徑  
1

1
6,2,




k
d k  

證明： 

(1) 直徑的可能發生情形： 

211, ttdtt   

  

… 
… 
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2

1
11,

c
btd xtc 

 

2

1
1,1

x
tb

bb
td




 

22

21
,1

cc
dcc 

 

22

11
,1

x
cb

bbc
d




 

2

21
,1

bb
dbb




 

(2)    ,1 ,1 ,1 ,1 ,12 1tc tb cb bb ccd d d x d y d       

   1 11 1 1 2 1 2
1 1 2 1

2 2 2 2 2 2 2

x x
x

b b b bc c b b c c
t b t x y

          
                  

        

   
yxx ccccbbbbbcbt    4321432111 22

11  yb
 

(3) 根據最大數定理，可知在     ,1,11,,1,1 1,2,,, ccbbcbtbtc dydxddd  這

 1k 個數中，最大者必
1

1




k
，所以

,1,11,,1,1 ,,,, ccbbcbtbtc ddddd 這

4 個直徑可能發生情形中，最大者必
1

1




k
。 

結論：這種情形的最短直徑  
1

1
6,2,




k
d k

。 

7. 第七種：兩節點上若有繩圈，尾巴在不同邊，僅有一座橋 

 

已知： 0321  xcccc 
 

 
 

 

… … 
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      0'''' 321  ycccc 
 

      0b  

      021  tt
 

      1'''' 32132121  yx ccccbcccctt 
 

      1 kyx
 

      1x  

      1y  

求證：最短直徑  
1

1
7,2,




k
d k  

證明： 

(1) 直徑的可能發生情形： 

211, tbtdtt   

2

1
11,

c
td tc 

 

2

'1
12,

c
btd tc 

 

2

1
23,

c
btd tc 

 

22

21
,1

cc
dcc 

 

2

'

2

' 21
,2

cc
dcc 

 

2

'

2

11
,3

c
b

c
dcc 

 

    ,2,13,,3,2 11 cccccctctc dydxddd 
 

    













































2

'

2

'
1

22
1

2

'

222

' 2121111
2

1
1

cc
y

cc
x

c
b

cc
bt

c
bt
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   '''''3 4324321121 yx ccccccccccbtt  

121  b
 

(2) 根據最大數定理，可知在     ,2,13,,3,2 1,1,,, cccccctctc dydxddd  這

 1k 個數中，最大者必
1

1




k
，所以

,2,13,,3,2 ,,,, cccccctctc ddddd 這

4 個直徑可能發生情形中，最大者必
1

1




k
。 

結論：這種情形的最短直徑  
1

1
7,2,




k
d k

。 

8. 第八種：繩圈僅在距離尾巴較近的節點上，尾巴在同一邊，橋有偶

數座 

 

已知： 0321  xcccc 
 

      0321  ybbbb 
 

      021  tt
 

      132132121  yx bbbbcccctt 
 

      1 kyx
 

      1x  

      4y  

      y 為偶數 

求證：最短直徑  
1

1
8,2,




k
d k  

證明： 

 
 

 

… 
… 
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(1) 直徑的可能發生情形： 

211, ttdtt   

2

1
11,

c
td tc 

 

2

1

11,

y

tb

bb
td




 

22

21
,1

cc
dcc 

 

22

11
,1

y

cb

bbc
d




 

2

21
1,

bb
dbb




 

(2)    ,1 ,1 ,1 ,12 2 1 3tb cb cc bbd d x d y d      

   1 11 1 2 1 2
12 2 1 3

2 2 2 2 2 2

y yb b b bc c c b b
t x y

        
              

      
 

   1543321121 22  yxy bbbbccccbbtt 

11 1  b
 

(3) 根據最大數定理，可知在     1,,1,11, 3,1,2,2 bbcccbtb dydxdd  這

 1k 個數中，最大者必
1

1




k
，所以 1,,1,11, ,,, bbcccbtb dddd 這 4 個

直徑可能發生情形中，最大者必
1

1




k
。 

結論：這種情形的最短直徑  
1

1
8,2,




k
d k

。 

綜合以上八種情形，可得 

總結論：在線段上加 k 條跳線，黏合圖形中有二個節點，最短直徑

 
1

1
2,




k
d k
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(十三) 新的證明方法整理 

若要證明加 k 條跳線時直徑會
1

1




k
，可以嘗試找到  1k 個直徑

的可能情形(可以重複)，而且這些直徑的和 1 ，這樣的話，根據最大

數定理，這些直徑裡的最大值就會
1

1




k
了。 

如果這  1k 個直徑的和 1 ，就可直接推論說一定有直徑
1

1




k
，

所以此圖形的最短直徑會
1

1




k
。 

如果這些直徑的和 1 ，就可直接推說一定有直徑
1

1




k
，因為在

1 個節點時證明出最短直徑
1

1




k
，所以在 2 個節點以上時的最短直徑

不能
1

1




k
，不然 1 個節點就夠了，所以根據平均數定理，所找出的

 1k 個可能的直徑皆
1

1




k
，再分析等號成立的條件並檢驗，最後還

原成跳線圖形。 

(十四) 加 3 條跳線 

在加三條跳線的黏合圖形中，有一個、二個和三個節點三種情形，

其中一個和二個節點我們都已證明完畢，所以只需要證出三個節點的

情形就好了。 

根據橋圈數定理，可知在加三條跳線、黏合圖形中有三個節點時，

會有 3+3-1=5 個繩橋加繩圈，而總共可排列出 130 種不同的圖形(只有

繩橋的 20 種；4 座繩橋、1 個繩圈的 38 種；3 座繩橋、2 個繩圈的 44

種；2 座繩橋、3 個繩圈的 28 種。20+38+44+28=130，其來源可參考附

錄二)，去掉不符合一筆劃定理的情況(因為二個端點各只有一個連線數，
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因此所 1 有節點的連線數都須是偶數，被去掉的就是有連線數是奇數

的節點的情形)，還剩下 8 種： 

 

第一種：                     第二種： 

 

 

 

 

 

第三種：                     第四種： 

 

 

 

 

 

第五種：                    第六種： 

 

 

 

 

 

第七種：                    第八種： 

 

 

 

 

 

 

接下來我們一種一種分別證明： 

1. 第一種 

 

已知：
0321  bbb
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      04 b  

      0c  

      01 t  

      02 t  

      
1214321  ttcbbbb
 

求證：最短直徑  
4

1
1,3,3 d

 

證明： 

(1) 直徑可能發生情形： 

24311, tbbtdtt 

 

2
4311,

c
bbtdtc 

 

2
22,

c
tdtc 

 

2

31
11,

bb
tdtb




 

2

31
422,

bb
btd tb




 

22

31
41,

bb
b

c
dcb




 

2

21
1,

bb
dbb




 

(2) 
,1 ,2 ,1 ,1tc tb cb bbd d d d    

1 3 1 3 1 2
1 3 4 2 4 4

2 2 2 2 2

b b b b b bc c
t b b t b b

        
                
      

 
2

2 21
4343121

bb
bbcbbbtt




 

(3) 已知 0321  bbb  

2
2221

22
b

bbbb







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    1
2

243121
21

43121 


 bcbbbtt
bb

cbbbtt

 
12

2
43

21
43121 







 
 bb

bb
cbbbtt

 
根據最大數定理，可知在

1,1,2,1, ,,, bbcbtbtc dddd 這 4個直徑可能發生

情形中，最大者必
4

1


 

結論：這種情形最短直徑  
4

1
1,3,3 d

 

2. 第二種 

 

已知： 021  bb  

      
043  bb

 

      0c  

      021  tt  

      1214321  ttcbbbb
 

求證：最短直徑  
4

1
2,3,3 d

 

證明： 

(1) 直徑可能發生情形： 

211, ttdtt 

 

2
2411,

c
bbtdtc 

 

2

43
11,

bb
td tb




 

2

21
412,

bb
btdtb



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22

21
1,

bbc
dcb




 

22

43
22,

bb
b

c
dcb




 

(2) 
2,2, 22 cbtb dd   








 








 


22
2

2
2 43

2
21

41

bb
b

cbb
bt

 
cbbbbt  43211 332
 

又已知 21 tt   

cbbbbttcbbbbt  43212143211 33332
 

又已知 1214321  ttcbbbb 且 02 b 、 04 b  

122133 42432121  bbcbbbbtt
 

122 2,2,  cbtb dd

 

根據最大數定理，可知在
2,2,c2,2, ,,, cbbtbtb dddd 這 4個數中，最大

者必
4

1
 ，所以在

2,c2, , btb dd 這 2個直徑可能發生情形中，最大者

必
4

1


 

結論：這種情形最短直徑  
4

1
2,3,3 d

 

3. 第三種 

 

已知： 1 2 0b b   

      03 b
 

      01 c  
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      02 c  

      01 t  

      02 t  

      12121321  ttccbbb
 

求證：最短直徑  
4

1
3,3,3 d

 

證明： 

(1) 直徑可能發生情形： 

2311, tbtdtt 
 

2

1
211,

c
btdtc 

 

2

2
312,

c
btdtc 

 

2

2
23,

c
td tc 

 

2

1
2324,

c
bbtdtc 

 

2

21
11,

bb
tdtb




 

2

21
322,

bb
btdtb




 

22

2
32

1
1,

c
bb

c
dcc 

 

22

211
1,

bbc
dcb




 

22

21
3

2
2,

bb
b

c
dcb




 

(2) 
2,1,1,1, cbcbcctt dddd   

  






 








 











222222

21
3

22112
32

1
231

bb
b

cbbcc
bb

c
tbt
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  322132121 2bbccbbbtt 
 

已知 12121321  ttccbbb
 

  32322132121 212 bbbbccbbbtt 
 

已知 021  bb 、 03 b
 

121 32  bb
 

121 322,1,1,1,  bbdddd cbcbcctt  

根據最大數定理，可知在
2,1,1,1, ,,, cbcbcctt dddd 這 4個直徑可能發生

情形中，最大者必
4

1


 

結論：這種情形最短直徑  
4

1
3,3,3 d

 

4. 第四種 

 

已知： 1 2 0t t   

      01 b  

      02 b  

      01 c  

      02 c  

      03 c
 

      12132121  ttcccbb
 

求證：最短直徑  
4

1
4,3,3 d

 

證明： 
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(3) 直徑可能發生情形： 

22111, tbbtdtt 

 

2

1
11,

c
tdtc 

 

2

2
112,

c
btdtc 

 

2

3
2113,

c
bbtdtc 

 

2

2
224,

c
btdtc 

 

2

1
1225,

c
bbtdtc 

 

22

2
1

1
1,

c
b

c
dcc 

 

22

3
21

1
2,

c
bb

c
dcc 

 

22

3
2

2
3,

c
b

c
dcc 

 

(4) 
3,2,1,1, cccccctt dddd   

  



























222222

3
2

23
21

12
1

1
2211

c
b

cc
bb

cc
b

c
tbbt

  213212121 22 bbcccbbtt 
 

已知 12132121  ttcccbb
 

  21213212121 22122 bbbbcccbbtt 
 

已知 01 b 、 02 b  

1221 21  bb  

1221 213,2,1,1,  bbdddd cccccctt  

根據最大數定理，可知在
3,2,1,1, ,,, cccccctt dddd 這 4個直徑可能發生
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情形中，最大者必
4

1


 

結論：這種情形最短直徑  
4

1
4,3,3 d  

5. 第五種 

 

已知： 1 2 3 0b b b    

      
054  bb

 

      021  tt  

      
12154321  ttbbbbb

 

求證：最短直徑  
4

1
4,3,3 d

 

證明： 

(1) 無論各橋長度如何，直徑的可能發生情形： 

211, ttdtt 
 

2

21
1,

bb
dbb




 

2

541
2,

bbb
dbb




 

(2) 在 tbd 方面，因為會因橋長而有所變動，底下分成 a.距離 1t 最遠

的點在 1b 上、b.距離 1t 最遠的點在 4b 上 2 種情形討論： 

a. 距離 1t 最遠的點在 1b 上( 451 bbb  時) 

根據點到橋定理，可知 
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 
2

,min 53451
11,

bbbbb
tdtb




 

接下來再分成 2 種情形 

(a) 1 4 5
,1 1

2
tb

b b b
d t

 
     ( 453 bbb  時) 

1,1, 22 bbtb dd 

 








 








 


2
2

2
2 21541

1

bbbbb
t

 

2154112 bbbbbt 
 

12354121  bbbbbtt
 

等號成立的條件為 21 tt  , 321 bbb  (*) 

根據最大數定理，可知在
1,1,1,1, ,,, bbbbtbtb dddd 這4個數中，

最大者必
4

1
 ，所以在

1,1, , bbtb dd 這 2個直徑可能發生情形

中，最大者必
4

1
 。 

因為在 1 和 2 個節點時證明出最短直徑為
1

1k 
，所以在

3 個節點時的最短直徑不能
1

1k



，不然一個或二個節

點就夠了，而加3條跳線時最短直徑不能超過
4

1

13

1



。 

令
4

1
1,1,  bbtb dd

 

此時
1,1, bbtb dd   








 








 


22

21541
1

bbbbb
t

 
2154112 bbbbbt 
 

25412 bbbt 
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又 321 bbb  (*), 21 tt   

3125421 bbbbbtt 
 

12154321  ttbbbbb
 

4

1
3125421  bbbbbtt

 
再代回其它直徑驗算 

4

1
211,  ttdtt

 

4

1

2

541
2, 




bbb
dbb

 

(b) 
2

31
511,

bb
btd tb


 時

   
( 453 bbb  時) 

2,1, 22 bbtb dd 

 








 







 


2
2

2
2 54131

51

bbbbb
bt

 
5413151 22 bbbbbbt 
 

  1212 555432121  bbbbbbbtt
 

根據最大數定理，可知在
2,2,1,1, ,,, bbbbtbtb dddd 這 4個數中，

最大者必
4

1
 ，所以在

2,1, , bbtb dd 這 2個直徑可能發生情

形中，最大者必
4

1
  

b. 距離 1t 最遠的點在 4b 上( 451 bbb  時) 

2

543
11,

bbb
td tb




 
1,1, 22 bbtb dd 

 








 







 


2
2

2
2 21543

1

bbbbb
t
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2154312 bbbbbt 
 

15432121  bbbbbtt
 

等號成立的條件為 21 tt 
 

根據最大數定理，可知在
1,1,1,1, ,,, bbbbtbtb dddd 這 4 個數中，最

大者必
4

1
 。所以在

1,1, , bbtb dd 這 2 個直徑可能發生情形中，最

大者必
4

1
 。 

因為在 1 和 2 個節點時證明出最短直徑為
1

1

k
，所以在 3 個

節點時的最短直徑不能大於
1

1

k
，不然一個或二個節點就夠

了，而加 3 條跳線時最短直徑不能超過
4

1

13

1



。 

令
4

1
1,1,  bbtb dd

 

同理
2

541

2,

bbb
dbb


 也不能大於

4

1

 

4

1

2

541
2, 




bbb
dbb

 

2

1
541  bbb    (式子三) 

4

1

2

21
1, 




bb
dbb

 
根據最大數定理可知， 

4

1
1 b           (式子四) 

回到式子三，可知 

4

1
54  bb

 

54 -
4

1
bb 

 
又 451 bbb   
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5451 -
4

1
bbbb 

 

551 -
4

1
bbb 

 

4

1
2 51  bb   

4

1
1 b

  
與式子四矛盾 

此情形不會有
4

1
的最短直徑 

(3) 綜合以上 2 種情形： 

a. 情形有
1

4
的最短直徑 

b. 情形不會有
1

4
的最短直徑 

因此可知，這種情形的最短直徑  
4

1
5,3,3 d

 

結論：這種情形最短直徑  
4

1
5,3,3 d ，成立的條件為：其中 2 個

節點間有 3 條長度為
4

1
的繩橋，剩下 2 座短橋分別位於第 3 個

節點和上述 2 個節點之間，其長度和再加上 2 條尾巴的總長度

為
4

1
，且 2 條尾巴要等長。 

接下來還原成跳線圖形，根據一筆畫原理，會有三種還原方

法，就是從其中一個端點，依不同順序經過 5 座繩橋，再走至另

一個端點，其中一種跳線圖形如下： 



70 

 

6. 第六種 

 

已知： 021  bb  

      
043  bb

 

      
05 b

 

      021  tt  

      
12154321  ttbbbbb

 

求證：最短直徑  
4

1
6,3,3 d

 

證明： 

(1) 無論各橋長度如何，直徑的可能發生情形： 

  242511, ,min tbbbtdtt 

 

2

541
1,

bbb
dbb




 

2

523
2,

bbb
dbb




  
2

,min 42531
3,

bbbbb
dbb



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2

21
4,

bb
dbb




 

2

43
5,

bb
dbb




 

(2) 在在 tbd 方面，因為會因橋長而有所變動，底下分成 a.距離 1t 最

遠的點在 1b 上、b.距離 1t 最遠的點在 4b 上、c.距離 1t 最遠的點在 5b

上 3 種情形討論： 

a. 距離 1t 最遠的點在 1b 上 ( 541 bbb  時(*)) 

 
2

,min 5421

11,

bbbb
td tb




 

接下來再分成 2 種情形 

(a) 1 2
,1 1

2
tb

b b
d t


 

   
( 2 4 5b b b  時) 

3,1, 22 bbtb dd 
 

 







 







 


2

,min
2

2
2 4253121

1

bbbbbbb
t

 
 4253211 ,min22 bbbbbbt 

 

541(*) bbb  且 21 tt   

 4253211 ,min22 bbbbbbt 
 

 4253254121 ,min bbbbbbbbtt 
 

  1,min1 425  bbb
 

根據最大數定理，可知在
,1 ,1 ,3 ,3, , ,tb tb bb bbd d d d 這 4個數中，

最大者必
4

1
 ，所以在

,1 ,3,tb bbd d 這 2 個直徑可能發生情

形中，最大者必
4

1
 。

 



72 

(b) 
2

541
11,

bbb
td tb




    
( 542 bbb  時) 

2,1, 22 bbtb dd 
 








 








 


2
2

2
2 523541

1

bbbbbb
t

 
52354112 bbbbbbt 
 

  11 555432121  bbbbbbbtt
 

根據最大數定理，可知在
2,2,1,1, ,,, bbbbtbtb dddd 這4個數中，

最大者必
4

1
 ，所以在

1,1, , bbtb dd 這 2 個直徑可能發生情

形中，最大者必
4

1
 。 

b. 距離 1t 最遠的點在 3b 上( 523 bbb  時) 

   
2

,min,min 4255423
11,

bbbbbbb
tdtb




 

接下來再分成 3 種情形 

(a) 
2

523

11,

bbb
td tb




    
( 425542 , bbbbbb  時) 

1,1, 22 bbtb dd   








 







 


2
2

2
2 541523

1

bbbbbb
t

 

54152312 bbbbbbt 
 

  11 554152321  bbbbbbbtt
 

根據最大數定理，可知在
1,1,1,1, ,,, bbbbtbtb dddd 這4個數中，

最大者必
4

1
 ，所以在

1,1, , tbtb dd 這 2 個直徑可能發生情形

中，最大者必
4

1
 。 
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(b) 
22

43
21

4223
11,

bb
bt

bbbb
tdtb







( 425542 , bbbbbb  時) 

1,1, 22 bbtb dd 
 








 







 


2
2

2
2 54143

21

bbbbb
bt

 

5414321 22 bbbbbbt 
 

  11 42425432121  bbbbbbbbbtt
 

根據最大數定理，可知在
1,1,1,1, ,,, bbbbtbtb dddd 這4個數中，

最大者必大於
4

1
，所以在

1,1, , bbtb dd 這 2 個直徑可能發生

情形中，最大者必大於
4

1
 

(c) 
22

43
51

5543
11,

bb
bt

bbbb
tdtb







 

( 425542 , bbbbbb  時) 

4,1, 22 bbtb dd   








 








 


2
2

2
2 2143

51

bbbb
bt

 
214351 22 bbbbbt 
 

  11 555432121  bbbbbbbtt
 

根據最大數定理，可知在
4,4,1,1, ,,, bbbbtbtb dddd 這 4 個數中，

最大者必
4

1
 ，所以在

4,1, , bbtb dd 這 2個直徑可能發生情

形中，最大者必
4

1
  
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c. 距離 1t 最遠的點在 5b 上 

( 1 4 5b b b  且 5 2 3b b b  , 5 1 4b b b   時) 

 
2

,min 4255

11,

bbbb
td tb




 

接下來再分成 2 種情形 

(a) 
51

55

11,
2

bt
bb

td tb 



   

( 425 bbb  時) 

1,4 tbd
 

 514 bt 
 

51 44 bt 
 

325 bbb  , 415 bbb  且 21 tt   

541322151 22244 bbbbbttbt 
 

  11 5215215432121  bttbttbbbbbtt

14 1, tbd
 

4

1
1,  tbd  

(b) 5 2 4
,1 1

2
tb

b b b
d t

 
 

    
( 425 bbb  時) 

3,1, 22 bbtb dd 
 

 







 








 


2

,min
2

2
2 42531425

1

bbbbbbbb
t

 
 425314251 ,min2 bbbbbbbbt 

 

      1,min1,min 4254255432121  bbbbbbbbbbbtt

根據最大數定理，可知在
3,3,1,1, ,,, bbbbtbtb dddd 這4個數中，
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最大者必
4

1
 ，所以在

3,1, , bbtb dd 這 2個直徑可能發生情

形中，最大者必
4

1
  

(3) 綜合以上三種情形，可知最短直徑會  
4

1
6,3,3 d  

註：可能還會有以 2t 為起點的直徑可能發生情形，但因用上述的

直徑可能發生情形便可證出此種情形不會有
4

1
的最短直徑，所

以，以 2t 為起點的直徑可能發生情形就不在此列出。 

結論：這種情形最短直徑  
4

1
6,3,3 d  

7. 第七種 

 

已知： 021  bb  

      
043  bb
 

      0c  

      01 t  

      02 t  

      
1214321  ttcbbbb
 

求證：最短直徑  
4

1
7,3,3 d

 

證明： 

(1) 無論各橋長度如何，直徑的可能發生情形： 

  242111, ,min tbbbtdtt 
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 
2

,min 42111,

c
bbbtd tc 

 

2
222,

c
btdtc 

 

 
2

,max),min( 321421
11,

bbbbbb
tdtb




 

 
2

,max),min( 321421
22,

bbbbbb
tdtb




 

2

321
1,

bbb
dbb




 

2

43
2,

bb
dbb




 

(2) 在 cbd 方面，因為會因橋長而有所變動，底下分成 a.距離 c最遠的

點在 1b 上、b.距離 c最遠的點在 3b 上 2 種情形討論：  

a. 距離 c最遠的點在 1b 上( 321 bbb  時) 

(a) 
22

421
1,

bbbc
dcb


  

321 bbb 
 

321 bbb 
 

又 43 bb   

2

214
11,

bbb
td tb


  

2

214
22,

bbb
td tb


  

(b) 2,1,1,2 tbtbcb ddd   

1 2 4 4 1 2 4 1 2
1 22

2 2 2 2

b b b b b b b b bc
t t

          
          

     

42121 222 bbbttc 
 

321 bbb 
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43212142121 2222 bbbbttcbbbttc 

 
11 4  b  

(c) 根據最大數定理，可知在 2,1,1, ,,2 tbtbcb ddd 這 4個數中，

最大者必
4

1
 ，所以在 2,1,1, ,, tbtbcb ddd 這 3個直徑可能發生

情形中，最大者必
4

1
  

b. 距離 c最遠的點在 3b
上( 321 bbb 

時)
 

 
2

,min

2

42123
1,

bbbbbc
dcb


  

(a) 
22

123
1,

bbbc
dcb




   
( 421 bbb  時) 

2,1,1,2 bbttcb ddd   

   






 








 


2
,min

22
2 43

24211
123 bb

tbbbt
bbbc

 

 421432121 ,min bbbbbbbttc 
 

  1,min1 421  bbb
 

根據最大數定理，可知在 2,1,1, ,,2 bbttcb ddd 這 4 個數中，最

大者必
4

1
 ，所以在 2,1,1, ,, bbttcb ddd 這 3 個直徑可能發生情

形中，最大者必
4

1
  

(b) 
2222

43
2

4223
1,

bb
b

cbbbbc
dcb





 ( 421 bbb  時) 

421 bbb   

2
4211,

c
bbtdtc   

1,2,1, 2 bbtctc ddd   
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






 




















2
2

22

321
22421

bbbc
bt

c
bbt  

432121 3 bbbbttc   

121 2  b  

根據最大數定理，可知在 1,2,1, 2,, bbtctc ddd 這 4 個數中，最

大者必
4

1
 ，所以在 1,2,1, ,, bbtctc ddd 這 3 個直徑可能發生情

形中，最大者必
4

1
  

結論：這種情形最短直徑  
4

1
7,3,3 d

 

8. 第八種 

 

已知： 031  bb  

      02 b
 

      01 c
 

      02 c
 

      021  tt
 

求證：最短直徑  
4

1
8,3,3 d

 

證明： 

(1) 直徑可能發生情形： 

211, ttdtt 
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 
2

,min 1
32111,

c
bbbtdtc 

 
 

2
,min 2

21312,

c
bbbtdtc 

 

2

321
11,

bbb
tdtb




 
 

2
,min

2

2
312

1
1,

c
bbb

c
dcc 

 

22

3211
1,

bbbc
dcc




 

(2) 
1,1, 22 cctb dd   

  















 


2
,min

2
2

2
2 2

312
1321

1

c
bbb

cbbb
t

  312213211 ,min22 bbbccbbbt 
 

又已知 21 tt   

21321212132112 ccbbbttccbbbt 
 

又已知 1214321  ttcbbbb 且 01 b 、 02 b 、 03 b
 

  1,min22 432121312213211  cbbbbttbbbccbbbt

122 1,c1,  ctb dd

 

根據最大數定理，可知在
1,1,1,1, ,,, cccctbtb dddd 這 4個數中，最大者

必
4

1
 ，所以在

1,1, , cctb dd 這 2個直徑可發生情形中，最大者必
4

1
  

結論：這種情形最短直徑  
4

1
8,3,3 d

 

綜合以上八種情形，可得 

 

  總結論：在線段上加3條跳線，黏合圖形中有三個節點時，最短

直徑  
4

1
3,3 d  
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參、 研究結果與討論 

  一、 研究結果 

(一) 定理 

1. 總連線數定理：若在線段上加 k 條跳線的黏合圖形中有 r個節點，則

節點總連線數為 rk 22  ，其中 0 rk ，且 k 和 r皆為正整數。 

2. 橋圈數定理：若在線段上加 k 條跳線的黏合圖形中有 r個節點，則圖

形中繩橋數和繩圈數的和為 1-rk  ，其中 0 rk ，且 k 和 r皆為正

整數。 

3. 最大數定理：在一串數中，最大的m 個數之和會大於或等於此串數

的平均的m 倍。( m 為大於 0、小於此串數項數的正整數) 

4. 平均數定理：在一串數中，若最大的m 個數之和等於此串數的平均

數的m 倍，則此串數中所有的數皆與此串數的平均相等。( m 為大

於 0、小於此串數項數的正整數) 

5. 點到橋距離定理：對黏合圖形中任意一個點P 及任意一個長度為b

的繩橋，設點Q為繩橋上距離點P 最遠的點。若 P 到繩橋的一端距

離為 1s ，到繩橋的另一端距離為 2s ( 1s 和 2s 可重疊)，則 P 到Q的距

離
2

21 ssb 
。 

(二) 最短直徑 

1. 在線段上加 1 條跳線時，最短直徑  
2

1
1,1 d 。其成立條件為：尾巴

長各為 x、繩圈長為 







x2-

2

1
， x的範圍為：

4

1
0  x 。其跳線圖形

如下圖： 
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2. 在線段上加 k 條跳線、黏合圖形中一個節點時，最短直徑  
1

1
1,




k
d k

。

其成立的條件為：k 個繩圈長度各為
1

1

k
，2 條尾巴長度各為

22

1

k
。

其跳線圖形如下圖(擇一)： 

 

3. 在線段上加 2條跳線，黏合圖形中二個節點時，最短直徑  
3

1
2,2 d 。

成立的條件為：在二節點間有 3 座橋，其中 2 座橋長為
3

1
，剩下一

座橋加上 2 條尾巴的總長為
3

1
，2 條尾巴要一樣長。其跳線圖形如

下圖(擇一)： 

 

 

 

 

 

 

 

4. 在線段上加 k 條跳線、黏合圖形中二個節點時，最短直徑

 
1

1
2,




k
d k

。其成立條件為：在 2 個節點之間，有 k 條長度為
1

1

k

  

 

 

  

條跳線 

0 1 

… 

 

其中  

0 1 

 
  0 1 

其中  
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的繩橋，剩餘 1 條繩橋較短，可以是小於
1

1

k
的任意長度，只要其

與 2 條尾巴的長度和為
1

1

k
即可，2 條尾巴要一樣長。當 k 為奇數

時，2 條尾巴在同一個節點上；k 為偶數時，2 條尾巴分開在 2 個節

點上。其跳線圖形如下圖： 

 

 

 

 

 

 

 

5. 在線段上加 3 條跳線時，最短直徑  
4

1
3,3 d 。其成立的條件為：其

中 2 個節點間有 3 條長度為
4

1
的繩橋，剩下 2 座短橋分別位於第 3

個節點和上述 2 個節點之間，其長度和再加上 2 條尾巴的總長度為

4

1
，且 2 條尾巴要等長。其跳線圖形如下圖： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(三) 證明方法 

1. 第一種 

    
0
 

1
 

其中 , ,  

 

條跳線 

0 1 

其中  

… 
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(1) 把所有數分成  1k 組，因為所有數的總和為 1，所以這  1k 組

數的平均為
1

1

k
。 

(2) 列出在這  1k 組數中所有最大兩數的可能情形，根據最大數定

理可知，其最大兩數和必大於或等於這  1k 組數的平均
1

1

k

的 2 倍，也就是
1

2

k
。 

(3) 每一種最大兩數的可能情形均找出兩個直徑(可以相同)的和會

大於或等於此組數，如此便可推知兩個直徑中較大的必

1

1




k
。 

(4) 因為無論加幾條跳線，黏合圖形中幾個節點，最短直徑都不能

1

1




k
，否則一個節點就夠了，所以所有在 3.中所選到的直徑

皆等於
1

1

k
，所有最大 2 數的和也皆等於

1

1

k
 

(5) 根據平均數定理可推出所有  1k 個數都相等  

(6) 代回其它直徑的可能情形驗算，並列出直徑為最小值
1

1

k
的成

立條件 

公式：
1 2

1
( ) ( ) ( 2)

1
x yd d L L

k
    


 

2. 證明方法之二 

若要證明加 k 條跳線時直徑會
1

1




k
，可以嘗試找到  1k 個

直徑的可能情形(可以重複)，而且這些直徑的和 1 ，這樣的話，

根據最大數定理，這些直徑裡的最大值就會
1

1




k
了。 
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如果這些直徑的和 1 ，就可直接推說一定有直徑
1

1




k
，因

為在 1個節點時證明出最短直徑
1

1




k
，所以在 2個節點以上時

的最短直徑不能
1

1




k
，不然 1個節點就夠了，所以就可直接說

此圖形的最短直徑會
1

1




k
。 

如果這些直徑的和 1 ，就可直接推說一定有直徑
1

1




k
因為

在 1 個節點時證明出最短直徑
1

1




k
，所以在 2 個節點以上時的

最短直徑不能
1

1




k
，不然 1 個節點就夠了，所以找出的  1k 個

可能的直徑皆
1

1




k
，再分析等號成立的條件，最後還原成跳線

圖形。 

  二、 討論 

(一) 繩圈的有無與最短直徑的關係 

我在研究時發現，除了一個節點不會有繩橋之外，在二個節點(含)

以上的情形，無論加幾條跳線，最短直徑
1

1

k
發生的情形都沒有繩圈，

於是我就想：是不是在二個節點(含)以上的情形，只要有繩圈，最短直

徑就會
1

1




k
? 

我試著將有繩圈的情形和只有橋的情形作比較：假設一個有繩圈

的黏合圖形，將其繩圈全部拆成繩橋，這樣它的最短直徑會不會變小?

但因為其直徑的形式不同，且有部分直徑無法證明拆成橋後不會變長，

所以還需要再進一步的研究。 

 



85 

(二) 推論 

我把目前研究出來的最短直徑整理如下： 

     跳線數 

節點數 
1 2 3 … k

 

1 
2

1
  

3

1
  

4

1
  … 

1

1




k
 

2  
3

1
  

4

1
  … 

1

1




k
 

3   
4

1
  … 待完成 

依證明結果以及實驗數據推論最短直徑： 

     跳線數 

節點數 
1 2 3 … k 

1 
2

1
  

3

1
  

4

1
  … 

1

1




k
 

2  
3

1
  

4

1
  … 

1

1




k
 

3   
4

1
  … 

1

1




k   
k 為偶數  

1

1




k   
k 為奇數  

4 以上    … 
1

1




k
 

我推論在節點數 3 時，就不會有
1

1

k
的最短直徑發生，但還缺乏

完整的證明，需要再進一步的研究。 

 

 



86 

(三) 跳線的長度 

前面雖然為了方便研究都把跳線的距離縮減為 0，但其實跳線也是

有長度的，所以在相同最遠距離的情況下，應該選擇跳線最短的方法。 

以後可以研究若把跳線的長度加進去，例如說原本路徑長度的
10

1

或
20

1
，再觀察結果是否改變。 

(四) 轉乘次數 

我們把跳線設想成飛機航線、高架橋等交通運輸建設，所以也要

考慮到轉乘問題，跳線加的太多，就像是機場和機場間的距離愈近，

才剛搭上去就要下來轉機了，沒有人想要一趟旅遊中轉很多次機吧，

火車也是，若每一站都停，速度會比只停起點和終點的直達車要慢上

許多，所以在加跳線時，也要考慮到轉乘次數的問題，要想辦法在種

種影響因素下達到平衡，才會是設置交通建設的最佳地點。 

(五) 坐標平面 

在本篇研究報告是在討論在線段上加跳線的情形，以後希望可以

延伸至坐標平面，一樣是可以在任意 2 點間加上跳線，但在平面上就

無法用黏合圖形的方法來研究，所以還要另尋覓新方法。 

(六) 1 n 線段與格子點平面 

在歐氏幾何(Euclidean Geometry)中，2 點間最短的距離指的是直線

距離，但若在城市中，由於許多城市都是以棋盤式的規劃，道路只有

直的和橫的，並無法直線到達，如此一來，2 點間的距離變成了要沿著

道路走，最短距離就是許多種走法中最短的一個，而在這種距離的計

算方式，便要用到一門稱作「計程車幾何」（Taxicab Geometry）的數
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學分支。在計程車幾何中，每個點只能往上、下、左、右四個方向走(參

考文獻一條線有多長 2008 年)，而我們想研究的是：在一個格子點平

面中，每個點只能往上、下、左、右四個方向走，可以在任意 2 點間

加上跳線，那麼當所加的跳線數固定時，要將跳線加在哪裡，才能使

最遠兩點距離變得最短？而會變成多少？ 

要研究格子點平面的問題，就須先從 n1 線段(n個點排成一排，線

段長度為 1n )著手，不知道 n1 線段與本報告所研究的線段有沒有關

聯?我有嘗試實驗了幾種情形，發現因為本研究報告所得出的最短直徑

1

1





k

n
可能為分數，而在 n1 線段時，有時最短直徑是比

1

1





k

n
大的最小

整數，有時是比
1

1





k

n
小的最大整數，好像沒有什麼規律，還需再進一

步的研究。 

(七) 小世界理論與六度分隔現象 

「小世界現象（又稱小世界效應），也稱六度分隔理論（英文：

Six Degrees of Separation）。假設世界上所有互不相識的人只需要很少

中間人就能建立起聯繫。後來 1967 年哈佛大學的心理學教授斯坦利·

米爾格拉姆根據這概念做過一次連鎖信實驗，嘗試證明平均只需要 6

個人就可以聯繫任何兩個互不相識的美國人。 

這種現象，並不是說任何人與人之間的聯繫都必須要通過 6 個層

次才會產生聯繫，而是表達了這樣一個重要的概念：任何兩位素不相

識的人之間，通過一定的聯繫方式，總能夠產生必然聯繫或關係。顯

然，隨著聯繫方式和聯繫能力的不同，實現個人期望的機遇將產生明

顯的區別。」(參考文獻連結 2003 年) 
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本研究的跳線減距問題就像是在廣大的世界中，二個距離很遠的

人認識了，像是拉了一條長長的跳線，可以使得 2 地的各個人的距離

變短，若世界上真的像是小世界理論所說的，只需要 6 個人就可以聯

繫任何兩個互不相識的美國人，美國那麼大，一定是有許多各種長度

的跳線連結，才能讓人與人之間的距離變得那麼短。 
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肆、 結論與應用 

  一、 結論 

在線段上加 1條、2條和 3條跳線時，最短直徑分別為
2

1
、

3

1
和

4

1
，

在線段上加 k 條跳線、黏合圖形中一個和二個節點時，最短直徑皆為
1

1

k
。 

  二、 應用 

走跳線和走直線就像顯微鏡中的粗調節輪和細調節輪，要先將粗調節

輪轉至適當的位置，才能用細調節輪慢慢調整至畫面清楚。其中的跳線就

像是粗調節輪、而直線就像是細調節輪，要先走跳線到適當的位置，才慢

慢走直線到達目的地。其中跳線不能太短，否則就和直線所走的距離差不

多；也不能太長，否則走完跳線還要經過很長的直線才能到達目的地。 

跳線的長度和直線的長度比例就像是所用的現金面額大小，為何一定

要是 1 元、5 元、10 元，不能是 1 元接跳到 100 元？也像是算盤的算珠數

目、十進位和各種測量單位。那些本來很大、很多的東西，需要用一些較

大的單位，才能方便計算與溝通。 

本研究可以應用在蓋高架橋、規劃飛機航線、建高鐵、捷運、高速公

路等交通設施。或解決如何設置郵局、服務據點，以造福路線上的所有民

眾。例如說要增設郵局，每個郵局就像是一個跳點，而所有郵局間郵件都

是相通的就像是黏合圖形中只有一個節點。 

例如說在一條路上，想要設一路公車，此路公車共停靠 6 個站牌，這

個問題就像是要在一條線段上加 5 條跳線，黏合圖形中有一個節點的問題，
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依據研究結果，可以在這段路上
12

1
、

12

3
、

12

5
、

12

7
、

12

9
和12

11

的 6 個點上設

站牌，如此可將這條路上最遠兩戶人家互相往來的通車時間縮減至最短。 

若要設 2 路公車，各停靠 6 個站牌，又不想要有站牌重疊，這個問題

就像是要在一條線段上加 10 條跳線，黏合圖形中有二個節點的問題，依據

研究結果，會有許多種設法。例如說：可以在這段路上的起點和終點以及

10 個等分點上設站牌，一路車停靠這條路的起點和第偶數的站牌，另一路

車停靠第奇數的站牌和終點，如此可將這條路上最遠兩戶人家互相往來的

通車時間縮減至最短。 
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附錄一-線段上加 1 條跳線時，線段上各點間的距離 

1. 在 0.0 和 1.0 上加一條跳線 

 
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

0.0 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.4 0.3 0.2 0.1 0.0 

0.1 
 

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.4 0.3 0.2 0.1 

0.2 
  

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.4 0.3 0.2 

0.3 
   

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.4 0.3 

0.4 
    

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.4 

0.5 
     

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

0.6 
      

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 

0.7 
       

0.0 0.1 0.2 0.3 

0.8 
        

0.0 0.1 0.2 

0.9 
         

0.0 0.1 

1.0 
          

0.0 

直徑=0.5 

 

2. 在 0.1 和 0.9 上加一條跳線 

 
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

0.0 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.4 0.3 0.2 0.3 0.4 

0.1 
 

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.3 0.2 0.1 0.2 0.3 

0.2 
  

0.0 0.1 0.2 0.3 0.2 0.1 0.0 0.1 0.2 

0.3 
   

0.0 0.1 0.2 0.3 0.2 0.1 0.2 0.3 

0.4 
    

0.0 0.1 0.2 0.3 0.2 0.3 0.4 

0.5 
     

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

0.6 
      

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 

0.7 
       

0.0 0.1 0.2 0.3 

0.8 
        

0.0 0.1 0.2 

0.9 
         

0.0 0.1 

1.0 
          

0.0 

直徑=0.5 
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3. 在 0.2 和 0.8 上加一條跳線 

 
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

0.0 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.4 0.3 0.2 0.1 0.2 

0.1 
 

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.3 0.2 0.1 0.0 0.1 

0.2 
  

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.3 0.2 0.1 0.2 

0.3 
   

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.3 0.2 0.3 

0.4 
    

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.3 0.4 

0.5 
     

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

0.6 
      

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 

0.7 
       

0.0 0.1 0.2 0.3 

0.8 
        

0.0 0.1 0.2 

0.9 
         

0.0 0.1 

1.0 
          

0.0 

直徑=0.5 

 

4. 在 0.3 和 0.7 上加一條跳線 

 
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

0.0 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.4 0.3 0.4 0.5 0.6 

0.1 
 

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.3 0.2 0.3 0.4 0.5 

0.2 
  

0.0 0.1 0.2 0.3 0.2 0.1 0.2 0.3 0.4 

0.3 
   

0.0 0.1 0.2 0.1 0.0 0.1 0.2 0.3 

0.4 
    

0.0 0.1 0.2 0.1 0.2 0.3 0.4 

0.5 
     

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

0.6 
      

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 

0.7 
       

0.0 0.1 0.2 0.3 

0.8 
        

0.0 0.1 0.2 

0.9 
         

0.0 0.1 

1.0 
          

0.0 

直徑=0.6 
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5. 在 0.4 和 0.6 上加一條跳線 

  0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

0.0 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 

0.1   0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 

0.2     0.0 0.1 0.2 0.3 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 

0.3       0.0 0.1 0.2 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

0.4         0.0 0.1 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 

0.5           0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

0.6             0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 

0.7               0.0 0.1 0.2 0.3 

0.8                 0.0 0.1 0.2 

0.9                   0.0 0.1 

1.0                     0.0 

直徑=0.8 

 

6. 在 0.2 和 0.7 上加一條跳線 

 
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

0.0 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.4 0.3 0.2 0.3 0.4 0.5 

0.1 
 

0.0 0.1 0.2 0.3 0.3 0.2 0.1 0.2 0.3 0.4 

0.2 
  

0.0 0.1 0.2 0.2 0.1 0.0 0.1 0.2 0.3 

0.3 
   

0.0 0.1 0.2 0.2 0.1 0.2 0.3 0.4 

0.4 
    

0.0 0.1 0.2 0.2 0.3 0.4 0.5 

0.5 
     

0.0 0.1 0.1 0.3 0.4 0.5 

0.6 
      

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 

0.7 
       

0.0 0.1 0.2 0.3 

0.8 
        

0.0 0.1 0.2 

0.9 
         

0.0 0.1 

1.0 
          

0.0 

    直徑=0.5 
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附錄二-在線段上加 3 條跳線時的所有圖形 

 

 



96 
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99 
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評語 

本作品從生活上的實例出發，而研究的問題可以透過具體物的操作以協助

思考，探討的過程運用了拓樸學的觀念，討論的範圍亦頗廣，作品具一定的深

度及廣度。本作品所用跳線一詞，讓人聯想到電路中的情況，加上問題的具體

性，數學的處理上運用了拓樸觀念卻並未明言，感學上頗有數學科普的味道，

建議本作品可再做延伸，加入更多生活上實際層面的考量，例如考慮跳線的長

度及位置等層面，作進一步的探討。  
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