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關於完成此研究，我額外學習到鍥而不捨求精確、求準確、求完美的科學研

究精神。當一個人面臨困難與障礙時，需要有耐心及毅力進行更細部的解析、分

類與歸納問題所呈現的徵候，以找到解決問題的有效方法。在求解過程中，我嘗

試使用簡單和新穎的數學模型求解，以獲取更為簡明的證明過程。 

https://www.facebook.com/media/set/?set=a.437831162980041.1073741829.112582115504949&type=1&l=7c2ec574de


ii 

 

About the Author 

 
Photo Source: Yao-Teng “Thomas” You holding his award at Broadcom MASTERS 

International in Phoenix, Ariz. For more photos, visit Facebook Album. 

I like to read the books related to science, technology, engineering, and 

mathematics, because I can apply what I have learned to absorb more knowledge 

broaden their horizons, and do some interesting discussion and designs. On weekends, I 

often discuss and solve mathematics problems with my friends who have the same 
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precise, accurate, and seeking perfection the spirit of scientific research. When facing 

difficulties and obstacles, one needs to have patience and perseverance symptoms 

presented by more detailed parsing, classification, and induction to find out an effective 

way to solve the problem. During the discussing about the solving methodology and the 

process of finishing this project, I really want to try my best to describe this problem 

with simple and novel mathematical models in order to obtain a more concise proof 

process. 



iv 

潘朵拉的正鑲嵌圖塗色秘密 

中文摘要 

本研究探討正凸多邊形正則鑲嵌及阿基米德鑲嵌，在限制每一格相鄰格子中

至多(或至少)有 x格被塗色的情形下的最大(或最小)塗色格子數問題。研究利用塗

色格子位於邊線角落、非角落的邊線、鑲嵌內部的共用邊數差異、及與塗色格子

總數間的限制條件，採用賦值法解析塗色格子數的最小上界或最大下界。接著建

構具最大(或最小)塗色格子數的塗色方式，以歸納法推導塗色格子數，證明其與賦

値法解析結果相同，證得存在該塗色格子數。研究結果可應用至貼磚或印染鑲嵌

圖案設計、LED點燈遊戲設計、供給-需求組合配置最佳化、LED 廣告面板或色差

控制等。 
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英文摘要 

This study investigated the maximum number of colored cells for square, 

equilateral triangle, regular hexagon, and several kinds of Archimedean tessellations 

under the constraints that each adjacent cell would have at most x  cells been colored. 

Similar cases were studied to find out the minimum number of colored cells under the 

constraints that each adjacent cell would have at least x  cells been colored. 

In this study, the methods of valuation and inequality analysis were adopted to find 

out the minimum upper bound (or the maximum lower bound) of colored cells. It could 

be fully solved by using the differences and restrictions in sharing edges of colored cells 

which located on the corners, on the outermost layer, and in the interior layers of a 

tessellation. The maximum (or the minimum) number of colored cells could be 

calculated from the construction of different coloring results. The existence of the 

maximum (or the minimum) number of colored cells and coloring results was further 

proved by using the mathematical induction. The results showed that it is the same as 

the minimum upper bound (or the maximum lower bound) obtained from the previous 

analyses. Therefore, such kind of coloring problems has been studied completely. 

The results of this study can be further applied to the following areas: tiling or 

dyeing basic pattern design, LED lighting puzzle game design, supply-demand optimal 

portfolio allocation, LED advertising panel or control and adjustment, etc.
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壹、前言 

一、 研究動機： 

在練習 2011年澳洲數學競賽(Australian Mathematics Competition, AMC)

中學中級卷、高級卷第 30題時[8]，依題意要求需要「在一個 4040 的格子方

陣中，對任意一個格子塗上紅色，但限制每一個格子其無論是否被塗上紅色，

與其相鄰共用邊的四個格子至多有一個格子是紅色的，求解在 4040 的格子

方陣中最大有多少個的格子可被塗上紅色？」 

文獻探討顯示類似此問題曾出現在 1999 年的國際數學奧林匹亞

(International Mathematical Olympiad, IMO)競賽試題 A3
[6]，也被收錄在 2005

年馮躍峰編著，華東師範大學出版社出版的數學奧林匹克小叢書—高中卷(第

16冊)第七章、例 7、第 40~41頁[7]。 

最近，一個類似的問題出現在 2013 年南非數學奧林匹亞(The South 

African Mathematical Olympiad)第三輪競賽試題五：「在一個 1320 的板子上

放一些硬幣。如果兩枚硬幣是在同一行或同一列、且它們之間沒有其他硬幣，

則稱之為鄰居。假如沒有任何一枚硬幣可以被允許有兩個以上的鄰居(每枚硬

幣最多僅允許有兩個鄰居)，請問最多可以放多少枚硬幣在板子上？」[2]
 

正則多邊型鑲嵌已廣泛被討論及研究，也有許多實質的生活與工程應用

[9,10,11]。這題的求解過程引發我的興趣，想進一步利用中學數學的基本方法和

技巧，延伸推廣至類似的塗色問題探討。 

二、 研究目的： 

    本研究擬利用數學分析、賦值法解析技巧、和歸納方法，並引用一元二

次不等式、數列與級數、極限、二次函數等基本數學技巧，求解由正方形、
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正三角形、正六邊形正則鑲嵌、及數種阿基米德鑲嵌，在限制每一格相鄰格

子中至多有 x格被塗色的情形下的最大塗色格子數和至少有 x格被塗色的情

形下的最小塗色格子數問題。 
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貳、研究方法或過程 

一、 名詞定義： 

(一) 正則鑲嵌(Regular Tessellation)：使用全等的正凸多邊形，以緊密無縫隙

的方式覆蓋一個平面。 

(二) 半正則鑲嵌(Semi-regular Tessellation)：使用數種正凸多邊形，以緊密無

縫隙的方式覆蓋一個平面。 

(三) 以頂點為中心(Vertex-centred)的正則鑲嵌：在正則鑲嵌中，使具備全等

形狀多邊形的共用頂點居中心排列，並沿著邊(Edge)與頂點(Vertex)逐次

向外擴展進行鑲嵌。令 Tv )(k 、Sv )(k 、Hv )(k 分別代表由正三角形、正

方形、和正六邊形覆蓋，形成的以頂點為中心的 k 層正則鑲嵌。下表[9]

分別舉例說明 Tv )(k 、Sv )(k 、Hv )(k 在 2,1k 的情況： 

   

Tv(1) Sv(1) Hv(1) 

   

Tv(2) Sv(2) Hv(2) 

(四) 以多邊形為中心(Polygon-centred)的正則鑲嵌：在正則鑲嵌中，使具備全

等形狀的多邊形居中心排列，並沿著邊與頂點逐次向外擴展進行鑲嵌。

令 Tc )(k 、Sc )(k 、Hc )(k 分別代表由正三角形、正方形、和正六邊形覆

蓋，形成的以多邊形為中心的 k 層正則鑲嵌。下表[9]分別舉例說明 Tc )(k 、

Sc )(k 、Hc )(k 在 3,2,1k 的情況： 

   

Tc(1) Sc(1) Hc(1) 
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Tc(2) Sc(2) Hc(2) 

   

Tc(3) Sc(3) Hc(3) 

(五) ),,P( xkM ：表示在以多邊形P組成的正則鑲嵌或半正則鑲嵌圖中，當

圖形有 k 層、且限制每一格的相鄰格子中至多有 x格被塗色的情形下，

最大的塗色格子數。 

(六) ),,P( xkm ：表示在以多邊形P組成的正則鑲嵌或半正則鑲嵌圖中，當圖

形有 k 層、且限制每一格的相鄰格子中至少有 x格被塗色的情形下，最

小的塗色格子數。 

(七) ),P( kC ：表示在以多邊形P組成的正則鑲嵌或半正則鑲嵌圖中，當圖形

有 k 層的格子數。 

二、 文獻探討： 

(一) 正則多邊形鑲嵌組合可能性分析： 

    在鑲嵌中，圍繞共用頂點的凸多邊形內角和必為 360º，因此僅存在

三種正多邊形滿足正則鑲嵌，即正三角形、正方形、和正六邊形。除此

之外，由一種或數種正凸多邊形組成全等形狀的半正則鑲嵌，即著名的

阿基米德鑲嵌(Archimedean tessellation)，共有 8種情況[10, 11]。令 

1. TS1、TS2 分別代表三個正三角形+兩個正方形組合的(3,3,3,4,4)和

(3,3,4,3,4)鑲嵌。 

2. TH1、TH2 分別代表二個正三角形+兩個正六邊形組合的(3,6,3,6)和四

個正三角形+一個正六邊形組合的(3,3,3,3,6)鑲嵌。 

3. SO代表一個正方形+兩個正八邊形組合的(4,8,8)鑲嵌。 
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4. TD代表一個正三角形+兩個正十二邊形組合的(3,12,12)鑲嵌。 

5. TSH 代表一個正三角形+兩個正方形+一個正六邊形組合的(3,4,6,4)

鑲嵌。 

6. SHD代表一個正方形+一個正六邊形+一個正十二邊形組合的(4,6,12)

鑲嵌。 

    

    

     

TS1 TS2 TH1 TH2 
 

    

    

    

SO TD TSH SHD 

令 TH1H )(k 和 TSHH )(k 分別代表由 TH1和 TSH形成以正六邊形為中心

的 k 層阿基米德鑲嵌。下表分別舉例說明 TH1H )(k 和 TSHH )(k 在

4,3,2,1k 的情況： 

    

TH1H(1) TH1H(2) TH1H(3) TH1H(4) 

http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=zh-TW&prev=/search%3Fq%3DArchimedean%2Btessellation%2B%25E4%25B8%25AD%25E6%2596%2587%26biw%3D1366%26bih%3D638&rurl=translate.google.com.tw&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/File:Tiling_Semiregular_3-3-3-4-4_Elongated_Triangular.svg&usg=ALkJrhgZjKTvxumcxniBrgI23KZIiCiDRA
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=zh-TW&prev=/search%3Fq%3DArchimedean%2Btessellation%2B%25E4%25B8%25AD%25E6%2596%2587%26biw%3D1366%26bih%3D638&rurl=translate.google.com.tw&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/File:Tiling_Semiregular_3-6-3-6_Trihexagonal.svg&usg=ALkJrhioR3o_4J0-SZcFPCHvXT9itJWsGw
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=zh-TW&prev=/search%3Fq%3DArchimedean%2Btessellation%2B%25E4%25B8%25AD%25E6%2596%2587%26biw%3D1366%26bih%3D638&rurl=translate.google.com.tw&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/File:Tiling_Semiregular_3-3-3-3-6_Snub_Hexagonal.svg&usg=ALkJrhigJYOYCXbJswjPlckfKFeoWTIlAQ
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=zh-TW&prev=/search%3Fq%3DArchimedean%2Btessellation%2B%25E4%25B8%25AD%25E6%2596%2587%26biw%3D1366%26bih%3D638&rurl=translate.google.com.tw&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/File:Tiling_Semiregular_3-3-3-3-6_Snub_Hexagonal_Mirror.svg&usg=ALkJrhgBHy3D5kayHxzFf-cTdYhxnJ_5lg
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=zh-TW&prev=/search%3Fq%3DArchimedean%2Btessellation%2B%25E4%25B8%25AD%25E6%2596%2587%26biw%3D1366%26bih%3D638&rurl=translate.google.com.tw&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/File:Tiling_Semiregular_4-8-8_Truncated_Square.svg&usg=ALkJrhjw4cIOaXfx6IDK34R6YJI7YDJTkQ
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=zh-TW&prev=/search%3Fq%3DArchimedean%2Btessellation%2B%25E4%25B8%25AD%25E6%2596%2587%26biw%3D1366%26bih%3D638&rurl=translate.google.com.tw&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/File:Tiling_Semiregular_3-12-12_Truncated_Hexagonal.svg&usg=ALkJrhjqU7CHwLGS8YnYaqWpuyhApg5QFg
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=zh-TW&prev=/search%3Fq%3DArchimedean%2Btessellation%2B%25E4%25B8%25AD%25E6%2596%2587%26biw%3D1366%26bih%3D638&rurl=translate.google.com.tw&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/File:Tiling_Semiregular_3-4-6-4_Small_Rhombitrihexagonal.svg&usg=ALkJrhiUGW-7e0xQt3TQWHrvvVJgZfAOxg
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=zh-TW&prev=/search%3Fq%3DArchimedean%2Btessellation%2B%25E4%25B8%25AD%25E6%2596%2587%26biw%3D1366%26bih%3D638&rurl=translate.google.com.tw&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/File:Tiling_Semiregular_4-6-12_Great_Rhombitrihexagonal.svg&usg=ALkJrhjTQawji1phDSIt-Fc1kRQRx7VkbA
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TSHH(1) TSHH(2) TSHH(3) TSHH(4) 

(二) 格子數 ),P( kC 、頂點數、外框線數、和鑲嵌線數分析：歸納並整理Tv )(k 、

Sv )(k 、Hv )(k 、Tc )(k 、Sc )(k 、Hc )(k 的正則鑲嵌結果如下表[9]： 

P  Tv )(k  Tc )(k  Sv )(k  Sc )(k  Hv )(k  Hc )(k  

格子數 26k  
26 6 1k k   24k  

24 4 1k k   23k  
23 3 1k k   

頂點數 23 3 1k k   23k  
24 4 1k k   24k  

26 6 1k k   26k  

外框線數 k6  )12(3 k  k8  )12(4 k  k12  )12(6 k  

鑲嵌線數 23(3 )k k  23(3 4 1)k k   24(2 )k k  24(2 3 1)k k   23(3 2 )k k  23(3 5 2)k k   

TH1H )(k 和 TSHH )(k 的阿基米德鑲嵌格子數如下表： 

P  
TH1H )(k  TSHH )(k  

正三角形 正六邊形 正三角形 正方形 正六邊形 

格子數 kk 66 2   133 2  kk  26k  kk 39 2   133 2  kk  

三、 研究過程 

研究一：探討正方形鑲嵌 )1,,S( V kM 、 )1,,S( C kM 、 )2,,S( V kM 、 )2,,S( C kM 、

)3,,S( V kM 、 )3,,S( C kM 最大塗色格子數量， )1,,S( V km 、 )1,,S( C km 、

)2,,S( V km 、 )2,,S( C km 最小塗色格子數量與其塗色方式。 

定理 1.1 kkkM  2

V )1,,S(  

證明  

(一) 假設塗色的格子中有 a個位於角落、b個位於非角落的邊線上、c個位於

鑲嵌內部，則與被塗色格子相鄰的格子數共有 cba 432  ，且位於角落

與邊線上的格子數共有 ba 22  。整理得到式(1)和式(2)： 
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22 3 4 4  (1)

2 2 4(2 1), 2(2 1) (2)

a b c k

a b k a b k

  

     

　　　　　　　　　　　　　　

即 　　　　　　
 

因角落的位置最多僅可出現 2個塗色格子，得： 

(3)2 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a  

整 理 式 (1) 、 式 (2) 和 式 (3) 得 kkcba  2 ， 故 知 ：

kkkM  2

V )1,,S( 。 

(二) 建構具 Sv最大塗色格子數的塗色法： 

1. 當 k 是奇數( 1k 、 2)1,1,S( V M )； 12  lk 時：塗色格子數為從

外部向內層、每兩層劃分成一個區塊，且每兩層中較外層可塗色格

子數為該層格子數的一半，再加上最內一層兩格之和，因此歸納得

到塗色格子數為 

 
1 1

2 2

(4 2) 4 4
2 2 2 2(4 1)

4

8(1 )
2 2 (2 1) (2 1)

2

l l

h h

h
h

l l
l l l k k

 

   
     

 

 
        

 

　　　　　　　　　　　　

 

2. 當 k是偶數， lk 2 時：類似前述歸納方法，得到塗色格子數為 

kklll
ll

h
h l

h

l

h











 



22

11

242
2

)1(8
)14(22

4

444
 

故知 kkkM  2

V )1,,S( ，塗色方式舉例如下： 

 
  

211)1,1,S( 2

V M  1233)1,3,S( 2

V M  3055)1,5,S( 2

V M  

 
  

622)1,2,S( 2

V M  2044)1,4,S( 2

V M  4266)1,6,S( 2

V M  
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定理 1.2 
2

C 2

,
(S , ,1)

1,

k k
M k

k k

 
 

 

若 奇數

若 偶數
 

證明  

(一) 與定理 1.1 Sv的塗色格子數最小上界證明類似： 

22 3 4 4 4 1  (4)

2 2 8( 1), 4( 1) (5)

a b c k k

a b k a b k

    

     

　　　　　　　　　　　

即 　　　　　　　
 

1. 當 k是奇數：因角落的位置最多可出現 4個塗色格子，得： 

(6)4 　　　　　　　　　　　　　　　　　　a  

整理式(4)、式(5)和式(6)並下取整數得 22 )14(
4

1
kkcba 








 。 

2. 當 k是偶數：因角落的位置最多可出現 2 個塗色格子，整理式(3)、

式(4)和式(5)並下取整數得 1)14(
4

1 22 







 kkcba 。 

故知：
2

C 2

,
(S , ,1)

1,

k k
M k

k k

 
 

 

若 奇數

若 偶數
。 

(二) 建構具 Sc最大塗色格子數的塗色法： 

1. 當 k是奇數( 1k 、 1)1,1,S( C M )； 12  lk 時：類似定理 1.1的歸

納方法，得到塗色格子數為 

1 1

2 2

(4 1) 4 4
1 2 1 8

4

8(1 )
1 (2 1)

2

l l

h h

h
h

l l
l k

 

   
    

 

 
    

 

　　　　　　　　　　　

 

2. 當 k 是偶數( 2k 、 3)1,2,S( C M )； 22  lk 時：類似定理 1.1

的歸納方法，得到塗色格子數為 
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11)22(34
2

)1(8

)12(432
4

44)34(
3

22

11













 
 



kll
ll

h
h l

h

l

h

　　　　　　　　　　　

 

故知
2

C 2

,
(S , ,1)

1,

k k
M k

k k

 
 

 

若 奇數

若 偶數
，塗色方式舉例如下： 

 
  

11)1,1,S( 2

C M  93)1,3,S( 2

C M  255)1,5,S( 2

C M  

   

312)1,2,S( 2

C M  1514)1,4,S( 2

C M  3516)1,6,S( 2

C M  

定理 1.3 )(2)2,,S( 2

V kkkM   

證明  

(一) 與定理 1.1 Sv的塗色格子數最小上界證明類似： 

22 3 4 8  (7)

2 2 8(2 1), 4(2 1) (8)

a b c k

a b k a b k

  

     

　　　　　　　　　　　　　　

即 　　　　　　
 

因角落的位置最多可出現 4 個塗色格子，整理式(6)、式(7)和式(8)得

)(2)88(
4

1 22 kkkkcba  ，故知： )(2)2,,S( 2

V kkkM  。 

(二) 建構具 Sv最大塗色格子數的塗色法： 

1. 當 k 是 奇 數 ( 1k 、 4)2,1,S( V M ) ： 歸 納 得 到

)(2)2,,S( 2

V kkkM  。 

2. 當 k是偶數：歸納得到 )(2)2,,S( 2

V kkkM  。 
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塗色方式舉例如下： 

   

4)2,1,S( V M  24)2,3,S( V M  60)2,5,S( V M  

   

12)2,2,S( V M  40)2,4,S( V M  84)2,6,S( V M  

定理 1.4 
2

C 2

2 1,
(S , , 2)

2 2,

k k
M k

k k

  
 

 

若 奇數

若 偶數
 

證明  

(一) 與定理 1.2 Sc的塗色格子數最小上界證明類似： 

22 3 4 2(4 4 1)  (9)

2 2 16( 1), 8( 1) (10)

a b c k k

a b k a b k

    

     

　　　　　　　　　　

即 　　　　　　　
 

因角落的位置最多可出現 4個塗色格子，整理式(6)、式(9)和式(10)並下

取整數得 12)28(
4

1 22 







 kkcba 。 

1. 當 k是奇數：知 12)2,,S( 2

C  kkM 。 

2. 當 k是偶數：觀察 2k 的塗色情況，須將正中心的格子改為不塗色、

且四週的四個紅格子至少須選擇二格改為不塗色，因此知道與式(6)、

式(9)和式(10)的解析結果矛盾，故實際存在的最小上界應再減少一格，

為 22)2,,S( 2

C  kkM 。 

(二) 建構具 Sc最大塗色格子數的塗色法： 

1. 當 k是奇數( 1k 、 1)2,1,S( C M )：歸納得到 12)2,,S( 2

C  kkM 。 



16 

2. 當 k 是 偶 數 ( 2k 、 6)2,2,S( C M ) ： 歸 納 得 到

22)2,,S( 2

C  kkM 。 

塗色方式舉例如下： 

 
  

1)2,1,S( C M  17)2,3,S( C M  49)2,5,S( C M  

   

6)2,2,S( C M  30)2,4,S( C M  70)2,6,S( C M  

定理 1.5 kkkM  2

V 3)3,,S(   

證明 雖然任一格相鄰的格子最多可被塗色三格(賦值註記為 3)，但此塗色方式並

不存在。當 3k ，第 1k 層的格子全部採用賦值註記為 3的塗色方式，則第

k 層的格子塗色結果，賦值註記總和至少需減除  14 k ，且因四個角落的格

子僅可能與 2 個被塗色的格子相鄰，最多可被賦值註記總和需再減除 4。另

一方面，假若最外層四個角落的塗色採用賦值註記總和為 2 的方式、其他格

子皆滿足賦值註記為 3，則在第 3k 層至少會出現  14 k 個註記為 2 的不能

塗色格子，故知賦值註記總和的最大值 kkkk 4124)1(443 22  。 

(一) 與定理 1.1 Sv的塗色格子數最小上界證明類似： 

22 3 4 12 4 (11)

2 2 8(2 1), 4(2 1) (12)

a b c k k

a b k a b k

   

     

　　　　　　　　　　　　

即 　　　　　　
 

因角落的位置最多可出現 4 個塗色格子，整理式(6)、式(11)和式(12)得

kkkkcba  22 3)412(
4

1
，故知： kkkM  2

V 3)3,,S( 。 
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(三) 建構具 Sv最大塗色格子數的塗色法： 

1. 當 k 是 奇 數 ( 1k 、 4)3,1,S( V M ) ： 歸 納 得 到

kkkM  2

V 3)3,,S( 。 

2. 當 k是偶數：歸納得到 kkkM  2

V 3)3,,S( 。 

塗色方式舉例如下： 

   

4)3,1,S( V M  30)3,3,S( V M  80)3,5,S( V M  

   

14)3,2,S( V M  52)3,4,S( V M  114)3,6,S( V M  

定理 1.6 
2

C 2

3 2 1, , 1
(S , , 3)

3 2 ,

k k k k
M k

k k k

    
 

 

若 奇數

若 偶數
 

證明  

(一) 與定理 1.5 Sv的塗色格子數最小上界證明類似： 

1. 當 k 是奇數、 3k ：因每二層塗色區塊外層的兩個角落未塗色格子

可被移至其內一層，使賦值註記多 4而增加 1 個塗色格子，得 

       1234)12(2)12(3
4

1 22 







 kkkkcba ， 

     故知： 123)3,,S( 2

C  kkkM 。 

2. 當 k是偶數：得   kkkkcba 23)12(2)12(3
4

1 22 







 ， 

     故知： kkkM 23)3,,S( 2

C  。 
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(二) 建構具 Sc大塗色格子數的塗色法： 

1. 當 k 是 奇 數 ( 1k 、 1)3,1,S( C M ) ： 歸 納 得 到

123)3,,S( 2

C  kkkM 。 

2. 當 k是偶數：歸納得到 kkkM 23)3,,S( 2

C  。 

塗色方式舉例如下： 

 
  

1)3,1,S( C M  (例外) 22)3,3,S( C M  66)3,5,S( C M  

   

8)3,2,S( C M  40)3,4,S( C M  96)3,6,S( C M  

定理 1.7 kkkm  2

V )1,,S(  

證明 應用定理 1.5的結論，將 Sv最外一層視成皆可塗色、鑲嵌內部的格子至少相

鄰一格不塗色格子的最大塗色格子數問題，推知扣除最外一層塗色格子數後、

計 算 鑲 嵌 內 部 的 不 塗 色 格 子 數 即 為 所 求 ， 故 知

    kkkkkkm  222

V )1()1(3)1(2)1,,S( 。 

建構具 Sv最小塗色格子數的塗色法，並歸納得到 kkkm  2

V )1,,S( ： 

   

211)1,1,S( 2

V m  
2

V(S , 3,1) 3 3 12m     
2

V(S , 5,1) 5 5 30m     

   

622)1,2,S( 2

V m  
2

V(S , 4,1) 4 4 20m     
2

V(S , 6,1) 6 6 42m     
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定理 1.8 
2

C 2

, , 1
(S , ,1)

1,

k k k
m k

k k

  
 

 

　 若 奇數

　若 偶數
 

證明 類似定理 1.7的證明，應用定理 1.6的結論，推知 

(一) 當 k是奇數( 1k 、 0)1,1,S( C m )： 

  222

C )1(2)1(3)12()1,,S( kkkkkm  。 

(二) 當 k是偶數：   11)1(2)1(3)12()1,,S( 222

C  kkkkkm 。 

建 構 具 Sc 最 小 塗 色 格 子 數 的 塗 色 法 ， 並 歸 納 得 到

2

C 2

, , 1
( S , , 1 )

1,

k k k
m k

k k

  
 

 

　 若 奇數

　若 偶數
： 

 
  

0)1,1,S( C m  (例外) 93)1,3,S( 2

C m  255)1,5,S( 2

C m  

   

312)1,2,S( 2

C m  1514)1,4,S( 2

C m  
2

C(S , 6,1) 6 1 35m     

定理 1.9 )(2)2,,S( 2

V kkkm   

證明 類似定理 1.1的證明，知塗色格子賦值註記總和為 cba 432  ，而位於角落

與邊線上的格子數共有  1-2k4 個，且若角落與邊線上的格子不塗色，則與此

相鄰的內層格子需塗色，將導致賦値註記總和的增加，故知

     　bkakcba  884222432
2

， 得

)(2)2,,S( 2

V kkcbakm  。建構具 Sv 最小塗色格子數的塗色法，並

歸納得到 )(2)2,,S( 2

V kkkm  ： 
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4)2,1,S( V m  24)2,3,S( V m  60)2,5,S( V m  

   

12)2,2,S( V m  40)2,4,S( V m  84)2,6,S( V m  

定理 1.10 
2

C 2

2 , , 1
(S , , 2)

2 1,

k k k
m k

k k

  
 

 

若 奇數

若 偶數
 

證明 類似定理 1.9的證明： 

(一) 當 k 是 奇 數 ( 1k 、 0)2,1,S( C m ) ：

     　bkakcba  12842122432
2 ， 得

22

C 2)28(
4

1
)2,,(S kkcbakm 








 。 

(二) 當 k 是偶數：將最外層對角上兩個角落的塗色格子移至內層，賦值註記

減 少 2 ， 故       　212842122432
2

 bkakcba ， 得

12)2,,(S 2

C  kkm 。 

建 構 具 Sc 最 小 塗 色 格 子 數 的 塗 色 法 ， 並 歸 納 得 到

2

C 2

2 , , 1
( S , , 2 )

2 1 ,

k k k
m k

k k

  
 

 

若 奇數

若 偶數
： 

 
  

0)2,1,S( C m  (例外) 18)2,3,S( C m  50)2,5,S( C m  

   

7)2,2,S( C m  31)2,4,S( C m  71)2,6,S( C m  
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研究二：探討正三角形鑲嵌 )1,,T( V kM 、 )1,,T( C kM 、 )2,,T( V kM 、 )2,,T( C kM

最大塗色格子數量， )1,,T( V km 、 )1,,T( C km 、 )2,,T( V km 、 )2,,T( C km

最小塗色格子數量與其塗色方式。 

邊線塗色解析 在 Tv、Tc中，邊線上格子的塗色共可區分成下列七種情況進行分析

(藍色表示不能被塗色的格子；與一格紅色塗色格子相鄰者，賦値註記為 1；

未與紅色格子相鄰、其不論是否塗色者，賦値註記為 0)： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tc 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tv 

因紅色格子兩格相鄰(賦値註記為 1)後至少需間隔兩格(含)以上無法塗色，故 

情況一：紅色格子無法再與紅色格子相鄰者賦値註記為 0。 

情況二及情況三：鑲嵌邊上若連續兩格塗色、間隔三格不塗色的格子，至少

會產生兩格賦値註記為 0。 

情況四：間隔兩格不塗色的格子，其內部至少產生兩格賦値註記為 0 的不能

塗色格子。 

情況五：間隔四格不塗色的格子，於邊線上出現兩格賦値註記為 0的格子。 

情況六：在 Tc邊線上僅出現一格賦値註記為 0的格子。 

情況七：在 Tv邊線上若與情況六相同，則在邊線角落上出現二格賦値註記為

0的格子。 

情況一
情
況
二

11
10

11
1

情
況
三

1

1
1

1

1 0

1
1

1 1
1

1

1 1

1
1

0

11

1

1 1

1

01

1 1

1
1

1

0 1 1
1

1 1

0

0

情
況
五

1 1

11
11

1

1

1

1
1
1 1

0 0
情
況
四

情況一
情
況
二

11
10

11
1

情
況
三

1

1
1

1

1 0

1
1

1 1
1

1

1 1

1
1

0

11

1

1 1

1

01

1 1

1
1

1

0 1 1
1

1 1

0

0

情
況
五

1 1

11
11

1

1

1

1
1
1 1

0 0
情
況
四

情況一
情
況
二

11
10

11
1

情
況
三

1

1
1

1

1 0

1
1

1 1
1

1

1 1

1
1

0

11

1

1 1

1

01

1 1

1
1

1

0 1 1
1

1 1

0

0

情
況
五

1 1

11
11

1

1

1

1
1
1 1

0 0
情
況
四

情況一
情
況
二

11
10

11
1

情
況
三

1

1
1

1

1 0

1
1

1 1
1

1

1 1

1
1

0

11

1

1 1

1

01

1 1

1
1

1

0 1 1
1

1 1

0

0

情
況
五

1 1

11
11

1

1

1

1
1
1 1

0 0
情
況
四

0

11

11
1

1

1
1 1

情
況
六

0

11

11
1

1

1
1 1

情
況
六

0

0

情
況
七

0

0

情
況
七



22 

綜合以上各種情況，進行最大塗色格子數量的不同塗色配置組合演繹分析，

推知 3k 時： 

(一) Tv中必出現至少與邊線上塗色格子數相同被賦値註記為 0的格子。 

(二) Tc中可出現至多與邊線上塗色格子數少 2被賦値註記為 0的格子。 

定理 2.1 
2

V 2)1,,T( kkM   

證明  

(一) 假設塗色的格子中有b 個位於邊線(含角落)上、 c個位於鑲嵌內部，則

與這些格子相鄰可被賦值註記的總和共有 cb 32  個。當 3k 時，從邊

線塗色解析結果得知：「必出現至少與邊線上塗色格子數相同被賦值註

記 為 0 的 格 子 」 。 因 此 得 到 bkcb -632 2 ， 故 知

2

V 2)1,,T( kcbkM  。 

(二) 建構具 Tv最大塗色格子數的塗色法： 2)1,1,T( V M ； 8)1,2,T( V M ；

3k 時：歸納得到 2

V 2)1,,T( kkM  。塗色方式舉例如下： 

   
2)1,1,T( V M  8)1,2,T( V M  18)1,3,T( V M  

   

32)1,4,T( V M  50)1,5,T( V M  72)1,6,T( V M  

定理 2.2 2,122)1,,T( 2

C  kkkkM  

證明  
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(一) 類似定理 2.1的證明，當 3k 時，從邊線塗色解析結果得知：「可出現

至多比邊線上塗色格子數少 2 被賦值註記為 0 的格子」。因此得到

)2(-1)6-6(32 2  bkkcb ，故知 122)1,,T( 2

C  kkcbkM 。 

(二) 建構具 Tc最大塗色格子數的塗色法： 1)1,1,T( C M ； 6)1,2,T( C M ；

3k 時：歸納得到 122)1,,T( 2

C  kkkM 。塗色方式舉例如下： 

 
 

1)1,1,T( C M  6)1,2,T( C M  (例外) 

   

13)1,3,T( C M  25)1,4,T( C M  41)1,5,T( C M  

   
61)1,6,T( C M  85)1,7,T( C M  113)1,8,T( C M  

定理 2.3 2,1,4)2,,T( 2

V  kkkM  

證明  

(一) 雖然邊線及角落的格子均可塗色，但將導致在邊長 1k 的內層格子均不

可塗色，故顯見所有格子均至少與一格未塗色格子相鄰。應用定理 2.1

的證明，易得當 3k 時，其塗色格子數的最小上界為格子總數減去定理

2.1的塗色格子數，亦即 222

V 426)2,,T( kkkkM  。 

(二) 建構具Tv最大塗色格子數的塗色法： 6)2,1,T( V M ； 18)2,2,T( V M ；

3k 時：歸納得到 2

V 4)2,,T( kkM  。塗色方式舉例如下： 
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6)2,1,T( V M  (例外) 18)2,2,T( V M  (例外) 

   

36)2,3,T( V M  64)2,4,T( V M  100)2,5,T( V M  

   

144)2,6,T( V M  196)2,7,T( V M  256)2,8,T( V M  

定理 2.4 











2),3(mod2,244

3),3(mod10,144
)2,,T(

2

2

C
kkkk

korkkk
kM  

證明  

(一) 類似定理 2.3 的證明，並應用定理 2.2 的結果，當 4k 時，從邊線塗色

解析結果得知：「可出現至多比邊線上塗色格子數少 2 被賦值註記為 0

的格子」，並使鑲嵌內部格子賦值註記為最大、經演譯分析共可區分成

三種情況，依不塗色格子所在位置由右邊數起的行數不同(平鋪塗色、使

鑲嵌內部賦值註記最大)說明如下： 

起始相對位置 13  lk  23  lk  lk 3  

右第一行 122 2  kk  122 2  kk  kk 22 2   
右第二行 kk 22 2   122 2  kk  122 2  kk  
右第三行 kk 22 2   122 2  kk  kk 22 2   

得知

2 2 2

C 2 2 2

6 6 1 (2 2 ) 4 4 1, 0 1(mod 3)
(T , , 2)

6 6 1 (2 2 1) 4 4 2, 2 (mod 3)

k k k k k k k or
M k

k k k k k k k

        
 

        

。 
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(二) 建構具 Tc 最大塗色格子數的塗色法： 1)2,1,T( C M ； 11)2,2,T( C M ；

27)2,3,T( C M ； 4k 時：歸納得到












)3(mod2,244

)3(mod10,144
)2,,T(

2

2

C
kkk

orkkk
kM 。 

塗色方式舉例如下： 

   

1)2,1,T( C M  11)2,2,T( C M  (例外) 27)2,3,T( C M  (例外) 

   

49)2,4,T( C M  82)2,5,T( C M  121)2,6,T( C M  

   

169)2,7,T( C M  226)2,8,T( C M  289)2,9,T( C M  

定理 2.5 )(2)1,,T( 2

V kkkm   

證明 利用定理 2.1 的結果，得知當圖形為 k 層時，鑲嵌內部的格子賦值註記均為

1，但最外層邊線上共有 k2 個塗色格子，產生 k2 個賦值註記為 0的格子，且

與 其 相 鄰 的 其 他 格 子 需 被 塗 色 ， 以 滿 足 命 題 要 求 ， 故 知

)(2)1,,T( 2

V kkkm  。 

建構具 Tv最小塗色格子數的塗色法，並歸納得到 )(2)1,,T( 2

V kkkm  。 

   

4)1,1,T( V m  12)1,2,T( V m  24)1,3,T( V m  
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40)1,4,T( V m  60)1,5,T( V m  84)1,6,T( V m  

定理 2.6 











2,1),3(mod21,12

)3(mod0,22
)1,,T(

2

2

C
korkk

kk
km  

 

證明 類似定理 2.5 的證明，並應用定理 2.2的結果，當 3k 時，經演譯分析共可

區分成三種情況，依不塗色格子所在位置由右邊數起的行數不同說明如下： 

起始 

相對位置 

13  lk  23  lk  lk 3  

塗色格子 
賦值 0 

的格子 
塗色格子 

賦值 0 

的格子 
塗色格子 

賦值 0 

的格子 

右第一行 122 2  kk  12 k  122 2  kk  22 k  kk 22 2   k2  

右第二行 kk 22 2   12 k  122 2  kk  22 k  122 2  kk  32 k  

右第三行 kk 22 2   12 k  122 2  kk  12 k  kk 22 2   k2  

得知：  

(一) 當 3)(mod0k 時： 22)32()122()1,,T( 22

C  kkkkkm 。 

(二) 當 3)(mod21ork  時 ：

12)22()122(),12()22()1,,T( 222

C  kkkkkkkkm 或 。 

建構具 Tc 最小塗色格子數的塗色法，並歸納得到 0)1,1,T( C m ；

6)1,2,T( C m ； 3k 時：











)3(mod21,12

)3(mod0,22
)1,,T(

2

2

C
orkk

kk
km 。 

  

0)1,1,T( C m  (例外) 6)1,2,T( C m  (例外) 

   

16)1,3,T( C m  31)1,4,T( C m  49)1,5,T( C m  
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70)1,6,T( C m  97)1,7,T( C m  127)1,8,T( C m  

定理 2.7 31,224)2,,T( 2

V orkkkkm   

證明 利用定理 2.3的結果，得知當 4k 時，鑲嵌內部的格子賦值註記均為 2，但

最外層邊線上的格子僅與鑲嵌內部的格子相鄰兩邊，為滿足命題要求，與邊

線上格子相鄰的格子皆需被塗色，故需再塗色 22 k 格，故知

)22(4)2,,T( 2

V  kkkm 。另一方面，因至少要相鄰兩格，若鑲嵌的最外

層邊線上的格子及其內一層的格子被塗色，會導致賦值註記浪費至少 )1(6 k ，

亦可證明   224)1(662
3

1
)2,,T( 22

V  kkkkkm 。 

建 構 具 Tv 最 小 塗 色 格 子 數 的 塗 色 法 ， 並 歸 納 得 到

31,224)2,,T( 2

V orkkkkm  。 

   

6)2,1,T( V m  (例外) 22)2,2,T( V m  42)2,3,T( V m  (例外) 

   

74)2,4,T( V m  112)2,5,T( V m  158)2,6,T( V m  

   

212)2,7,T( V m  274)2,8,T( V m  344)2,9,T( V m  

定理 2.8 3,2,1,124)2,,T( 2
C  kkkkm  
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證明 類似定理 2.7 的證明，並應用定理 2.4 的結果，經演譯分析共可區分成三種

情況，得知當 4k 時，鑲嵌內部的格子賦值註記均為 2，但最外層邊線上的

格子僅與鑲嵌內部的格子相鄰兩邊，為滿足命題要求，與邊線上格子相鄰的

格子皆需被塗色。依不塗色格子所在位置由右邊數起的行數不同說明如下： 

起始 

相對位置 

13  lk  23  lk  lk 3  

塗色格子 

與邊線格子 

相鄰需被 

塗色格子 

塗色格子 

與邊線格子 

相鄰需被 

塗色格子 

塗色格子 

與邊線格子 

相鄰需被 

塗色格子 

右第一行 kk 44 2   12 k  kk 44 2   12 k  144 2  kk  k2  

右第二行 144 2  kk  k2  kk 44 2   12 k  kk 44 2   12 k  

右第三行 144 2  kk  k2  244 2  kk  12 k  144 2  kk  k2  

得知三種情況塗格子數總和皆為 124 2  kk 。另一方面，若最外層邊線上的

格子及其內一層的格子被塗色，會導致賦值註記浪費至少 k6 ，亦可證明故

124)6)166(2(
3

1
)2,,T( 22

C 







 kkkkkkm 。 

建構具 Tc 最小塗色格子數的塗色法，歸納得到

3,2,1,124)2,,T( 2
C  kkkkm 。 

   

0)2,1,T( C m  (例外) 12)2,2,T( C m  (例外) 30)2,3,T( C m  (例外) 

   

57)2,4,T( C m  91)2,5,T( C m  133)2,6,T( C m  

   

183)2,7,T( C m  241)2,8,T( C m  307)2,9,T( C m  
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1

0

0

0 0
1

1
1 1

情況一

0

0

0

0

0 11

1

1

情況二

1

1

1

0
0

11

1
1

1

1

1

1

1

1

1
情
況
三

情況四
0

0

0

情況五

0

情
況
六

1

1
1

1

1
1

1

1

1

1

1

1
1

1

1

1

1

1

1
1

1
1

1

1
1

1

1

1
1

1

1

1
1

1

1
1

0

0

0 1 11

1
1

1

1

0

0

0

0

研究三：探討正六邊形鑲嵌 )1,,H( V kM 、 )1,,H( C kM 、 )2,,H( V kM 、 )2,,H( C kM 、

)3,,H( V kM 、 )3,,H( C kM 、 )4,,H( V kM 、 )4,,H( C kM 、 )5,,H( V kM 、

)5,,H( C kM 最大塗色格子數量， )1,,H( V km 、 )1,,H( C km 、 )2,,H( V km 、

)2,,H( C km 最小塗色格子數量與其塗色方式。 

邊線塗色解析 在 Hv、Hc中， 7k 時其邊線上格子的塗色情況共可區分成右列六

種情況進行分析(與一格塗色格子相鄰者，賦值註記為 1；未與塗色格子相鄰、

其不論是否被塗色者，賦值註記為 0)： 

(一) 正六邊形格子若被塗色，則與其相鄰的格子皆不可塗色，賦値註記為 0。 

(二) 情況一至情況六分別討論邊線上兩端的

格子被塗色，中間夾著 2~7個不塗色格子

的賦值註記情形。圖中，可觀察到無論

塗色格子間夾著多少個不塗色格子，都

至少產生 2 個(含)以上賦値註記為 0 的格

子。 

定理 3.1  

(一) 當 7k 時：
















)3(mod2),12(
3

1

)3(mod10),2(
3

1

)1,,H(
2

2

V

kkk

orkkk

kM
 

(二) 當 7k 時：



























)7(mod43),13(
7

1

)7(mod52),93(
7

1

)7(mod61),43(
7

1

)7(mod0),3(
7

1

)1,,H(

2

2

2

2

V

orkk

orkk

orkk

kk

kM
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證明  

(一) 7k 時：採取使邊線上(含角落)的格子可獲得最大塗色效益的方法，建

構具 Hv最大塗色格子數的塗色法： 

   
1)1,1,H( V M  3)1,2,H( V M  5)1,3,H( V M  

   
8)1,4,H( V M  12)1,5,H( V M  16)1,6,H( V M  

(二) 7k 時：採取使鑲嵌內部產生最大塗色格子數的方式，並控制塗色配

置起始相對位置，分別歸納求取存在的最大塗色格子數如下表及塗色舉

例： 

    

21)1,7,H( V M  

lk 7  

28)1,8,H( V M  

17  lk  

36)1,9,H( V M  

27  lk  

43)1,10,H( V M  

37  lk  
 

   

 

52)1,11,H( V M  

47  lk  

63)1,12,H( V M  

57  lk  

73)1,13,H( V M  

67  lk  
 

 

起始相 

對位置 
lk 7  17  lk  27  lk  37  lk  47  lk  57  lk  67  lk  

正上方 
7

3 2k  
7

43 2 k  
7

23 2 k  
7

13 2 k  
7

13 2 k  
7

23 2 k  
7

33 2 k  

右偏一 
7

3 2k  
7

33 2 k  
7

93 2 k  
7

13 2 k  
7

13 2 k  
7

23 2 k  
7

43 2 k  

右偏二 
7

3 2k  
7

33 2 k  
7

53 2 k  
7

13 2 k  
7

13 2 k  
7

93 2 k  
7

43 2 k  
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右偏三 
7

3 2k  
7

33 2 k  
7

53 2 k  
7

13 2 k  
7

13 2 k  
7

53 2 k  
7

33 2 k  

右偏四 
7

3 2k  
7

43 2 k  
7

23 2 k  
7

13 2 k  
7

63 2 k  
7

53 2 k  
7

43 2 k  

右偏五 
7

3 2k  
7

43 2 k  
7

53 2 k  
7

13 2 k  
7

13 2 k  
7

23 2 k  
7

33 2 k  

右偏六 
7

3 2k  
7

33 2 k  
7

23 2 k  
7

63 2 k  
7

13 2 k  
7

53 2 k  
7

33 2 k  

最大值 
7

3 2k
 

7

43 2 k
 

7

93 2 k
 

7

13 2 k
 

7

13 2 k
 

7

93 2 k
 

7

43 2 k
 

 

定理 3.2  

(一) 當 7k 時：























)3(mod2),3(
3

1

)3(mod1),1(
3

1

)3(mod0),(
3

1

)1,,H(

2

2

2

C

kkk

kkk

kkk

kM

 

(二) 當 7k 時：



























)7(mod4),1333(
7

1

)7(mod53),333(
7

1

)7(mod62),133(
7

1

)7(mod10),733(
7

1

)1,,H(

2

2

2

2

C

kkk

orkkk

orkkk

orkkk

kM

 

證明  

(一) 7k 時：採取使邊線上(含角落)的格子可獲得最大塗色效益的方法，建

構具 Hc最大塗色格子數的塗色法： 

   
1)1,1,H( C M  1)1,2,H( C M  4)1,3,H( C M  

   
7)1,4,H( C M  9)1,5,H( C M  14)1,6,H( C M  
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(二) 7k 時：類似定理 3.1 的證明，歸納求取存在的最大塗色格子數如

下表及塗色舉例： 

    
19)1,7,H( C M  

lk 7  

25)1,8,H( C M  

17  lk  

31)1,9,H( C M  

27  lk  

39)1,10,H( C M  

37  lk  

   

 

49)1,11,H( C M  

47  lk  

57)1,12,H( C M  

57  lk  

67)1,13,H( C M  

67  lk  
 

 

起始相 

對位置 
lk 7  17  lk  27  lk  37  lk  47  lk  57  lk  67  lk  

正上方 
7

33 2 kk   
7

733 2  kk  
7

133 2  kk  
7

333 2  kk  
7

133 2  kk  
7

333 2  kk  
7

133 2  kk  

右偏一 
7

33 2 kk   
7

33 2 kk   
7

133 2  kk  
7

333 2  kk  
7

1333 2  kk  
7

333 2  kk  
7

133 2  kk  

右偏二 
23 3 7

7

k k   
7

33 2 kk   
7

133 2  kk  
7

333 2  kk  
7

133 2  kk  
7

333 2  kk  
7

133 2  kk  

右偏三 
7

33 2 kk   
7

33 2 kk   
7

133 2  kk  
7

1133 2  kk  
7

133 2  kk  
7

333 2  kk  
7

133 2  kk  

右偏四 
7

33 2 kk   
7

33 2 kk   
7

133 2  kk  
7

333 2  kk  
7

133 2  kk  
7

333 2  kk  
7

133 2  kk  

右偏五 
7

33 2 kk   
7

33 2 kk   
7

133 2  kk  
7

333 2  kk  
7

133 2  kk  
7

333 2  kk  
7

133 2  kk  

右偏六 
7

33 2 kk   
7

33 2 kk   
7

133 2  kk  
7

333 2  kk  
7

133 2  kk  
7

333 2  kk  
7

133 2  kk  

最大值 
23 3 7

7

k k   

7

733 2  kk  

7

133 2  kk  

7

333 2  kk  

7

1333 2  kk  

7

333 2  kk  

7

133 2  kk  

定理 3.3  

(一) 當 4k 時： 3)2,1,H( V M 、 6)2,2,H( V M 、 12)2,3,H( V M  

(二) 當 4k 時：

2

2

V

2

V

1
(3 ), 0 (mod 3), 6

3

(H , , 2) 1, 1 (mod 3)

1
(3 2 1), 2 (mod 3)

3

(H , 6, 2) 39

k k k k

M k k k k

k k k

M


  


   

   


例外情況：
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證明 令與 2 格紅色格子相鄰者賦值註記為 2；與 1 格紅色格子相鄰者賦值註記為

1；未與紅色格子相鄰者、其不論是否塗色賦值註記為 0；邊線上(不含角落)

的每個格子可影響相鄰 4 格的賦值註記，角落的格子可影響相鄰 3 格的賦值

註記。假設在 Hv 中內部格子採取最有效率的方式塗色(亦即內部沒有賦值註

記為 0 的情況，惟塗色方法非唯一，實際的塗色鑲嵌內部可能有賦值註記為

0，但最外層的塗色格子數因此上升)，則當 4k ： 

項次 格子總數 賦值最小上界 個別塗色格數最小上界 

當 13  lk 時： 

鑲嵌的最外

層 
 123  k  

總 和 ：

 1232  k  

扣除角落塗色：

63  

(邊線+角落)塗色格子： 

k
k

36
4

]18)12(6[



 

1k 層鑲嵌

內部 
 2

13 k   2
132  k   2

1k  

塗色格數最

小上界 
此種情形，每格均賦值為 2 12  kk  

當 23  lk 時： 

鑲嵌的最外

層 
 123  k  

總 和 ：

 1232  k  

扣除邊線賦值至少

減少：  lk 44   

扣除角落塗色：

43  

內部不塗、優先邊

上塗色：  126  l  

(邊線+角落)塗色格子： 

510

4
4

)]12(612)(4)12(6[






l

llkk

 

1k 層鑲嵌

內部 
 2

13 k   2
132  k   

扣除內部不塗格子：  12 l  

  )12(1
2

 lk  

塗色格數最

小上界 
優先邊上塗色，產生較多塗色格子  123

3

1 2  kk  

當 lk 3 時： 

鑲嵌的最外

層 
 123  k  

總 和 ：

 1232  k  

扣除邊線賦值至少

減少： lk 3  

扣除角落塗色：

23  

內部不塗、優先邊

上塗色 l6  

(邊線+角落)塗色格子： 

18

2
4

]66)3()12(6[






l

llkk
 

1k 層鑲嵌

內部 
 2

13 k   2
132  k  

扣除內部不塗格子： l  

  lk 
2

1   
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塗色格數最

小上界 
優先邊上塗色，產生較多塗色格子  kk 23

3

1
 

其中，當 6k 時因受最外層邊線效應影響，其最小上界為例外。現在建構具

Hv最大塗色格子數的塗色法，並歸納求取最大塗色格子數及塗色舉例如下： 

    

3)2,1,H( V M  6)2,2,H( V M  V(H , 3, 2) 12M   V(H , 6, 2) 39M 

(例外) 

 

  
21)2,4,H( V M  28)2,5,H( V M  84)2,9,H( V M  

 

  
57)2,7,H( V M  69)2,8,H( V M  148)2,12,H( V M  

定理 3.4  

(一) 當 4k 時： 1)2,1,H( C M 、 3)2,2,H( C M 、 9)2,3,H( C M  

(二) 當 4k 時：

2

2

C

2

C

1
(3 2 ), 0 (mod 3), 6

3

1
(H , , 2) (3 1), 1 (mod 3)

3

1
(3 2 4), 2 (mod 3)

3

(H , 6, 2) 33

k k k k

M k k k k

k k k

M


  




   



  


例外情況：

 

證明 令賦值註記規則同定理 3.3證明，假設在 Hc中內部格子採取最有效率的方式

塗色，則當 4k ： 

項次 格子總數 賦值最小上界 個別塗色格數最小上界 

當 13  lk 時： 

鑲嵌的最外層  223  k  

總和：  2232  k  

扣除邊線賦值至少

減少： lk 22   

扣 除 角 落 塗 色 ：

63  

(邊線+角落)塗色格子(含補回內

部賦值剩餘塗色格子=2)： 

6
4

2])12(618)(2)22(6[


 l--lkk-

下取整數： l10  
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內部不塗、優先邊上

塗色： )12(6  l  

1k 層鑲嵌

內部 

    11313
2

 kk

 
14186 2  kk  

內部賦值剩餘：2 

扣除內部不塗格子： )12( l   

  )12(12186
6

1 2  lkk  

塗色格數最小

上界 
優先邊上塗色，產生較多塗色格子  13

3

1 2  kk  

當 23  lk 時： 

鑲嵌的最外層  223  k  

總 和 ：

 2232  k  

扣 除 邊 線 賦 值 減

少：  lk 5  

扣 除 角 落 塗 色 ：

43 內部不塗、優

先 邊 上 塗 色 ：
)24(6  l  

(邊線+角落)塗色格子： 

4
4

]12)26(4)5()22(6[


 -llkk-  

下取整數： l13  

1k 層鑲嵌

內部 

    11313
2

 kk

 
14186 2  kk  

內部賦值剩餘：2 

扣除內部不塗格子： )24( l  

)22( l 格無法塗色賦値未利用 

  )46(12186
6

1 2  lkk  

塗色格數最小

上界 
優先邊上塗色，產生較多塗色格子  423

3

1 2  kk  

當 lk 3 時： 

鑲嵌的最外層  223  k  

總 和 ：

 2232  k  

扣 除 邊 線 賦 值 減

少：  lk 3  

扣 除 角 落 塗 色 ：

23  

(邊線+角落)塗色格子(含補回內

部賦值剩餘塗色格子=2)： 

27

2
4

]26)3()22(6[






l

lkk
 

1k 層鑲嵌

內部 

    11313
2

 kk

 
14186 2  kk  

內部賦值剩餘：2 
 12186

6

1 2  kk  

塗色格數最小

上界 
  kk 23

3

1 2   

其中，當 6k 時因受最外層邊線效應影響，其最小上界為例外。現在建構具

Hc最大塗色格子數的塗色法，並歸納求取最大塗色格子數及塗色舉例如下： 

 
   

1)2,1,H( C M  3)2,2,H( C M  9)2,3,H( C M  
33)2,6,H( C M

 (例外) 

   
15)2,4,H( C M  23)2,5,H( C M  75)2,9,H( C M  
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47)2,7,H( C M  60)2,8,H( C M  136)2,12,H( C M  

定理 3.5  

(一) 當 9k 時 ： 3)3,1,H( V M 、 7)3,2,H( V M 、 15)3,3,H( V M 、

28)3,4,H( V M 、 40)3,5,H( V M 、 56)3,6,H( V M 、 76)3,7,H( V M 、

97)3,8,H( V M  

(二) 當 9k 時：



























)8(mod4),43(
2

1

)8(mod62),23(
2

1

)8(mod7531),33(
2

1

)8(mod0),3(
2

1

)3,,H(

2

2

2

2

V

kk

orkk

orororkk

kk

kM

 

邊線塗色解析 9k 時：由下方左邊二圖得知，當 k 時，可忽略最外層邊線

塗色效應，故採取使鑲嵌內部不產生賦值註記為 0 的平鋪塗色方式。建構如

下圖塗色起始位置代碼 1 至代碼 8 等八個為週期的塗色循環規律，歸納各個

情況的塗色數量加以比較，即可找到最大值。 

   

證明 當 9k 時，運用邊線塗色解析的塗色配置策略，分析塗色起始位置代碼1~8、

列出以八個為一週期循環的所有塗色情況進行比較，歸納如下表： 

 

 
 

 
2

2
2

2
2

2

2
2

2
2

2
2

2

2
2

2

 2

2

2

2

2

2

2

2

2

1

1
1

1

2

 

3

1

8

2

7

4
5
6
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起始相 

對位置 
lk 8  18  lk  28  lk  38  lk  48  lk  58  lk  68  lk  78  lk  

代碼 1  23
2

1
k   33

2

1 2 k
 

 23
2

1 2 k
 

 13
2

1 2 k
  23

2

1
k   33

2

1 2 k   23
2

1 2 k
  13

2

1 2 k  

代碼 2  23
2

1
k   13

2

1 2 k
  23

2

1
k

  13
2

1 2 k
  43

2

1 2 k   13
2

1 2 k   23
2

1
k

  13
2

1 2 k  

代碼 3  23
2

1
k   13

2

1 2 k
  23

2

1
k

  33
2

1 2 k
  43

2

1 2 k   13
2

1 2 k   23
2

1
k

  33
2

1 2 k
 

代碼 4  23
2

1
k   13

2

1 2 k
  23

2

1 2 k
  13

2

1 2 k   23
2

1
k   13

2

1 2 k   23
2

1 2 k   13
2

1 2 k  

代碼 5  23
2

1
k   33

2

1 2 k
 

 23
2

1 2 k
  13

2

1 2 k   23
2

1
k   33

2

1 2 k
  23

2

1 2 k   13
2

1 2 k  

代碼 6  23
2

1
k   13

2

1 2 k
  23

2

1
k

  13
2

1 2 k   43
2

1 2 k   13
2

1 2 k   23
2

1
k

  13
2

1 2 k  

代碼 7  23
2

1
k   13

2

1 2 k
  23

2

1
k

  33
2

1 2 k
  43

2

1 2 k
  13

2

1 2 k   23
2

1
k

  33
2

1 2 k
 

代碼 8  23
2

1
k   13

2

1 2 k
  23

2

1 2 k
  13

2

1 2 k   23
2

1
k   13

2

1 2 k   23
2

1 2 k   13
2

1 2 k  

最大值  23
2

1
k   33

2

1 2 k
 

 23
2

1 2 k
 

 33
2

1 2 k
  43

2

1 2 k   33
2

1 2 k   23
2

1 2 k
  33

2

1 2 k
 

當 9k 時： 

    
3)3,1,H( V M  7)3,2,H( V M  15)3,3,H( V M  28)3,4,H( V M  

    
40)3,5,H( V M  56)3,6,H( V M  76)3,7,H( V M  97)3,8,H( V M  

定理 3.6  

(一) 當 9k 時 ： 1)3,1,H( C M 、 4)3,2,H( C M 、 12)3,3,H( C M 、

21)3,4,H( C M 、 34)3,5,H( C M 、 48)3,6,H( C M 、 65)3,7,H( C M 、

88)3,8,H( C M  

(二) 當 9k 時：
















)8(mod63),433(
2

1

)8(mod63),233(
2

1

)3,,H(
2

2

C

orkkk

orkkk

kM  
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證明 類似定理 3.5的證明，歸納如下表： 

起始相 

對位置 
lk 8  18  lk  28  lk  38  lk  48  lk  58  lk  68  lk  78  lk  

代碼 1  kk 33
2

1 2 
  233

2

1 2  kk
 

 233
2

1 2  kk
 

 433
2

1 2  kk

 
 233

2

1 2  kk
 

 kk 33
2

1 2 
  433

2

1 2  kk

 
 233

2

1 2  kk
 

代碼 2  233
2

1 2  kk
 

 233
2

1 2  kk
 

 kk 33
2

1 2 
  233

2

1 2  kk
 

 kk 33
2

1 2 
  kk 33

2

1 2 
  233

2

1 2  kk
 

 kk 33
2

1 2 
 

代碼 3  233
2

1 2  kk
 

 kk 33
2

1 2 
  233

2

1 2  kk
 

 433
2

1 2  kk

 
 kk 33

2

1 2 
  233

2

1 2  kk
 

 433
2

1 2  kk

 
 233

2

1 2  kk
 

代碼 4  kk 33
2

1 2 
  233

2

1 2  kk
 

 kk 33
2

1 2 
  233

2

1 2  kk
 

 233
2

1 2  kk
 

 kk 33
2

1 2 
  233

2

1 2  kk
 

 233
2

1 2  kk
 

代碼 5  233
2

1 2  kk
 

 kk 33
2

1 2 
  kk 33

2

1 2 
  233

2

1 2  kk
 

 kk 33
2

1 2 
  233

2

1 2  kk
 

 233
2

1 2  kk
 

 kk 33
2

1 2 
 

代碼 6  kk 33
2

1 2 
  kk 33

2

1 2 
  233

2

1 2  kk
 

 433
2

1 2  kk

 
 233

2

1 2  kk
 

 233
2

1 2  kk
 

 433
2

1 2  kk

 
 233

2

1 2  kk
 

代碼 7  kk 33
2

1 2 
  233

2

1 2  kk
 

 kk 33
2

1 2 
  233

2

1 2  kk
 

 233
2

1 2  kk
 

 kk 33
2

1 2 
  233

2

1 2  kk
 

 kk 33
2

1 2 
 

代碼 8  233
2

1 2  kk
 

 kk 33
2

1 2 
  233

2

1 2  kk
 

 433
2

1 2  kk

 
 kk 33

2

1 2 
  233

2

1 2  kk
 

 433
2

1 2  kk

 
 kk 33

2

1 2 
 

最大值  233
2

1 2  kk
 

 233
2

1 2  kk
 

 233
2

1 2  kk
 

 433
2

1 2  kk

 
 233

2

1 2  kk
 

 233
2

1 2  kk
 

 433
2

1 2  kk

 
 233

2

1 2  kk
 

當 9k 時： 

    
1)3,1,H( C M  4)3,2,H( C M  12)3,3,H( C M  21)3,4,H( C M  

    
34)3,5,H( C M  48)3,6,H( C M  65)3,7,H( C M  88)3,8,H( C M  

定理 3.7 











)3(mod2,12

)3(mod10,2
)4,,H(

2

2

V
kkk

orkkk
kM  

證明 4k 時，以每三層一個區塊，因鑲嵌最外一層的格子皆可塗色、鑲嵌內部

與六個角落塗色格子每格要相鄰至少 2 個不塗色格子，經分析每三層一個區

塊、每區塊的第二層每個角落需特別增加不塗色格子，即每個角落賦值多 3、

最內一個區塊格數較小而需調整。設鑲嵌內部共存在 c格不塗色格子，則： 

(一) 13  lk 時( 1k 、 3)4,1,H( V M )：   36
3

1
1326

2








 


k
kc ，得

kkc  2 。故知 kkkkkkM  222

V 2)(3)4,,H( 。 
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(二) 23  lk 時( 2k 、 9)4,2,H( V M )：在最內一個區塊的二層六個角落所

多出的註記總和為 12、需減除 6，故   6361
3

2
1326

2














k
kc ，

得 12  kkc 。故知 12)1(3)4,,H( 222

V  kkkkkkM 。 

(三) lk 3 時( 3k 、 21)4,3,H( V M )：在最內一個區塊的二層六個角落所

多出的註記總和為 9、需減除 9，故   936
3

1326
2


k

kc ，得

kkkkc 







 22

2

1
。故知 kkkkkkM  222

V 2)(3)4,,H( 。 

建 構 具 Hv 最 大 塗 色 格 子 數 的 塗 色 法 ， 得 知 ：












)3(mod2,12

)3(mod10,2
)4,,H(

2

2

V
kkk

orkkk
kM 。 

   
3)4,1,H( V M  9)4,2,H( V M  21)4,3,H( V M  

   
36)4,4,H( V M  54)4,5,H( V M  78)4,6,H( V M  

   
105)4,7,H( V M  135)4,8,H( V M  171)4,9,H( V M  

定理 3.8 





















3),3(mod0,1
3

4
2

2),3(mod2,422

)3(mod1,2

)4,,H(

2

2

2

C

kkkk

kkkk

kkk

kM
 

證明 證明類似定理 3.7，設鑲嵌內部共存在 c格不塗色格子，則： 

(一) 13  lk 時( 1k 、 1)4,1,H( C M )：在最內一區塊三層六個角落所多出

的 註 記 總 和 為 15 ， 需 減 除 3 ， 故
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  























 
 336

3

1
1)1(3)1(32

6

1 2 k
kkc ，得 122  kkc 。故知

kkkkkkkM  222

C 2)12()133()4,,H( 。 

(二) 23  lk 時( 2k 、 5)4,2,H( C M )：此圖形每個角落會增加賦值註記 6，

在最內一個區塊的三層六個角落所多出的賦值註記總和有 18，故需減除

18 ； 正 中 心 多 塗 兩 格 增 加 賦 值 註 記 10 ， 故

  















 
 101866

3

2
1)1(3)1(32

6

1 2 k
kkc ，得 32  kkc 。故知

422)3()133()4,,H( 222

C  kkkkkkkM 。 

(三) lk 3 時( 3k 、 14)4,3,H( C M )：此圖形有 2個角落會增加賦值註記 6、

有 4 個角落會增加賦值註記 3，在最內一個區塊的三層六個角落所多出

的 賦 值 註 記 均 為 3 ， 需 加 回 6 ， 故

  























 
 6)6234(

3

3
1)1(3)1(32

6

1 2 k
kkc ，得 kkc

3

52  。故

知 1
3

4
2)

3

5
()133()4,,H( 222

C  kkkkkkkM 。 

建 構 具 Hc 最 大 塗 色 格 子 數 的 塗 色 法 ， 得 知 ：





















3),3(mod0,1
3

4
2

2),3(mod2,422

)3(mod1,2

)4,,H(

2

2

2

C

kkkk

kkkk

kkk

kM

。 

   
1)4,1,H( C M  5)4,2,H( C M  (例外) 14)4,3,H( C M  (例外) 

   
28)4,4,H( C M  44)4,5,H( C M  65)4,6,H( C M  

   
91)4,7,H( C M  116)4,8,H( C M  151)4,9,H( C M  

   

  

 



41 

c
e

a
b

f

d

定理 3.9 























2),3(mod2),42(
3

1

1),3(mod1),72(
3

1

)3(mod0),2(
3

1

)1,,H(

2

2

2

V

kkk

kkk

kk

km
 

證明 4k 時，賦値註記情況討論如下： 

(一) 因至少與一塗色格子相鄰，故塗色格子至少需兩格相

連，相連塗色的兩格旁夾的兩格賦值註記為 2。 

(二) 若相鄰兩格塗色格子在鑲嵌邊線上，則浪費三格可提供賦值註記的不塗

色格子。 

(三) 若鑲嵌邊線上的格子儘量維持不塗色、塗其內一層的格子，如圖b 和d 間

隔兩格不塗，則會產生如圖 e和 f 無法與塗色格子相鄰的情況。 

(四) 如圖，若b 和d 間只相鄰一格，賦值註記增加 1，但增加的賦値註記數值

遠小於鑲嵌邊線上的格子數。 

(五) 角落的格子因僅和內層的格子一格相鄰，若該內層的格子未塗色，於相

鄰角落邊線上的格子塗色相對鑲嵌內部連續兩格塗色，會得到更少的塗

色格子。 

依此原則，設鑲嵌內部有 c格塗上顏色，則： 

(一) 13  lk 時( 1k 、 2)1,1,H( V m )：需調整角落三格塗色，得 

 32
2

3
36 2  ckc 、  








 62

3

1 2kc ，故知 )72(
3

1
)1,,H( 2

V  kkm 。 

(二) 23  lk 時( 2k 、 3)1,2,H( V m )：需調整角落二格塗色，得 

 22
2

3
36 2  ckc 、  42

3

1 2  kc ，故知 )42(
3

1
)1,,H( 2

V  kkm 。 
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(三) lk 3 時( 3k 、 6)1,3,H( V m )：得 3
2

36 2 
c

kc 、 2

3

2
kc  ，故知 

)2(
3

1
)1,,H( 2

V kkm  。 

建 構 具 Hv 最 小 塗 色 格 子 數 的 塗 色 法 ， 得 知 ：























2),3(mod2),42(
3

1

1),3(mod1),72(
3

1

)3(mod0),2(
3

1

)1,,H(

2

2

2

V

kkk

kkk

kk

km
。 

  

2)1,1,H( V m  (例外) 3)1,2,H( V m  (例外) 

   
6)1,3,H( V m  13)1,4,H( V m  18)1,5,H( V m  

   

24)1,6,H( V m  35)1,7,H( V m  44)1,8,H( V m  

定理 3.10 
















)3(mod2),222(
3

1

1),3(mod10),622(
3

1

)1,,H(
2

2

C

kkk

korkkk

km  

證明 證明類似定理 3.9，則： 

(一) 13  lk 時( 1k 、 0)1,1,H( C m )：需調整角落二格塗色，得 

 22
2

3
1336 2  ckkc 、  








 6)133(

9

2 2 kkc ， 故 知

)622(
3

1
)1,,H( 2

C  kkkm 。 

(二) 23  lk 時( 2k 、 2)1,2,H( C m )：得 
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ckkc 
2

3
1336 2 、  








 133

9

2 2 kkc ， 故 知

)222(
3

1
)1,,H( 2

C  kkkm 。 

(三) lk 3 時( 3k 、 6)1,3,H( C m )：需調整角落二格塗色，得 

 22
2

3
1336 2  ckkc 、  








 6)133(

9

2 2 kkc ， 故 知

)622(
3

1
)1,,H( 2

C  kkkm 。 

建 構 具 Hc 最 小 塗 色 格 子 數 的 塗 色 法 ， 得 知 ：
















)3( m o d2),222(
3

1

1),3(mod10),622(
3

1

)1,,H(
2

2

C

kkk

korkkk

km
。 

   
0)1,1,H( C m  (例外) 2)1,2,H( C m  6)1,3,H( C m  

   
10)1,4,H( C m  14)1,5,H( C m  22)1,6,H( C m  

   

30)1,7,H( C m  38)1,8,H( C m  50)1,9,H( C m  

定理 3.11 























3),3(mod0),647(
3

1

2),3(mod2),947(
3

1

)3(mod1),247(
3

1

)5,,H(

2

2

2

V

kkkk

kkkk

kkk

kM
 

證明 4k 時，可視為鑲嵌最外一層的格子皆可塗色、鑲嵌內部格子至少與一不塗

色格子相鄰的最小不塗色格子數情況，將此問題轉換成先證明至少與一不塗色

格子相鄰的最小不塗色格子問題，並利用定理 3.9的證明結果；接著在鑲嵌外
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部額外增加一層，使得問題轉換成至多與五格塗色格子相鄰的最大塗色格子數

問題： 

(一) 13  lk 時( 1k 、 3)5,1,H( V M )：知 

  )247(
3

1
)1(2

3

1
3)5,,H( 222

V 







 kkkkkM 。 

(二) 23  lk 時( 2k 、 10)5,2,H( V M )：知 

  )947(
3

1
7)1(2

3

1
3)5,,H( 222

V 







 kkkkkM 。 

(三) lk 3 時( 3k 、 24)5,3,H( V M )：知 

  )647(
3

1
4)1(2

3

1
3)5,,H( 222

V 







 kkkkkM 。 

建 構 具 Hv 最 大 塗 色 格 子 數 的 塗 色 法 ， 得 知 ：























3),3(mod0),647(
3

1

2),3(mod2),947(
3

1

)3(mod1),247(
3

1

)5,,H(

2

2

2

V

kkkk

kkkk

kkk

kM

。 

   
3)5,1,H( V M  10)5,2,H( V M  (例外) 24)5,3,H( V M  (例外) 

   
42)5,4,H( V M  62)5,5,H( V M  90)5,6,H( V M  

   
123)5,7,H( V M  157)5,8,H( V M  199)5,9,H( V M  
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定理 3.12 
















)3(mod0),337(
3

1

2,1),3(mod21),737(
3

1

)5,,H(
2

2

C

kkk

korkkk

kM
 

證明 證明類似定理 3.11，先證明鑲嵌內部至少與一不塗色格子相鄰的最小不塗色

格子數情況，並利用定理 3.10 的證明結果；接著在鑲嵌外部額外增加一層，

使得問題轉換成至多與五格塗色格子相鄰的最大塗色格子數問題： 

(一) 13  lk 時( 1k 、 1)5,1,H( C M )：知 

  )737(
3

1
6)1(2)1(2

3

1
)133()5,,H( 222

C 







 kkkkkkkM 。 

(二) 23  lk 時( 2k 、 6)5,2,H( C M )：知 

  )737(
3

1
6)1(2)1(2

3

1
)133()5,,H( 222

C 







 kkkkkkkM 。 

(三) lk 3 時( 3k 、 17)5,3,H( C M )：知 

  )337(
3

1
2)1(2)1(2

3

1
)133()5,,H( 222

C 







 kkkkkkkM 。 

建 構 具 Hc 最 大 塗 色 格 子 數 的 塗 色 法 ， 得 知 ：
















)3( m o d0),337(
3

1

2,1),3(mod21),737(
3

1

)5,,H(
2

2

C

kkk

korkkk

kM
。 

   

1)5,1,H( C M  (例外) 6)5,2,H( C M  (例外) 17)5,3,H( C M  

   
31)5,4,H( C M  51)5,5,H( C M  77)5,6,H( C M  

   

 



46 

   

105)5,7,H( C M  139)5,8,H( C M  179)5,9,H( C M  

定理 3.13 











)3(mod1,1

)3(mod20,
)2,,H(

2

2

V
kkk

orkkk
km  

證明 類似定理 3.7 的證明，經分析後，採取鑲嵌內部的格子優先塗色、並以每三

層為一個區塊，每區塊最外層角落的格子因與其內層的格子僅相鄰一格，故

優先塗色，使賦値註記增 3，接著設鑲嵌內部共存在 c格不塗色格子，則： 

(一) 13  lk 時( 1k 、 3)2,1,H( V m )：在最內一個區塊的二層六個角落所

多出的註記總和為 12、需減除 6，得 6361
3

1
326 2 













k
kc ，知

1)2,,H( 2

V  kkkm 。 

(二) 23  lk 時( 2k 、 6)2,2,H( V m )：在最內一個區塊的二層六個角落所

多出的註記總和為 9、需減除 9，得 9361
3

2
326 2 













k
kc 、

kkkkc 







 22 )366(

6

1 ，知 kkkm  2

V )2,,H( 。 

(三) lk 3 時( 3k 、 12)2,3,H( V m )：得 36
3

326 2 
k

kc 、 kkc  2 ，

知 kkkm  2

V )2,,H( 。 

建 構 具 Hv 最 小 塗 色 格 子 數 的 塗 色 法 ， 得 知 ：












)3(mod1,1

)3(mod20,
)2,,H(

2

2

V
kkk

orkkk
km 。 

   
3)2,1,H( V m  6)2,2,H( V m  12)2,3,H( V m  
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21)2,4,H( V m  30)2,5,H( V m  42)2,6,H( V m  

   
57)2,7,H( V m  72)2,8,H( V m  90)2,9,H( V m  

定理 3.14 





















2),3(mod2),2(
3

1

1),3(mod1,3

)3(mod0,

)2,,H(

2

2

2

C

kkkk

kkkk

kk

km  

證明 類似定理 3.8的證明，設鑲嵌內部共存在 c格不塗色格子，則： 

(一) 13  lk 時( 1k 、 0)2,1,H( C m )：角落增加賦值註記 6、最內一個區

塊三層六個角落賦値註記總和 18，皆需減除，而正中心塗兩格賦值註記

加 10 ， 故   















 
 1018)66(

3

1
1332

6

1 2 k
kkc ， 知

3)2,,H( 2

C  kkkm 。 

(二) 23  lk 時( 2k 、 5)2,2,H( C m )：2 個角落增加賦值註記 6、4 個角

落增加賦值註記 3、最內一個區塊三層六個角落賦值註記均為 3，故需加

回 6 ， 得   























 
 6)6234(

3

2
1332

6

1 2 k
kkc ， 知

)2(
3

1
)2,,H( 2

C  kkkm 。 

(三) lk 3 時( 3k 、 9)2,3,H( C m )：最內一區塊三層的角落未利用到的賦

值註記僅有 15，故需減除 3，得   
























 3)36(

3
1332

6

1 2 k
kkc ，知

2

C )2,,H( kkm  。 
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建 構 具 Hc 最 小 塗 色 格 子 數 的 塗 色 法 ， 得 知 ：





















2),3(mod2),2(
3

1

1),3(mod1,3

)3(mod0,

)2,,H(

2

2

2

C

kkkk

kkkk

kk

km 。 

   
0)2,1,H( C m  (例外) 5)2,2,H( C m  (例外) 9)2,3,H( C m  

   
17)2,4,H( C m  26)2,5,H( C m  36)2,6,H( C m  

   

53)2,7,H( C m  66)2,8,H( C m  81)2,9,H( C m  

 

研究四：探討阿基米德鑲嵌 )1,,TH1( H kM 、 )2,,TH1( H kM 、 )1,,TSH( H kM 、

)2,,TSH( H kM 最大塗色格子數量， )1,,TH1( H km 、 )2,,TH1( H km 、

)1,,TSH( H km 、 )2,,TSH( H km 最小塗色格子數量與其塗色方式。 

定理 4.1 











)3(mod21,2

)3(mod0,12
)1,,TH1(

2

2

H
orkkk

kkk
kM  

證明 

(一) 假設被塗色的格子中有 a個是正六邊形、b個是正三角形。因正三角形只

與正六邊形相鄰，且每個正三角形至多可與一個被塗色的正六邊形相鄰，

觀察緊鄰鑲嵌最外層邊線外的正三角形格子：若最外層邊線上的正六邊形

格子至多一半被塗色，則向內一層的正六邊形格子皆不可塗色，將導致向

內一層的正三角形格子減少 )2(6 k 賦值註記。因此，考慮鑲嵌內部賦值
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註記填滿的方式，找出最大塗色格子數，得正六邊形塗色格子數

12  kka 。 

1. 當 13  lk 、 23  lk 時：由於位在最外層邊線上的正六邊形格子與

兩個緊鄰最外層邊線外的正三角形格子相鄰，且位在最外層邊線上的

正三角形格子至多僅有一半可被塗色，即有
2

6)1( k 的賦值註記未利用，

故知
2

6)1(
)133(3 2 


k
kkb 、 1

3

23 2
2








 
 k

k
b 。 

2. 當 lk 3 時：類似前述的情況，但正中心附近會至少額外少賦值註記2，

故知 2
2

6)1(
)133(3 2 




k
kkb 、 2

3

43 2
2








 
 k

k
b 。 

合併對正六邊形和對正三角形格子兩者的塗色分析，得知












)3(mod21,2

)3(mod0,12
)1,,TH1(

2

2

H
orkkk

kkk
bakM 。 

(二) 建構具 TH1H最大塗色格子數的塗色法，歸納得到當圖形為k層時，最大

可塗色的正六邊形格子數為 12  kk 、正三角形為 )3(mod0,22  kk 、

)3(mod21,12 orkk  ，故得知：











)3(mod21,2

)3(mod0,12
)1,,TH1(

2

2

H
orkkk

kkk
kM 。塗色

方式舉例如下： 

    

6)1,2,TH1( H M  14)1,3,TH1( H M  28)1,4,TH1( H M  45)1,5,TH1( H M  

定理 4.2 

















)3(mod2,24

)3(mod1,124

)3(mod0,324

)2,,TH1(

2

2

2

H

kkk

kkk

kkk

kM  

證明 
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(一) 類似定理 4.1的證明，若最外層邊線上的正六邊形格子皆被塗色，則角落

及邊線上的正六邊形格子沒有用到的賦值註記總和分別為 62 及  26 k ，

且向內一層的正六邊形格子皆不可塗色，將導致向內一層的正三角形格子

減少  226  k 賦值註記。因此，考慮鑲嵌內部賦值註記填滿的方式，找

出 最 大 塗 色 格 子 數 ， 得 正 六 邊 形 塗 色 格 子 數












)3( m o d2,222

)3( m o d10,122

2

2

kkk

orkkk
a 。 

1. 當 13  lk 、 23  lk 時：由於位在最外層邊線上的正六邊形格子與

兩個緊鄰最外層邊線外的正三角形格子相鄰，且位在最外層邊線上的

正三角形格子皆可被塗色，故知 )1(6)133(23 2  kkkb 、

22
3

46 2
2








 
 k

k
b 。 

2. 當 lk 3 時：類似前述的情況，但正中心會額外減少賦值註記 8，故知

8)1(6)133(23 2  kkkb 、 42 2  kb 。 

合併對正六邊形和對正三角形格子兩者的塗色分析，得知

















)3(mod2,24

)3(mod1,124

)3(mod0,324

)2,,TH1(

2

2

2

H

kkk

kkk

kkk

bakM
。 

(二) 建構具 TH1H最大塗色格子數的塗色法，歸納得到當圖形為k層時，最大

可 塗 色 的 正 六 邊 形 格 子 數 為 )3( m o d10,122 2 orkkk  、

)3(mod2,222 2  kkk 、 正 三 角 形 格 子 數 為 )3(mod0,42 2  kk 、

)3(mod21,22 2 orkk  ，故得知： 

















)3(mod2,24

)3(mod1,124

)3(mod0,324

)2,,TH1(

2

2

2

H

kkk

kkk

kkk

kM
。塗色方式舉例如下： 



51 

    

12)2,2,TH1( H M  27)2,3,TH1( H M  55)2,4,TH1( H M  90)2,5,TH1( H M  

定理 4.3  

 












1),2(mod1,5
2

1
2

2),2(mod0,4
2

1
2

)1,,TH1(
2

2

H

kkkk

kkkk
km

 

證明 

(一) 類似定理 4.1的證明，若最外層邊線上的正六邊形格子至少一半被塗色，

為滿足條件，考慮鑲嵌內部賦值註記填滿的方式，找出最小塗色格子數，

得正六邊形塗色格子數  

 












1),2(mod1,7
2

1

2),2(mod0,6
2

1

2

2

kkkk

kkkk
a

。又因每個被塗色

的正六邊形至少與一個被塗色的正三角形相鄰，故知 1333 2  kkb 、

1
3

133 2
2








 
 kk

kk
b 。合併對正六邊形和對正三角形格子兩者的塗色

分析，得知  

 












1),2(mod1,5
2

1
2

2),2(mod0,4
2

1
2

)1,,TH1(
2

2

H

kkkk

kkkk
bakm

。 

(二) 建構具 TH1H最小塗色格子數的塗色法，歸納得到當圖形為k層時，最小

可 塗 色 的 正 六 邊 形 格 子 數 為 2),2(mod0),6(
2

12  kkkk 、

1),2(mod1),7(
2

12  kkkk 、正三角形格子數為 12  kk ，故得知：

 

 












1),2(mod1,5
2

1
2

2),2(mod0,4
2

1
2

)1,,TH1(
2

2

H

kkkk

kkkk
km

。 

塗色方式舉例如下： 

    

6)1,2,TH1( H m (例外) 14)1,3,TH1( H m  28)1,4,TH1( H m  45)1,5,TH1( H m  
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定理 4.4 kkkm 24)2,,TH1( 2

H   

證明 

(一) 類似定理 4.1的證明，因最外層邊線上

的正三角形格子與 2 格正六邊形格子相

鄰，故最外層邊線上的正六邊形格子皆需塗色，角落及邊線上的正六邊形

格子沒有用到的賦值註記總和分別為 62 及  26 k ，且觀察向內一層外

部的正三角形格子，因其與最外層邊線上相鄰的正六邊形格子已被塗色，

故向內一層的正六邊形格子至少需被塗色一半，賦值註記增加  26 k ，

故得正六邊形塗色格子數 )2(6)2(662)66(26 2  kkkka 、即

22 2  ka 。又因每個被塗色的正六邊形至少與二個被塗色的正三角形相鄰，

若位於最外層邊線上的正三角形格子都不塗色，則鑲嵌內部賦值註記至少

增加 3；又若讓位於最外層邊線上的正三角形格子被塗色，則未利用賦值

註記至少有 3 (如圖示意，將塗綠色格子改為塗橙色格子 )，故知

3)133(23 2  kkb 、即 222
3

3)133(2 2
2








 
 kk

kk
b 。合併對正六

邊 形 和 對 正 三 角 形 格 子 兩 者 的 塗 色 分 析 ， 得 知

kkbakm 24)2,,T H 1( 2

H  。 

(二) 建構具 TH1H最小塗色格子數的塗色法，歸納得到當圖形為k層時，最小

可塗色的正六邊形格子數為 22 2 k 、正三角形格子數為 222 2  kk ，故

得知： kkkm 24)2,,TH1( 2

H  。塗色方式舉例如下： 

    
12)2,2,TH1( H m  30)2,3,TH1( H m  56)2,4,TH1( H m  90)2,5,TH1( H m  

 

1
1

1
1

1

1
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定理 4.5 1),639(
2

1
)1,,TSH( 2

H  kkkkM  

證明 

(一) 欲求最大塗色格子數，須儘量不塗正六邊形格子。當 2k 時，假設被塗

色的格子中有 a個是正方形、b個是正三角形。因正方形格子至多與一格

被塗色格子相鄰，且正六邊形格子數小於正三角形格子數，正六邊形格子

僅與正方形格子相鄰，正方形格子有兩邊與正六邊形格子相鄰，故最外層

邊線上的正方形格子被塗色個數至多僅能塗  16 k 個，沒用到的賦值註記

亦為  16 k ，得  161332 2  kkka 、 )633(
2

1

2

533 2
2








 
 kk

kk
a 。又因

正三角形僅與正方形相鄰，位於最外層邊線上的正三角形格子被塗色個數

至多僅能塗  236  k 個，沒有用到的賦值註記總和為  236  k ，故得

 236393 2  kkkb 、 23kb  。由於已無法再塗任何正六邊形格子，合併

對 正 方 形 和 對 正 三 角 形 格 子 兩 者 的 塗 色 分 析 ， 得 知

)639(
2

1
)1,,TSH( 2

H  kkbakM 。 

(二) 建構具 TSHH最大塗色格子數的塗色法，當 2k 時，歸納得到當圖形為k

層時，最大可塗色的正方形格子數為 )633(
2

1 2  kk 、正三角形格子數為 23k ，

故得知： )639(
2

1
)1,,TSH( 2

H  kkkM 。塗色方式舉例如下： 

    

4)1,1,TSH( H M  

(例外) 
18)1,2,TSH( H M  42)1,3,TSH( H M  75)1,4,TSH( H M  

定理 4.6 1,639)2,,TSH( 2

H  kkkkM  

證明 
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(一) 類似定理 4.5的證明，當 2k 時，因正六邊形格子至多與二格被塗色格子

相鄰，最外層邊線上的正方形格子被塗色個數至多僅能塗  226 k 個，沒用

到的賦值註記亦為  226 k ，惟此時因儘量對最外層邊線上的正方形格子塗

色，造成鑲嵌正中心正六邊形格子的賦值註 記減少 2 ，得

  2226)133(22 2  kkka 、 633 2  kka 。又因正三角形僅與正方形相鄰，

位於最外層邊線上的正三角形格子被塗色個數至多僅能塗  2662  k

個，故得  2662)39(23 2  kkkb 、 26kb  。由於已無法再塗任何正六邊

形格子，合併對正方形和對正三角形格子兩者的塗色分析，得知

639)2,,TSH( 2

H  kkbakM 。 

(二) 建構具 TSHH最大塗色格子數的塗色法，當 2k 時，歸納得到當圖形為k

層時，最大可塗色的正方形格子數為 633 2  kk 、正三角形格子數為 26k ，

故得知： 639)2,,TSH( 2

H  kkkM 。塗色方式舉例如下： 

    

8)2,1,TSH( H M  

(例外) 
36)2,2,TSH( H M  84)2,3,TSH( H M  150)2,4,TSH( H M  

定理 4.7 
















)2(mod1),1621(
4

1

)2(mod0),621(
4

1

)1,,TSH(
2

2

H

kkk

kkk

km
 

證明 

(一) 欲求最小塗色格子數，須儘量塗正六邊形格子。假設被塗色的格子中有 a

個是正方形、 c個是正六邊形。因任何一個格子至少與一塗色格子相鄰，

且正三角形格子數大於正六邊形，正三角形格子僅與正方形格子相鄰，正

方形格子有兩邊與正三角形相鄰，故得 262 ka  、 23ka  。然而，若塗色位

於非最外層邊線上的任一格正六邊形格子，將導致賦值註記增加 2、位於
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最外層邊線上的正六邊形格子應予塗色，每塗一格正六邊形格子，貢獻與

其相鄰的正方形賦值註記 1、向內一層的正六邊形格子僅需塗色一半，又

額外貢獻與向內一層塗色正六邊形相鄰的正方形賦値註記 1，故知

)2(6
2

1
)1(62396 2  kkckkc 、 kkc 694 2  。 上 取 整 數 得
















)2(mod1),169(
4

1

)2(mod0),69(
4

1

2

2

kkk

kkk

c
。由於已無法再塗任何正三角形格子，合併對正方

形 和 對 正 六 邊 形 格 子 兩 者 的 塗 色 分 析 ， 得 知
















)2(mod1),1621(
4

1

)2(mod0),621(
4

1

)1,,TSH(
2

2

H

kkk

kkk

cakm
。 

(二) 建構具 TSHH最小塗色格子數的塗色法，歸納得到當圖形為k層時，最小

可塗色的正方形格子數為 23k 、正六邊形格子數為 )2(mod0),69(
4

1 2  kkk 、

)2(mod1),169(
4

1 2  kkk ，故得知：
















)2(mod1),1621(
4

1

)2(mod0),621(
4

1

)1,,TSH(
2

2

H

kkk

kkk

km
。 

塗色方式舉例如下： 

    

4)1,1,TSH( H m  18)1,2,TSH( H m  43)1,3,TSH( H m  78)1,4,TSH( H m  

定理 4.8 239)2,,TSH( 2

H  kkkm  

證明 

(一) 證明類似定理 4.7，假設被塗色的格子中有 a個是正方形、b個是正三角

形、c個是正六邊形，得 2622 ka  、 26ka  。此時，若正六邊形的格子全部

被塗色時可提供的賦值註記為 )133(6 2  kk ，但與其相鄰的正方形格子所需

的賦值註記為 )39(2 2 kk  。觀察最外層邊線上的正方形塗色格子，若與其相
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鄰的正六邊形格子全部被塗色仍無法滿足賦值註記的條件，則須對最外層

邊線上的正三角形格子塗色，得 133 2  kkc ，故知 )133(6)39(22 22  kkkkb 、

36  kb 。 合 併 三 者 的 塗 色 分 析 結 果 ， 得 到

239)2,,T S H( 2

H  kkcbakm 。 

(二) 建構具 TSHH最小塗色格子數的塗色法，歸納得到當圖形為k層時，最小

可塗色的正方形格子數為 26k 、正三角形格子數為 36 k 、正六邊形格子數

為 133 2  kk ，故得知： 239)2,,TSH( 2

H  kkkm 。塗色方式舉例如下： 

    

10)2,1,TSH( H m  40)2,2,TSH( H m  88)2,3,TSH( H m  154)2,4,TSH( H m  
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參、研究結果與討論 

一、 研究結果： 

),,P( xkM 及其與 ),P( kC 在 k 之比值： 

x  P  ),,P( xkM  ),P( kC  krq ,, 備註 
),(P

),,P(
lim

kC

xkM

k 

 

1 
Sv kk 2  24k   

4

1  
Sc rk 2  144 2  kk  

0,

1,

k
r

k


 



若 奇數

若 偶數
 

2 

Sv )2( 2 kk   24k   

2

1  
Sc rk 22  144 2  kk  

1,

2,

k
r

k


 



若 奇數

若 偶數
 

3 
Sv kk 23  24k   

4

3  
Sc rkk 23 2  144 2  kk  

1, , 1

0,

k k
r

k

 
 



若 奇數

若 偶數

 

1 
Tv 

22k  26k   

3

1  
Tc 122 2  kk  166 2  kk  2k  

2 

Tv 
24k  26k  3k  

3

2  
Tc rkk  44 2  166 2  kk  










2),3(mod2,2

3),3(mod10,1

kk

kork
r  

1 

Hv )3(
7

1 2 rk   23k  























)7(mod43,1

)7(mod52,9

)7(mod61,4

)7(mod0,1

ork

ork

ork

k

r
、 7k  

7

1  

Hc )33(
7

1 2 rkk   
133 2  kk  























)7(mod4,13

)7(mod53,3

)7(mod62,1

)7(mod10,7

k

ork

ork

ork

r
、 7k  

2 

Hv )3(
3

1 2 rqkk   23k  















)3(mod2,2

)3(mod1,3

)3(mod0,1

k

k

k

q
















)3(mod2,1

)3(mod1,3

)3(mod0,0

k

k

k

r
 

4k 、 6k  

3

1  

Hc )3(
3

1 2 rqkk   
133 2  kk  
















)3(mod2,2

)3(mod1,1

)3(mod0,2

k

k

k

q

















)3(mod2,4

)3(mod1,1

)3(mod0,0

k

k

k

r
 

4k 、 6k  

3 
Hv )3(

2

1 2 rk   23k  























)8(mod4,4

)8(mod62,2

)8(mod7531,3

)8(mod0,0

k

ork

ororork

k

r

、 9k  

2

1  

Hc )33(
2

1 2 rkk   
133 2  kk  










)8(mod63,4

)8(mod63,2

ork

ork
r

、 9k  

4 Hv rkk 22  23k  









)3(mod2,1

)3(mod10,0

k

ork
r

 

3

2  
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x  P  ),,P( xkM  ),P( kC  krq ,, 備註 
),(P

),,P(
lim

kC

xkM

k 

 

Hc rqkk 22  133 2  kk  




















)3(mod2,2

)3(mod1,1

)3(mod0,
3

4

k

k

k

q
















)3(mod2,4

)3(mod1,0

)3(mod0,1

k

k

k

r

3,2k  

5 

Hv )47(
3

1 2 rkk   23k  
















)3(mod2,9

)3(mod1,2

)3(mod0,6

k

k

k

r
、 3,2k  

9

7  

Hc )37(
3

1 2 rkk   
133 2  kk  










)3(mod21,7

)3(mod0,3

ork

k
r

、 2,1k  

),,P( xkm 及其與 ),P( kC 在 k 之比值： 

x  P  ),,P( xkm  ),P( kC  krq ,, 備註 
(P, , )

lim
(P, )k

m k x

C k

 

1 
Sv kk 2  24k   

4

1  
Sc rk 2  144 2  kk  

0, , 1

1,

k k
r

k

 
 



若 奇數

若 偶數
 

2 
Sv )2( 2 kk   24k   

2

1  
Sc rk 22  144 2  kk  

0, , 1

1,

k k
r

k

 
 



若 奇數

若 偶數
 

1 

Tv )(2 2 kk   26k   

3

1  
Tc rk 22  166 2  kk  










2,1),3(mod21,1

)3(mod0,2

kork

k
r  

2 
Tv 224 2  kk  26k  3,1k  

3

2  
Tc 124 2  kk  166 2  kk  3,2,1k  

1 
Hv )2(

3

1 2 rk   23k  
















2),3(mod2,4

1),3(mod1,7

)3(mod0,0

kk

kk

k

r
 

9

2  

Hc )22(
3

1 2 rkk   
133 2  kk  










)3(mod2,2

1),3(mod10,6

k

kork
r

 

2 

Hv rkk 2  23k  









)3(mod1,1

)3(mod20,0

k

ork
r

 

3

1  

Hc rqkk 2  133 2  kk  




















)3(mod2,
3

1

)3(mod1,1

)3(mod0,0

k

k

k

q





















)3(mod2,
3

2

)3(mod1,3

)3(mod0,0

k

k

k

r

2,1k  

TH1H )(k 和 TSHH )(k 鑲嵌， ),,P( xkM 及其與 ),P( kC 在 k 之比值： 

x  P  ),,P( xkM  ),P( kC  krq ,, 備註 
),(P

),,P(
lim

kC

xkM

k 

 

1 
TH1H

)(k  

 
rk 2  kk 66 2   










)3(mod21,1

)3(mod0,2

ork

k
r

 
6

1  

 
12  kk  133 2  kk   

3

1  
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x  P  ),,P( xkM  ),P( kC  krq ,, 備註 
),(P

),,P(
lim

kC

xkM

k 
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TH1H )(k 和 TSHH )(k 鑲嵌， ),,P( xkm 及其與 ),P( kC 在 k 之比值： 

x  P  ),,P( xkm  ),P( kC  krq ,, 備註 
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二、 討論： 

(一) 針對不同的 ),,P( xkM ，當 k 值較小時，受鑲嵌的最外層邊線效應影響，

少部分無法獲得統一的數學式表示該值。從實際的塗色探討中發現，假

若存在 ),,P( xkM 時的塗色方式，可以使鑲嵌內部不產生賦值註記為 0

或較低塗色賦值結果，則該鑲嵌的最外層邊線效應即不存在。 

(二) 在 ),,P( xkM 中當鑲嵌的最外層邊線效應不存在時，從鑲嵌內部向外延

展規律性的塗色方式，可得到較多塗色格子數。當最外層邊線效應存在

時，從鑲嵌的最外層向內延展規律性的塗色方式，一般可以獲得比較多

塗色格子數的結果。 

(三) 在不同的 ),,P( xkM 及 ),,P( xkm 中，我們發現可以取得最大或最小塗

色格子數的塗色方式並非唯一，研究中透過建構具備最大或最小塗色格
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子數的歸納分析，證實最大或最小塗色格子數的最小上界數值實際存在

而證得 ),,P( xkM 及 ),,P( xkm 。 

(四) 若P是正 n邊形，Sv、Sc， 3k ；Hv、Hc， 4k 時， )1,,P( nkM 可

視為鑲嵌最外層邊線上的格子皆可塗色、鑲嵌內部的格子至少相鄰一不

塗色格子的最小不塗色格子數情況，則

)1,1,P(),C(P)1,,P(  kmknkM ，如定理 1.5 及定理 1.7、定理 1.6

及定理 1.8、定理 3.11及定理 3.9、定理 3.12及定理 3.10。在正三角形

正則鑲嵌中，因鑲嵌每增加一層會同時增加一層邊線上及內部的格子，

故沒有此現象。在 Hv、Hc中 )2,1,P(),C(P)2,,P(  kmknkM ，亦

有類似的結果，如定理 3.7及定理 3.13、定理 3.8 及定理 3.14。 

(五) 當P是 Sv、Sc、Tv、Tc、TH1H時，有
),P(
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在 Hv、Hc、TSHH中，則無此結果。 
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但在 Hv、Hc、TSHH中，則無此結果。 

(七) 在 TH1H和 TSHH中，因鑲嵌組成的正三角形、正方形、正六邊形邊數

不同，故可巧妙利用此特性，優先對特定組成形狀的正凸多邊形進行塗

色或不塗色選擇，以獲取最大或最小塗色格子數的結果，且其各自的塗

色格子數佔該類型鑲嵌格子總數的極值随 x增加，呈現一定規律的倍數

增加。 

(八) 比較 ),,P( xkm 與 ),,P( xkM 的結果發現，對P是 Sv、Tv、Hv、Sc、Tc、

Hc、TH1H、TSHH，當 21或x 、且 1k ，恆有 ),,P(),,P( xkMxkm  。

一些討論及說明如下： 

1. 在 ),,P( xkM 中，發現塗色結果賦值註記每格均為 x 時，可得

),,P(),,P( xkMxkm  ，且塗色方式相同，如定理 1.1及定理 1.7、定

理 1.3及定理 1.9、定理 3.3及定理 3.13在 )3mod(1k 的情況。以下

以定理 1.1及定理 1.7的塗色結果為例，使用對偶圖即可觀察到這樣

的現象： 

   
      

)1,1,S( VM 、

)1,1,S( Vm  

)1,3,S( VM 、

)1,3,S( Vm  

)1,5,S( VM 、

)1,5,S( Vm  

         

)1,2,S( VM 、

)1,2,S( Vm  

)1,4,S( VM 、

)1,4,S( Vm  

)1,6,S( VM 、

)1,6,S( Vm  

2. 在 ),,P( xkM 中，發現塗色結果賦值註記除一格為 1x 外、其他每格

均為 x時，可優先塗色最外層邊線上角落的格子、其次是最外層邊

線上非角落的格子、再其次是鑲嵌內部的格子，可以獲得最大的塗

色格子數。相反地，在 ),,P( xkm 中，將前述的塗色優先順序前後對調，
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所得的塗色格子數與 ),,P( xkM 相同。以下以定理 1.2 及定理 1.8 在

1k 的情況的塗色結果為例，使用對偶圖即可觀察到這樣的現象；

另外當 k數值較小時，一些情況僅有少數格子的賦值註記小於 x的情

況，也會獲得 ),,P(),,P( xkMxkm  的結果，例如： 

)1,2,T()1,2,T( CC Mm  、 )1,2,H()1,2,H( VV Mm  、

)2,2,H()2,2,H( VV Mm  、 )2,3,H()2,3,H( VV Mm  、

)2,3,H()2,3,H( CC Mm  。 

   
      

)1,1,S( CM  )1,3,S( CM  )1,5,S( CM  

   
      

)1,1,S( Cm  (例外) )1,3,S( Cm  )1,5,S( Cm  

         
)1,2,S( CM  )1,4,S( CM  )1,6,S( CM  

         

)1,2,S( Cm  )1,4,S( Cm  )1,6,S( Cm  
 

            
)1,2,T( CM  )1,2,T( Cm  )1,2,H( VM  )1,2,H( Vm  

3. 在 ),,P( xkM 中，發現塗色結果賦值註記若有一格賦值註記少 2或多

格賦值註記小於 x時，可得 1),,,P(),,P(  kxkMxkm 。以定理 1.4

及定理 1.10 的塗色結果為例：當 k為奇數時，可發現除鑲嵌的正中

心一格賦值註記為 0外，其餘每格均為 2；當 k為偶數時，可發現除

鑲嵌的第二層四個角落的格子賦值註記為 1外，其餘每格均為 2。由

對偶圖可觀察到 1,1)2,,S()2,,S( CC  kkMkm ： 
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)2,1,S( CM  )2,3,S( CM  )2,5,S( CM  

   
      

)2,1,S( Cm  (例外) )2,3,S( Cm  )2,5,S( Cm  

         
)2,2,S( CM  )2,4,S( CM  )2,6,S( CM  

         

)2,2,S( Cm  )2,4,S( Cm  )2,6,S( Cm  

(九) 在 )1,,H( V kM 、 )1,,H( C kM 與 )3,,H( V kM 、 )3,,H( C kM 中，因塗色

的重複性規律受限幾何形狀影響，並不是以想像中的每 3層為一個週期

出現，而是分別以 7和 8出現。 

(十) 有趣的現象，在 )1,,H( V kM 、 7k 時，若取連續每 7 個值的和形成一

個 數 列 ， 則 此 數 列 ：

,4579)4(,3088)3(,1891)2(,988)1(,379)0(  fffff ；同理，

在 )1,,H( C kM 、 7k 時，若取連續每 7 個值的和形成一個數列，則此

數列： ,4463)4(,2993)3(,1817)2(,935)1(,347)0(  fffff ；

兩者皆可寫成 N,294)()1()1(),1()()(  llglglhlflflg 。

類似的現象整理如下表： 

),,P( xkM  k  計算週期 1)0( Cf   2)1( Cf   3)( Clh   

)1,,S( V kM  ≧1 4 40 200 128 

)1,,S( C kM  ≧1 4 28 172 128 

)2,,S( V kM  ≧1 4 80 400 256 

)2,,S( C kM  ≧1 4 54 342 256 
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),,P( xkM  k  計算週期 1)0( Cf   2)1( Cf   3)( Clh   

)3,,S( V kM  >4 4 548 1380 384 

)3,,S( C kM  >4 4 472 1256 384 

)1,,T( V kM  >3 3 154 388 108 

)1,,T( C kM  >3 3 127 343 108 

)2,,T( V kM  >3 3 308 776 216 

)2,,T( C kM  >3 3 252 684 216 

)1,,H( V kM  >7 7 379 988 294 

)1,,H( C kM  >7 7 347 935 294 

)2,,H( V kM  >6 3 210 387 54 

)2,,H( C kM  >6 3 182 348 54 

)3,,H( V kM  >8 8 1948 5116 1536 

)3,,H( C kM  >8 8 1798 4870 1536 

)4,,H( V kM  >3 3 168 411 108 

)4,,H( C kM  >3 3 137 358 108 

)5,,H( V kM  >3 3 194 479 126 

)5,,H( C kM  >3 3 159 423 126 

值得注意：當鑲嵌的最外層邊線效應消失時，表中的數學規律即形成；

且，如果計算的週期相同，在同一類型的鑲嵌中，不同的 x， h呈現等

差的變化。類似的現象也出現在 ),,P( xkm 中。 
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肆、應用與展望 

一、 應用：  

(一) 貼磚或印染鑲嵌基本圖案設計[1,5,11]：本研究的塗色規則與塗色結果，顯

示了一定的對稱性、重複性與均勻性，塗色格子的分布與比值可讓我們

容易估計及控制對特定高單價組成圖案的使用數量，有效率管控成本及

獲得具均勻性美感的鑲嵌基本圖案設計構想。 

(二) LED點燈益智遊戲設計[3]：依據本研究設定的規則，類似「踩地雷電腦

遊戲」，我們可以設計讓玩家在不同鑲嵌圖形的格子中任意按取一格點

燈(即塗色)，接著依據規則按取允許點燈的格子，以符合規則的方式繼

續按取點燈，直至不能再按取點燈為止，此時由點燈獲得最多或最少格

子者為優勝的 LED點燈益智遊戲。 

(三) 供給-需求組合配置最佳化：我們將公共設施或需求分配的提供者當成供

給點，有一定數量的居民集中點或消費點當成需求點，再用通過需求點

和供給點之間的分配，所建構區隔兩者、互相緊鄰(緊密鑲嵌)的區間、

界線建立區域界線模型。供給點和需求點間如果可表示成由一條邊線直

接相連的兩端點，即可被視為是相鄰的，此時即可套用本研究的鑲嵌塗

色模型轉換成供給—需求組合配置的最佳化數學模型，並利用本研究結

果取代傳統使用複雜的矩陣約簡法或應用線性編程演算法獲得最佳化

的解答，求解供給—需求組合配置最佳化問題。 

(四) LED廣告面板或色差的控制與調整：在廣告設計中或視訊裝置的色差控

制與調整中，除了需要美麗、吸引人的圖案外，不同的色差變化的控制

與調整也是成功的很重要因素。在 RGB三元色中，假設 RGB每一種發

光源的亮度不同(類似鑲嵌圖形不同基本組成的正凸多邊形格子面積不
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同)，我們可利用對鑲嵌圖形不同基本組成的正凸多邊形格子被均勻塗色

的比率變化控制圖案的色差，獲取絢麗的變化效果。 

二、 未來展望： 

(一) 本研究針對阿基米德鑲嵌目前僅試探討 TH1H 和 TSHH 在 21或x 的四

個情況，由初步的探討結果發現，可以先對組成該鑲嵌的基本圖形相鄰

情況與邊數的特性進行分析，接著控制組成阿基米德鑲嵌不同種類正凸

多邊形格子的優先塗色順序，個別找出對該種類正凸多邊形格子的塗色

最小上界或是最大下界數值，然後才合併計算全部的塗色格子數。類似

這樣的探討方式，預期能適用到其他的阿基米德鑲嵌塗色問題探討，並

加以求解。 

(二) 本研究結果發現：獲得最大或最小塗色格子數的塗色方式並非唯一，在

k 時，隱約覺察存在一定塗色方法數的限制，因此探討究竟存在多

少種塗色方式可以獲得最大或最小塗色格子數的解答，也是本研究可以

延伸討論的一個方向。 

(三) 本研究目前尚未納入在鑲嵌圖形中不同種類正凸多邊形的面積大小對

塗色面積比率的效應影響，單純就塗色格子數進行比較，未來也可以進

一步考慮獲得最大或最小塗色面積的格子數問題探討。 

(四) 本研究目前僅局限在使用賦值法、一元二次不等式、數列與級數、極限、

二次函數等基本數學技巧求解，進一步探討為何會獲得類似本研究的結

果，其實也令人深感好奇，期望能運用離散數學或組合數學的一些進階

工具輔助分析並尋求解答[4]。 
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Introduction 

 

    As for the exercise problem obtained from Question 30 in Intermediate Division 

and Senior Division, Australian Mathematics Competition 2011
[1]

, it requires to solve 

the question: 

A 4040  white square is divided into 11  squares by lines parallel to 

its sides. Some of these 11  squares are colored red so that each of the 

11  squares, regardless of whether it is colored red or not, shares a side 

with at most one red square (not counting itself). What is the largest 

possible number of red squares? 

    A similar problem was also found in Question A3 in International Mathematics 

Olympiad 1999
[9]

, edited and published in Feng, Yueh-Feng (2005), the High School 

Mathematical Olympiad Small Series Vol. 16 -- Combination of extreme, 

Demonstration and construction, 1st Ed., East China Normal University Press
[5]

. 

    Recently, an analogous problem was presented on Question 5, Third Round, Senior 

Division, The South African Mathematical Olympiad 2013
[11]

: 

Some coins are placed on a 1320 -board. Two coins are called neighbors 

if they are in the same row or column and no other coins between them. 

What is the largest number of coins that can be placed on the board if no 

coin is allowed to have more than two neighbors? 

    Problems related to regular polygon tessellations had been widely discussed and 

studied. Many real-life engineering applications could be found in references
[6,7,8]

. 

The exploration processes caught my interest and I want to use the basic 
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techniques and skills learned from high school mathematics to solve the above 

problems. 

In this study, the maximum number of colored cells for square, equilateral triangle, 

regular hexagon, and several kinds of Archimedean tessellations under the constraints 

that each adjacent cell would have at most x  cells been colored will be investigated. 

Similar cases will also be studied to find out the minimum number of colored cells 

under the constraints that each adjacent cell would have at least x  cells been colored. 

Further extension about coloring problems with different constraints of regular polygon 

tessellations will be discussed in advance. 
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Definition and Notations 

 

1. Definition 

(1) Tessellation 

A tessellation is the tiling of a plane using one or more geometric shapes, 

called tiles, with no overlaps and no gaps. 

(2) Regular Tessellation 

Regular Tessellation is a pattern made by repeating a regular polygon. 

There are only three regular tessellations using exactly one kind of identical 

regular polygons arranged edge-to-edge. It is composed of the square, 

equilateral triangle, and a regular hexagon. All of the tessellations are made up 

of regular polygons which are all of the same type. 

(3) Semi-regular Tessellation 

Semi-regular tessellations are made by using two or more regular shapes. 

The vertex arrangement is the same throughout the entire pattern. A 

semi-regular tessellation is also known as an Archimedean tessellation. There 

are only eight semi-regular tessellations (or nine if the mirror-image pair of 

tessellations counts as two)
[7, 8]

. 

    

    

     

(3,3,3,4,4) (3,3,4,3,4) (3,6,3,6) (3,3,3,3,6) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=zh-TW&prev=/search%3Fq%3DArchimedean%2Btessellation%2B%25E4%25B8%25AD%25E6%2596%2587%26biw%3D1366%26bih%3D638&rurl=translate.google.com.tw&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/File:Tiling_Semiregular_3-3-3-4-4_Elongated_Triangular.svg&usg=ALkJrhgZjKTvxumcxniBrgI23KZIiCiDRA
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=zh-TW&prev=/search%3Fq%3DArchimedean%2Btessellation%2B%25E4%25B8%25AD%25E6%2596%2587%26biw%3D1366%26bih%3D638&rurl=translate.google.com.tw&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/File:Tiling_Semiregular_3-6-3-6_Trihexagonal.svg&usg=ALkJrhioR3o_4J0-SZcFPCHvXT9itJWsGw
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=zh-TW&prev=/search%3Fq%3DArchimedean%2Btessellation%2B%25E4%25B8%25AD%25E6%2596%2587%26biw%3D1366%26bih%3D638&rurl=translate.google.com.tw&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/File:Tiling_Semiregular_3-3-3-3-6_Snub_Hexagonal.svg&usg=ALkJrhigJYOYCXbJswjPlckfKFeoWTIlAQ
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=zh-TW&prev=/search%3Fq%3DArchimedean%2Btessellation%2B%25E4%25B8%25AD%25E6%2596%2587%26biw%3D1366%26bih%3D638&rurl=translate.google.com.tw&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/File:Tiling_Semiregular_3-3-3-3-6_Snub_Hexagonal_Mirror.svg&usg=ALkJrhgBHy3D5kayHxzFf-cTdYhxnJ_5lg
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(4,8,8) (3,12,12) (3,4,6,4) (4,6,12) 

(4) Vertex-centred Regular Tessellation 

A vertex is the point of intersection of the polygons in tessellation. A 

vertex-centred regular tessellation is a vertex as the center to form a regular 

tessellation. 

(5) Polygon-centred Regular Tessellation 

A polygon-centred regular tessellation is a polygon as the center to form a 

regular tessellation. 

2. Notations 

(1) Tv )(k , Sv )(k , and Hv )(k : 

Tv )(k  is a vertex-centred regular tessellation which is made up of 

equilateral triangles and is with k th
 order. Similarly, Sv )(k  and Hv )(k  are 

made up of squares and regular hexagons, respectively. 

The described figures are Tv )(k , Sv )(k , and Hv )(k  at 2,1k : 

   

Tv(1) Sv(1) Hv(1) 

   

Tv(2) Sv(2) Hv(2) 

http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=zh-TW&prev=/search%3Fq%3DArchimedean%2Btessellation%2B%25E4%25B8%25AD%25E6%2596%2587%26biw%3D1366%26bih%3D638&rurl=translate.google.com.tw&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/File:Tiling_Semiregular_4-8-8_Truncated_Square.svg&usg=ALkJrhjw4cIOaXfx6IDK34R6YJI7YDJTkQ
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=zh-TW&prev=/search%3Fq%3DArchimedean%2Btessellation%2B%25E4%25B8%25AD%25E6%2596%2587%26biw%3D1366%26bih%3D638&rurl=translate.google.com.tw&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/File:Tiling_Semiregular_3-12-12_Truncated_Hexagonal.svg&usg=ALkJrhjqU7CHwLGS8YnYaqWpuyhApg5QFg
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=zh-TW&prev=/search%3Fq%3DArchimedean%2Btessellation%2B%25E4%25B8%25AD%25E6%2596%2587%26biw%3D1366%26bih%3D638&rurl=translate.google.com.tw&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/File:Tiling_Semiregular_3-4-6-4_Small_Rhombitrihexagonal.svg&usg=ALkJrhiUGW-7e0xQt3TQWHrvvVJgZfAOxg
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=zh-TW&prev=/search%3Fq%3DArchimedean%2Btessellation%2B%25E4%25B8%25AD%25E6%2596%2587%26biw%3D1366%26bih%3D638&rurl=translate.google.com.tw&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/File:Tiling_Semiregular_4-6-12_Great_Rhombitrihexagonal.svg&usg=ALkJrhjTQawji1phDSIt-Fc1kRQRx7VkbA
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(2) Tc )(k , Sc )(k , and Hc )(k : 

Tc )(k  is a polygon-centred regular tessellation which is made up of 

equilateral triangles and is with k th
 order. Similarly, Sc )(k  and Hc )(k  are 

made up of squares and regular hexagons, respectively. 

The described figures are Tc )(k , Sc )(k , and Hc )(k  at 3,2,1k : 

   

Tc(1) Sc(1) Hc(1) 

   

Tc(2) Sc(2) Hc(2) 

   

Tc(3) Sc(3) Hc(3) 

(3) TH1H )(k  and TSHH )(k : 

TH1H )(k  is a hexagon-centred Archimedean tessellation which is a 

trihexagonal tiling made up of equilateral triangles and regular hexagons and 

is with k th
 order. 

TSHH )(k  is a hexagon-centred Archimedean tessellation which is a 

rhombitrihexagonal tiling made up of equilateral triangles, squares, and 

regular hexagons and is with k th
 order. 

The described figures are TH1H )(k  and TSHH )(k  at 4,3,2,1k : 

    

TH1H(1) TH1H(2) TH1H(3) TH1H(4) 
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TSHH(1) TSHH(2) TSHH(3) TSHH(4) 

(4) ),,P( xkM : 

),,P( xkM  is the maximum number of colored cells for a k th
 order P

-type regular tessellation or an Archimedean tessellation under the constraints 

that each adjacent cell would have at most x  cells been colored. 

(5) ),,P( xkm : 

),,P( xkm  is the minimum number of colored cells for a k th
 order P

-type regular tessellation or an Archimedean tessellation under the constraints 

that each adjacent cell would have at least x  cells been colored. 

(6) ),P( kC : 

),,P( xkm  is the total number of cells a k th
 order P -type regular 

tessellation or an Archimedean tessellation. 
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Research Methods and Processes 

 

    Suppose that any cell is colored, it may affect the coloring condition of adjacent 

cells in a tessellation. For the problems described above, whether these adjacent cells 

can be colored or not is dependent on the previously colored cell. By using the 

differences of the side numbers, edges, and vertices between an equilateral triangle, 

square, and a regular hexagon, the colored cells are located on the corners, on the 

outermost layer, and in the interior layers of a tessellation. This will have difference 

effects on changing the coloring condition of adjacent cells. 

The mathematical deduction method is used first to make a trial run. The coloring 

results can be observed and the coloring analyses can be performed. The whole 

procedures and methodologies for solving the described problems are demonstrated as 

Figure 1. 

Second, solving the minimum upper bound (or the maximum lower bound) of the 

colored cells, the methods of valuation and inequality analysis are adopted. It can be 

fully solved by using the differences and restrictions in sharing edges of colored cells 

which located on the corners, on the outermost layer, and in the interior layers of a 

tessellation. 

After that, the maximum (or the minimum) number of colored cells can be 

calculated from the construction of different coloring results. The existence of the 

maximum (or the minimum) number of colored cells and coloring results can be further 

proved by using the mathematical induction. 

Finally, if the results showed that it is the same as the minimum upper bound (or 

the maximum lower bound) obtained from the previously analyses, the proof is 
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completed for a specific tessellation. Therefore, with such procedures and methods, we 

can completely solve the specified coloring problems above. 

 

Figure 1. Procedures and methodologies for solving the described problems. 

    According to the above description, some representative studies of this research 

were selected. The proofs are demonstrated and given in this section. 

Theorem 1.1 kkkM  2

V )1,,S(  

Proof: 

(1) To find out the minimum upper bound of colored cells: 

Suppose that there are “ a ” colored cells located on the corners, “ b ” 

colored cells located on the non-corner outermost layer, and “ c ” colored cells 

located in the interior layers of a tessellation. The total shared edges of colored 
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cells are cba 432  . The colored cells located on the corners and on the 

non-corner outermost layer of a tessellation are ba 22   because these cells 

have a shared edge within two cells. 

The colored cells number satisfies the relation 

)2()12(2),12(422

(1) 4432 2

　　　　　　即

　　　　　　　　　　　　　　





kbakba

kcba
 

With mathematical deduction, it is obviously that two corners are allowed 

to be colored at most. That is 

(3)2 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a  

Combine equation (1), equation (2), and equation (3), one has 

kkcba  2
. This implies that kkkM  2

V )1,,S( . 

(2) To prove the existence of the maximum number of colored cells and coloring 

results: 

Based on the induction method, it is constructed that a coloring with the 

maximum number of colored cells. The result showed that the number is the 

same as that obtained from the analysis. A coloring result is given as follow: 

 
  

2

V(S ,1,1) 1 1 2M     2

V(S , 3,1) 3 3 12M     2

V(S , 5,1) 5 5 30M     

 
  

622)1,2,S( 2

V M  2

V(S , 4,1) 4 4 20M     2

V(S , 6,1) 6 6 42M     
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(a) When k  is odd, except 2)1,1,S( V M , the number of colored cells can 

be expressed as 

 

kklll
ll

h
h l

h

l

h













 
 



22

11

)12()12(22
2

)1(8

)14(222
4

44)24(
2

　　　　　　　　　　　　
 

(b) When k  is even, the number of colored cells are satisfied 

kklll
ll

h
h l

h

l

h











 



22

11

242
2

)1(8
)14(22

4

444
 

Whether k  is odd or even, the foregoing derivation results show that the 

number of colored cells is the same as the upper bound obtained from the 

analysis. Therefore, kkkM  2

V )1,,S( . And, simultaneously, the existence 

of the maximum number of colored cells is well-proved based on the coloring 

result given above. 

Theorem 1.9 )(2)2,,S( 2

V kkkm   

Proof: 

Similar to the proof of Theorem 1.1, the total sum of colored cells is 

cba 432  . There are  1-2k4  colored cells located on the corners and 

non-corner outermost layer of the tessellation. If these cells are not colored, the 

adjacent cells located in the inner layer of them have to be colored, and it will lead 

to an increase of the sum of the valuation. Therefore, 

     　bkakcba  884222432
2

, and  

)(2)2,,S( 2

V kkcbakm  . 
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After that, the existence of the minimum number of colored cells is proved by 

coloring results and induction method. The minimum number of colored cells 

satisfies )(2)2,,S( 2

V kkkm  . A coloring result is shown as follow: 

   
4)2,1,S( V m  24)2,3,S( V m  60)2,5,S( V m  

   
12)2,2,S( V m  40)2,4,S( V m  84)2,6,S( V m  

Theorem 2.1 
2

V 2)1,,T( kkM   

Proof: 

Suppose that there are “b ” colored cells located on the outermost layer of a 

tessellation, and “ c ” colored cells located in the interior layers of a tessellation. 

The sum of the valuation of the adjacent cells is cb 32  .  

Based on the mathematical deduction and analysis of coloring results, it 

shows that, for the cases of 3k , the result of the number of cells with zero 

valuation will be at least the same as b , i.e., the colored cells located on the 

outermost layer of a tessellation. Thus, bkcb -632 2 . It can be found that 

2

V 2)1,,T( kcbkM  . 

The existence of the maximum number of colored cells and coloring results 

can be proved by constructing a coloring with the maximum number of colored 

cells. Mathematical induction results show that 
2

V 2)1,,T( kkM  when 3k . 

In addition, 2)1,1,T( V M  and 8)1,2,T( V M  are trivial. 
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2)1,1,T( V M  8)1,2,T( V M  18)1,3,T( V M  

   
32)1,4,T( V M  50)1,5,T( V M  72)1,6,T( V M  

Theorem 2.5 )(2)1,,T( 2

V kkkm   

Proof: 

According to the results of Theorem 2.1, the valuation result for the cells 

located in the interior layers of a tessellation is one. The outermost layer of a 

tessellation will appear k2  color cells when the order of a tessellation is k . It 

will lead to k2  cells which have a zero valuation. The adjacent cells of them 

shall be colored, so )(2)1,,T( 2

V kkkm  . 

Similarly, the existence of the minimum number of colored cells is proved by 

coloring results and induction method. The minimum number of colored cells 

satisfies )(2)1,,T( 2

V kkkm  . A coloring result is shown as follow: 

   

4)1,1,T( V m  12)1,2,T( V m  24)1,3,T( V m  

   
40)1,4,T( V m  60)1,5,T( V m  84)1,6,T( V m  

Theorem 3.7 











)3(mod2,12

)3(mod10,2
)4,,H(

2

2

V
kkk

orkkk
kM  
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Proof: 

It can be divided every three layers to a block to solve this problem when 

4k . With the deduction analysis, it is known that the cells located on the 

outermost layer of each block can be colored. The cells located in the interior 

layers of each block and located on the corners of each block shall at least with 

two adjacent cells be not colored. And, the cells located on the second layer 

inward from the outermost layer of each block will increase uncolored cells to 

obtain an additional valuation results with three. This coloring adjustment on the 

innermost one block is not applicable. 

Suppose that there are “ c ” uncolored cells located in the interior layers of a 

tessellation, it will be 

(1) 13  lk : Except that 3)4,1,H( V M  is trivial, one gets 

  36
3

1
1326

2








 


k
kc , then kkc  2 . This implies 

kkkkkkM  222

V 2)(3)4,,H( . 

(2) 23  lk : Similarly, 9)4,2,H( V M  is trivial. Six cells located on the 

corners of the innermost two layers can be colored. It will increase an 

additional valuation results with twelve. Comparing with the valuation results 

of outer blocks of the tessellation, it shall be minus six for adjustment in order 

to realize the coloring. So, one gets   6361
3

2
1326

2














k
kc . 

That is 12  kkc . Therefore, 

12)1(3)4,,H( 222

V  kkkkkkM . 

(3) lk 3 : 21)4,3,H( V M  is trivial. It is similar to the case in 23  lk . The 
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cells located on the six corners of the innermost two layers will lead to an 

increase in valuation. It shall be adjusted. In this case, the result of an 

additional valuation should be increased to nine and has to be minus totally.  

Hence,   936
3

1326
2


k

kc  and kkkkc 







 22

2

1
. 

So, 

kkkkkkM  222

V 2)(3)4,,H( . 

    With the induction method and realization the coloring, one can easily find 

that 











)3(mod2,12

)3(mod10,2
)4,,H(

2

2

V
kkk

orkkk
kM . A coloring result is shown as 

follow: 

   
3)4,1,H( V M  9)4,2,H( V M  21)4,3,H( V M  

   
36)4,4,H( V M  54)4,5,H( V M  78)4,6,H( V M  

   
105)4,7,H( V M  135)4,8,H( V M  171)4,9,H( V M  

Theorem 3.13 











)3(mod1,1

)3(mod20,
)2,,H(

2

2

V
kkk

orkkk
km  

Proof: 

    Similar to the proof of Theorem 3.7, it can be divided every three layers to a 

block to solve this problem. In this case, the cells located in the interior layers of a 
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tessellation, owing to only one cell in the inner layer being adjacent with them, 

will have the priority to be colored. With the deduction analysis, it is known that 

the cells located on the corners of each block shall be colored first, and this will 

lead to an increase in valuation with three. 

Suppose that there are “ c ” uncolored cells located in the interior layers of a 

tessellation, then 

(1) 13  lk : 3)2,1,H( V m  is trivial. The cells located on the six corners of 

the innermost two layers will lead to an increase in valuation. It shall be 

adjusted. In this case, the result of an additional valuation should be increased 

to twelve and has to be minus six. 

Hence, 6361
3

1
326 2 













k
kc . So, 1)2,,H( 2

V  kkkm . 

(2)  23  lk : 6)2,2,H( V m  is trivial. It is similar to the case in 13  lk . 

The result of an additional valuation should be increased to nine and has to be 

minus totally. Hence, 9361
3

2
326 2 













k
kc . That is 

kkkkc 







 22 )366(

6

1
. 

This implies kkkm  2

V )2,,H(  

(3) 23  lk : It is easy to find that 12)2,3,H( V m , and 

36
3

326 2 
k

kc . So, kkc  2  and kkkm  2

V )2,,H( . 

With the induction method and realization the coloring, one can easily find 
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that 











)3(mod1,1

)3(mod20,
)2,,H(

2

2

V
kkk

orkkk
km . A coloring result is shown 

as follow: 

   
3)2,1,H( V m  6)2,2,H( V m  12)2,3,H( V m  

   
21)2,4,H( V m  30)2,5,H( V m  42)2,6,H( V m  

   
57)2,7,H( V m  72)2,8,H( V m  90)2,9,H( V m  

Theorem 4.1 











)3(mod21,2

)3(mod0,12
)1,,TH1(

2

2

H
orkkk

kkk
kM  

Proof: 

    Let the colored cells be “ a ” of regular hexagons and “ b ” of equilateral 

triangles. In this tessellation, each triangle is adjacent with hexagons only, and is 

up to an adjacent hexagon of coloring. 

Observed closely to the outer edge of the outermost layer of triangle cells, it 

can easily to obtain that if the hexagonal cells on the outermost layer are at most 

half of them been colored, then the hexagonal cells on the inner layer and those 

next to the triangle cells can not be colored. This will result in the decrease in 

valuation with )2(6 k . 

Therefore, considering a coloring way to fully utilize the possible valuation 

in the interior layer of this tessellation and to find out the maximum number of 
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colored cells, it gets the upper bound of colored cells satisfies 12  kka  for 

hexagons. 

Next, we try to find out the upper bound of colored cells for triangles. 

(1) 13  lk  and 23  lk : Observe that every hexagonal cell on the 

outermost layer is adjacent to two triangle cells on the outer edge of the 

outermost layer. Half and no more than half of the triangle cells have been 

colored, hence, the sum of un-used valuation will be 
2

6)1( k . That is, 

2

6)1(
)133(3 2 


k
kkb  and it gets 1

3

23 2
2








 
 k

k
b . 

(2) lk 3 : Similar to the previous case, however the valuation near the center of 

the tessellation will be at least decreased by two, so, it is known 

2
2

6)1(
)133(3 2 




k
kkb  and 2

3

43 2
2








 
 k

k
b . 

Combining both of the above coloring analyses for hexagonal and triangle 

cells, it obtains that 











)3(mod21,2

)3(mod0,12
)1,,TH1(

2

2

H
orkkk

kkk
bakM . 

    Now, with the induction method and realization the coloring, one can easily 

find that the maximum number of colored cells for hexagons is 12  kk , and 

for triangles is )3(mod0,22  kk  and )3(mod21,12 orkk  , when the order of 

the tessellation is k . Combining both of them, it can be obtained that 












)3(mod21,2

)3(mod0,12
)1,,TH1(

2

2

H
orkkk

kkk
kM . A coloring result is shown as follow: 

    
6)1,2,TH1( H M  14)1,3,TH1( H M  28)1,4,TH1( H M  45)1,5,TH1( H M  
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Theorem 4.4 kkkm 24)2,,TH1( 2

H   

Proof: 

Similar to the proof of Theorem 4.1, in this case, every triangle cell on the 

outer edge of the outermost layer is adjacent to two hexagonal cells on the 

outermost layer. All of the hexagonal cells should be colored. The sum of un-used 

valuation for the hexagonal cells located on the corners and on the non-corner 

outermost layer are 62  and  26 k , respectively. Half and no less than half of 

the hexagonal cells on the inward layer have been colored since all the hexagonal 

cells on the outermost layer were colored. The result shows an increase of 

valuation of  26 k . This implies that )2(6)2(662)66(26 2  kkkka . 

That is, 22 2  ka . 

One can observe that each colored 

hexagonal cell will be at least next to two 

triangle colored cells. It is illustrated in the figure on the right hand side. The 

valuation results will at least increase to three if every triangle cell on the outer 

edge of the outermost layer is not colored. Otherwise, at least the un-used 

valuation will also be three. This result can easily be seen by changing the 

coloring from green cells to orange cells. Therefore, one gets 

3)133(23 2  kkb  and 222
3

3)133(2 2
2








 
 kk

kk
b . 

Combining both of the above coloring analyses for hexagonal and triangle 

cells, it can be obtained that kkbakm 24)2,,TH1( 2

H  . 

    Now, with the induction method and realization the coloring, one can easily 

find that the minimum number of colored cells for hexagons is 22 2 k , and for 

1
1

1
1

1

1
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triangles is 222 2  kk , when the order of the tessellation is k . Combining 

both of them, it can be obtained that kkkm 24)2,,TH1( 2

H  . A coloring result is 

shown as follow: 

    
12)2,2,TH1( H m  30)2,3,TH1( H m  56)2,4,TH1( H m  90)2,5,TH1( H m  

Theorem 4.6 1,639)2,,TSH( 2

H  kkkkM  

Proof: 

Based on the fact that the hexagonal cells are at most adjacent to two colored 

cells and with the deduction analysis, it is known that there are at most  226 k  

cells can be colored for the square cells of the outermost layer, and the un-used 

valuation is  226 k  if 2k . This coloring strategy will result in the valuation 

decreased by two for the centric hexagonal cell of the tessellation. Therefore, 

  2226)133(22 2  kkka  and 633 2  kka . 

Moreover, at most  2662  k  triangle cells located on the outer edge of 

the outermost layer can be colored since triangle cells are only adjacent to square 

cells. Hence,  2662)39(23 2  kkkb  and 26kb  . 

In this case, it is not required to color any hexagonal cell. So, combining the 

above coloring analyses, one can get 639)2,,TSH( 2

H  kkbakM . 

    Now, with the induction method and realization the coloring, one can easily 

find that the maximum number of colored cells for squares is 633 2  kk , and for 

triangles is 
26k , when the order of the tessellation is k  and 2k . Combining 

both of them, it can be obtained that 639)2,,TSH( 2

H  kkkM . A coloring result 

is shown as follow: 
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8)2,1,TSH( H M  

(Exception) 
36)2,2,TSH( H M  84)2,3,TSH( H M  150)2,4,TSH( H M  

Theorem 4.8 239)2,,TSH( 2

H  kkkm  

Proof: 

    Let the colored cells be “ a ” of squares, “b ” of equilateral triangles, and “ c ” 

of regular hexagons. Similar to the proof given in Theorem 4.7, it is easy to 

obtain 2622 ka   and 26ka  . The total sum of the valuation for the case of 

coloring all the hexagons is )133(6 2  kk . Under this condition, the valuation 

required for the square cells next to them is )39(2 2 kk  . 

Observing that the square cells of coloring located on the outer edge of the 

outermost layer, if it could not fulfill the optimal valuation condition when all the 

adjacent hexagonal cells of them were colored, the triangle cells located on the 

outer edge of the outermost layer should be colored. It obtains 133 2  kkc . Thus, 

)133(6)39(22 22  kkkkb  and 36  kb . 

Combining the above three coloring analyses, one can get 

239)2,,TSH( 2

H  kkcbakm . 

    Now, with the  induction method and realization the coloring, one can easily 

find that the minimum number of colored cells for squares is 26k , for triangles is 

36 k , and for hexagons is 133 2  kk , when the order of the tessellation is k . 

Combining all of them, obtain that 239)2,,TSH( 2

H  kkkm . A coloring 

result is shown as follow: 

    
10)2,1,TSH( H m  40)2,2,TSH( H m  88)2,3,TSH( H m  154)2,4,TSH( H m  
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Results and Discussion 

The results of ),,P( xkM  and 
),(P

),,P(
lim

kC

xkM

k 

 for Sv, Sc, Tv, Tc, Hv, and Hc are 

given as follows: 

 

x  P  ),,P( xkM  ),P( kC  Notes on krq ,,  
),(P

),,P(
lim

kC

xkM

k 

 

1 
Sv kk 2  24k   

4

1  
Sc rk 2  144 2  kk  










evenkif

oddkif
r

,1

,0  

2 

Sv )2( 2 kk   24k   

2

1  
Sc rk 22  144 2  kk  










evenkif

oddkif
r

,2

,1  

3 

Sv kk 23  24k   

4

3  
Sc rkk 23 2  144 2  kk  










evenkif

koddkif
r

,0

1,,1  

1 
Tv 

22k  26k   

3

1  
Tc 122 2  kk  166 2  kk  2k  

2 

Tv 
24k  26k  3k  

3

2  
Tc rkk  44 2  166 2  kk  










2),3(mod2,2

3),3(mod10,1

kk

kork
r  

1 

Hv )3(
7

1 2 rk   23k  























)7(mod43,1

)7(mod52,9

)7(mod61,4

)7(mod0,1

ork

ork

ork

k

r
、 7k  

7

1  

Hc )33(
7

1 2 rkk   
133 2  kk  























)7(mod4,13

)7(mod53,3

)7(mod62,1

)7(mod10,7

k

ork

ork

ork

r
、 7k  

2 

Hv )3(
3

1 2 rqkk   23k  

















)3(mod2,2

)3(mod1,3

)3(mod0,1

k

k

k

q

















)3(mod2,1

)3(mod1,3

)3(mod0,0

k

k

k

r
 

4k 、 6k  

3

1  

Hc )3(
3

1 2 rqkk   
133 2  kk  

















)3(mod2,2

)3(mod1,1

)3(mod0,2

k

k

k

q

















)3(mod2,4

)3(mod1,1

)3(mod0,0

k

k

k

r
 

4k 、 6k  
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x  P  ),,P( xkM  ),P( kC  Notes on krq ,,  
),(P

),,P(
lim

kC

xkM

k 

 

3 

Hv )3(
2

1 2 rk   23k  






















)8(mod4,4

)8(mod62,2

)8(mod7531,3

)8(mod0,0

k

ork

ororork

k

r

、

9k  2

1  

Hc )33(
2

1 2 rkk   
133 2  kk  










)8(mod63,4

)8(mod63,2

ork

ork
r

、 9k  

4 

Hv rkk 22  23k  









)3(mod2,1

)3(mod10,0

k

ork
r

 

3

2  

Hc rqkk 22  133 2  kk  



















)3(mod2,2

)3(mod1,1

)3(mod0,
3

4

k

k

k

q

















)3(mod2,4

)3(mod1,0

)3(mod0,1

k

k

k

r

3,2k  

5 

Hv )47(
3

1 2 rkk   23k  
















)3(mod2,9

)3(mod1,2

)3(mod0,6

k

k

k

r
、 3,2k  

9

7  

Hc )37(
3

1 2 rkk   
133 2  kk  










)3(mod21,7

)3(mod0,3

ork

k
r

、 2,1k  

Similarly, the results of ),,P( xkm  and 
),(P

),,P(
lim

kC

xkm

k 

 for Sv, Sc, Tv, Tc, Hv, and 

Hc are given bellow: 

 

x  P  ),,P( xkm  ),P( kC  Notes on krq ,,  
),(P

),,P(
lim

kC

xkm

k 

 

1 
Sv kk 2  24k   

4

1  
Sc rk 2  144 2  kk  










evenkif

koddkif
r

,1

1,,0  

2 
Sv )2( 2 kk   24k   

2

1  
Sc rk 22  144 2  kk  










evenkif

koddkif
r

,1

1,,0  

1 

Tv )(2 2 kk   26k   

3

1  
Tc rk 22  166 2  kk  










2,1),3(mod21,1

)3(mod0,2

kork

k
r  

2 
Tv 224 2  kk  26k  3,1k  

3

2  
Tc 124 2  kk  166 2  kk  3,2,1k  

1 
Hv )2(

3

1 2 rk   23k  
















2),3(mod2,4

1),3(mod1,7

)3(mod0,0

kk

kk

k

r
 

9

2  

Hc )22(
3

1 2 rkk   
133 2  kk  










)3(mod2,2

1),3(mod10,6

k

kork
r

 

2 Hv rkk 2  23k  









)3(mod1,1

)3(mod20,0

k

ork
r

 

3

1  
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x  P  ),,P( xkm  ),P( kC  Notes on krq ,,  
),(P

),,P(
lim

kC

xkm

k 

 

Hc rqkk 2  133 2  kk  




















)3(mod2,
3

1

)3(mod1,1

)3(mod0,0

k

k

k

q





















)3(mod2,
3

2

)3(mod1,3

)3(mod0,0

k

k

k

r

2,1k  

Two kinds of Archimedean tessellations were studied. The following tables are the 

results of ),,P( xkM  and 
),(P

),,P(
lim

kC

xkM

k 

 for TH1H and TSHH: 

 

x  P  ),,P( xkM  ),P( kC  Notes on krq ,,  
),(P

),,P(
lim

kC

xkM

k 

 

1 
TH1H

)(k  

 
rk 2  kk 66 2   










)3(mod21,1

)3(mod0,2

ork

k
r

 
6

1  

 
12  kk  133 2  kk   

3

1  

 
qkk 22  199 2  kk  










)3(mod21,0

)3(mod0,1

ork

k
q

 

9

2
 

2 
TH1H

)(k  

 
rk 22  kk 66 2   










)3(mod21,2

)3(mod0,4

ork

k
r

 
3

1  

 
rkk  22 2  133 2  kk  










)3(mod2,2

)3(mod10,1

k

ork
r

 
3

2
 

 
qkk  24 2

 199 2  kk  
















)3(mod2,0

)3(mod1,1

)3(mod0,3

k

k

k

q
 

9

4
 

1 
TSHH

)(k  

 

23k  26k  1k  
2

1  

 
)633(

2

1 2  kk  kk 39 2   1k  
6

1  

 
0  133 2  kk   0  

 
)639(
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The results of ),,P( xkm  and 
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 for TH1H and TSHH are 
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Based on the above findings, several conclusions and discussion are summarized 

as follows: 

1. If the coloring methods of ),,P( xkM  existed, and there were no zero or lower 

cases of valuation results assigned to internal cells within tessellations, therefore, the 

effect of outer edges of a tessellation does not exist. 

2. When the effect of outer edges of a tessellation does not exist in a case of 

),,P( xkM , one can get more colored cells via coloring the cells extended outward 
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from the interior layers of a tessellation regularly. Otherwise, coloring the cells 

extended inward from the outermost layer of a tessellation regularly will in general 

get more colored cells. 

3. The coloring way to obtain the maximum or minimum colored cells is not unique 

for different ),,P( xkM  and ),,P( xkm . 

4. Suppose that P  is a regular n -gon, and in the cases 3k  for Sv and Sc, and 

4k  for Hv and Hc, the coloring way for )1,,P( nkM  can be considered as the 

cases which all the cells located on the outermost layer of a tessellation can be 

colored, and all the cells located in the interior layers of a tessellation can be 

transferred to the problem being equivalent to find out the minimum number of 

colored cells under the constraints that each adjacent cell would have at least one 

cell been colored. That is, )1,1,P(),C(P)1,,P(  kmknkM . This feature 

occurs in the proof of Theorem 1.5 and Theorem 1.7, Theorem 1.6 and Theorem 1.8, 

Theorem 3.11 and Theorem 3.9, Theorem 3.12 and Theorem 3.10. Similarly, 

)2,1,P(),C(P)2,,P(  kmknkM  can be found in the proof of Theorem 3.7 

and Theorem 3.13, Theorem 3.8 and Theorem 3.14 for the cases of Hv and Hc. 

5. Suppose that P  are Sv, Sc, Tv, Tc, TH1H, then 
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6. Let VP  and CP  be a vertex-centred and a polygon-centred regular tessellations 

respectively. This can be deduced that 
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Similarly, when P  are Tv, Tc and TH1H,  

2:1
),P(

)2,,P(
lim:

),P(

)1,,P(
lim

),P(

)2,,P(
lim:

),(P

)1,,P(
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km

kC

km

kC

kM

kC

kM

kkkk

. 

7. In Archimedean tessellations, i.e. TH1H and TSHH, side numbers are different in 

equilateral triangle, square, and regular hexagon. When any cell is colored, it may 

affect the coloring condition of adjacent cells. In other words, whether these 

adjacent cells can be colored or not, they will be affected by the previously colored 

cell. The extent to which they affect the coloring condition is different. It depends 

on the priority to color equilateral triangle, square, or regular hexagon first so as to 

obtain the maximum (or the minimum) number of colored cells. Moreover, when x  

is doubled, the colored ratio of the specific regular polygon is also doubled. 

8. Compare ),,P( xkm  and ),,P( xkM  to find out that ),,P(),,P( xkMxkm  , 

when 21 orx  , 1k , and P  are Sv, Tv, Hv, Sc, Tc, Hc, TH1H, and TSHH. 
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Application 

The results of this study can be further applied to the following areas: 

1. Tiling or dyeing basic pattern design
[4,8,10]

: The coloring rules and coloring results 

of this study demonstrated a specific symmetry, repeatability and uniformity 

characteristics. By using the results of colored cells distribution and the ratio of 

colored cells with whole cells, one can easily estimate and control the usage of high 

unit cost of specific composition or pattern. This would help us effectively control 

costs, and get with the uniformity of the tiling pattern and the aesthetic dyeing 

design results. 

2. LED lighting puzzle game design
[2]

: According to the rules specified in this study, 

which is similar to the computer game of minesweeper, one can design a game 

which allows players to press any cell satisfied the rules to light up the cell (i.e., 

coloring) within different regular polygon tessellations. The game will continue until 

one can not light up his/her cell in accordance with the rules. At this point, counting 

the lighting cells, the player who gets the largest number of lighting cells (or the 

minimum number of lighting cells) will win the game. The game may be designed 

to single people checkpoints activities or multiplayer competitions. 

3. Supply-demand optimal portfolio allocation: Suppose that supply points or 

delivery points are public facilities or providers of demand allocation and 

distribution. Likewise, demand points or points of use are a number of residents 

gathering points or the points of consumption. Then, allocating the supply and 

demand points, a region (or area, or zone) is constructed through the supply and 

demand points and is divided by the distribution segment. The constructed regions 

are both close to each other (and forming tessellation) with the interval boundary. It 

can be seen as a regional boundary model of supply-demand allocations. One can 
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say that a supply point and demand point are adjacent if the two end-points are 

directly connected by a sideline. Now, according to the differences in sideline 

relations and boundary conditions, one can select a suitable regular polygon 

tessellation model to match and find out the solution of a supply-demand optimal 

portfolio allocation. The results of this study can be adopted to replace the 

traditional use of complex matrices reduction or linear programming algorithm to 

solve the supply-demand portfolio allocation optimization problems. 

4. LED advertising panel or control and adjustment: Control and adjustment of 

different color variations as well as beautiful and attractive designs are very 

important factors for the success in the design of LED advertising panel or video 

device. Suppose that there is different brightness of each LED light source of RGB, 

this effect is similar to the difference in shape areas of polygons composed of a 

regular polygon tessellation. RGB color control of typical patterns can be properly 

achieved by using the uniformity characteristics in each colored cell in a tessellation. 

Brilliant effect can also be adjusted by the results of colored cells distribution and 

the ratio of colored cells with whole cells within different regular polygon 

tessellation models. 

    Several topics can be extended in the future and listed as follows: 

1. The coloring problems of other Archimedean tessellations, 

2. The combinations of coloring methods with maximum (or minimum) colored cells, 

3. Allocation of coloring cells to maximize or to minimize the colored area within a 

tessellation, 

4. The use of discrete mathematics or combinatorial mathematics to solid the 

analysis
[3]

. 
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評語 

對於一個給定的正多邊形的正則鑲嵌或阿基米德鑲嵌，是否存在一種塗色的

方式，使得相鄰區域中被塗色滿足一些特定的條件是一個有趣的問題。作者針對

所有可能的情況作了分析，給出了完整的解答，內容精彩豐富。唯一美中不足的

是，一些結果的論證說明不是很清楚，比較接近對觀察到的現象的描述而不像是

證明。如果能把一些事情交代得更為清楚，會是很棒的作品。  

 

右偏二行 


	作者簡介
	About the Author

	中文摘要
	英文摘要
	壹、前言
	貳、研究方法或過程
	參、研究結果與討論
	肆、應用 與展望

	伍、參考文獻

	Introduction
	Definition and Notations

	Research Methods and Processes

	Results and Discussion
	Application

	References

	評語

