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作者簡介 

    我是黃蕾而，現在就讀北一女中二年級。我喜歡看書、隨筆、聽音樂，最愛

的還是思考數學，享受解題的樂趣。 

    自從小學接觸數學競賽後，就愛上了數學這片天空，透過競賽，我學到的不

只是數學，更結交了許多同好，也有著與一般同學不同的經歷。平時我也會動手

做東西，像是一些摺紙或模型的遊戲。除此之外，我也喜歡打橋牌，千變萬化的

牌局讓我深深著迷於動腦的快樂。 

    第一次做科展的過程，讓我學習到很多，也磨練了我的耐心和毅力。此外，

我也看到了有別於競賽的另一個有趣的天地。 
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摘要 

  本研究受 2004 IWYMIC 啓發，此題可追溯自二十世紀數篇以「know/don’t 

know problem」為題的論文，共同背景如下： 

  有數個邏輯學家分別戴上寫有特定數值的帽子。他們會完美的推理且不會說

謊。作為玩家，他們輪流發言並試圖推斷自己的帽上數。 

  我們致力於和帽上數範圍、發言順序、構句相關的變形，透過數論技巧求解

並以「相鄰矩陣」表示過程。另對原題缺點提出「候選數」之概念、改進規則；

而找到能代替複雜推理的簡單操作後，我們分析、證明了它們的特殊性質。 

  應用上，玩家產生對話的過程可作為雜湊函數使用。未來，本研究可再推廣

至更多更自由的構句、納入三個玩家、或允許誤導等等，以豐富遊戲。 
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Abstract 

    This study originated from a problem in <Invitational World Youth Mathematics 

Intercity Competition (IWYMIC), 2004>. After searching, we found some papers 

written in the 20
th

 century, and they have the same background: 

    There are several logicians with specific numbers on their hats. They make perfect 

inferences, and aren’t allowed to tell a lie. With the information of the others’ number, 

they are asked to find out their own number as soon as possible. 

    There are many promotions based on this statement. In the study, we used number 

theory to find out all possible answers, and graphs to show the process. Also, there is a 

problem in the original puzzle that in most cases, the game won’t come to an end 

forever. So, we built up some new rules to solve it, analyzed, and proved their features. 

    In the future, we would like to research in the case of adding more logicians, more 

interesting dialogue, or adding liars into the game. 
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一、動機 

筆者第一次看到這個題目是第五屆青少年數學國際城市邀請賽的填充第五題，以

下是它的原命題： 

已知 x 與 y 皆為大於 1 的正整數。現將此兩數之積寫在 A 頭頂的帽子上，將此兩

數之和寫在 B 頭頂的帽子上。他們兩人都看不見自己帽子上的數，但都可以看到

對方帽子上的數。他們分別輪流說出以下的對話： 

B：我不知道我帽子上的數。 

A：我也不知道我帽子上的數。 

B：我依然不知道我帽子上的數。 

A：我現在知道我帽子上的數了。 

A、B 兩人都是飽學的邏輯學家，他們不會推理錯誤，而且說的都是真話。請問 A、

B 帽子上所寫的數字分別是多少？ 

當時筆者和幾位同學一起解決這個問題，後來又找到一些資料，裡面有這個命題

的變形，包括：不同人先說話、改變 x、y 取值範圍、推論對方反應。 

 不同人先說話 

已知 x 與 y 皆為大於 1 的正整數。現將此兩數之積寫在 A 頭頂的帽子上，將此兩

數之和寫在 B 頭頂的帽子上。他們兩人都看不見自己帽子的上的數，但都可以看

到對方帽子上的數。他們分別輪流說出以下的對話： 

A：我不知道我帽上的數。 

B：我也不知道我帽上的數。 

A：我依然不知道我帽上的數。 

B：我現在知道我帽子上的數了。 
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 改變 x、y 取值範圍 

已知 x 與 y 皆為正整數。現將此兩數之積寫在 A 頭頂的帽子上，將此兩數之和寫

在 B 頭頂的帽子上。他們兩人都看不見自己帽子上的數，但都可以看到對方帽子

上的數。他們分別輪流說出以下的對話： 

B：我不知道我帽上的數。 

A：我也不知道我帽子上的數 

B：我依然不知道我帽上的數。 

A：我現在知道我帽子上的數了。 

 推論對方反應 

已知 x 與 y 皆為大於 1 的正整數。現將此兩數之積寫在 A 頭頂的帽子上，將此兩

數之和寫在 B 頭頂的帽子上。他們兩人都看不見自己帽子的上的數，但都可以看

到對方帽子上的數。他們分別輪流說出以下的對話： 

A：你無法推斷出你帽子上的數 

B：我不知道我帽子上的數。 

A：我現在知道我帽上的數了。 

這引起了我的興趣，於是便決定將這一系列的題目做為研究主題。 
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二、目的 

在本研究中，我們希望可以分析不同的條件對於推理過程的影響，以及解與解之

間的關聯性。 

而除了原本的命題之外，我們也可以改變邏輯學家回答問題的方式，不使兩人輪

流說話，而是讓他們同時說話，這樣一來遊戲就會變得比較公平。 

命題 

已知 x 與 y 皆為大於 1 的正整數。現將此兩數之積寫在 A 頭頂的帽子上，將此兩

數之和寫在 B 頭頂的帽子上。他們兩人都看不見自己帽子的上的數，但都可以看

到對方帽子上的數。 

每隔一段時間鈴響，此時他們都要說出是否知道自己的帽上數： 

第一次鈴響：兩人都說：我不知道我帽上的數。 

第二次鈴響：兩人都說：我還是不知道我帽子上的數。 

第三次鈴響：A：我仍然不知道我帽子上的數。 

B：我現在知道我帽上的數了。 

因此在本研究中，我們嘗試著找出以下幾個特性： 

(一)、說話次數對解的影響。 

(二)、不同變形與解之間的關聯。 

(三)、不同的對話方式對解的影響。 

(四)、各組解本身的性質及之間關聯性。 
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三、方法 

為了方便之後的研究，在這裡統合所有的命題，並給予新的故事背景。 

命題 

 兩個邏輯學家在數學年會玩對賭。遊戲的過程如下： 

由公正的邏輯大師 Christina 榮譽教授拿出兩頂帽子，並且選定兩個數字 x、y。他

將這兩個數字的「和」寫在一頂帽子上，並給教授 Prudence 戴著；再將這兩個數

字的「積」寫在另一頂帽子上，並給教授 Sam。 

 比賽規則是： 

(1)兩個人都知道自己帽上的數是「和」還是「積」。 

(2)他們都看得到對方帽子上的數，但不知道自己帽子上的數 

(3)不得說謊及隱瞞事實。 

(4)先猜出自己的帽上數者，判他獲勝。 

 這個遊戲看似公平，但是 Christina 教授不希望賭博傷和氣，所以想要在所有

人之前控制比賽結果，讓兩位教授輪流贏。 

分析 

所以 Christina 教授要先確定遊戲能在有限時間內結束，然後還要知道怎麼寫數字

會讓誰贏。另外，他也設計了不同的遊戲前提，如改變取值範圍、要求一位教授

嘗試猜測對方反應等等，使這個遊戲玩起來更加有趣。 

整體來說，Christina 希望能確認在所有情況下的「勝利條件」。 
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四、過程 

    這裡包括了所有的推導及證明。 

    在開始討論這些命題前，我們首先定義一些名詞。 

定義 - 類質數 

「質數」約定俗成的定義是： 

一個大於 1 的自然數中，除了 1 和此整數自身外，無法被其他自然數整除的數。 

然而，因為不同的命題有不同的範圍限制，所以在這裡定義「類質數」： 

「當一個數 k 在命題要求的範圍內，至多只能找到 1 和自身兩個因數」，則稱 k 為

「類質數」。 

特別地，在這樣的定義下，1 也屬於類質數之一，且所有的質數都是類質數。 

實例 

若範圍取所有正整數，則 4 的因數有 1、2、4，因此 4 在這個範圍下不是類質數。 

若範圍取大於 2 的整數，則 4 的因數只有本身，因此 4 在這個範圍下是類質數。 

定義 - 分割 

若 k 可在題目要求的範圍內表示成兩個數 a、b 的和，便稱 a+b 為 k 的一組分割。 

另外，當一個數「可以」表示成兩個質數之和時，則稱這個數為「哥德巴赫數」。 

假設「哥德巴赫猜想」成立，則所有大於等於4 的偶數都是哥德巴赫數。 

所以在此定義：當一個數可以表示成兩個類質數的和時，便稱這個數為「假哥德

巴赫數」。而哥德巴赫數必為假哥德巴赫數。 

實例 

若範圍取所有正整數，則 4 的分割就有 1+3 和 2+2 兩組。 
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而 4 可分割成 2 和 2 兩個類質數相加，因此 4 為假哥德巴赫數。 

定義 - 分解 

若 k 可在指定的範圍內表示成兩個整數 a、b 的積，則稱 a×b 為 k 的一組分解。 

另外，當一個數「僅能」分解成兩個質數的積時，則這個數為「半質數」。 

類似的，定義「假半質數」是指「在給定範圍內僅有一組分解的數」。 

實例 

在範圍取所有正整數時，4 的分解有兩組：1×4 和 2×2，因此 4 在此範圍不是假半

質數。 

而在範圍為大於 1 正整數下，4 的分解僅有一組 2×2，所以 4 在這個範圍下是假半

質數。 

定義 - 解 

把符合命題的數稱為一組「解」。 

「解」的形式會以由兩個正整數組成的數對來表現。 

因為 Christina 寫在帽上的兩個數分別為兩數之積與兩數之和，所以我們讓 a 為兩

數之積，b 為兩數之和，所以(a,b)即代表(Sam 的帽上數,Prudence 的帽上數)。在本

報告中，所有以數對呈現的都是「解」。 

定義 - 初始解 

在接下來的命題之中，會發現有些命題的後續發展將會利用到前一組解，形成一

種類似遞迴的關係。若有這種情況，我們稱一個命題的第一個解為「初始解」。初

始解可能僅有一組，也有可能有多組。 

定義 - 步 

在推導過程中，「一次回答」稱之為「一步」，包含最後「我知道我帽子上的數了」

也算是一步。  
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(一) 基礎命題 

基礎命題(引用青少年數學邀請賽的命題)，其實相當於 Christina 讓 Prudence（看到

積）先發表看法，而範圍限制就等於將 Christina 選定的 x、y 限定為大於 1 的整數。 

分析 

我們先從最簡單的情況開始討論。 

一步 

(1) 若 Prudence（看到積）在看到對方的數字時，就知道自己的帽上數，則這

個「積」是個「假半質數」。否則這個數字的分解就會有兩組以上，會使

他無法判斷 Christina 所放的數字是哪一組。 

說明一點：若某位教授說了一句話後，另一個回答：「我知道了。」答話的人必須

肯定自己帽子上的數才能回答。但是對只有聽到對話的人來說，會有很多種可能

導致這個對話過程。對知道答案的教授來說是「唯一解」，但對我們來說卻會有「多

組解」，這是因為教授可以用看到的對方帽子上的數作為條件。 

兩步 

(1) 如果 Prudence 無法推斷出自己帽上的數，表示 Sam（看到和）帽上的數不

是個假半質數。 

(2) 換到 Sam 的角度來看，他從上一步得知帽上數不是假半質數，再看看對方

的帽上數，就可以推斷出自己的帽上數，這表示：對方的數的分割「只有

一組」不是兩個類質數。 

(3) 經由推斷可得知這兩個帽上數只能是(12,7)一組。下面將說明這個事實。 

說明 

 當 x+y=7 時，7 有兩種分割 2+5 和 3+4，此時 xy=10 或 12。但 10 是假半

質數，12 不是。 

 在(12,7)的情況下，Prudence 看到 12 時，無法判斷分解是 2×6 或是 3×4，
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因此會回答不知道。 

 Sam 看到 7，知道他的分割是 2+5 或 3+4。如果自己的帽子上是 10，對方

一看到 10 就會回答「知道了」，所以自己的帽子上必定是 12。 

證明 

 當 x+y=4 時，x+y 僅有一種分割為 2+2，此時 xy=4。 

       但 4 為假半質數，Prudence 看到時回答「我知道了」，故矛盾。 

 當 x+y=5 時，x+y 亦僅有一組分割 2+3，此時 xy=5。 

       但 5 也是個假半質數，故矛盾。 

 當 x+y=6 時，x+y 有兩種分割 2+4 和 3+3，此時 xy=8 或 9。 

無論是哪一種分割，8 和 9 都是假半質數，故矛盾。 

 當 x+y≧8 時，x+y 至少有兩種分割的方法「4+(x+y-4)」和「6+(x+y-6)」，

但 4 和 6 都不是類質數，因此 x+y 至少有兩種「不是由兩個類質數組成」

的分割，這與我們的推論不合。 

經由上面推導證明了這個推論。下面是這段證明的表格。 

表格 

兩數之和 和的分割 兩數之積 積的分解 

4 2+2 4 2x2 

5 2+3 6 2x3 

6 2+4 8 2x4 

 3+3 9 3x3 

7 2+5 10 2x5 

 3+4 12 3x4 

k(≥8) 4+(k-4) 4k-16 2(2k-8) 

   4(k-4) 

 6+(k-6) 6k-36 2(3k-18) 

   3(2k-12) 

   6(k-6) 
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分析 

回到上一段分析的結尾，我們知道若 Prudence 說不知道，而 Sam 推論出帽上數時，

這兩個數字必定是 3 和 4，而兩人的帽上數分別是 12 和 7。 

三步 

如果第二步時，Sam 說的是「我不知道」，這表示：和有不只一組的「分割」是由

兩個非假質數組成。經由推論可知此時兩人的帽上數只會是(12,8)一組。 

說明 

 當 Prudence 看到 12 時，因為它的分解有 2×6 和 3×4 兩種，他無法判斷

自己的帽上數是 8 或是 7，因此會回答不知道。 

 Sam 看到 8 時，知道它的分割是 2+6、3+5 和 4+4 三種，如果自己的帽上

數是 15 的話，則對方會回答他知道了，因此不會是 15。但他仍無法確定

自己的帽上數是 12 或 16，所以還是會回答不知道。 

 Prudence 看到了 12，由上一段分析的說明知道若他的帽上數是 7，則對

方必定會回答知道了，所以自己的帽上數僅有可能是 8。 

分析 

上限 

 經由前面的分析，我們得知初始解為(12,7)，再由討論，得知下一組為(12,8)。

類似上面的推論，我們可以推知接下來的發展會是： 

(16,8)、(16,10)、(24,10)三組。 

 但基礎命題至多只能到五個「不知道」。在第六個不知道後，輪到 Prudence

說話，他看到 24 時會無法判斷是 2×12 或 3×8，亦即無法判斷自己的帽

上數是 14 或 11，如此一來後面的命題便無法繼續進行下去了。 

至此，我們討論完基礎命題的所有情況。 
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 表格 - 解 

  兩數之積 兩數之和 

 一步 -  

 兩步 12 7 

 三步 12 8 

 四步 16 8 

 五步 16 10 

 六步 24 10 

以上表格僅列出唯一解的情況。 

 

圖表 
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(二) 不同人先說話 

在這個情況下，相當於 Christina 讓 Sam（看到和）先說話，而取值範圍則和基礎

命題一樣，都是限定在 x、y 皆大於 1 的情況下。 

分析 

類似於基礎命題的做法，我們由「一步完成」開始討論。 

一步 

(1) 如果 Sam 在第一眼看到「和」時，就能知道自己的帽上數，表示這個「和」

僅有一種分割的方法。如此一來，這個數字必定是 4(=2+2)或 5(=2+3)。 

兩步 

(1) 如果 Sam 說「不知道」，表示和的分割方法不只一種，亦即不是 4 或 5。 

(2) Prudence（看到積）得知上面這個訊息後，看到對方的數字便說「知道了」，

這顯示：這個「積」除了 2×2(=4)和 2×3(=6)之外只會有一種分解方式，

所以它必定是個假半質數。特別注意到的是，4 和 6 本身也是假半質數，

也就是說，如果換成 Prudence 先說話，仍然不會影響 Sam 在第一步時，

知道或不知道的結果。 

多步 

(3) 當 Prudence 說「他不知道」時，Sam 所得知的訊息是「我的帽上數不是

假半質數」，至此會發現：後續發展會跟基礎命題一樣，唯一的差別就是

Sam 有沒有說了那句「知道」或「不知道」。這表示，在這個變形中的第

一步其實是無關緊要的。 

到這裡，我們討論完了第一種變形。 
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表格 - 解 

  兩數之積 兩數之和 

 一步 -  

 兩步 -  

 三步 12 7 

 四步 12 8 

 五步 16 8 

 六步 16 10 

 七步 24 10 

 

圖表 
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(三) 改變取值範圍 

Christina 這回又出了第三個主意。他把 x、y 的選取範圍改變成任意正整數，其餘

的規定則依照基礎命題。 

分析 

一步 

(1) 當 Prudence（看到積）第一眼看到積時，便立刻知道自己的帽上數，

表示他看到的數只有一種分解方法。而在取值範圍為所有正整數的情

況下，只有類質數：2、3、5、7、…，符合這個條件。 

兩步 

(1) 若 Prudence 說的是「不知道」，表示這個積不會是類質數。所以和的分割

必須剛好有兩種，而其中一種是「1+類質數」。 

(2) 而符合條件的僅有(4,4)一組解。這也是唯一一組初始解。 

說明 

 當 Prudence 看到 4 時，因為 4 有兩種分解 1×4 和 2×2，所以他無法確定

自己的帽上數是 5 或者 4。 

 Sam（看到和）看到 4 時，因為 4 有兩個分割 1+3 或 2+2，所以自己的帽

上數可能是 4 或 3。但如果自己的帽上數是 3，對方一定立刻就知道，故

自己的帽上數必定是 4。 

證明 

 當 x+y=2 時，僅有一種分割為 1+1。 

此時 Prudence 看到的是 1，因為分解方法只有一種 1×1，所以便知道自己

的帽上數是 2。 
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 當 x+y=3 時，也僅有一組分割是 1+2。 

此時 Prudence 看到的是 2，2 只有一種分解方法為 1×2，所以也可以馬上

知道自己的數字是 3。 

 當 x+y=5 時，有兩組可能的分割 1+4 和 2+3。但這不符合分析中的要求。 

 當 x+y≧6 時，至少會有三種以上的不同分割，其中至多只會有一組是 

「1+類質數」，所以這些全部都不會是初始解。 

表格 

兩數之和 和的分割 兩數之積 積的分解 

2 1+1 1 1x1 

3 1+2 2 1x2 

4 1+3 3 1x3 

 2+2 4 1x4 

   2x2 

5 1+4 4 1x4 

   2x2 

 2+3 6 1x6 

   2x3 

k(≧6) 2+(k-2) 2k-4 1(2k-4) 

   2(k-2) 

 4+(k-4) 4k-16 1(4k-16) 

   2(2k-8) 

   4(4k-4) 

分析 

三步 

如果第二步的結果是不知道，類似於基礎命題的推導，可知若接下來 Prudence 說

知道，則兩人的帽上數必定是(4,5)。 

說明 

 當 Prudence看到 4時，他會知道自己的帽上數可能是 5(=1+4)或 4(=2+2)。 

但無法確定，因此會回答不知道。 
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 Sam 看到 5 時，會知道自己的帽上數有可能是 4(=1×4)或 6(=2×3)。 

無論自己的帽上數是 4 或 6，對方一開始都會說不知道，所以他也無法確

定自己的數字。 

 Prudence 聽到對方說不知道，推知：如果自己的帽上數是 4，對方就會知

道他自己的帽上數是 4。所以自己的帽上數只能是 5。 

分析 

上限 

同基礎命題的發展模式，我們可以知道接下來的解會是(6,5)、(6,7)，而這也是在這

個變形的最後一組解。 

第五步時，Prudence 會推知自己的帽上數有可能是 10(=2×5)或 12(=3×4)，但他無

法確定是哪一個，所以這個命題的發展至多只有四步。如果第四步仍沒有人知道，

則這個變形就永遠不會結束。 

至此，我們完成了第二個變形的推導。 

表格 - 解 

 兩數之積 兩數之和 

一步 -  

兩步 4 4 

三步 4 5 

四步 6 5 

五步 6 7 

以上表格僅列出唯一解的情況。 
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圖表 
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(四) 推論對方的反應 

在 Christina 幫兩個教授戴上帽子後，並叫 Sam（看到和）先說話。他看了看對方

的帽子，想了一下，便說：「雖然我不知道我的帽上數是多少，但我敢肯定，當你

第一眼看到我的帽上數時，絕對不知道你的帽上數是多少。」Christina 覺得這個

回答很有趣，便決定嘗試找出他的發展。 

在開始這段的推導之前，我們需先定義幾個名詞。 

定義─偶奇分解 

「偶奇分解」指的是將一個偶數分解成一個偶數和一個奇數，這樣的好處是他們

的和是奇數，可以排除「偶數必定是假哥德巴赫數」的討論情形。 

定義─二奇分解 

「二奇分解」是偶奇分解中的一個特例，當一個偶數分解成「二的次方數」和一

個「奇數」時，我們把這樣的分解稱為「二奇分解」。 

定義─雙質分割 

當一個數字分割成兩個類質數時，我們稱這個分割方式為「雙質分割」。 

若哥德巴赫定理為真，則所有大於等於4 的偶數都有雙質分割。 

另外，所有有雙質分割的奇數必定表示成「2+類質數」的形式。 

定義─二質分割 

若可將一個數字分割成「二的次方數」和「奇半質數」，則稱這個分割方法為「二

質分割」。 

分析 

我們先來看看在什麼情況下教授會說出這句話。 

一步 



18 
 

(1) 若 Sam（看到和）看到的是一個「假哥德巴赫數」，那他就無法做出這個

判斷。 

當他看到一個「假哥德巴赫數」時，那個數會有一個分割是「兩個類質

數相加」，他頭上的數字就有可能分解成兩個類質數，使對方一看到就能

推知。 

兩步 

(1) 當 Sam 說「你無法推斷你的帽上數」，則 Prudence 就知道：自己的帽上

數無法分割成兩個類質數。若哥德巴赫猜想為真，所有大於等於 4 的偶

數都可以分割成兩個質數，而質數必定為類質數，所以自己的帽上數肯

定不是偶數。 

(2) 這也表示，這個積必定不會是奇數(因奇數的分解必為兩個奇數，如此一

來和就只能是偶數。) 

而偶數分解時可能會是兩偶數相乘，這也矛盾。 

因此只有偶奇分解可行。此時，若 Prudence 在看到積時就知道自己的帽上數，代

表這個積的偶奇分解僅有一組。 

所以被 Christina 選到的兩個數，其中之一必定是 2 的次方數，另一個則是個類質

數，且這兩個數的和沒有雙質分割。 

表格 

我們以表格的形式來看兩步的情況。因為分解必為一奇一偶，所以只需討論和為

奇數的情況。而因為奇數的雙質分割必為「2+類質數」，因此這個狀況也可以排除。 
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兩數之和 二質分割 兩數之積 

11 4+7 28 

17 4+13 52 

23 4+19 76 

 16+7 112 

27 4+23 92 

 8+19 152 

 16+11 176 

29 16+13 208 

35 4+31 124 

 16+19 304 

 32+3 96 

37 8+29 232 

 32+5 160 

41 4+37 148 

47 4+43 172 

以上表格僅列出和小於 50 的情況 

分析 

以上表格中所有的數據組都是兩步完成的解，因為這些積的偶奇分解只有一種(即

二奇分解)，且他們的分解的和都不可能有雙質分割。 

我們取其中的(208,29)為例來說明推導的過程。 

說明 

 Sam 看到 29(=2+27)時，因 29 並不是個假哥德巴赫數，所以他可以肯定

的說出：「你肯定不知道你的帽上數」。 

 Prudence 從他這句話推知：自己的帽上數並不是個假哥德巴赫數，而他看

到 208 時，將其分解得到： 

208 = 2 × 104          2+ 104=106 

   = 4 ×  52    但    4 + 52= 56 

   = 8 ×  26          8 + 26= 34 

   =13 × 16 
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上面三個和都是假哥德巴赫數，因此不可能是這幾個組合。所以自己的帽上數只

能是 13+16=29 了。 

分析 

除此之外，類似於前幾個命題的想法，也有可能是透過「有兩個情況，但其中一

個不符合，所以僅可能是另一個」的過程而確認了兩步的解。 

我們用另一個表格來看這個狀況。 

在這個表格中，我們站在「和」角度來看這個可能，而藉由前面，我們已經得知

可以不用討論和為哥德巴赫數的狀況。我們還可以略去分割為「二的次方數+類質

數」狀況，因他們積只有一種偶奇分解。 

表格 

兩數之和 分割 兩數之積 偶奇分解 分解之和 雙質分割 

11 2+9 18 2x9 11 X 

   6x3 9 2+7 

 5+6 30 2x15 17 X 

   6x5 11 X 

   10x3 13 2+11 

17 2+15 30 2x15 17 X 

   6x5 11 X 

   10x3 13 2+11 

 3+14 42 2x21 23 X 

   6x7 13 2+11 

   14x3 17 X 

 5+12 60 4x15 19 2+17 

   12x5 17 X 

   20x3 23 X 

 6+11 66 2x33 35 X 

   6x11 17 X 

   22x3 25 2+23 

 7+10 70 2x35 37 X 

   10x7 17 X 

   14x5 19 2+17 

 8+9 72 8x9 17 X 

   24x3 27 X 

以上表格僅列出和小於 20 的情況。 
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分析 

從這個表格中，我們可以推出(18,11)為為第二種情況下的唯一一組解。 

在和大於等於 17 時，分支的情況太多，會讓 Prudence 無法確認自己的帽上數。 

說明 

 當 Sam 看到 11(=2+9)時，它並不是個假哥德巴赫數，因此他會說「你肯

定不知道你的帽上數」。 

 Prudence 聽到這句話時，得知自己的帽上數不是個假哥德巴赫數，而他

看到 18=2×9=3×6。 

如果 Christina 選的是 3 和 6，其和為 9 是個假哥德巴赫數，不符合第一句話，所以

被選到的數一定是 2 和 9，其和為 11，就是自己的帽上數，所以他回答「我知道

了」。 

分析 

     上面便是兩步完成的所有情況。在討論完這個部份後，接著看到三步完成的

情況。 

三步 

(1) 在兩步完成中除了(18,11)之外的其他解，其後續發展有太多種情況要討

論，都會無法使教授確認自己的帽上數。所以我們只要看(18,11)的後續

發展。也就是說，(18,11)是這個命題的初始解。 

(2) 如果 Prudence 說不知道，Sam 就知道：自己的帽上數不是 18，否則對方

就會知道自己的帽上數。根據上面的表格，自己的帽上數一定是 30。 

說明 

 當 Sam 看到 11 時，因為這不是個假哥德巴赫數，所以他可以判定對方第

一眼必定不知道自己的帽上數。 
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 而 Prudence 看到 30 時，其可能的偶奇分解有 

30 = 2 × 15           2 + 15 =17 

= 3 × 10     但    

= 5 × 6           5 + 6 = 11 

有兩個和不是假哥德巴赫數，因此他仍無法判斷帽上數是 17 或 11。 

 回到 Sam，由上一段已經推知若他的頭上的數是 18，對方就會知道他自

己的帽上數。此時符合條件的分割只剩下 5+6 一組，所以他就可以得知

自己的帽上數為 30。 

分析 

多步 

類似於三步完成的做法，我們可以知道四步完成的情況是(30,13)。且這也是這個命

題的上限。 

當和為 13 且積不為 30 時，有很多種情況，使得無法繼續推斷下去，因此超過四

步未完成時，這個命題就會從此沒完沒了。 

以上是對第三種變形的所有分析。  

表格─解 

 兩數之積 兩數之和 

一步 -  

兩步 -  

三步 30 11 

四步 30 13 
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圖表 
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(五) 改變回答方式 

在改變了不同的命題條件後，Christina 決定改變遊戲進行的方式。他找來了一個鈴，

規定在按鈴前，大家都不能說話，一按鈴就要立刻說出自己知不知道自己的數字。 

分析 

這個命題我們需要分線討論。 

一步 

在第一步就完成時，會有三種可能： 

(1)兩人同時回答知道。 

(2)只有 Prudence（看到積）知道。 

(3)只有 Sam（看到和）知道。 

 當兩個人都知道時，對 Prudence 來說，他看到的必定是一個假半質數，

而對Sam來說，他看到的數只能有一種分割方法。符合後者的只有4(=2+2)

和 5(=2+3)兩組，而此時前者所看到的可能是 4(=2×2)或 6(=2×3)，都能讓

他在一看到時就判斷出自己的帽上數。 

 如果只有 Prudence 知道，表示這個積是個半質數。而 Sam 說不知道，表

示這個和有兩種以上的分割，也就是這個和大於等於 6。符合的僅有當積

是 4 和 6 以外的半質數的情況。 

 如果只有 Sam 知道，代表他看到的「和」只有一種分割，也就是他看到

的必定是4(=2+2)或5(=2+3)。但不管Prudence看到的是4(=2×2)或6(=2×3)，

他一定可以馬上知道自己的帽上數。所以這種情況是不可能發生的。 

兩步 

兩步的情況一樣分成三種： 

(1)兩人同時知道。 



25 
 

(2)只有 Prudence 知道。 

(3)只有 Sam 知道。 

 當兩個人都知道的時候，對 Prudence 來說會有同於下面的發展： 

Prudence ：我不知道我的帽上數。 

Sam ：我也不知道我的帽上數。 

Prudence ：我現在知道我的帽上數了。 

而對於 Sam，也會有同於下面的發展： 

Sam ：我不知道我的帽上數。 

Prudence ：我也不知道我的帽上數。 

Sam ：我現在知道我的帽上數了。 

根據基礎命題的推論，前者的解是(12,8)，後者的解是(12,7)，而這兩個是

不會同時發生的。 

 當 Prudence 知道時，對 Sam 來說會同於下面這個命題： 

Prudence ：我不知道我的帽上數。 

Sam ：我也不知道我的帽上數。 

Prudence ：我現在知道我的帽上數了。 

同時，對 Sam 來說就是： 

Sam ：我不知道我的帽上數。 

Prudence ：我也不知道我的帽上數。 

Sam ：我還是不知道我的帽上數。 

符合前者的解是(12,8)，而這個解從 Sam 的角度來看也成立。 

 當只有 Sam 知道時，對 Prudence 來說，過程同下： 

Prudence ：我不知道我的帽上數。 

Sam ：我也不知道我的帽上數。 

Prudence ：我還是不知道我的帽上數。 
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而 Sam 就看到了： 

Sam ：我不知道我的帽上數。 

Prudence ：我也不知道我的帽上數。 

Sam ：我知道我的帽上數了。 

後者的解是(12,7)，但並不符合前者，所以在這個情況下沒有解。 

多步 

多步時我們一樣分成三種情況來看： 

(1)兩人都知道。 

(2)只有 Prudence 知道。 

(3)只有 Sam 知道 

 如果兩個都知道，則對 Prudence 來說，過程同於： 

Prudence ：我不知道我的帽上數。 

Sam  ：我也不知道我的帽上數。 

…… 

Prudence ：我現在知道我的帽上數了。(第 2n-1 步) 

而在 Sam 看來，則是： 

Sam  ：我不知道我的帽上數。 

Prudence ：我也不知道我的帽上數。 

…… 

Sam  ：我現在知道我的帽上數了。(第 2n-1 步) 

由「不同人先說話」，我們知道後者的命題同於： 

Prudence ：我不知道我的帽上數。 

Sam  ：我也不知道我的帽上數。 

…… 

Prudence ：我現在知道我的帽上數了。(第 2n-2 步) 
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而引用「基礎命題」的推論，得知這兩個是不會同時發生的，因此無解。 

 當只有 Prudence 知道時，對他來說過程同於： 

Prudence ：我不知道我的帽上數。 

Sam  ：我也不知道我的帽上數。 

…… 

Prudence ：我現在知道我的帽上數了。(第 2n-1 步) 

對於另一個（Sam）來說則是： 

Sam  ：我不知道我的帽上數。 

Prudence ：我也不知道我的帽上數。 

…… 

Sam  ：我還是不知道我的帽上數。(第 2n-1 步) 

也就是： 

Prudence ：我不知道我的帽上數。 

Sam  ：我也不知道我的帽上數。 

…… 

Sam  ：我還是不知道我的帽上數。(第 2n-2 步) 

這兩個是可以同時發生的，而當 n=3 時，其解為(16,10)，當 n≧4 時便會

無解。也就是說，如果第三次按鈴時還沒有人推的出來，這個命題就會

永遠無法結束。 

 當只有 Sam 知道時，對 Prudence 來說會有同下發展： 

Prudence ：我不知道我的帽上數。 

Sam  ：我也不知道我的帽上數。 

…… 

Prudence ：我還是不知道我的帽上數。(第 2n-1 步) 

對 Sam 則是： 

Sam  ：我不知道我的帽上數。 
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Prudence ：我也不知道我的帽上數。 

…… 

Sam  ：我知道我的帽上數了。(第 2n-1 步) 

也就是： 

Prudence ：我不知道我的帽上數。 

Sam  ：我也不知道我的帽上數。 

…… 

Prudence ：我還是不知道我的帽上數。(第 2n-2 步) 

而這兩個命題不會同時成立，因此無解。 

我們可以發現在按鈴後同時回答的命題中，是 Prudence 必不會比對方晚知道，僅

可能在一步完成平手，絕不會是僅 Sam 勝出的情況。 

除此之外，若要使這局比賽能夠結束，則安排的數字必須同於基礎命題中，一、

三、五步完成的情況。 

至此，我們討論完了最後一個變形。 

表格─解 

 兩數之積 兩數之和 

一步 -  

兩步 12 8 

三步 16 10 

以上表格僅列出唯一解的情況。 
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(六) 改變遊戲規則 

我們發現在上述的規則裡出現了一些問題，例如：大部分的帽上數對都會使遊戲

永遠無法結束。在我們重新分析原命題之後，我們發現新的元素，也就是「候選

數」的概念。 

定義─帽上數 

帽子和數為一體，不可分割。且每一頂帽上數都只能給特定的人戴，以避免討論

上的混亂。 

定義─帽對 

為帽上數對的簡稱。以原命題為例，形如(m+n, mn)的數對就是一個帽對。 

定義─帽集 

所有合法帽對的集合。我們可以將帽集畫在平面上表示，稱為帽集平面。而事實

上，帽集平面就是帽集二部圖對映的 biadjacency matrix。 

定義─候選帽 

指那些符合玩家接收到的資訊，被認為有可能出現在自己頭上的帽子。 

定義─候選數 

候選帽的個數稱為候選數。 

以原命題為例，若 Sam 看到的是 6，那麼自己的數字可能是 5,8,9，這三個就是他

的候選帽，而他的候選數就是 3。 
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       biadjacency matrix                          bipartite graph 

Rule - g 

選定一個正整數g，要求玩家在自己的候選數不大於 g的時候，告訴對方這件事情，

否則回答「我不知道」。 

在 rule-g 之下，其合法台詞為：「我不知道」、「我可以在 g 次內猜出來」。 

特別的，當 g=1 時，這個規則和 Rule-1 是相同的。 

 

 

令 g=2，來處理原本的和積帽集。 

原帽集如右： 

 

 

 

如果 Prudence 看到後說「我可以用兩次機會猜出

來」，則可能的帽對如右紅格： 
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若否，則 Sam 眼中的帽集只剩下： 

 

 

 

 

而紅格的部分 Sam 都可以用 2 次機會猜出。 

 

 

因此在 20x20 的和積帽集內，我們可以順利分辨

出所有的帽對。 

 

 

但我們會發現，使用 rule-g 仍然無法有效解決遊戲

無法結束的問題，例如右邊這個特殊帽集在

Rule-g=2 時依然不會結束。 

另一方面，若要使遊戲能保證結束，則要先繪出帽集，並且事先計算各帽對的候

選數變化，並套用到更大的 g 值才行。如此一來，就變成了只是先算出候選數，

這樣遊戲就變得不好玩了。因此我們嘗試再找出新規則。 

Rule-cp 

我們規定邏輯學家在每一次的回答都要報出自己的候選數，並且說出自己認為這

個遊戲是否應該結束，這取決於他自己的候選數還會不會再減少。 

在 Rule-cp 之下，合法的台詞包括：「我的候選數是 k」；「我認為我的候選數會/不
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會再減少」。 

若一個邏輯學家說出：「我的候選數不會再減少了。」這句話的效果就如同 rule-1

中的「我知道了」，都代表著這個遊戲即將結束。 

另外，從這個規則開始，我們擴展可用帽集的範圍，不再受限於和積帽集。因此

我們將 X 座標以數字代替，Y 座標以英文大寫字母代替，而邏輯學家以 Mr. X 和

Ms. Y 取代，其中 Mr. X 看到的是 X 座標，Ms. Y 看到的是 Y 座標。 

我們以右圖為例來說明這個規則： 

若 Mr. X 看到的是 1，他會想：如果我戴的是 A，則對

方會說他的候選數是 2；如果我戴的是 C，則對方會說

他的候選數是 3，所以我的候選數一定會減少。因此

我要回答：我的候選數是 2，而且遊戲還不應該結束。 

若 Mr. X 看到的是 2，那麼如果他戴 C，則對方會說他的候選數是 3；如果他戴的

是 D，則對方會說他的候選數是 2，所以他應該回答：「我的候選數是 2，而且遊

戲還不應該結束。」 

若 Mr. X 看到的是 3，那麼如果他戴 A，則對方會說他的候選數是 2；如果他戴的

是 C，則對方會說他的候選數是 3，所以他應該回答：「我的候選數是 2，而且遊戲

還不應該結束。」 

若 Mr. X 看到的是 4，那麼如果他戴 B，則對方會說他的候選數是 1；如果他戴的

是 D，則對方會說他的候選數是 2，所以他應該回答：「我的候選數是 2，而且遊

戲還不應該結束。」 

 

 

因此我們可以先填出如右的表： 
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而在 Ms. Y 依照 Mr. X 的期望回答之後，她知道對

方即將猜出自己的帽上數，但有了這個資訊，她的

候選數還是無法減少，因此她會回答遊戲應該要結

束了。 

特別說明的是，在所有的圖表中，「？」所代表的

是玩家認為遊戲要繼續進行，而「！」代表的則是

玩家認為遊戲應該結束了。 

Rule-c 

我們想知道 c 和 p 個別的功用，因此我們把 c 單獨拉出來，只要求邏輯學家告訴對

方自己的候選數，而不告訴對方是否應該結束。 

 

而依照 rule-c，無論 Mr. X 看到的是 1、2、3、4

的哪一個，他的候選數都是 2，因此他會這樣回

答： 

 

為 Mr. X 的回答全部一樣，而 Ms. Y 也清楚這件

事，所以對她來說並不會有影響，所以前兩次回

答後會填出如右的表格： 

而對 Mr. X 來說，現在的帽集平面可以拆成三個

部分，因此不管是哪一格，他都有辦法立即推論

出自己的帽子。  
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但對 Ms. Y 來說，他仍然無法分辨出自己的帽子，

因此他的候選數依然不變。 

而遊戲進行到此，會發現 Mr. X 的候選數一直維持

在 1，而 Ms. Y 的候選數也不會再改變。雖然他們

對話會永遠持續，但事實上，遊戲到這裡已經可以視同為結束了。 

Rule-p 

類似的，我們只保留下 p 的規則，規定邏輯學家在每一回合時，都只告訴對方遊

戲是否應該結束，而完全不告訴對方自己的候選數。 

但在這樣的規則下，我們發現只要帽集平面是有限的，邏輯學家就會因人人自危

而放棄，以下我們將證明這件事。 

定理-有限帽集必可結束 

在帽集有限的情況下，兩人的候選數都是正整數，而他們的和必會隨著資訊的交

換而遞減。這個值在某個時刻之後必定會停留在一定值，其最小值是 2，也就是兩

人都知道自己帽上數的情形。所以有限帽集必定會在有限句之內結束。 

定理-有限帽集在 rule-p 之下必定要放棄 

我們以決策數來看，根據上一個定理可以知道：在整個過程中一定會有最後一個

「不放棄」，但邏輯學家已經知道這後面要接「放棄」，因此這個放棄必不能給他

任何訊息，也就是說，這一個「不放棄」是不合理的，因為他的候選數依然不會

減少。往回遞推，便可得知第

一個「不放棄」即已不合理，

所以 rule-p 在有限的帽集下，

在遊戲的一開始便已經被迫放

棄了。 
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Rule-C 

由於 rule-p 的命題過弱，無法解決任何問題，因此我們嘗試改進他，要求邏輯學家

只說出自己認為遊戲該不該結束，但在決定放棄時要一併報出自己的候選數。 

而本規則下的合法句型包括：「我認為我們還不應該放棄」以及「我們應該放棄了，

我的候選數是 k」。 

不管是哪一格，Mr. X 知道自己的候選數是 2，而且對方下回合一定會說不能再減

少，並且報出她的候選數，而自己知道對方的候選數後就可以確定自己帶的是哪

一頂了，因此候選數可以再減少，還不必放棄遊戲。所以會填出如右的表格。 

 

 

而 Ms. Y 也和我們預測的相同，接著填了如右的表

格。 

 

但 rule-C 事實上仍有 rule-p 的問題，也就是有時候

會被迫放棄，因此我們決定要繼續改善這個問題，

以提出一個對方都有利的規則。 

Rule-P 

在這個規則中，我們要求邏輯學家必須同時考慮對

方的狀況，以決定遊戲是否應該結束。這個規則的合法台詞為：「我們應該/不應該

放棄。」 

在這個例子中，Mr. X 不管看到哪一個，都知道自己所戴

的是 A，因此他在第一回合就可以說放棄了。填出來的

就如右圖。 

但除了這個對話，另外一種對話也是不違規的。 
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在這個例子裡，Mr. X 和 Ms. Y 已事先約定好如何處理這個帽集。如果 Mr. X 看到

的是 1，則在第一次回答時就結束遊戲，否則繼續。若看到的是 2，則在第二次結

束遊戲，依此類推。也就是說，rule-P 給了邏輯學家策略討論的空間，以幫助雙方

達到彼此確認帽上數的目的。除此之外，這也表示了 rule-P 會有多重對話的特性。 
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五、結果 

    (一) 基礎命題 

．初始解為(12 , 7)，位在第 2 步。 

．有解的步數上限為 6 步。     

    (二) 不同人先說話 

．初始解為(12,7)，位在第 3 步。 

．第一句的「我不知道」是無關緊要的。 

．n 步完成可化簡為基礎命題的 n-1 步完成。 

．有解的步數上限為 7 步。 

    (三) 改變取值範圍 

．初始解為(4,4)，位在第 2 步。 

．有解的步數上限為 4 步。 

    (四) 推論對方的反應 

．兩步完成的情況下有無限組解。 

．初始解為(18,11)，位在第 2 步。 

．有解的步數上限為 4 步。 

    (五) 改變回答方式 

．採分線處理，以兩個邏輯學家各自的角度看發展。 

．初始解為(12,8)，位在第 2 步。 

．n 步完成可化簡為基礎命題的 2n-1 步完成。 
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．有解的步數上限為 3 步 

．僅一步完成時可能平手，其餘勝者為且僅為 Prudence（看到積）。 

    (六) 改變遊戲規則 

．rule-k 可擴大可解的範圍，但無法有效解決對話無法結束的問題。 

．rule-cp 可使遊戲結束，但規則過於複雜，因為還需要判斷遊戲是否已結

束。 

．rule-c 是最淺顯易懂得規則，也是各規則間解析度最高的。 

．rule-p 為強度最低的規則，無法解決任何問題。 

．rule-C 可改善 rule-p 的問題，但仍會有被迫放棄的情形。 

．rule-P 有可合作及多重對話的特性。 
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六、討論 

在過程中，我們發現了幾個特點： 

 部分情況下會有不只一組解。 

 命題的初始解皆唯一。 

 多步完成的情況下都是建立在前一組解上。也就是說，第 n 步若要有解，必

須要第 n-1 步有解，但反過來並不一定成立。同一個命題條件的解與解之間形

成了一種類似「遞迴」的關係。 

 在帽上數分別為兩數和、兩數積的情況下，能完成的步驟必有上限。 

 部分命題可化簡為基礎命題。 

 第四個命題(推論對方的反應)整體而言性質較為迥異，他無法表現成基礎命題

的變形，且複雜度也較高。如果把這個命題：（Prudence 看到積、Sam 看到和） 

Sam  ：你無法推斷出你的帽上數。 

Prudence ：我也不知道我的帽上數。 

Sam  ：我現在知道我的帽上數了。 

跟下面這個命題： 

Prudence ：我不知道我的帽上數字。 

Sam  ：我也不知道我的帽上數字。 

Prudence ：我還是不知道我的帽上數。 

Sam  ：現在我知道我的帽上數了。 

兩個拿來做比較，乍看之下是相同的。如果讓把同樣的數字放在他們頭上，而改

讓 Prudence 先說話，他會回答不知道，而 Sam 同時推測出對方不知道，但在這個

條件下自己還是不知道，所以他還是會回答不知道。 

實際上我們會發現，「你無法推斷你帽子上的數」這句話是比「連續兩個人說不知

道」還要強的，也就是說，它可以排除掉更多的情況。 
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 在後面的各個 rule 裡，每一個都有他個別的功用，也具有不同的解析度

(亦即區辨每一個帽對的能力高低)。其中 rule-c 是最簡易，也是最好用的

規則。而 rule-p 則是完全相反。 

在未來方面，我們在此再找出幾個值得探討的方向並做簡短的介紹。 

(一) 變化 – 更自由的構句 

我們可以將句型做更多的變化，例如，兩人都說：「你還不知道你的帽上數。」 

或者「你的候選數比我多/少。」以及其他的台詞。 

(二) 變化 – 加入說謊者 

在原本的命題裡規定邏輯學家不可以說謊，但我們可以去除這個規則，加入會固

定說謊的人，而這個規則只有在三人以上玩家時才有趣。 
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七、應用 

對於遊戲玩家來說，要以對方的帽上數來構造出整個對話過程(尤其是使用 rule-c)

是相對容易的，但對旁聽者來說，他必須要找出每一個帽對的對話過程，仍不一

定能確認理兩人的帽上數。這相當於「陷門」的概念，也就是幾近於「單向」的

過程。 

 

八、結論 

我們從最基本的 know/don’t know problem 出發，藉由數論分析得解，並證明了在

大部分的情況下，邏輯學家的對話永遠都不會結束。除了數論方法，我們也引進

了帽集平面的概念，以處理原本的 know/don’t know problem，並且延伸到更廣泛的

構句以集各式各樣的帽集平面。 

除了現有的規則外，我們還可以推廣到更多自由的構句，例如：兩個人在對話過

程中都說「你現在知道/不知道你的帽上數。」或者「你的候選數比我多/少。」等

易可加入更多的玩家，甚至加入說謊者，使整個遊戲更富變化性。 
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評語 

    本作品初賽之後，已有相當程度的修正與改進。圖表的呈現方式，由原本之

bipartite graph 變成 biadjacency matrix，的確是一個進步。作者改變一些遊戲的規

則，並加入「候選數」的概念，使整個作品相對豐富。然而這份作品最大的問題

在〝presentation〞上，不管是書面報告或者口頭報告，在表達、呈現和「說故事」

的能力，都有相當大的改進空間。某些層面來說，這甚至反應作者對自己的作品，

並未完全了解。評審組建議在此次科展之後，作者可以對此作品重新修正，並請

老師或專家指導。 
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