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作者簡介 

 

  我是尤怡方，目前就讀國立南科國際實驗高級中學九年級。平時喜歡聽些音

樂，讓自己全心全意的沉醉在悠揚的樂曲中，體會作曲者透過音樂所表達的情緒。

學習新的語言，嘗試新的才藝是我最大的興趣，除了英文之外，透過歌曲也學了

點日語、韓文。有很多的情感是只能意會而不能言傳的，音樂也是一種表達內心

情感的方式。 

  一個小小的密碼鎖是改變我的契機，數學為我的生活掀開了全新的扉頁，科

展將世界的另一面展現在我的眼前。從日常生活的三維空間，到高維度的抽象思

考，原來用簡單的數學符號，就可以代表這一切。透過科展，我學到了很多教科

書上無法教授的知識，也因為這次的機會，我才能有幸去認識更多不同領域的前

輩。 

 

 



iii 
 

 

  我是李敏辰，目前就讀國立南科國際實驗高級中學九年級。 

邏輯、推理、創造，這些是我的心之所向；我也喜愛閱讀，讓自己沉浸在書的世

界。 

  在我懵懂之時，我就喜歡將我心中所想的、所創造的故事情節、人物一一畫

在紙上；我也喜歡想一些精靈古怪的謎題，以考倒他人為樂；在學校中，我也勇

於表現自己，為大家帶來歡樂。 

在參加數學科展後，隨著我們朝向新大陸所邁出的一步步，我也更加熱衷於其中。

原本只有 3D 的世界中，隨著越來越多維的加入，我的思緒也越來越活化。與他人

研究各自的結晶，讓我們看到了科學的殿堂、知識的世界，是如此的神聖、如此

的廣大、如此的奧妙。 

  期望我可以從一隻小小黃雀，蛻變成一隻大鵬，飛到巨人的肩膀上，去眺望

科學那遼闊的星空。 
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摘要 

有個密碼鎖由D個旋鈕組成，每個旋鈕有N種不同的號碼，由於構造缺點若D

個旋鈕中僅有1個號碼錯誤仍能打開密碼鎖，問最少嘗試多少組號碼才能保證一定

能打開這個鎖？這個問題等同於在N元D維超立方中找一組點集，點集中的點各自

向其D維度畫出延伸線，若超立方中的所有點都至少被1條延伸線所涵蓋，要求重

複涵蓋的次數總和要最少。 

43屆的科展中已經討論過3個旋鈕的情況，我們接著分析4個旋鈕的情況。在

討論中發現D=4時並沒有如D=3時保證打開的最小次數公式，我們給出上下限的公

式。但D=N+1且N≠6時卻很特別，恰可利用拉丁超立方挑出1組點集，其所有延伸

線涵蓋的點都沒有重複，稱為完美控制，而保證打開鎖的最小次數是N
N-1。 
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Lucky Locks 

-Using Latin HyperCubes to Find The Optimum Solutions For A Series Of 

Defect Combination Locks. 

Abstract 

There is a combination lock that has D knobs, and each knob has N kinds of 

different numbers. We solved the least attempts of combination to open the lock, if one 

wrong digit of these D knobs remains acceptable due to the designed structural defects. 

This case is equivalent to or considered as searching for a set of points with N elements 

in D dimensions, and each point in the set of points is able to draw an extension lines to 

its dimension, if each point in the multidimensional block is connected to the least 

extension lines. 

In the 43th Taiwan Scientific Affair, someone had postulated the 3-knob case. 

Later we analyzed the 4-knob case. Unlike the 3-knob case that are found with a least 

number of extension lines, the 4-knob case can be estimated by a range of extension line 

numbers. Moreover, a special case, when D=N+1 except N=2 and 6, can use the Latin 

hypercubes to exactly construct one set of points connecting to their extension line set 

without redundancy. We call this a “Optimum Solutions” which guarantees the least 

number of times to open the lock is
1-NN .  
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一、 研究動機與目的 

在學校看到上屆學長的科展海報，很好奇的去搜尋資料後，發現這個問題和

很多領域有關，像是「忘記旅行箱密碼的故事」、「工廠製作密碼鎖的原理」、

「千禧蟲」等。我們覺得高維度超立方體很有趣，對於密碼鎖的瑕疪問題能轉換

成超立方體問題也覺得很新鮮，起初老師讓我們看影片「不可能的三角形」去體

會視覺誤差的情況，然後由紙上3維立方體各線條間交叉關係讓我們去想像4維的

圖形在紙上表現時的關係。另外在找資料時還看到有關超立方體內探尋漢彌頓路

徑、Euler的36軍官及還有2元超立方體[ 一 ]等問題，老師也提到4維可想成是3維再

結合1維度的結果，和國一學的實數線變成2維的平面很相似，這些都讓我們覺得

十分想去了解，尤其是一開始老師問我們「會不會畫4維超立方的模型呢？」引起

我們很大的興趣，最後我們決定把這個國際奧林匹克競賽的題目從3個旋鈕8個號

碼延伸下去，看能不能對於更多旋鈕的情況有所發展。 

我們打算先由以下幾個方向來探討： 

(一) 分析4個旋鈕上各有N個號碼的數學模型(N
4問題)，求保證開鎖的最小次數或

上下限。 

(二) 4個旋鈕上各有3個號碼時(3
4問題)，找到保證能打開鎖的最少號碼組合，並證

明其是完美控制的情況。 

(三) 5個旋鈕上各有4個號碼時 ( 45問題 ) ，找到保證能打開鎖的最少號碼組合，並

證明其是完美控制的情況。 

(四) 當N=6以外的正整數時，在N+1個旋鈕上各有N個號碼時(N
N+1問題)，找到保

證打開的最少號碼組合，並證明其是完美控制情況，最小次數是N
N-1。 
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二、 研究設備及器材 

多向連結方塊、智高積木、Google SketchUp 

三、 研究過程與方法 

(一)、 前言 

1.文獻探討 

1998年國際奧林匹克數學競賽中東德提供1個預選題如下：1個密碼鎖由3

個旋鈕組成，每個旋鈕有8個位置(號碼)，由於構造上的缺點只要旋鈕中有2個

正確便能打開這個鎖。問最少要嘗試多少組合才能保證打開這個鎖？這問題

的答案出奇之小是32組號碼。後來在43屆的全國科展中曾被推廣為3個旋鈕上

有n個位置的n× n× n密碼鎖問題[二]，討論出保證能開鎖的最少號碼組合次數

的公式如下： 

n是偶數時： 
 

 
 
 
  

 

 
 
 
 

n是奇數時： 
   

 
 
 
  

   

 
 
 
                        (一.1式) 

其後在48屆全國科展中有篇文章「超立方Qn的最小控制」[一]，主要是談

論如下：在2
n超立方中取1個點集，點集中的點及其有邊相連 ( 只有1維座標不

同 ) 的點都聯集起來，若聯集的結果是整個超立方，便稱這個點集是1個控制

集，點數最小的控制集其點數稱為控制數。文章討論出 1-2 pn  時用nim(拈)

遊戲選的任2控制點不會控制同1個點，此時控制數是 n-p2 ，但n是其它數時沒

有找到公式只可以確定上限。文章中還提及1個控制點可以控制本身及跟自己

有邊相連的點，就像是一個警衛可以看守自己這個點還有它眼力可達的點，
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我們覺得這個概念可以用於43屆密碼鎖科展中，於是試著結合2篇科展文章將

其再推廣到d個旋鈕，n種號碼的情況，也就是在一個n元d維的超立方中選取

控制點集。 

2.名詞與符號定義 

於本文中我們會重複使用到幾個概念，為了表達上的方便我們首先定義

下列名詞： 

延伸樹：     1個點及超立方中與此點僅有1維座標相異之點的聯集。 

控制集： 1點集若其內各點之延伸樹的聯集等於整個超立方，稱此點集

是個控制集，其內的點稱為控制點。 

完美控制：  1組控制集其控制點之延伸樹間沒有交集的情況。 

3.研究流程圖 

 

猜測完美控制的存在 

 

3 個旋鈕密碼鎖保證打開之最少組合

數 

數獨方法找到 3 元 4 維問題的完美控制 

 

完美控制的必要條件 

 

拉丁立方體找到4元5維問題的完美控制 

 
拉丁超立方找到5元6維問題的完美控制 

 

建構是 N 是質數時，N 元 N+1 維超立方的完美控制 

 

分割高維度超立方成 2 維平面 

 

找到 4 維密碼鎖問題的上、下限 

 

延伸樹和最少組合數的關係 

 

4 維超立方模型分析 

 

建構是 N≠2,6 時，N 元 N+1 維超立方的完美控制 
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(二)、 4個旋鈕上各有N個號碼時保證開鎖的最小次數上下限 

1.分析3維的模型結構來推演4維的情況 

 由警衛看守 n2 超立方觀點可知缺陷密碼鎖問

題可轉變成超立方體中延伸樹的涵蓋與重疊問題，

於是我們從延伸樹著手來分析。2元3維立方體中的

每個延伸樹涵蓋了4個點(圖1.1)，顯而易見的若所

選的2點其延伸樹之間沒有重疊，則這2個點就形成

1組控制集。 

把3元3維的立方體由3個不同方向分割

成9個2維平面觀察，發現任1個點會出現在3

個不同的2維平面中，由 ( 一 1. 式 ) 知3元3維

的最小控制集其點數是5，這5點在所有平面

上共出現15次，由鴿籠原理得知某個平面上

的控制點數會大於1，延伸樹會重疊。又每個延伸樹可涵蓋7個點圖(1.2)，

827-75  ──有8次重疊。 

n元3維的立方體中，每個延伸樹涵蓋 2-3n11)-(n3  個點。若延伸樹

間不重疊， 3n 必定是 2-3n 的倍數。 

圖(1.1)  2 元 3 維延伸

樹可涵蓋 4 個點。 

圖(1.2)  3元 3維延伸樹可涵蓋

7 個點。 
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3維立方體中的點都有3個方向要延伸，而4維中的點都有4個方向延伸，

其中任選3方向可組成一個立方體。同一個維度上的2點其坐標只有1維數字不

同，且可各自屬於2個相異而不相交的

3維立方體，如圖(2)中A(0000)屬於外

層的立方體，B(0000)屬於內層的立方

體。選定某3維立方上的點A可發現它

的延伸樹只能涵蓋另一個3維立方上

的1個點B如圖(4)，同時平面外的點其

延伸樹最多只能涵蓋此平面中的1個

點。 

【小結論1】n 元3維的立方體中，n=1和 2 時才能挑出延伸樹不重疊的控制

集。 

證明：若 ，且  2)-(3|2)-(3|2)-(3  33 nnnn 則 ])23([27|2)-(3 33  nnn ， 

   )836(54|)23( 2 ， nnn ])23(6)836[(54|)23( 22  nnnn ，最後得到

 8|)23( 　n ， 2-3n 必定是8的因數，因此n的正整數解只有1或2。 

一個 2 元 4 維的超立方體有 8 個

立方體、16 個平面、24 條邊、32

個點。 

3 元 3 維的立方體可以切割成九個平面，1 個控

制點會出現在不同的 3 個 2 維平面上。 

3 元 3 維的最小可行解數為 5，某

些平面會出現 2 個控制點。 

圖(1.3) 

[參考文獻二 p.12] 



6 
 

2元4維時，1個延伸樹涵蓋了1個點，故需要4個控制點以上才能蓋滿超立

方2
4點，因此延伸樹間最少重疊了 42-54 4  次。 

3n 時由Cartesianproduct 3
4
=3× 3× (3× 3)得知1個3元4維的超立方可視為

9個 33 的平面，若將其分割成9個平面如表(一)，利用2維平面外的點最多只

和此平面上的1個點有邊相連通的特性，可畫出選定之點其4個方向上的延伸

線以構成延伸樹，表(一)中9個黑格其延伸樹恰好蓋滿 43 超立方，故這9點成為

一組控制集。 

 

 

 

 

 

 

 

圖(3) 

1 個點同屬於 4 個
立方體 6 個平面 

= = = = = = 

3 

4 5 

2 

5 

6 

1 

3 

6 

4 

2 

1 

圖(4) 右立方體中的所

有點，只有 B 點能被點

A 的延伸樹涵蓋。 
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表(一)為一個三元四維的超立方體，四個顏色代表四個不同的維度 

 

2.利用數獨遊戲的方法讓4維圖形中的延伸樹減少重疊 

由表(一)看出要減少延伸樹的

重疊，關鍵是像數獨遊戲般在不同

行、列之中挑選控制點。點的延伸

樹在x3方向只能涵蓋(1010)和(2010)

兩點，在x4方向只能涵蓋(0110)和

(0210)兩點。右圖(5)可以看到

(0010),(1002),(2021)3個點中任2點

在各自的平面上的行列位置都不相同，其延伸樹用不同的顏色標示便可發現

彼此沒有重疊。 

進一步觀察，如果1個格子看作是1個2維平面，表(一)中9個控制點其(x1,x2)

座標是(0,0)~(2,2)如表(二.1)中的黑色數字，剛好是整數0~8的10進位換成3進位

的2元數，x3,x4各自成1個拉丁方陣，且(x3,x4)形成1個正交拉丁方陣(表二.2)。 

  

 

(0010)的延伸

樹 

(1002)的延

伸樹 

(2021)的延

伸樹 

(圖 5)三個延伸樹不重疊 
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3
4超立方中任1點其延伸樹可涵蓋2×4+1=9個點，若延伸樹不重疊則要蓋

滿超立方需81÷9=9個延伸樹，表(一)中的控制集有9個控制點故是最小控制集，

延伸樹間沒重疊。 

3.推測4維問題中不存在型如3維時的最小控制集點數公式，故推論上下限 

2元3維和3元4維都可挑出延伸樹不重疊的控制集，而2元3維的最小控制

集點數是 2，觀察 22 112  符合一.1式的要求， 1-222  也符合 1nn 型態，3元4

維的最小控制集點數是9，由於9=1+8=2+7=3+6=4+5=3×3，我們發現 819  符

合 33 219  ，而 239  符合 1nn ，只有這2個式子其型態和3維時公式類似也和

43 中的3與4兩數字相關，故猜測若4維有類似3維時型態的簡單公式應該如下:  

 
 
 

 
 
 
  

 

 
 
 
       ， 是偶數時

 
   

 
 
 
  

   

 
 
 
， 是偶數時

                               (二.1式) 

或                                                       (二.2式) 

依(二.1式)，則 4n 時最小控制集點數是 16)
2

4
()

2

4
( 33  ，但4元4維中每個控

制點其延伸樹可以涵蓋 13143  個點，16個控制點則涵蓋 441613 ＜ ，沒蓋滿 44 ，

故最小控制集點數不可能是16，可知(一.2式)不合。  

依(二.2式)，則 4n 時最小控制集點數為 34 ，由(一.1式)知道1個4元3維的

立方體只需要8個控制點，再由Cartesianproduct 4
4
=(4× 4× 4)× 4，4元4維超立方

表(二) 
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體等於是由4個4元3維的立方體所組成，所需的最小控制集點數不會超過

3284  ，並不是(二.2式)預測的64，故(二.2式)也是不合的。4維情況下我們

沒找到合理的公式，不過由 NNN 34  ，把N元4維超立方看做N個N
3立方體

再加上(一.1式)，可以推論4維密碼鎖的最小控制集點數的1個明顯上限公式： 

【小結論2】4維問題中的最小控制集點數上限 

N是偶數時：  
 

 
 
 
  

 

 
 
 
    

N是奇數時：  
   

 
 
 
  

   

 
 
 
                               (二.3式) 

3元4維存在延伸樹都不重疊的完美控制。那4元4維的密碼鎖問題是否也

存在完美控制？4元4維中的一個點其延伸樹共涵蓋13個點，若每個延伸樹彼

此不重疊則它們的聯集必為是13的倍數，但 44 不是13的倍數，所以不可能出

現完美控制的情形。 

進一步把 44 分割成16個 24 平面分析，在選擇控制點時先選出16個延伸樹

都不重疊的控制點，發現每個2維平面上都剩下3個沒被涵蓋到的點，我們思

考如何讓一個控制點其延伸樹扣除掉重疊後，其可以涵蓋的效應可以達到最

大，但目前我們只能讓第二次所選的控制點其延伸樹的有效涵蓋數為3。 

右 )6(圖 中4元4維中

所選的控制集其延伸樹

會出現重疊，我們由(二.3

式)算出其上限點數是32，

而這組找出來的控制集

點數也是32，我們試過的

方法都無法用少於32個

圖(6) 4 元 4 維的 2 維分割圖及 1 組控制集 
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控制點去涵蓋整個超立方，雖是如此但我們仍無法證明這就是一組最小控制

集。 

4元4維中的每個延伸樹的涵蓋點數是13， 441319 ＜ ， 441302 ＞ ，由延

伸樹和超立方體總點數的關係來看，控制點數不能小於19，是目前我們所知

的下限。 

由於 n 元4維的密碼鎖問題中有 4n 個點需要被涵蓋，每個延伸樹都能涵蓋

34 n 個點，若是延伸樹不重疊，只需
34

4

n

n
個控制點，這時 34 n 必頇是 4n 的

因數。 

【小結論3】 n 元 4 維的超立方中， n =1和3時才能挑出延伸樹不重疊的控制

集。 

 證明：則 ，且  3)-(4|3)-(4|3)-(4 44 nnnn 則 

                         

                                        

                                      

                               

                        所以                  

最後得到n=1,3,21， n=1,3時我們證明其為完美控制的例子，但是21元4維並不

是完美控制情形。 

因為21元4維共需2401個點，而每個點會出現在6個平面上，故總共出現14406

次。但是我們只有2646個平面，14406÷2646 > 1，故不會是完美控制。 

2n 時 3
34

4

＞
n

n
，由(二.3式)得知 42 密碼鎖問題最小控制集點數上限是4，
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故 42 最小控制集其點數為4，因延伸樹能涵蓋5點， 4254 ＞ 這也是1組非完美

控制的最小控制集。 

【小結論4】4維問題中的最小控制集數的下限： 

   最小控制集點數  
  

    
                                   (二.4式) 

4.N元N+1維滿足完美控制的必要條件 

留意到2元3維和3元4維都有完美控制，3元4維卻沒有，那什麼條件下能

出現完美控制呢？ 

N元D維中每個點其延伸樹可涵蓋(N-1)× D+1個點，因此(N-1)× D+1為N
D

的因數是完美控制的必要條件，寫成(N-1)× D+1=N
K，K是正整數。由2元3維

和3元4維的例子我們猜，當D=N+1，也就是K=2時，滿足必要條件，這時

(N-1)× D+1=(N+1)× (N-1)+1=N
2。 

【小結論5】N元N+1維時滿足完美控制的必要條件，此時最小控制集點數為： 

                       
  

         
                         (二.5式) 

(三)、 4元5維的完美控制 

在上一節中預測了N元N+1維時可能有完美控制，首先討論N=4的情形，我們

仍需先找出1組涵蓋整個 54 超立方的控制集，再去證明它是1組完美控制。 

1.完美控制則任1平面上最多能有1個控制點 

兩個控制點出現在同一平面上則

其延伸樹必會重疊如右圖(7)，反之所

有平面上只有1控制點時則延伸樹不

(圖 7) 
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重疊，故完美控制時所有平面上不能超過1個控制點。 

2.用拉丁超立方和正交拉丁方陣挑選完美控制的控制集  

在3元4維中使用數獨的方法找到的控制集是完美控制，我們也把4元5維

分割成64個2維平面如下圖(8)，再借用「不同行、列」的想法挑出1組64個點。   

 

 

上圖(8)中挑出的64個點其座標列出如表(四)(五)(六)(七)。表(四)中每1格

代表1個圖(8)中的 2 維平面，將其編為0~63號，同1格中的16個點它們前3維座

標都相同所以把這64個平面命名為(x1,x2,x3)=(0,0,0)~(3,3,3)如同表(五)所示，這

64個3元數也正好是表(四)中的數由10進位轉成4進位的結果。         

  

圖(8)  圈起 64 個點及其延伸樹 
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   這64個點其(x4,x5)座標如表(六)，把(x4,x5)的數字分開來看，這2× 64個

數字剛好形成2個4階拉丁立方體，同時(x4,x5)在相同的平面中形成4階的正交

拉丁方陣。把表(五)和表(六)合成表(七)就是這64個點的5維座標。 

 

檢查這64個點的延伸樹後發現恰可涵蓋4元5維的超立方體，所以這是一

組控制集，接下來我們要證明所選控制集是完美控制。 

3.控制點出現在平面上的總次數，證明任1平面都恰有1個控制點     

4元5維超立方可由10個方向分割成2維平面，每個方向都分割出64個平面，

故整個超立方包含了640個平面。5維超立方中任1個點會出現在10個平面上，

故64個控制點恰在所有平面上共出現640次。 

若是640個平面上都出現控制點，由鴿籠原理，得到所有平面上恰有1個

控制點，因此延伸樹間不重疊。我們把640個平面分成3類5種情況討論： 
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 (x4,x5)不相同 (x4,x5)其中之一相同 (x4,x5)皆相同 

選取

維度 

1、x1,x2,x3 2、x1,x2,x4和x1,x2,x5 

3、x1,x3,x4和x1,x3,x5 

4、x2,x3,x4和x2,x3,x5 

5、x1,x4,x5、x2,x4,x5

和x3,x4,x5 

1. x1,x2,x3方向的64個平面 

圖(8)中所挑的64個控制點其(x1,x2,x3)座標恰如表(五)所示，也就是這

64個控制點分別自出現在表(五)中所示的64個平面，故

(x1,x2,x3)=(0,0,0)~(3,3,3)這64個2維平面上都有控制點出現。 

2. 換掉x3，考慮x1,x2,x4和x1,x2,x5方向的2組64個平面 

 

圖(8)中所挑的64個控制點其中(x1,x2)兩維度座標如上表(八)所示，因

x4在同1方向上的數字都不同，故把x4填入表(八)後形成下表(九)，其64格

各自出現000~333的相異3元數，數字皆不重複，這說明了這個切割方向

上64個2維平面都出現了控制點。相同的表(十)中的64個數字所代表的平

面也都出現了控制點。 
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3. 換掉x2，考慮x1,x3,x4和x1,x3,x5方向的2組64個平面 

 

x4,x5皆是同1維度4個數字各自相異的拉丁立方體，分別填入表(十一)

後形成下表(十二)、(十三)，兩組中64個3元數各自相異。故這2組64個平

面上都有控制點出現。 

 

4. 換掉x1，考慮x2,x3,x4和x2,x3,x5方向2組64個平面 
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表(七)中的(x2,x3)如表(十四)，將4個平面疊成1個立方體，藍底的4個

縱行疊合成1個直立的4× 4平面如圖(9)。這個4階方陣中的(x2,x3)如表(十

五)。表(十五)的型態和表(十一)是相同的，所以把x4和x5各自加到表(十五)

後在這個直立平面上的16個3位元數也都不重複，圖(9)中藍色位置填出的

結果就是000~333如下表(十六)、(十七)，這2組64個平面都有控制點出現

其上。 

 

5. 同時換上x4,x5，考慮x1,x4,x5、x2,x4,x5和x3,x4,x5方向3組64個平面 

x4,x5在各平面上皆呈正交拉丁方陣，在每平面上16個2元數皆不相同

圖(9) 
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故2元數前方放上1位數字後其3位元數也不會重複如下表。 

 

這說明這3組64個平面上也都出現了控制點 

由以上10個方向來觀察，利用拉丁超立方體及正交拉丁方陣的特性讓我

們證明了在這10組各64個平面上都出現控制點，所以640個平面都恰只有1個

控制點，因此延伸樹間皆不重疊。 

4.控制集點數及延伸樹涵蓋點數乘積證明是完美控制 

1控制點其延伸樹都能涵蓋16個點，圖(8)中64個點的延伸樹最多能涵蓋

16× 64=4
5個點，由於其延伸樹都不重疊故共涵蓋了4

5個點，故此64點形成控制

集且是完美控制，也解決了4旋鈕5號碼的最小保證開鎖問題。 

(四)、建造拉丁超立方體，構造5元6維的解 

在3元4維及4元5維中發現，完美控制的控制點其最後2維數字上分別呈現拉丁

方陣和拉丁立方體，而前面維度的數字呈現10進位數字轉換成3及4進位的結果，

所以我們依這2個線索去構造5元6維的解。 
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由(二.5式)知5元6維完美控制需要挑5
4個控制點。6維超立方中每個點都是6元

座標數，任1點所在的15個平面其名稱恰由6元數中任4個數組合表示。 

 1.用10進位轉換成5進位定出625個控制點的前4維座標 

令      是       的整數  ，把s換算成5進位數的4元數： 

令 

)5,mod()(

)5),5mod(int()(

)5),25mod(int()(

)125int()(

4

3

2

1

ssx

ssx

ssx

ssx









， )  int( 是取整數， 5),   mod( 是指取5進位的

同餘數。 

相異的10進位數換算成5進位數時也相異，故x1,x2,x3,x4組成的4位元數不會

重複。 

2.建構2個拉丁超立方體做為最後2維座標 

考慮2維拉丁方陣的特性，其同一方向上各位置的數都要不同，我們可以

用x和y的關係建立拉丁方陣        

        

 

 

擴展這個想法到高維度中，我們再令： 

                       

                             ， 

當 x 相同時，除非 y 也相同，不然 P(x,y)不會相

同。這個方法可以建立一個拉丁方陣。在 y 相同

時，只有在 x=x’時 P(x,y)=P(x’,y)，這方法也可建

立一個拉丁方陣 [三]。 
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可知                                                (四.1式) 

在 624~0 中取2數p和q若                                       

           這裏的指標 dcba ,,, 是 4 個介於1到 4 的相異整數， 則

             

                                                   

                  

故 (q)-(p) 55 xx 5k(q)-(p) dd xx ，k 是整數。又 (q)-(p) dd xx 不是5的倍數

 0(q)-(p) 55 xx ，這說明了 (s)5x 是個拉丁超立方體。 

同理 5h(q)]-(p)[d(q)]mod5-(p)[d(q)-(p) dddd66  xxxxxx ， 

 




 

         5d   1 5,d 

5(q)-(p) dd

且

的倍數不是xx


， (q)-(p) 66 xx 0 。說明了 (s)6x 是個拉丁超立

方體。 

3.證明所選的625個控制點都不出現在同一個2維平面上 

最後令控制點 (s))),(),(),(),(),(()( 654321 xsxsxsxsxsxsC  ， SssC ｜  )(  

則共選出了625個6維度座標點，很明顯如果編號p≠q則控制點C(p)≠C(q)。 

從S中選2個編號p和q比較C(p)和C(q)的6維度座標，若兩控制點的任4維數

字相同代表2個點出現在相同的2維平面上。所以我們要去證明如果C(p)和C(q)

的任4維維度數字相同，則p和q一定是相同的編號，也就是C(p)和C(q)是同1

點。 

我們把5元6維的問題分成4類，對這15個方向的所有平面一一檢查： 
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第1類：若C(p)和C(q)的(x1,x2,x3,x4)座標相同，  

)()(),()(),()(),()( 44332211 qxpxqxpxqxpxqxpx   

由(四.1式)可得知 

                                    

                                     

因此C(p)和C(q)的 ),,,( 4321 xxxx 相同時，則p=q，C(p)=C(q)。  

第2類：若C(p)和C(q)的(xa,xb,xc,x5)座標相同，  4,3,2,1,, cba  

                                                 

              

則                                                    

                 

                 是整數  

 又                

      

              

 由(四.1式)得到編號p=q。 

因此點C(p)和C(q)的(xa,xb,xc,x5)相同時，則C(p)=C(q)。   

第3類：若 )( pC 和 )(qC 的(xa,xb,xc,x6)座標相同，  4,3,2,1,, cba  
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則                           

                                   

                   

                   

 又 
               

   
  

               

由(四.1式)得到編號p=q。 

因此點C(p)和C(q)的(xa,xb,xc,x6)若相同，可得C(p)=C(q)。 

第4類：若 )( pC 和 )(qC 的(xa,xb,x5,x6)座標相同，  4,3,2,1,,, dcba

 

                                                 

                          

則  
                           

                               
  

  
                        
                        

  

  
                     

                     
  k, h是整數

 

又 
       

               
  

故                        

再由(四.1式)我們得到p=q。 
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因此點C(p)和C(q)的(xa,xb,x5,x6)若相同，可得C(p)=C(q)。        

我們證明了所選的625個點中，任意2個不同控制點都不會出現在同一個2

維平面上，所以延伸樹也不會重疊。每棵延伸樹所涵蓋點數是6× 4+1=25，所

選的625個點的延伸樹總共涵蓋了25× 625=5
6個點，因延伸樹不重疊所以這5

6

個點也相異，因此證明了這個625點蓋滿整個超立方所以是5元6維密碼鎖最小

控制集也是完美控制。 

(五)、 當N為質數時，構造N元N+1維的完美控制情形 

雖然在4元5維和5元6維中都挑出完美控制的控制集，但挑選的方法是不同，4

元5維的拉丁立方和正交拉丁方陣比5元6維中的拉丁超立方還要難構造出來，原因

是5是質數而4是合數，參考了一些資料後[三]，我們把N=5的情況推廣到一般的質

數。 

令      是          的整數  ，把s換算成n-1位元的 n 進位數， 

令

],mod[)(

....

....

]),mod[int()(

]),mod[int()(

)int()(

1

4

3

3

2

2

1

nssx

nnssx

nnssx

nssx

n

n

n

n

















 

接著再建構2個拉丁超立方 

令 
nxnxxxsx

nxxxxsx

nn

nn

mod)1(...32)(

mod...)(

13211

1321








 

故                                                (五.1式) 

定義控制點 ))(),...,(),(),(()( 1n321 sxsxsxsxsC  ，當 qpSqp  ,, 則控制點

C(p)≠C(q)。 
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我們要證明若是C(p)和C(q)的任意n-1個維度相同，這兩點必為相同的控制點。 

我們分成4類把 1

1C n

n- 個方向的平面一一檢查： 

第1類：若C(p)和C(q)的前n-1維度相同， 

)()(),...()(),()(),()( 11332211 qxpxqxpxqxpxqxpx nn    

由(五.1式)得 qp  。因此點 )( pC 和 )(qC 的 ),...,,( 1321 nxxxx 若相同，推得 

)( pC 和 )(qC 必為同1點。 

第 2 類：若 )( pC 和 )(qC 的 ),....,,(
2321 niiii xxxxx

n
相同，也就是 

                                                 且            

 其中               ，且當   時，指標      

              

                             

                                

                       

                            

                    

由(五.1式)得 qp  ，故點 )( pC 和 )(qC 的 ),....,,(
2321 niiii xxxxx

n
若相同， 

必為同1點。 
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第3類：若 )( pC 和 )(qC 的 ),....,,( 12321  niiii xxxxx
n

相同， 

)()(),()(),...()(),()( 11222211
qxpxqxpxqxpxqxpx nniiiiii nn  


且  

其中  1...3,2,1  ni j ，且當 kj  時，指標 kj ii   

 ∵ ሻ݌௡ାଵሺݔ ൌ  ሻݍ௡ାଵሺݔ

 ∴ ሻ݌ଵሺݔ ൅ ሻ݌ଶሺݔ2 ൅ ሻ⋯൅݌ଷሺݔ3 ሺ݊ െ 1ሻݔ௡ିଵሺ݌ሻ 

   ൌ ሻݍଵሺݔ ൅ ሻݍଶሺݔ2 ൅ ⋯ሻݍଷሺݔ3 ሺ݊ െ 1ሻݔ௡ିଵሺݍሻ ൅  ܭ݊

 ⇒ ݅௡ିଵ ൈ ሻ݌௜೙షభሺݔ ൌ ݅௡ିଵ ൈ ሻݍ௜೙షభሺݔ ൅  ܭ݊

 ⇒ ݅௡ିଵ ൈ ሻ݌௜೙షభሺݔൣ െ ሻ൧ݍ௜೙షభሺݔ ൌ  ܭ݊

K 是整數 

 ∵ ቊ
݅௡ିଵ ൏ ݊

หݔ௜೙షభሺ݌ሻ െ ሻหݍ௜೙షభሺݔ ൏ ݊
 ⇒ K ൌ 0 

 ∴ ሻ݌௜೙షభሺݔ െ ሻݍ௜೙షభሺݔ ൌ 0 

由(五.1式)得到 qp  。 

因此點 )( pC 和 )(qC 的 ),....,,( 12321  niiii xxxxx
n

若相同，必為同點。 

第 4 類：若 )( pC 和 )(qC 的 ),,....,,( 13321  nniiii xxxxxx
n

相同， 

 )()(),()(),()(),...()(),()( 11332211
qxpxqxpxqxpxqxpxqxpx nnnniiiiii nn  


 

其中 3n 個指標  1...3,2,1  ni j ，當 kj  時，指標 kj ii  。 

由ቊ
ሻ݌௜೙షమሺݔ ൅ ሻ݌௜೙షభሺݔ ≡ ሻݍ௜೙షమሺݔ ൅ ሻmod݊ݍ௜೙షభሺݔ

݅௡ିଶ ∙ ሻ݌௜೙షమሺݔ ൅ ݅௡ିଵ ∙ ሻ݌௜೙షభሺݔ ≡ ݅௡ିଶ ∙ ሻݍ௜೙షమሺݔ ൅ ݅௡ିଵ ∙ ሻmod݊ݍ௜೙షభሺݔ
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   K、H是某個整數 

因為 n 是質數所以 )( 21   nn ii 和 )()(
11

qxpx
nn ii 

 的其中之一應是n 的倍數， 

但



























)()(

)()(

0
5)()(

0

22

11

11

21

qxpx

qxpx

K
qxpx

ii

nn

nn

nn

ii

ii

ii

nn

＜


 

最後我們由(五.1式)得到 qp   

因此點 )( pC 和 )(qC 的 ),,....,,( 13321  nniiii xxxxxx
n

若相同，必為同1點。 

因此以上所選出的控制點都不出現在相同的2維平面上，得到延伸樹不重疊，

又每個延伸樹涵蓋的點數是 21)11)(( nnn  ，所選的 1nn 個延伸樹總共涵蓋了

121   nn nnn 個點，因此我們證明了這 1nn 個點集是 n 元 1n 維密碼鎖的最小控制

集，且是完美控制的情況。 

(六)、當n是大於2且非6的正整數時，構造n元n+1維的完美控制情形 

前一節中建構拉丁超立方的方法只能用在N是質數時，我們參考了文獻[四]的

方法來建構新的超立方體。當 n 是大於2且非6正整數時，我們用2個order n的正交

拉丁方陣做基底來建構order n,維度n-1的拉丁超立方體。 

首先令      是          的整數  ，把 s 換算成 1-n 位元的 n 進位數， 
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),mod()(

....

....

)),mod(int()(

)),mod(int()(

)int()(

1

4

3

3

2

2

1

nssx

nnssx

nnssx

nssx

n

n

n

n

















 

則 ssxnsxnsxnsx n

nnn  

 )(...)()()( 1

4

3

3

2

2

1            (六.1式) 

接著再藉2個正交的拉丁陣來建構 2 個拉丁超立方體： 

先令 jiaaA jiji ,, ),(  mod n ,  jibbB jiji -),( ,,   mod n , n,1  ji 的整數，

很明顯 ),( , jiaA )( , jibB 是兩個order n的正交拉丁方陣。 

令 ))....)))(),((),...,((),((),(()( 12321 sxsxAsxAsxAsxAsx nnn 

 

   
) ) . . . . ) ) )(),((),...,((),((),(()( 123211 sxsxAsxAsxAsxBsx nnn  

 

定義控制點 ))(),...,(),(),(()( 1n321 sxsxsxsxsC  ，若 qpSqp  ,, 則

)()( qCpC  。 

我們要證明若是 )( pC 和 )(qC 的任意 1n 個維度上相同，這兩點必為相同的控

制點。 

我們分成 4 類把 1

1C n

n- 個方向的平面一一檢查： 

第1類：若 )( pC 和 )(qC 的前 1n 維度相同， 

)()(),...()(),()(),()( 11332211 qxpxqxpxqxpxqxpx nn    

由(六.1式)得 qp  。因此點 )( pC 和 )(qC 的 ),...,,( 1321 nxxxx 若相同， 

推得 )( pC 和 )(qC 必為同1點。 
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第2類：若 )( pC 和 )(qC 的
),,...,,...,,(

1211321 niiiiiii xxxxxxxx
nkkk  相同，也就是 

)()(),....()(),()(),...()(),()( 11112211 qxpxqxpxqxpxqxpxqxpx nnkkkk  

    我們要推論出
)()( qxpx kk 
。 

)()(),....()( 1111 qxpxqxpx nnkk  
 

故存在
))..)(),((),..,((),(( 1221 pxpxApxApxAy nnkkk 

 

         
) ) . . ) ) )(),((),..,((),(( 1221 qxqxAqxAqxA nnkk 

 

假設 )),(()),(( kkkk yqxAypxA   

又因 )()(),...()(),()( 112211 qxpxqxpxqxpx kk    

則  ))),((),(())),((),(( 11 kkkkkk yqxAqxAypxApxA   ， 

但遞推到 ))),((),(,...)(()( 11 kkkn ypxApA(xpxApx   

             )())),((),((),...(( 11 qxyqxAqxAqxA nkkk   矛盾 

 )),(()),(( kkkk yqxAypxA  ，也就是 )()( qxpx kk     

由(六.1式)得 qp   

故點 )( pC 和 )(qC 的 ),...,....,,( 2,11321 nkkk xxxxxxx  若相同，必為同1點。 

第3類：若 )( pC 和 )(qC 的
),,...,....,,( 11-2,11321  nnkkk xxxxxxxx
相同，也就是 

)()(,)..()(),()(),..()(),()( 1111112211 qxpxqxpxqxpxqxpxqxpx nnkkkk  
 

其證明過程和第2類相似。 

因此點 )( pC 和 )(qC 的
),,...,....,,( 11-2,11321  nnkkk xxxxxxxx
若相同，必為同點。 
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第4類：若 )( pC 和 )(qC 的
),,....,,( 13321  nniiii xxxxxx

n 相同， 令 

),...()(),()( 222111 qxpxqxpx    

),...()(),()( 111111 qxpxqxpx Cccccc     

)....()(),()( 111111 qxpxqxpx dddddd     

11),()( 111   ndcqxpx nnn 且 

)()(),()( 11 qxpxqxpx nnnn    

由定義 )(sxn 和
 Sssxn  ),(1 是2個秩是n，維度n-1的拉丁超立方體，且其超 

平面也呈正交拉丁方陣： 

))(),(( sxsxM dc  

    
))....)))))(,(),((,(...(),((..,(,( 111,121  ndddcc AAsxAAAsxAAA 
 

))(),(( sxsxT dc  

    
,))....)))))(,(),((,(...(),((..,(,( 111,121  ndddcc AAsxAAAsxAAB 
 

因 )()(),()( 11 qxpxqxpx nnnn   ，所以 ))(),(())(),(( qxqxMpxpxM dcdc   

且 ))(),(())(),(( qxqxTpxpxT dcdc  ， 

又M, T兩個拉丁方陣正交得到 )()( qxpx cc  )()(, qxpx dd   

最後我們由(六.1式)得到 qp   

因此點 )( pC 和 )(qC 的 ),,....,,( 13321  nniiii xxxxxx
n

若相同，必為同1點。 

因所有相異控制點都不在相同的2維平面上，故延伸樹不重疊，而每個延伸樹
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涵蓋的點數是 21)11)(( nnn  ，所選的 1nn 個延伸樹總共涵蓋了 121   nn nnn

個點，因此我們證明了這 1nn 個點集是 n 元 1n 維密碼鎖的最小控制集，且是完美

控制的情況。 

四、研究結果 

(一)、 瑕疵密碼鎖保證打開問題可以對應於超立方體中的控制集問題。N≠6的正

整數時，旋鈕數 1 ND 且旋鈕上有 N 個號碼的情況時可用拉丁超立方找出 1NN

中延伸樹不重疊的控制集，稱為「完美控制」，這時最小控制集點數是 1-NN 。 

(二)、 54 問題完美控制的最小控制集點數是64。 

(三)、 
4N 問題中，在 1N 或3以外都沒有完美控制； 42 問題的最小控制集數

是 4 ， 44 問題的最小控制集數介於 32~12 之間； 4N 問題給出 

上限公式： N是偶數時：  
 

 
 
 
  

 

 
 
 
    

           N是奇數時：  
   

 
 
 
  

   

 
 
 
                        (二.3式) 

下限公式： 
  

    
                                                (二.4式) 

(四)、 DN 超立方中完美控制的必要條件為  ,
1)1(

KN
DN

N K
D




是正整數；

當 1 ND 時最小控制集點數 1-NK NN  ，延伸樹涵蓋點數 D)1-( N +1=
2N 。 

(五)、 Cartesianproduct可以把N
D超立方分割成較小維度的集合以適合分析，而

拉丁超立方的方法也可把N
N+1也以分割成不重疊N

N-1的個集合。 
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五、 討論 

(一)、在2維平面中畫3維立方體時，我們自小已經學會辨認哪些線條是真的有交點

哪些是視覺上的誤差，但在2維平面上畫4維的圖形時線條交錯的誤差辨認起來就

麻煩多了，所以把維度高的超立體切割成2維平面是個很好的分析方法。要把4維

超立方切成表(一)這個想法我們想了很久，靈感是我們能把3維切成2維平面當然也

能把4維分割成2維平面，老師說就是善用Cartesianproduct的概念。有了這個想法，

高維度的超立方體就不會那麼抽象了，我們也才能夠在高維度的問題中找到分析

的起點，發現了 43 問題中的完美控制。 

(二)、拉丁方陣的概念很簡單，但是要用數字或函數去表達一個拉丁方陣就不是那

麼容易了，就好像數獨遊戲，規則很容易了解但解法卻不是很好用文字表達，所

以本篇報告我們用了很多圖形來表達我們要說明的概念，但即使用了圖形，仍然

需要使用「同餘數」來寫出我們要選的控制點，在N
N+1所使用的拉丁超立方挑選最

小控制集時，受限於係數與N的互質關係；原本我們只會建構在N是質數時的拉丁

超立方體，此時的證明方法中各項係數除了要和N互質之外，係數兩兩相減也要和

N互質。後來我們從參考文獻[四]中學習到建構正交超立方體的方法，所以才解決

了N
N+1的所有情況(除了N=6) 

(三)、在4維度的問題中，我們提到4維度沒有像3維那樣型態的公式，主要也是受

限於我們對3次方程式的認識，我們說明沒有像3維類型的公式，還沒能力進一步

的證明這類公式不存在，所以只能找到4維問題的最小控制集的上下限。在3維時

我們證明完美控制只在N=1或2時發生，但高次方的多項式函數的因式問題我們不

太會證明，在討論 式6.1 時只知道N=1及N=D-1會使得 11)-(N  D 是N
D的因數，

如果能證明除了上面以外沒有其它正整數解，等於說明了只有在N=1和D-1時，D

維超立方密碼鎖才會有完美控制的情況。 
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(四)、在N≠6時證明完美控制的過程中，最後2維度的超立方體要在各平面中形成

正交拉丁方陣，在這N不是質數時的證明過程中很重要。 

六、結論、心得與展望 

(一)、 N是非6的正整數時可構造並證明N元N+1維的密碼鎖問題會出現完美控制的情

況。 

(二)、 延伸樹不重疊必頇要每個2維平面都只能有1個控制點。我們能由數獨遊戲中發現，

建構拉丁方陣的方法可以在每個2維平面挑選1個控制點，經由鴿籠原理，我們把各控制點

在所有2維平面中出現的次數加總，除以2維平面的總數，得到所有的2維平面恰有1個控制

點，也就是達成延伸樹之間不重疊。最後由每個控制點延伸樹能涵蓋的數目，乘上控制點

數來證明所選的是個完美控制的控制集。 

(三)、 N≠6時建構2個N元N+1維拉丁超立方的方法我們已經找到了，所以能證明到其完

美控制，但是6元7維的完美控制我們連其是否存在都不確定，這也是我們將來的目標。 

(四)、 完美控制下的延伸樹彼此不重疊，也就是說我們找到了用拉丁超立方的方法把N

元N+1維超立方體分割成
1-NN 個彼此互斥的部份，而每一部份都由1個樞紐點(控制點)相

連。在看參考資料時也看到一些在超立方體上討論漢彌頓迴圈的問題，主要是在討論「在

某些節點或邊不能相通時如何在超立方體中找到一個路徑把所有點都連接」，這個讓人覺

得很有挑戰性，所以我們也希望能再朝漢彌頓迴圈再去研究。 

(五)、 我們討論的密碼鎖問題是指1個維度錯誤仍能打開的情況，那如果條件改成2個維

度錯誤仍能打開呢?如果仍以「完美控制」的角度切入時目前只發現 52 問題中有完美控制

的情況，而其它的情況還沒有進一步的了解。 

(六)、 4維一般情況的問題中我們尚無法找到一個最小控制集公式，但可以由

Cartesianproduct來理解3維和4維的關係，所以得到最小控制集數的上限公式(二.3式)，又



32 
 

從延伸樹的有效涵蓋的觀念中得到最小控制集數的上限公式(二.4式)。只是上、下限公式

之間的範圍還很大，我們應該再學習寫電腦程式去找到一些4維度的問題的控制集，來再

把4維度的問題解決得更好。相同的方法我們也可對其它維度做出上、下限的控制集點數

公式，但仍因為把範圍太大故公式並沒有列出。 

(七)、 在做這份科展時老師一直讓我們練習去發現問題的特性、實驗一些例子後去驗證

我們的猜想、再去構思想證明的現象如何用數學的方法組織和列式、找到數學的工具來證

明我們的推測。每一個小節進行中遇到困難時我們就要回來想一想這個步驟，最後我們找

到了一部份我們想知的答案也學到很多思考的方法、表達的方法、證明的寫法。我們發現

數學不只是計算，反而感受到了數學和許多現實世界中問題是如此有關連。 

七、 參考資料及其它 

[一] 李佳晉、藍唯倫、徐書強、鄭博升/ 超立方體Qn之最小控制/ 第四十八屆全

國中小學科 學展覽P1~P7。 

[二] 陳冠儒、翁翠微、伍蕙萱、陳冠霖/ 密碼鎖/ 第四十三屆全國中小學科學展

覽。 

[三]  Jerzy Wojdyło/Latin Squares, Cubes and Hypercubes/Southeast Missouri State 

University 

March 31, 2007.P7~P18 

[四] M.Trenkler /On orthogonal Latin p-dimensional cubes/Czechoslovak 

MathematicalJournal 55 (2005) 725-728. 
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附錄：非質數階的正交拉丁方陣 

(一) 、Order 4 的正交拉丁方陣 

00 12 31 23 

22 30 13 01 

11 03 20 32 

33 21 02 10 

 

(二)、Order 9 的正交拉丁方陣 

00 11 22 33 44 55 66 77 88 

18 20 31 42 53 64 75 86 07 

27 38 40 51 62 73 84 05 16 

36 47 58 60 71 82 03 14 25 

45 56 67 78 80 01 12 23 34 

54 65 76 87 08 10 21 32 43 

63 74 85 06 17 28 30 41 52 

72 83 04 15 26 37 48 50 61 

81 02 13 24 35 46 57 68 70 
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 三 、  階的正交拉丁方陣作法

1.方陣 C 的作法 

1.在表格中央畫一十字 

 

2.從最左端以 S 型依序填入

0,1,2,3,....     

 
3.將左上四格與下方四格交叉填入其右

方 

 

4.不斷交叉填入，直到左上方
  

 
 

  

 
方

格填滿 

(01) 

 

 (02) 

5.把左上的 4×4 方格 180°旋轉，分別填

入右上和左下 

 
6.將左上的 4×4 方格依樣填入右下 
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2.方陣 D 的作法 

1.以方陣中心為原點,過原點兩條互相

垂直的線為主要區隔線,由順時針方向

從左上到左下分別為 1,2,3,4 區(四區同 

樣大小) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.再把每個區各自互相以同樣方式切割

成四區 

 

 

 

 

 

 

 

 

5.再以 1,3,2,4這個順序填入基本組座標

(如下表) 

(基本組座標構造方法)

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.重複以上直到區分成各自 1×1 的小格 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.某點在表中的 a 區中的 b 區中的 c 區

中的………中的 z 區。座標為(a,b,c,...,z) 

如表中的藍字座標為(1, 3,2,4) 
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※若以 n=16 為例 

1.現在我們要先填入 0 

0 的二進位是 0000(四個區座標皆不用

改,0 表示不用改,1 表示要 12 互變,34 互 

變)故基本組的座標不用改變,直接填入 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (座標上的點皆頇填入 0) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



37 
 

2.接下來要填入 1 

1 的二進位是 0001(從左邊數來第 4 個

區座標要 12 互變,34 互變) 

完成後依此組座標填入 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(凡是座標上的點皆頇填入 1) 

 

 

 

 

 

 

 

3.接下來要填入 2 

2 的二進位是 0010(從左邊數來第 3 個

區座標要 12 互變,34 互變) 

完成後依此組座標填入 

 

 

(凡是座標上的點皆頇填入 2) 
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4.接下來要填入 3 

3的二進位是0011(從左邊數來第3區和

第 4 區座標要 12 互變,34 互變)  

完成後依此組座標填入 

 

(凡是座標上的點皆需填入 3) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5.依此方法將 0~15 的數字填入表格即

可 
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(四)、考慮偶數中 n=4k 的情況 

                 ，會存 和  使得 

        這裏                               

借用 A,B,C,D 4 個拉丁方陣來建構 M,N 二個正交拉丁方陣。其中 A、B 的秩是 ， 

C、D 的秩是  ，且   、   。 

令                   這裏                                則     

再找  個                      ,再定義 

                                                 

                                                 

                       

                                                               

                                                       

因為         所以                         

我們得到     

 

  



 40 

評語 

本作品主要是研究超立方體的完美控制集，作者充分地利用互相垂直拉丁方

陣的概念，構造 n 元 n+1 元維的完美控制集，是一個不錯的作品；相關的研究也

具有不錯的水準，而且有進步的空間，尤其在表示法方面可作更具體修正。因此，

評為獲獎作品。 

 


	封面
	作者簡介
	尤怡方
	李敏辰

	摘要
	Abstract
	目錄
	一、 研究動機與目的
	二、 研究設備及器材
	三、 研究過程與方法
	(一)、 前言
	(二)、 4個旋鈕上各有N個號碼時保證開鎖的最小次數上下限
	(三)、 4元5維的完美控制
	(四)、建造拉丁超立方體，構造5元6維的解
	(五)、 當N為質數時，構造N元N+1維的完美控制情形
	(六)、當n是大於2且非6的正整數時，構造n元n+1維的完美控制情形

	四、研究結果
	五、 討論
	六、結論、心得與展望
	七、 參考資料及其它
	附錄
	評語



