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作者簡介 

 

我是黃筠涵（圖右），就讀台南女中數理資優班二年級，平常喜歡閱讀、思考。

從國中開始對數理有很高的興趣，上高中之後特別喜歡物理，所以參加了台灣大

學舉辦的高中物理科學人才培育計畫，覺得獲益良多。這是第一次參加國際科展，

在實驗過程中儘管過程辛苦、出現許多問題，但是在合作及努力下，問題不僅解

決了，也學到解決問題的方法。未來希望能夠繼續參加科學研究，並培養科學精

神。 

我是康婷雅（圖左），目前就讀台南女中二年級。平時喜歡繪畫、觀看地理

頻道、和生物相關書籍，也喜歡和同學一起討論物理、化學問題。這次因為在高

一時偶然發現的主題，而開始著手一連串的實驗，在過程中和隊友靠著自己去設

計實驗，自己去找出問題的答案，加上老師們的指導，從每個小步驟中都學到了

許多，是一次很難得的經驗。 
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摘要 

如果將各種形狀不一的中空框架放入肥皂水中，框架上會結構出不同形式的

肥皂膜。本研究中包含了許多不同的實驗以探討各種常見錐體、柱體的肥皂膜形

狀，其邊數對肥皂膜面數的影響，及肥皂膜面積和模型邊長的比例關係。 

第一部分的實驗中，我們探討不同的溶液、不同濃度對形成肥皂膜面數、模

式的影響；第二部分的實驗討論了n 角錐所形成的肥皂膜模式，並且得到其形成

的肥皂膜面數與角錐邊數n 存在著「肥皂膜面數= 3n - 3 」的關係；第三部分的實

驗討論了n 角柱所形成肥皂膜的模式，得到肥皂膜面數與柱體邊數n 存在著「肥

皂膜面數= 3n +1」的關係，其中三角柱為例外，一共只形成九面肥皂膜；第四部

分則討論了正八面體等其他形狀的模式；第五、第六部分的實驗則分析了肥皂膜

的大小與框架比例間的關係。 
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Abstract 

When a hollow frame is submerged into soap water, different shape of membrane 

will be formed within the frame. In this work experiments were carried out to study 

the effect of frame geometry, such as a pyramid or a prism, on the form of the soap 

membrane. In particular, the relationship between the side number of the frame and 

the number of membrane in the frame as well as the proportion between the 

membrane area and frame side length were figured out. 

The experiments were divided into six parts. In the first part, effects of the 

solution and concentration on the number and form of the membrane were 

investigated; while the membrane modes formed within the pyramid of n sides were 

studied in the second part of the experiment. The experimental results show that the 

number of membrane, m, equals 3n-3. In the third part, membrane modes formed 

within the prism of n sides were examined and the results show that m equals 3n+1;with 

only one exception, namely the membrane formed within the triangular prism has 

only nine faces. The fourth part of the experiment investigated the membrane modes 

formed within the frame of a octahedron. The last two parts of the experiment 

examined the relationship between the frame size and the membrane size.Mathematical 

analysis was also carried out to provide a theoretical value for this relationship and 

compared favorably with the experimental results. 

Keywords: soap membrane, surface tension, stereoscopic frame 
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一、前言 

（一）研究動機 

高一時和學姊一起看了一支數學短片，其中簡略的介紹了許多不同實驗，而

其中之一正是將柱體、錐體等支架放入肥皂水中，讓它們形成各種不同形狀的肥

皂膜。原本以為肥皂膜將會沿著錐體、柱體原有的面形成，結果卻不然。取而代

之地，肥皂膜構成了出人意料之外、更複雜更多變的形狀。有的看似不甚穩定；

其他一些甚至出現曲面的情形。 

而將肥皂膜在更多不同模型中形成的形狀是否有規律？同一種框架的結果是

否只有一種？將支架拉離水面的速度是否又會對肥皂膜的形狀造成改變？不同的

溶液呢？這些在短片中卻未曾被提到過。 

因此我們希望能藉著這次的科展和學校的專題研究課程，藉由自己的力量找

出這些問題的答案。 

（二）研究目的 

透過實驗和物理、數學理論的推演，我們希望這一次的研究能夠達到以下幾

項研究目的。 

首先，對於同一種框架而言，我們希望可以確認哪些因素會或者不會影響形

成肥皂膜的形式，例如提高溫度是否形成的膜就會從三片增加至五片；肥皂水的

濃度是否可以使某一面膜消失或分裂；以不同的角度將框架拉起是否影響其形成

的肥皂膜的形式等等。 

第二，我們希望研究出各種柱體、錐體以及其他幾何圖形（例如：雙三角錐、

正八面體。）等的立體框架，將可以結構出什麼樣的肥皂膜，期待能夠從中找出

某些規律，或是更深入地理解肥皂膜在「空間中」存在的方式。經由實驗的結果，
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我們想要將各種不同形狀的架構進行歸納與分類，以期待找出某些規則，能夠對

尚未實驗的圖形做出提前而且正確的推測。 

再者，由於不可能將所有比例的框架都以實驗加以研究（例如：比例不相等

的長方體。），我們希望能應用所學的表面張力、空間幾何、微積分等物理及數

學知識，找出肥皂膜的邊長、面積與框架邊長、形狀或是大小之間的比例關係，

同樣期待找出可以推測其他情形的數學規則、通式。 

最後，我們希望能將研究的結果再分析，並結合各種不同領域間的知識以找

出結論實際上的應用，讓這一次的研究不只停留在理論的驗證，而能夠使生活、

甚至是學術領域上有所進步。 

二、研究方法及過程 

（一）實驗設計 

1. 材料：金屬條、強力膠、肥皂、水、水桶、相機/攝影機 

2. 準備過程： 

‧框架部份 

(1) 將金屬條裁剪成不同長度。 

(2) 以強力膠將其黏合。 

‧錐體 

三角錐 (
b
a =1、

b
a =1.6、

b
a =1.8)    

四角錐 

五角錐 

六角錐 
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‧柱體 

三角柱 

四角柱 

五角柱 

六角柱 

‧其他 

雙三角錐 

正八面體 

‧溶液部份 

(1) 將肥皂削成絲狀。 

(2) 在水桶中配置成肥皂水溶液。 

‧架設相機/攝影機 

3. 實驗流程 

(1) 將金屬框架置入肥皂水中，再緩慢拉起。 

(2) 等待肥皂膜停止收縮（達到平衡狀態），觀察並拍照、紀錄。 

(3) 變換不同的角度、拉起速率，重複實驗。 

(4) 更換模型重複上述實驗步驟。 

（二）實驗值測量 

本研究中所計算之肥皂膜與框架邊長的比值，皆由拍照後之圖片所量得，故

只列出比值而無長度。 



4 

（三）理論值推算 

討論液體的表面張力現象，因為位於表面膜內的分子屬於分子位能較大者，

又自然界有趨向低未能的趨勢，故欲系統之總分子位能下降，則表面膜內分子數

須減少，及表面膜之體積須減少。又表面膜之厚度為一定，故欲體積小則其表面

積需縮小。可知表面膜必有收縮（即縮小面積）之趨勢，故表面膜必存在收縮之

力。 

因此在本研究中所討論之理論值（例如肥皂膜的大小與框架邊長之關係）皆

建立在形成之肥皂膜的面積為最小值的情況，且因為肥皂膜的質量甚小，故暫時

忽略重力對肥皂膜大小所產生的效益。 

三、研究結果及討論 

（一）研究結果 

實驗一  各種環境變因對形成的膜的影響 

變因一  溶液種類 

在這一部分的實驗中，我們選用了市面上可以取得的肥皂和洗碗精調配成溶 

液，針對三角錐、三角柱形成的肥皂膜模式做簡單的比較、拍照並記錄。 

選擇模式較簡單的三角錐模型和三角柱模型來做討論，將其分別置入肥皂水 

溶液和洗碗精水溶液中，所得圖片如下。 
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 (1)肥皂水溶液： 

1.三角錐 

 

 

2.三角柱 
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 (2)洗碗精水溶液： 

1.三角錐 

 

    2.三角錐 
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變因二 溶液濃度 

在這一部分的實驗中，我們以肥皂作為溶質，定義濃度C = 
(L)
(g)

溶劑的體積

溶質的重量  

分別比較當C = 20 、C = 10 、C = 5時，三角錐、三角柱形成肥皂膜的模式。 

(1) 三角柱 

a. C = 20 
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b. C = 10 

c. C = 5 
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(2) 三角錐 

a. C = 20 

b. C = 10 
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c. C = 5 
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實驗二 n角錐形成肥皂膜的形式 

實驗目的：透過各種不同的框架實驗找出同類型框架形成肥皂膜的規律。 
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實驗三 n 角柱形成肥皂膜的形式 
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實驗四 其他框架形成之肥皂膜 
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實驗五 探討肥皂膜長度與框架比例──錐體 

(1) 正四面體 
a. 理論值 

 

已知正四面體OABC 的稜長為1，其高上一點P至
O 的距離為a 。 
 
設A 
=△OAP+△OBP+△OCP+△APB+△BPC+△CPA
 
求A 存在最小值時a 的值。 

1. 
∵△OAP=△OBP=△OCP， 

∴△OAP+△OBP+△OCP=3△OAP= 3×(
3

1×a×
2
1 )＝ a

2
3  

2. 
∵△APB=△BPC=△CPA，  

∴△APB+△BPC+△CPA=3△APB= 3× 2)
32

1()
3
6(1

2
1( +×× ＝

4
36

3
2

2
3 2 +− aa     

3. 
由1. 2.知 

A =
4
36

3
2

2
3

2
3 2 +−+ aaa = )

4
9623(

2
3 2 +−+ aaa  

4. 

將A 對a 微分， 
da
dA =0 時的a 值即為所求 

0

4
96232

6261
2

=
+−

−
+=

aa

a
da
dA

，1+ 0

4
9623

63
2

=
+−

−

aa

a  

4
9623 2 +− aa =-( 63 −a ),

4
15646 2 +− aa =0 

a=
12

65
4
6

12
664

12
909664 oraa

=
±

=
−±  
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但0＜a＜
3
6  ,∴a=

4
6  

b. 實驗値（Ⅰ） 

※定義「比值」為r 。（即左圖中OP 與OA的比值。） 

※由理論值部份之結果 r =
4
6  可知r ≒ 0.612 ，下表所列之誤差及由此數值代入 

運算。 

實驗次數 比值 誤差 
第一次 0.595920 -2.68664% 
第二次 0.597921 -2.3598% 
第三次 0.631611 3.141703% 
第四次 0.589226 -3.77971% 
第五次 0.592514 -3.24287% 
第六次 0.594088 -2.98583% 
第七次 0.604004 -1.36655% 
第八次 0.576147 -5.91547% 
第九次 0.608621 -0.61261% 
第十次 0.614340 -0.38235% 
平均 0.600439 -1.88902% 

 

b.實驗值(Ⅱ) 

在這裡我們另外做了兩組實驗，讓三角錐的比例(參照第４頁的定義)分別為
b
a

=1.6、
b
a =1.8，以下呈現了數據，與理論值是否符合則在討論部分再加以探討。 

(1) 
b
a = 1.6                  (2) 

b
a = 1.8 
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本頁則呈現了前述三組實驗的照片，左欄為比值為
b
a = 1.6、

b
a  = 1.8的三角錐

框架；右欄則為
b
a  = 1的三角錐框架。 
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實驗六 探討肥皂膜長度與框架比例──柱體 

(1) 三角柱 

a. 理論值( )Ⅰ  

 

1. 圖中三角形部分面積為 

6×
2
1 ×1×

3
42

2
3)

32
1()

2
1( 222 +−=+
− xxx  

2. 梯形面積為 

3× )1(
2
3

3
1)1(

2
1

+=×+× xx  

3. 總面積為  

A=
3
42

2
3 2 +− xx + )1463(

2
3)1(

2
3 2 +++−=+ xxxx  

4. 將A微分求極值， 0=
dx
dA  

⇒
4632

66
2 +−

−

xx
x

＋1＝0，3x－3＝－ 463 2 +− xx ，6 x 2 －12x＋5＝0 

x＝
6

66 ±
＝1±

6
1

                           

∵0＜x＜0⇒ x ＝ 1－
6

0  
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理論值( )Ⅱ   

  因為使用的模型邊長比例並非為底邊：高=1：1，而是大約1：
5
6
，所以在 

此討論當底邊：高的比例為1：
5
6
時，所形成的肥皂膜大小。

 
仿照理論值( )Ⅰ 的作法，可得 

1. 圖中三角形部分面積為                                     

1
5
63

2
3 2

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −x  

2. 梯形面積為                                                       

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

5
6

2
3 x  

3. 總面積為                                             

A＝ 1
5
63

2
3 2

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −x ＋ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

5
6

2
3 x ＝

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

5
61

5
63

2
3 2

xx     

4. 將A 微分求極值                                                          

0=
dx
dA

6
1

5
601

1
5
632

5
366

2
±=⇒=+

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
⇒ x

x

x
                                 

∵0＜x＜
5
6
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∴
6

1-
5
6x =  

理論值( )Ⅲ  

  由理論值( )Ⅰ 、理論值( )Ⅱ 我們觀察到，底邊邊長相同的三角柱，點P 至的距

離似乎都是固定的。（d= ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ −−×=
6

1
5
6(

5
6

2
1

12
6

，建立在d（P，平面ABC） 

＝d（Q，平面A′B′C′）的前提下，即不考慮重力對肥皂膜的影響） 

因此，我們討論當三角柱擁有任意高ａ的情況。

 

仿照理論值( )Ⅰ 的作法，可得 
1. 總面積為 

Ａ ( ) 3
2
1

3
1x6

2
11

32
1

2
x

22

×××++×××⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

= aa              

= [ ])(1)(3
2
3 2 xaxa +++−  

2. 將Ａ微分求極值 

( )
01

1x-a32

6a-x60
x 2

=+
+

⇒=
d
dA  x a

√
        

0  

1
√6
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3. 即表格中 PQ 線段長為
6

1
−a 。又我們假設所形成的肥皂膜不會因為重力等因

素的作用而扭曲，而與框架一樣是對稱的，即d （ P ，平面ABC ）= d （Q， 

平面A′B′C′）  d（P，平面ABC ）
12

6)
6

1(
2
1

=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ −−= aa ，只與底邊的長度有

關，與三角柱的高無關。 

b. 實驗值 

 

由理論可知，實際上所算出的比值
AB
PQ

應為 791752.0
6

1
5
6

≅− ，此處 

列出了我們的實驗數據，誤差值以0.791752 代入計算。

 

比較此次的實驗與三角錐的比例實驗，我們發現誤差值稍微大了一些，但仍

在合理範圍。推測可能是測量上造成的誤差，或是肥皂膜面積增加、重量變重，

使得重力相對於表面張力而言有了更顯著的影響力，進而將整個肥皂膜向下拉扯，

影響到形成的膜的長度。 
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(2) 正立方體 

a. 理論值 

 
1. 正立方體中央形成之小正方型面積=x  

2. 其餘之梯形面積=8 x 1 2 x 1 √x 2x 2 

3. 其餘之三角形面積 4 1 √ √2 1 x  

4. 總面積A x 2 x 1 √x 2x 2 √2 1 x  

5. 將A 對x 微分， =
dx
dA

0時的x值即為所求 

 0)2(
222

)1)(22(22122
2

2 =−+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+−

−−
++−×+=

xx

xxxxx
dx
dA  

0
2

1-
22x-x
22x-2xx

2

2

=
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等號兩側同時平方 
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b. 理論值 

由於目前的我們還沒有辦法處理高次的一元方程式，因此我們決定將所得的

實驗數據代入推出的方程式，如果所算出的值十分接近0，則代表我們的推論很可

能是正確的。 

 
 
 
 
 
 
 

根據實驗數據代入方程式的結果，我們發現所得的數據都非常接近0，且大致

上都分佈在某一個範圍內。因此我們推論可能是重力的影響將中央的方形膜向下

拉扯導致其邊長增加，才會導致代入所得的值及接近0，且都分佈在約0.4 到0.5 附

近。 

(3) 正五角柱 

a. 理論值（Ⅰ） 

 

1. 邊長為x 的正五n 邊形，其面積為 

°
=

°
×××=

36tan4
x5

 tan362
xx

2
15

2

  

2. 所剩之梯形 

o

oo
36sec2

36tan
)1(5)

36tan2
1()

2
1()1(

2
152 2222 +−

+
=

−
+×+×××= xxxxx   

3. 所剩之三角形部分面積 

o

o

o 36tan4
36sec)1(5

36sin2
11

2
15 xx −

=
−

×××=  
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4.面積總和A=
o

o
o

oo 36tan4
36sec)1(536sec2

36tan
)1(5

36tan4
5 22

2 xxxxx −
++−

+
+  

5.將A微分以求極值 

 0=
dx
dA   

0)36sec()
36sec22
)22)(1(36sec2(22

22

22 =−+
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−+
++−+⇒ o

o

o

xx
xxxxx  整理後得x 

2234 )36sec836sec11()36sec424(12 xxx ooo −+−−⇒  

0)36sec36tan4()1636sec1436sec4( 4423 =−++−+ oooo x  

滿足此項關係式 
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a.理論值（Ⅱ） 

 

1. 中央形成的膜的面積：
oo 36tan4

55
36tan22

1 2xxx =⋅⋅  

2. 其餘的梯形的膜的面積： ( ) 10
2
1x1

4
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3. 其餘的三角形膜的面積：
oo 36sin8
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5.微分求極值 
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8
3

2
x16

b.實驗值 

 

 

 

 

 

(4) 正六角柱 

a. 理論值（Ⅰ） 

 

1. 中央正六邊形的面積= 22

2
336

4
3 xx =×  

2. 剩餘之梯形面積 

2 6 x 1 √ √ x  3 x 1 √3x 6x 4  

3. 剩餘之三角型面積 

6 1 1 x 3 1 x   
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4. 全部的面積 

√ 3 1 √3 6 4 3 1   

5. 將A對x微分 

0=
dx
dA

時的x值即為所求 
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等號兩邊同時平方 
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⇒27x 54 6√3 x 33 12√3 x 6 8√3 x 3 0  

⇒ x 2 √3 x √3 x √3 x 0  

a. 理論值（Ⅱ） 

考量到方便的因素，在製作模型時，我們採取了底：高=為1:
2
3
的框架。 

因此此處討論當底：高=為1: 
2
3
時，形成的模與邊長的關係。 

仿造理論值（Ⅰ）的討論方式，我們可以得到全部的膜的面積A。 
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 b. 理論值 

 

（二）討論 

討論一 環境變因對形成肥皂膜的影響 

溶液種類 

肥皂水溶液： 

在肥皂水中，三角錐模型在其中形成六個三角形的肥皂膜，六個三角形模中，

和最長邊相對的頂角並在三角錐模型中交於一點。三角柱在肥皂水溶液中形成九

個肥皂膜，鉛直的梯形膜共三個，傾斜並和底面其中一邊接合的三角形膜共六個。

肥皂膜形式似二個鉛直方向相反的三角錐肥皂膜，以鉛直三面交線相互接合之結

合。 

洗碗精水溶液： 

在洗碗精溶液中，三角錐模型的膜亦以六個傾斜之三角形相交於一點構成，

形式和在肥皂水溶液中的相同。在洗碗精水溶液中，三角柱模型亦結構出九個膜

面，其中，三個鉛直梯形，六個傾斜三角形，和肥皂水溶液中形式相同。 

溶液濃度 

C=5：在C=5 肥皂水溶液中，三角錐模型形成六個傾斜的三角形肥皂膜，各

三角形的最長邊長結構在二底面之六個邊中的其中一邊。六角柱模型形成九個肥

皂膜，三個鉛直梯形，上下共六個傾斜三角形膜。形似二個三角錐鉛直反向，以
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其中一角為交點的結合。 

C=10：在C=10 肥皂水溶液中，三角錐模型和在C=5 肥皂溶液中形成相同形

式的肥皂膜，由六個三角形構成。三角柱模型也和C=5 溶液中肥皂膜相同，三個

鉛直梯形，六個等腰三角形。 

C=15：在C=15 肥皂水溶液中，三角錐模型和在C=5、C=10 肥皂溶液中形成

相同形式的肥皂膜，六個三角形肥皂膜。三角柱模型和C=5、C=10 溶液中肥皂膜

亦相同，三個鉛直梯形，六個等腰三角形。 

由溶液種類、容易濃度實驗知，不同種類的清潔劑溶液或是同種類但不同濃

度的水溶液並不會改變模型中所形成膜的形式，唯因各膜的質量不同，所受到的

重力影響不同，鉛直方向邊長稍有不同。然各種溶液、濃度所造成各面間互相拉

扯作用的表面張力在種種溶液、濃度皆不同，但在同種溶液、濃度時便皆相等，

所以當膜達成力平衡，即面積最小時，所形成的膜的模式都會相同。 

討論二 角錐形成的肥皂膜面數 

實驗數據： 

 
分析： 

(1) 表示法說明： 

自角錐之頂點向下俯視，其形成之鉛直面以直線表示；非鉛直面則以弧線標

出。 
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以三角錐為例： 

 

故以 表示所有三角錐形成的膜。 

(2) 實驗結果歸納 

 
(3) 討論「鉛直」的膜（上頁表格中的直線部份） 

仔細觀察錐體形成來的鉛直方向的膜則可以發現，最多只能有三個平面共線，

更多平面共線或是兩平面交叉於一條直線都是不可能的。 

即： 
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※然而「多於三個平面」與「兩平面交叉」的情況並沒有明顯違反表面張力

的特性之處，因此我們推測應是該兩種狀況會使得肥皂膜處在較不穩定的狀態下，

容易經由搖晃、空氣流動或是其他外力而破裂，也有可能轉便為「三個平面共線」

之較安定的狀態。 

此處討論的前提設定在肥皂膜皆以「三個平面共線」之方式相連接，由實驗

數據知三角錐、四角錐、五角錐、六角錐之「鉛直」的膜各有三片、五片、七片、

九片，可以推得當情況是n 角錐時，「鉛直」的肥皂膜一共會有2n - 3 片。 

(4) 討論「非鉛直」的膜（上頁表格中的弧線部分） 

由實驗數據，以及綜合「 (3) 討論「鉛直」的膜」鉛直面面數之結果可知，當情

況是n角錐時，「非鉛直」的面一共有n個。 

 

另外，當n 大於3 時，「非鉛直」的面有可能出現曲面。 

(5) 結論 

1. n 角錐浸入肥皂水提起後所形成膜的數量= (2n - 3) + n = 3n - 3 = 3(n -1) 

2. 肥皂膜實際在空間中較傾向於以三平面共線之方式相接，而不傾向於交叉或是

更多的平面共線，可能原因是後兩種情況較不安定。 

3. 錐體實驗中肥皂膜可能出現曲面。 

討論三 角柱形成的肥皂膜面數 

實驗數據： 
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討論四角柱、五角柱、六角柱，很明顯地這三種類型的框架都會使得肥皂膜

在大約一半高之處，形成一片與底面形狀相同的、且平行底面的肥皂膜。再以此

面出發，向上向下各延伸出n 片梯形肥皂膜與底邊連接、側向延伸出n片三角形肥

皂膜與側邊連接（n為邊數），故一共形成3n +1片肥皂膜。 

然而三角柱的情況似乎較特殊，並不在我們的預期範圍之內。照上段所述，

三角柱應該要在其中央約一半處形成一三角形的膜，上下各延伸出三片肥皂膜與

兩底底邊連接、一共形成10 片膜才符合推論。但如左圖所示，三角柱一共形成9 片

肥皂膜。 

 
另外，實驗時發現當柱體框架較大，讓兩底面平行水平面放置時，中央的肥

皂膜將會略偏向下方而不會在正中央。推測是肥皂膜的重量大於其表面張力、將

其向下拉的緣故。但在不考慮重力場的情況下，根據，我們推測中央形成的肥皂

膜應該還是會位於高的一半之處。 

討論四 其他框架形成之肥皂膜形狀之比較 

第一部分 雙三角錐 

雙三角錐框架一共形成十二個面，如我們先前已經敘述過的。十二個面中有

曲面、平面、直線與弧線，看似較模式單純的柱體、錐體要更為複雜且不具規律。 

然而經過比較，我們發現仍有規則存在其中，能夠解釋其形成這樣形式肥皂

膜的理由。 
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當我們將雙三角錐視為三個四角錐的組合體（如圖）。 

 

且由四角錐的規則可知，單一四角錐形成的肥皂膜應存在一面邊為弧邊的平

面，自其頂點延伸向下如附圖。 

 

 

 

 

以這樣的規則組合三個四角錐於雙三角錐的中心，可知有三面如上圖紅色部

分的肥皂膜必相交如下圖以「□」表示部份的膜。 

 

即當我們將雙三角錐形成的部份肥皂膜，視為由一個近似於四角錐的框架所

形成，一切都會自然許多。 
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第二部份 正八面體 

有了討論雙三角錐的經驗，我們將同樣的方法應用至正八面體上。正八面體 

可以視為由兩個正四角錐組合而成，因其有六個頂點，所以在形成肥皂膜時，必 

相當有六個四角錐同時形成肥皂膜，互相影響。 

因有六個四角錐形成互相影響、拉扯的肥皂膜，所以同理應存在六個相當於

四角錐應有的弧邊的面（如圖）。 

 
只是我們觀察到，當正八面體形成肥皂膜時，這些面似乎會因相互拉扯而變

形，而形成如附圖所示的，三角形的面。 
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討論五 三角錐的分析 

a.理論值 

如圖，設形成的膜總面積為A              

1. △PAO +△PBO+△ PCO 

3 x 3 √ x 

2. 設H為三角錐的高 

a
√

a             

a x  

設h為△PAB的高 

a2 1
3

x
2

1
2√3

2
  

a x 2x a      

△PAB +△PBC+△PCA 

4
1

3
12

2
31

2
13 222 −−−+=×××= axxah  

3.可得總面積A √ x a x 2x a  

√ x 3a 3x 6x a   

將A微分以求極值 

0

4
3

3
16332

3
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1
222

2

=

−−−+

−−
+=

axxa

ax

dx
dA  
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3
1a3x

4
3

3
1a6x3x3a 2222 −+−=−−−+⇒ 3   

12
6

3
1

038
3
1168

39
3
1189

4
3

3
1633

2

222

222222

±−=⇒

=−+−−

−+−−=−−−+

ax

aax
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4. 

3
12 −= aHQ  

∴
12

6
±= Hx  

已知x＜H 

∴
12

6
+H 不合 

x √ a √   

 

由上述推論可知： 

1. 點P 至底面三角型ABC 的距離=
12

61
12

6
12

6
×==⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−− HH  

∴底面為邊長為a 的正三角形的三角錐，其形成的六面肥皂膜的交會點P至底 

面三角型ABC 的距離=
12

6
×a  

2.由1.之結論可知三角錐的比例無關乎底下三片三角形的肥皂膜的大小，只與 

稜長有關。 
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b.實驗值 

我們將實驗五的第二組實驗( 6.1=
b
a

、 8.1=
b
a )的框架邊長轉換為比例代入，

並比較理論值與實際值的差異。雖然其中有些誤差離理論值較遠，但大多數都在

可以接受的範圍內，因此我們認為，這樣的討論方式產生的理論值依舊是合理的。 

(1) 6.1=
b
a  

 

(2) 8.1=
b
a  
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討論六  柱體形成肥皂膜的大小之分析 

由「討論三 角柱形成的肥皂膜面數」知，三角柱形成肥皂膜的形式與其他邊

數之柱體較為不同，且似乎無法以下列我們推導的方式加以分析，故此處暫不討

論。 

由實驗六的各項數值可知，我們的理論與實際上實驗所得到的數值有相當高

的符合度，即理論推導的方法是符合事實的。因此在這裡額外討論當角柱邊數= n ，

邊長、高均為1 時，其正中央形成平行底面的膜邊長的情況。 

理論推導： 

一正n角柱的邊長、高均為1，其正中央形成平行底面的膜邊長為x 

1. 邊長為x 的正n 邊形，其面積為 
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5. 將A 微分以求極值 
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整理後得x 滿足此項關係式 
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即：若一正n 角柱的邊長、高均為1，其正中央形成平行底面的膜邊長為x，則x 

滿足 
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 四、結論與應用 

本研究的最終目的在於找出不同框架與行程的肥皂膜之間，究竟存在著什麼

樣的關連、肥皂膜有什麼樣的特性。經由前述的六個實驗及相關的討論、分析，

我們得到以下六項結論： 

(1)在「實驗一 各種環境變因對形成的膜的影響」中，我們發現使用不同種類、不

同濃度的溶液，對於所形成的肥皂膜的模式並沒有顯著的影響。 

(2)在「實驗二 n角錐形成肥皂膜的形式」中，我們得到肥皂膜面數與邊數n 之間

存在著「肥皂膜面數= 3n - 3 」的關係，且共用於同一條線的肥皂膜面數不超

過三面。 

(3)在「實驗三 n角柱形成肥皂膜的形式」中，我們得到肥皂膜面數與邊數n 之間

存在著「肥皂膜面數= 3n +1」的關係，但其中三角柱除外，一共與形成了9 個

面。 

(4)在「實驗四 其他框架形成之肥皂膜」中，我們得到雙三角錐形成的面數為12，

正八面體形成的面數為18。其中這項結果亦可以由將框架分成較簡單的錐體討

論得到。 

(5)在「實驗五 探討肥皂膜長度與框架比例──錐體」中，我們得到這樣的結論：

假設一個底面（正三角形）邊長為1 的三角錐，其形成六面肥皂膜的交會點至

底面的距離「固定」為
12

6
，即與角錐的高無關。 

 (6)在「實驗六 探討肥皂膜長度與框架比例──柱體」中，我們分析了各種邊 

數的柱體，其形成之肥皂膜的長度與框架大小的關係。 
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1.三角柱形成的肥皂膜滿足這樣的關係式：d（ P ，平面ABC ） √  

2.正立方體滿足這樣的關係式： 
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3.底、高均為 1 的正五角柱滿足這樣的關係式： 
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4.底、高均為 1 的正六角柱滿足這樣的關係式： 
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5.底、高均為 1 的正 n 角柱滿足這樣的關係式： 
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在本次的研究暫告一段落後，我們認為這個主題仍有許多發展的空間。例如

重力場存在的條件下，形成的膜的邊長會如何被其影響；四角柱中央出現的方形

肥皂膜會平行與哪一組平面？是隨機？抑或與平面的面積有關？這些問題都還有

待討論、實驗。 

另外在應用的方面，目前我們認為這樣的研究主題最有機會朝材料相關領域

發展。如果存在一種能夠乾掉、硬化的溶劑，在製作複雜幾何形狀時便不必花費

太長的時間於測量角度、將平面互相嵌合。這項應用在大尺度時聽似沒有太大的
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實用性，然而在較小的尺度時，我們相信它將會有其用處。雖然在更微小的尺度

時（例如：奈米尺度），肥皂膜存在的形式可能會與我們所認知的有很大的差異，

然而我們認為，在被限制的範圍內，我們的假定仍然會正確。 

這次的研究只是一個開始。由一支影片出發，我們將已經有人觀察到的現象

以實驗加以證實並稍加歸納，期待往後仍有機會自己、或是看見有人繼續朝這一

方面做更深入、更完整的鑽研。 
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