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摘要 

    我們從日常生活中的酒瓶填塞問題，延伸出圓在相守條件下產生的衍生圖面

積極值及相守圓排法等問題，研究過程中我們發現以下的結果： 

一、 我們可以利用較少個相守圓的排法，以繁殖或增加的方式排出較多個相守圓    

的衍生圖。 

二、 當相守圓數量為2個、4個及6個時，相守圓以對角線排列，且衍生圖為正方形

時，面積會產生最大值。而當相守圓數量為3 個及5 個時，衍生圖面積最大

值會出現在相守圓排成波浪形時，但其夾角並非特殊角。 

三、當相守圓數量為2個至6個時，相守圓以直線排列，衍生圖面積會產生最小值。 

四、透過不同層數、個數的研究得知：當相守圓的數量為11個或14個以上時，存

在正三角形排法小於直線排法的情形 。而相守圓個數在10個以下時，直線排 

法面積都叫正三角形排法小。 

五、我們可以用質單元分割的方式討論更多圓數時，相守圓間的排列方式，使得 

生多元間的排列變為數字間的加法排列，可以大大降低討論情形的複雜度。 

六、我們可以用密度的概念，搭配質單元分割的方式，得到不同圓數時，以不同     

衍生多元搭配波浪形法形成之衍生圖密度最小值。 

七、我們可以算幾及柯西不等式來驗證特定類型的衍生圖面積極值，也可以列出 

面積函數來分析不同類型的衍生圖面積極值。 
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Abstract 

Extending gift-wrapping problems in our daily lives, we further explore the 

extrema of the area of any given derivative picture as well as the possible arrangements 

of fixed circles. Our findings are as follows: 

1. By means of reproduction and addition, we can get more complicated derivative 

pictures using a minimum number of fixed circles. 

2. With three and five fixed circles respectively, the maximum area is obtained when,   

formed by the two lines connecting the centers of the three adjacent fixed circles,     

the angle is not a special angel such as 30°, 45°, or 60°. 

3. Using methods of direct proof, combination comparison, and approximation, we can    

pinpoint the arrangements of fixed circles where the maximum areas of the 

derivative  pictures can be obtained. 

4. With the derived unit formed by three fixed circles, we are able to find the 

maximum areas of derivative pictures with a various number of fixed circles by 

arranging the unit in a wave shape or into a polygon. 

5. The polygon arrangement is available up to an octagon. Hence, when the number of 

the fixed circle is larger than 25, only the wave-shape arrangement can be used to 

find out the maximum area of a derivative picture. 

6. When arranging a large number of fixed circles into a wave shape, we find that the    

derivative picture approximates a rectangle whose height and width are quite 

different in terms of their length. Cutting it without changing the area, we can 

rearrange the derivative picture into a rectangle approximating a square. 
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7. Through the discussion of different numbers and layers, we have the following    

findings: when the number of the fixed circle is above 20, the equilateral triangle    

arrangement obtains an area smaller than the linear arrangement does; when the    

number is below 10, the linear arrangement forms an area smaller than that formed    

through the equilateral triangle arrangement; when the number is between 11and 19,   

however, the result is far from definite. The two arrangements may derive maximum    

areas with different numbers of fixed circles. This result is different from what we    

have thought : that the equilateral triangle arrangement may always lead to an  area 

small than the linear arrangement does. 
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壹、 研究動機 

延續先前國際科展初審的研究，我們從日常生活中的禮品包裝問題，延伸出

圓在相守條件下產生的衍生圖面積極值及相守圓排法等問題，在充分的研究後，

我們體驗到了數學的浩瀚無邊。然而我們發現這個題目似乎還可以用其他角度來

討論，於是我們以先前的研究為基礎，開始著手進行更深入更完整的探討…… 

貳、 研究目的 

一、 探討衍生圖的特性及面積極值。 

二、 衍生圖產生面積極值時，圓與圓之間排法的關係。 

三、 衍生圖在生活中的應用。 

參、 研究器材 

紙、筆、1 元硬幣數個、電腦、Excel、GSP、WxMaxima、Graphmatica。 

肆、 名詞定義 

一、 相 守：多個等圓內切於一矩形並以外切方式排列，使得這些圓不論受 

            任何方向外力，都無法移動、轉動 

二、 相守圓：滿足相守條件的圓 

三、 衍生圖：符合相守條件的矩形。 

四、 角 度：衍生圖中連心線段間、連心線段與水平線或與鉛直線間所形成 

     的角度，我們以虛線標示 
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伍、 研究過程 

一、相守的規則： 

    對於平面上一單位圓O，將其與矩形的邊或其他圓的切點找出，對於切   

點、切點夾弧性質做以下研究： 

（一）切點的限制： 

  1. 相鄰兩切點之距離大於1： 

    因為切點的形成只會有兩種情形：圓與圓的切點或是圓與矩形邊的切點， 

    所以相鄰兩切點就只會有以下三種情形： 

皆為圓與矩形邊的切點 一個是圓與圓的切點， 

一個是圓與矩形邊的切點 

皆為圓與圓的切點 

 

 

 

AB  = 2  AB ≥ 2  AB ≥ 1 

2.切點數至多六個： 

∵相鄰兩切點夾弧大於60度   ∴至多有
o

o

60
360 =6個切點 

3.切點數至少三個 

我們發現一個切點對一定圓會造成固定角度的無效弧，而此無效弧正是此切點對

圓新的對稱點，其左右各90 度的弧，也就是說施於此弧上的力都會被抵銷： 
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我們發現一個切點可造成其對稱點左

右各90度的無效弧(不含端點)，也就是

說施於此弧上的力都會被抵消，由於相

守意義是整個圓周都要在無效弧內。 

假設要符合相守的定義至少要有n 個

切點，則 ×n
o180→χ

χ o360≥ 3≥⇒ n  

 

藍弧：有效弧(含端點) 

橘弧：無效弧(不含端點)

切點A對圓O 可造成其對稱點A'左右 

各90度之無效弧(不含端點) 

（二）切點夾弧的限制－相鄰切點夾弧角度小於180 o： 

由於無效弧是切點對稱點兩邊各

90 度的弧，而考慮相鄰的兩個切

點，因為要符合相守的定義，也

就是他們所夾的弧需全為無效

弧，所以夾弧< 2 × 90° = 180° 

切點形成的弧大於或

等於半圓，圓可移動。

切點形成的弧皆小

於半圓，卡住了。 

（三）對於平面上多個圓一起轉動的情形，若多個圓可內切於一大圓，且此大圓

可轉動並使圓鬆散開來，便不相守了。所以有多個圓圓心共圓的情形需特

別檢驗是否為多個圓可一起轉動的情形。以下是4 心共圓的一種情形： 

（四） 
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二、討論二至六個相守圓的排法與衍生圖面積大小之關係 

不失其一般性，以下的討論皆令圓的半徑為1cm。我們使用GSP 動態模擬各

相守圓之排法，藉以求得衍生圖面積極值產生時之面積、角度、長和寬。我們擷

取一些圖以說明模擬之情形。 

（一）探討包含兩個相守圓之衍生圖排法： 

如右圖，固定1 號圓，2 號圓轉動0～45度，即可表示各種排法，命之為類型2-1。 

 

（二）探討包含三個相守圓之衍生圖排法： 

1.如下圖左，固定1 號圓，令2 號圓繞其旋轉，3 號圓因為要相守，所以要隨2號 

圓轉動而轉動，命之為類型3-1。 

2.如下圖右，固定1 號圓，令2 號圓繞其旋轉，3 號圓因為要相守，所以要和2 號 

圓一起轉動，命之為類型3-2。 

 

（三）探討四個以上個相守圓之衍生圖：(討論方式皆相同，今舉五個相守圓為例

說明)以較少個相守圓的排法繁殖、增加： 

1.繁殖： 

(１)將類型3-1 複製後往右、上翻轉，重疊一個圓，得類型5-1、5-2。 

(２)將類型3-2 複製後往上翻轉，並重疊一個圓，得類型5-3。 
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2.增加： 

( )Ⅰ 在類型4-1 左上方加入一個圓，再旋轉180 度，得類型5-4。 

( )Ⅱ 在類型3-2 的兩側各加入一個圓，得類型5-5。 

( )Ⅲ 於類型4-4 再加入一個圓(5號圓)，得類型5-6。 

3.五邊形排法(類型5-7)： 

五個圓的排法中，有一特例無法以較少圓的排法繁殖、增加產生，命之為五

邊形排法。 

 

三、由上述的討論我們得到了以下的研究結果 

（一）我們可用較少相守圓的排法，以繁殖或增加的方式找出較多相守圓的排法，

並求其面積極值。 

（二）五、六個相守圓的排法中，都有特例無法以繁殖、增加產生，我們稱之為

五、六邊形排法。 

（三）利用GSP 觀察衍生圖面積極值，類型3-1 會出現非特殊角情形，同樣情形

也發生在類型4-3、5-1、5-3、5-4、5-5、5-7、6-1、6-2、6-3、6-4、6-5、6-6、

6-9。 

（四）二至六個相守圓所形成之衍生圖面積極值整理見下： 
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（五）當相守圓個數為2、4及6個時，以對角線方式排列，且衍生圖為正方形時面

積會產生最大值。 

（六）當相守圓個數為3及5個時，衍生圖面積最大值會出現在夾角為非特殊角的

時候。 

（七）當相守圓個數為2至6個時，以直線方式排列時，衍生圖面積會產生最小值。 

而從二至六個相守圓衍生圖面積極值的表格中可觀察到二至六個相守圓衍生

圖面積產生最大值時，3 和5 個相守圓都是排成類似波浪的圖形，而最小值是出

現在直線排法，而其實直線排法也可視為波浪形排法的極端情形，所以我們將波

浪形排法單獨提出來分為衍生圖面積最大值及最小值做以下研究。 
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四、波浪形排法產生衍生圖面積最小值的情形 

（一）首先，以下研究我們分成圓數為奇數個和偶數個來討論 

（二）波浪形排法中，相鄰的兩個圓只會有兩種排列方式，分別為並排以及交錯。 

 

（三）假設小矩形的高為x，衍生圖的高就是x+2，並設這些兩兩相鄰的圓的排列 

情形中，交錯有a個，並排有b個，圓數n=a+b+1。並排可使寬增加2 公分， 

交錯則可使寬增加 24 χ− 公分，所以衍生圖面積=(x + 2)(a� 24 χ−  + 2b  

+ 2) 

（四）由於最左及最右邊都要是交錯的，且兩個並排不能相鄰，所以b a≦ -2。 
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（五）我們發現當b=0 時，衍生圖面積最小，也就是全部的排列方式全為交錯 

證明如下：A(x,a,b)表示衍生圖面積值 

1. 圓的個數是奇數個時: 
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2. 圓的個數是偶數個時: 

 

以圖形表示，便如下圖所示，若全部圓都以交錯的方式排列，則衍生圖面積最小。 
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（六）衍生圖面積最小值 

 

 

也就是說，最小值會發生在排成直線排法或正三角形排法時，當x = 3,b = 0 

時，便是所謂的正三角形排法，而x = 2 時就是排成一直線，我們稱之為直線排法。
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為找出兩種排列方式在不同圓數時的比較，做了以下研究。 

五、正三角形排法和直線排法比較 

 

正三角形排法排成兩層及三層的情形，我們以圓的數量為變數，列出不等式

使直線排法面積＜正三角形排法面積，便可得到使得正三角形排法面積＜直線排

法面積時，圓數的下界。 

（一） 排成兩層時：  

 

由以上兩種情形可發現，圓的數量在14個以上排成兩層時，三角形排法面積

＜直線排法面積。 
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（二）排成三層時： 

因為需符合相守條件，所以我們分成3k、3k-1及3k來討論，但3k-1的情形有兩

種，有直線排法和正三角形排法組合使用的情形，所以總共有四種情形須討論，

以下我們一一討論： 
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觀察以上四種情況，可發現圓的數量為11、14、15、16、17、18，排成三層

時，三角形排法面積＜直線排法面積。我們將二或三層不同圓數不同情形有較小

衍生圖面積的排法整理如下表： 

 

由以上的討論我們發現，圓的數量再11 或14 個以上時，排成兩層或三層可

使三角形排法面積＜直線排法面積。所以四層以上排法的討論時，我們就只考慮

相守圓的個數為7、8、9、10、12、13 個的情形。 

四層以上的情形我們以高度及最多圓數來討論，較不容易出現重複或面積過大的

情況(如：高為2+3 3 的衍生圖，若將右方的四個圓刪去也是一種情況，兩種情況

的相守圓與矩形間的空白面積是相等的，但刪掉四個圓後其球數較少，其面積與

排成一直線面積的差一定會比球數較多的差還大，所以只討論圓數較多的情形) 

且由三層的討論過程中發現有直線排法及正三角形排法混合使用的情形，所以在

四至七層的討論過程中，也要同時考慮直線排法及正三角形排法混合使用的情況。 

（三）排成四層時： 
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（四）排成五層時： 

 

（五）排成六層時： 

 

（六）排成七層時： 
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（七）排成八層時： 

 

（八）排成九層時： 

 

由四層以上的討論，我們得知在相守圓個數為7、8、9、10、12、13 個時，直線

排法都會比較小，所以由以上二層至九層的討論可以推論得以下表格： 

 

由上表得知在相守圓個數小於等於10 個時，直線排法面積都會小於正三角形

排法面積。而相守圓個數在11~20 間，則是正三角形排法及直線排法的過渡區，

正三角形排法會有層數的限制，只有在11、14、17、18 個時，正三角形排法會小
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於直線排法面積，而在20 個以上的情形皆可用正三角形排法排出較直線排法小的

情形。 

以上我們已對衍生圖面積最小值做了充分討論，那接下來延續先前「波浪形

排法產生衍生圖面積最小值的情形」，我們對波浪型排法的衍生圖面積最大值做

以下研究。 

六、波浪形產收衍生圖面積最大值的情形 

（一）我們同樣分成圓數為奇數個和偶數個來討論 

（二）波浪型排法中，相鄰的兩個圓只會有兩種排列方式，分別為並排以及交錯。 

 

（三）假設小矩形的高為x，衍生圖的高就是x+2，並設這些兩兩相鄰的圓的排列

情形中，交錯有a 個，並排有b 個，圓數n=a+b+1。並排可使寬增加2 公分，

交錯則可使寬增加 24 χ− 公分，所以衍生圖面積=(x + 2)（a □ 24 χ− + 

2b + 2） 

（四） 由於最左邊及最右邊都要是交錯的，且兩個並排不能相鄰，所以b≦a-1。 

 

（五）我們發現當b=a-1,a-2 時，衍生圖面積最大證明如下：A(x,a,b)表示衍生 

圖面積值 
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1. 圓的個數是偶數個時: 

 

2. 圓的個數是奇數個時: 
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以圖形表示，便如下圖所示，若全部圓都以交錯的方式排列，則衍生圖面積

最小。 

 

（六）衍生圖面積最大值 

1. 圓的個數是偶數個時: 
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以上我們已對波浪型排法的最大值做充分研究，接下來我們要研究更多相守

圓時，衍生圖面積最大值的情形。 

七、衍生單元 

我們觀察先前研究結果後發現，除了基本的兩個圓和三個圓的情形外，四、

五及六個相守圓的情形，都是由類型3-2 的衍生圖所構成。像四個相守圓的情形

中，是由類型3-2 的衍生圖再增加一個相守圓構成的，五個相守圓的情形中，則是

增加兩個，而六個相守圓的情形中，則是讓兩個類型3-2 呈對角線排列，所以我們

定義類型3-2 為「衍生單元」，如此一來我們便可以利用衍生單元作為繁殖的基本
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單位，並結合二至六個相守圓的各種類型圖形，以外加一個或是兩個相守圓的方

式來推論衍生圖面積的最大值。 

 
在使用這種方法推論七個以上的圓數時，我們發現當衍生單元排成正三角形

時，會因切點所夾的角度為180度，產生不符合相守的條件（如下圖）。所以我們

必須先將包含衍生單元排成正三角形排法的情形刪去，再將衍生單元代入其他類

型圖形檢查。 

 

我們將衍生單元結合二至六個相守圓衍生圖各種類型圖形，並將不會相守的

情形排除後，整理出七至十二個相守圓所形成衍生圖的產生方式，並實際利用GSP 

計算其面積最大值，整理如下頁： 
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    從上表中可以發現相守圓個數為7、8、9時，皆是以三個衍生單元排成類型3-1 

會產生衍生圖面積最大值；相守圓個數為10、11、12時，則是以四個衍生單元排

成類型4-1或類型4-4會產生衍生圖面積最大值。我們可以用衍生單元外加相守圓的

方式得到衍生圖，也可以將衍生單元以重疊部份相守圓的方式得到衍生圖，不過

我們發現不論使用哪一種方式得到衍生圖，面積產生最大值時，僅會出現在兩種

圖形中，一種為波浪形排法（如7、8、9、11個相守圓的圖形），另一種為多邊形

排法（如12個相守圓的圖形）。而且我們還發現不同排法可能得到相同的衍生圖

面積最大值。 
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    接著我們就將衍生單元繼續代入五個及六個相守圓的所有類型中，並搭配重

疊、增加相守圓的方式，整理出波浪形排法及多邊形排法所產生之衍生圖面積，

如下表： 
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    從上表可發現：衍生圖面積最大值有時出現在波浪形排法上，有時出現在多

邊形排法上，而且還會出現兩種排法所產生的衍生圖面積最大值相同的情形，如

果相守圓的數量更多時，是否仍會不定時出現在兩種排法上呢？甚至有相等的情

形，於是我們繼續將相守圓的數量增加，討論至24個相守圓，整理如下頁： 
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     19個到24個相守圓利用衍生單元以波浪形排法及多邊形排法計算其衍生圖

面積最大值，由上表發現當衍生圖產生面積最大值時，均為波浪形排法，不過在

22個及24個相守圓的情形中兩種排法的面積最大值是相同的，此種情形與12個相

守圓的種況相同。 
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     研究至此，我們發現有兩個問題非常值得探討： 

(一) 多邊形法是否可以一直擴充下去呢？還是有一定的限制呢？ 

首先，多邊形法是否可以一直擴充

下去呢？以圖右為例，圖中有8個

相守圓，此時若再加入一個圓，則

會造成相鄰切點所夾的弧會成為

半圓，造成此9個圓無法相守。因

此，多邊形法最多只能使用到8邊

形，若搭配上衍生單元，則最多可

產生24個相守圓的多邊形排法，也

就是說當相守圓個數為25個以上

時，就只剩下波浪形排法了！ 

八邊形排法 九邊形排法 

（二） 兩種排法所產生衍生圖面積最大值相等，是否可以利用面積切割的方式來   

       證此兩種排法所得到的圖形是相同的？要如何做呢？ 

       我們要先將所有衍生單元視為一相守圓，得到一個只有兩層相守圓的衍生  

       圖。然後我們發現這個兩層相守圓的衍生圖若要可以分割，會有以下兩種 

       類型： 

1.相守圓個數為2n，且n為偶數，此種情形切割前後的面積會相同。 

我們舉24個相守圓的情形為例 
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2.相守圓個數為2n，且n為合數，此種情形切割前後會有所差異。 

 

（三）結合前述兩點，當相守圓個數超過24 個時，多邊形法已經不存在，而波浪

形法從外觀上來看，會是一種長條狀的矩形，不過我們可以利用等積變換

的方法將波浪形的衍生圖轉換成同樣面積大小的矩形，而且此矩形的長寬

差距不會太大。 

可是我們發現這種可作為單位來產生衍生圖面積最大值情形的衍生單元，

不只有固定一種，且須符合一定的規則，於是我們以衍生多元的觀點對衍

生圖面積最大值做以下討論。 

七、衍生多元 

（一）衍生多元的定義 

1.其衍生圖定為五邊形，圓還是要相守。 

2.最外層圓心形成兩架構曲線，使得此兩曲線以下性質： 

(1) 為絕對值函數圖形 

(2) 一個函數 f ′(x) 遞增，f ′(x)恆正，且f ′(x) ＞1 

令一函數 f ′(x) 遞減，f ′(x) 恆正，且f ′(x) ＜1 

(3) 可無限延伸 

(4) 全部圓心落在兩曲線間的區域 
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（二）衍生多元有無限多種 

因為衍生多元內，每個圓皆須符合相守的條件，所以我們可由基本架

構圓的無限制延伸，間接說明了為什麼衍生多元有無限多種： 

對於一個衍生多元，設最外層圓心分別為A1、A2、A3、A4…An，因為相

守的條件(二)－相鄰切點所形成之弧要小於180 o，設第二個圓A2可相守的角

度範圍有x度，所以 P A∠ 1A2＜x o。但是為了使A3相守，所以 P A∠ 1A2＞0 o，

而對於基本架構圓中之一圓Ai，我們知道 P∠ iAiAi+1＜Pi-1Ai-1A，也就是說我們

都能找到一圓使得0 o＜ P∠ iAiAi+1＜Pi-1Ai-1Ai，也就符合相守的規則，所以衍

生多元是無限多的。 
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（三）目前已知衍生多元 

 

（四）衍生多元的性質 

衍生多元有一重要的性質便是我們可以用衍生多元搭配波浪型排法得到衍生

圖面積極大的情形，可是不同衍生多元各有不同的限制。例如：動點的移動弧度

數。 

（五）質單元分割 

我們都知道對於一個正整數來說，我們可以將其分解為多個質因數的乘積。

那我們發現在相守圓的填塞問題中，也有類似的情形，我們可以將一個大衍生圖

分割成多個衍生多元來討論，例如： 
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我們稱此種方法為質單元分割，可以將一大衍生圖分解成多個衍生單元，以

數字間的加法和排列組合的方式來討論較多圓數時的情形。反過來說，我們若要

求一大數量的圓形成的衍生圖，我們便可用質單元分割的方式，讓衍生圖之間的

排列變為數字間的排列總和，便可迅速找到需討論的情形，且大大降低了複雜度。 

以上我們以對衍生多元的性質作了多面向的完整討論，接下來我們將實際運

用質單元分割的方式來求更多圓數時的衍生圖面積最大值。 

八、衍生圖面積最大值的情形 

衍生圖面積最大值的情形，因為面積值非常大，所以我們以密度的方式來觀

察，因為固定的圓數下，衍生圖面積與密度為反比關係，所以密度是衍生圖面積

的另一種表達方式。且密度的範圍不會超出0 及1，以下我們先闡明密度的定義，

再作衍生圖面積最大值的討論： 

（一）密度的定義= 
衍生圓面積

圓內總面積 =
Area

πn × (圓數)  

（二）尋找特定圓數時，波浪型排法的衍生圖面積最大值 

      在前面的研究過程中，我們帶入了密度、波浪型排法以及衍生多元的觀念，  

我們發現依照這些觀念的想法，可以找出更多圓數時，波浪型排法的衍生圖面積

最大值，以下我們將一一說明我們的方法及步驟：(假設我們要找的是k個圓的波浪

型排法形成之衍生圖面積最大值) 

1.找出小於k個相守圓所形成之所有衍生多元。 

2.使用質單元分割的想法，我們可以迅速找出這些衍生多元的所有可能排列組

合。 

3.將這些類型一一計算其最大值，便可獲得更多圓數時，波浪型排法的衍生圖面

積最大值。 
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（三）因為我們目前有4個衍生多元可做加法排列，所以在圓數n之內的情形，可

確定波浪型排法的衍生圖面積最大值。也就是說，若我們已確定1~n個圓可

形成的所有衍生多元，則我們可確定n個相守圓以內的情形已討論完整。 

因為我們已知衍生多元是無限多種的，所以我們不可能全部找完，我們只

能以有限的衍生多元來完成有限圓數之內的情形，以下會說明我們所使用

的方法。 

（四）由之前的研究及對波浪型排法的比較及研究，我們可確定由一三個的衍生 

多元來衍生的情形，加上之後發現的五及七個的衍生多元的情形，我們得 

到一些數據，整理如下表： 
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其中空格的部分是因為有些衍生多元做特定形式之排列時會不相守，所以有

些圓數無法排出可相守的情形。 

（五）我們將這些數據整理到Excel中，作出相守圓個數對密度最小值的折線圖，再 

對不同衍生多元所形成之折線圖作討論，以下是目前已知1,3,5,7的衍生多元 

形成之折線圖： 

 

由上圖我們可以直接不同圓數時最低的點即可找出衍生圖面積最大值的情形

以及衍生多元間的排列方式，但是這些折線圖似乎有特定的規律與通同處，所以

我們對不同衍生多元分別做以下討論： 

1.波浪型排法(一個的衍生多元) 

    由先前對波浪型排法所作的討論，將波浪型排法分為奇數個及偶數個，由於

偶數個的情形，密度最小值= ( ) ( )
ππ

2

1

2

1 22
.

22. +
=

+
a

a
≒ %901.53  

，所以偶數個的點可形成一直線。而奇數個的密度雖然沒有規律，但可以確定的

是，當圓個數增加時，點會趨近於偶數點形成的直線，如下圖： 
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2.衍生單元波浪形排法(3個的衍生多元) 

  觀察圖1我們發現衍生單元波浪形排法所形成的折線，是以六個六個為單位，   

且在這六個當中是三個三個為單位，由下圖可看出其規律性：  

 

於是我們將依其圓數分為6k、6k+1、6k+2、6k+3、6k+4、6k+5 六種，發現同

一種的點會近似於對數函數的關係，而6k 則是形成一直線。且當圓數增加時，每

種情形的密度值都會趨向6k 的密度值，與波浪型排法的情形非常類似。下圖是依

分類做迴歸對數函數得到的圖表。 
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由以上觀察可知，不同圓數所形成的衍生多元，會形成固定週期的折線圖，

若衍生多元有n個圓，則週期即為2n，當圓數為2n的倍數時，就會形成密度最小值，

而當圓數漸增時，因為衍生圖面積增加，所以波動會縮小，也就是說最終密度值

會趨近於2n的密度值。 

陸、 研究結果 

由上述的研究我們得到了以下的研究結果 

一、 利用較少個相守圓的排法，可以用繁殖或增加的方式排出較多個相守圓的衍   

    生圖，並求其面積極值。我們將二至六個相守圓的衍生圖面積極值整理如下： 
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二、 當相守圓數量為2個、4個及6個時，相守圓以對角線排列，且衍生圖為正方 

形時，面積會產生最大值。而當相守圓數量為3個及5個時，衍生圖面積最大 

值會出現在相守圓排成波浪形時，但其夾角並非特殊角。 

三、當相守圓數量為2 個至6 個時，相守圓以直線排列，衍生圖面積會產生最小  

    值。 

四、透過不同層數、個數的研究得知：當相守圓的數量為11 個或14 個以上時，     

    存在正三角形排法小於直線排法的情形 。而相守圓個數在10 個以下時，直   

    線排法面積都叫正三角形排法小，我們將不同層數、個數的情形有較小衍生 

    圖面積的排法整理如下： 
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五、我們可以用質單元分割的方式討論更多球數時，相守圓間的排列方式，使得      

    圖形間的排列變為數字間的加法排列，可以大大降低討論情形的複雜度。 

六、我們可以用密度的概念，搭配質單元分割的方式，得到不同圓數時，以不同 衍   

    生多元搭配波浪形法形成之衍生圖密度最小值，整理得下表： 

 

柒、 討論 

我們的研究過程中，是以實驗幾何的方式，使用GSP 動態模擬相守圓及衍生

圖之情形，將衍生圖面積近似值求出來，並比較其最大值，我們想進一步面積函

數的方法驗證我們的研究結果。我們先將必要的証明方法以及流程找出來，並先

以手算的方式完成，再以數學軟體WxMatica 再次檢驗我們的過程，逐一證明。於

是我們做了以下討論： 
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一、 證明 

(一)兩個相守圓所形成的衍生圖面積最大值之驗證 

 

(二)三個相守圓(類型3-1)所形成的衍生圖面積最大值之驗證 
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(三)三個相守圓(類型3-2)所形成的衍生圖面積最大值之驗證 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

由以上討論得知我們可以用絕對不等式或函數分析的方式驗證我們的研究結果，

可是因為絕對不等式只是用於特定情形，所以我們對面積函數作以下討論 

(三)面積函數驗證法步驟 

  1.波浪型排法皆可用比較的方法找出面積較大者(見過程四) 

  2.至於其他情形的衍生圖面積最大值驗證，我們用以下步驟： 

    (1) 假設最少量的變數，列出面積函數A(x1, x2 …xn) 

    (2) 找出變數的上下界。 

    (3) 求此函數的二階導數，在變數的大小範圍內，若為正，則取端點代入原          

       函數即可求得衍生圖面積最大值。若為負，則令此函數之一階導數為零， 

       直接求解，或者用勘根的方式逼近根的近似值，代回原函數，即可求得衍 

       生圖面積最大值。 

  3.在這些不同的情形中，我們發現為了列出正確的函數，需要用到一個重要的 

    關係式，那便是衍生單元(類型3-2)所形成之衍生圖的長寬關係，以下是我們 

    求這個關係式的方式：
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4.以下我們舉7 個相守圓的一個情形為例，說明面積函數驗證法 

  (1)假設最少量的變數，列出面積函數A( 1χ , nχχ ...2 ):設FK =χ   IF =y 

 

 

(2)找出變數的上下界： 

0 < x < 3      0 < y < 2  

(3) 求此函數的二階導數，在變數的大小範圍內，若為正，則取端點代入原函數       

    即可求得衍生圖面積最大值。若為負，則令此函數之一階導數為零，直接求   

    解，或者用勘根的方式逼近根的近似值，代回原函數，即可求得衍生圖面積 

    最大值： 
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我們將此兩函數，運用數學繪圖軟體GraphMatica 做出 

發現他們相交於(1.9206,1.3008)及(0.05698,1.41308) 

f (1.9206,1.3008) = 46.58994173936912 

f (0.05698,1.41308) = 24.0425634826188 

將其代入原函數得衍生圖面積最大值=24.0425634826188 
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捌、 研究結論 

一、利用較少個相守圓的排法，可以用繁殖或增加的方式排出較多個相守圓的衍

生圖，並求其面積極值。我們將二至六個相守圓的衍生圖面積極值整理如下： 

 

二、當相守圓數量為2 個、4 個及6 個時，相守圓以對角線排列，且衍生圖為正 

    方形時，面積會產生最大值。而當相守圓數量為3 個及5 個時，衍生圖面積       

    最大值會出現在相守圓排成波浪形時，但其夾角並非特殊角。 

三、當相守圓數量為2 個至6 個時，相守圓以直線排列，衍生圖面積會產生最小  

    值。 

四、透過不同層數、個數的研究得知：當相守圓的數量為11 個或14 個以上時， 

    存在正三角形排法小於直線排法的情形 。而相守圓個數在10 個以下時，直  

    線排法面積都叫正三角形排法小，我們將不同層數、個數的情形有較小衍生 

    圖面積的排法整理如下： 
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五、我們可以用質單元分割的方式討論更多圓數時，相守圓間的排列方式，使得 

    衍生多元間的排列變為數字間的加法排列，可以大大降低討論情形的複雜度。 

六、我們可以用密度的概念，搭配質單元分割的方式，得到不同圓數時，以不同 

    衍生多元搭配波浪形法形成之衍生圖密度最小值，整理得下表： 

 

七、我們可以算幾及柯西不等式來驗證特定類型的衍生圖面積極值，也可以列出 

    面積函數來分析不同類型的衍生圖面積極值。 

玖、 衍生圖極值問題之應用 

一、 我們想在矩形的窗戶上做圓形裝飾，希望圓形裝飾不易滑動，又希望通風量    

     最大；可以使用前述各類型排法中，衍生圖面積最大值的情形來設計；因為 

     相守圓個數相同時，衍生圖面積越大，孔隙越大，通風量就越大。 
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二、濾芯的滲水量大小，與濾芯中介質的排列方式有關。若濾芯剖面圖如衍生圖 

    一般，我們希望出水量最大，可使用前述各類型排法中，衍生圖面積最大值   

    的情形來設計。 

三、 包裝禮物時，我們想讓圓形物品排列緊密，又要讓外型看起來較大時，可使 

    用前述各類型排法中，衍生圖面積最大值的情形來設計。 

四、 做水土保持工程時，土壤的滲水量的大小，是我們所關心的問題；若要使得  

    土壤中的砂石排列的孔隙較小，我們可使用前述各類型排法中，衍生圖面積  

    最小值的情形來設計。 

    因為相守圓個數相同時，衍生圖面積越小，孔隙越小，越能達到保水的效能。 

五、 運送圓形物體時，想讓物品固定不移動，又不想佔太大空間時，可使用前述      

    各類型排法中，衍生圖面積最小值的情形來設計。 

六、在光纖之間的排列，若要使光纖間能最密集卻又不會移動，可使用前述各類  

    型排法中，衍生圖面積最小值的情形來設計。 
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拾、未來展望 

一、 當相守圓的數量漸漸增加時，能找出衍生圖中相守圓排列方式分類的依據。 

二、 相守圓的半徑不完全相同時，衍生圖面積極值的變化情形。 

三、 衍生圖為其他多邊形時，衍生圖面積極值的變化情形。 

四、 在三維空間中，衍生體的特性與體積極值。 

五、 證明波浪形排法可包含所有情形或找出更好的分類方式並證明其包含所有類 

      型。 

六、 找出製作衍生多元的方法並證明等積變換後，衍生圖內不同空隙的關係(如下 

     圖)。 

七、 當圓的半徑不同或衍生圖並非矩形時，衍生圖面積極值及排法關係。 

八、 在三維空間中，衍生體的特性與體積極值。 
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AAbbssttrraacctt  

 

In this project, we study the “tight configurations” for n disks of the same size in 

their circum-rectangles and find the biggest and smallest such rectangles when n ≤ 6.  

We also find the smallest rectangle for arbitrary n of certain configurations and 

discover several methods for generating interesting tight configurations of aannyy 

number of disks based on simple ones. 
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IInnttrroodduuccttiioonn  

In figure 1, several disks of the same size form a tight configuration in their “circum-rectangle”.  

By “tight”, we mean the disks are not able to move. 

Our motivation is “How to make the biggest or smallest circum-rectangle for a given number of 

disks?”  We partially answer this question and find several ways to construct tight configurations 

of any given number of disks. 

 
Figure 1. Tight configuration 

DDeeffiinniittiioonnss  

1. Tight configuration:  A configuration is said to be tight if the disks are not able to move when 

given any direction of force. 

2. Circum-rectangle:  The rectangle which the disks remain tight in. 

3. Free configuration:  A configuration is said to be free if the disks move when given forces. 

EEqquuiippmmeennttss  

Geometer’s Sketchpad, WxMaxima, Graphmatica, Excel, paper, pens, coins. 

GGooaallss  

1. Find the circum-rectangles with extreme areas of a few disks. 

2. Compare the areas of circum-rectangles in linear and equilateral triangle configuration. 

3. Construct tight configurations with a large number of disks. 
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PPrroocceedduurree  

SSeeccttiioonn  11--  Find the circum-rectangles with extreme areas of a few disks.  

Limits of tight configuration: 

The arcs formed by adjacent tangent points have to be smaller than180 .  Also, the disks can not 

rotate together to keep the disks tight. 

 

 

 

 

 

Two disks 

First, we find out all the possible tight configurations of 2 disks and get the approximation 

extreme areas of their circum-rectangles by using dynamic geometry mathematical software 

Geometer’s Sketchpad.  Then we get the extreme value of their area functions by Calculus. 

     

More disks 

These are similar to two disks. 

We compare them and find the circum-rectangles with the extreme area as shown: 

Table 1. The circum-rectangle with extreme areas of 2~6 disks which have radius 1. 

Number of disks 2 3 4 5 6 

The maximal areas of  

circum-rectangle 

 
16.65 

 
35.51 

 

Corresponding 

circum-rectangle 

     

The minimal areas of  

circum-rectangle 
8 12 16

 
20 24 

Corresponding 

circum-rectangle 

      

1 

2 

1 
2 

× 

1 2 × 

≈11.66 ≈ 28.58 ≈ 52.97 

 
2

2 2   
2

2 2 2 6   
2

3 2 6
2

2 2

 
   

 

 

Figure2.  DiskO is tight. Figure 3. DiskO is free. 

O 
O 

Figure 4. Free configuration. 

The maximal area =  
2

2 2 ≈ 16.65 
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SSeeccttiioonn  22- Compare the areas of circum-rectangles in linear and equilateral triangular 

configuration.  

Linear and equilateral triangular configuration 

Our result in Section 1 contradicts the popular belief that an equilateral triangular configuration 

can always results in a smaller area than a linear configuration does.  A configuration is said to 

be equilateral triangular if the configuration can be divided into parallel layers and two adjacent 

layers are connected in the ways of (A)       or (B)       (with at least an (A)).  

Linear configuration Equilateral triangular configuration 

  

Table 2.The linear configuration and the equilateral triangular configuration. 

 

Two and three layers in the equilateral triangular configuration 

Case 1 (2k disks) 

Suppose there are n disks in each layer (2n disks) 

Let the equilateral triangular configuration be smaller:  (2+ 3 )(2n+1) > 2×2n 

When there are 2n (n ≥ 7) disks, the equilateral triangular configuration results in a smaller area 

than the linear configuration does. 

 

 

 

 

 

Other Cases (two and three layers) 

These are similar to Case 1. 

Therefore, the equilateral triangular configuration results in a smaller area than the linear 

configuration does when there are more than 14 disks. 

1 

2n+1 

 

1 

3  2 

2n 

Figure 5. The equilateral triangular configuration. Figure 6. The linear configuration. 

           51



Four layers and more in the equilateral triangular configuration 

 To avoid duplications, we compare the two configurations by their height and the largest number 

of disks.  Here is an example of four layers: there are two possible configurations as shown. 

 

Height = 6 3  

Area = 43.18)336(2   

Area of liner configuration = 40 

 Height = 4 2 3  

Area = 44.78)326(4   

Area of liner configuration = 40 

 

Results 

1. The linear configuration results in a smaller area than the equilateral triangular 

configuration does when there are 2~10, 12, or 13 disks. 

2. The equilateral triangular configuration results in a smaller area than that of the linear 

configuration when there are 11, 14 disks or more. 

  

SSeeccttiioonn  33 - Construct tight configurations with a large number of disks.  

Basic configurations: 

A configuration is said to be basic that if it satisfies the following features: 

1. The two curves formed by the most outside disks are absolute value function.  One is 

increasing function, )(xf  ＞1.  The other one is decreasing function, 1＞ )(xf  ＞0. 

 

 

 

 

Basic configurations can be placed in a simpler configuration and construct a tight configuration 

with more disks.  However, only wave and ring configurations are possible: Wave configurations 

can be unlimited extending.  Ring configurations have at most eight basic configurations. 

         

 

Figure 7. A basic configuration. Figure 3. Placing basic configurations. 

Figure 5. Wave configurations Figure 6. Ring configurations 
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Here are the results of placing the basic configurations formed by three disks in wave and ring 

configurations: 

Number of disks 7 8 9 

Constructed from a 

ring configuration 

   

Constructed from a 

wave configuration 
   

Number of disks 10 11 12 

Constructed from a 

ring configuration 

   

Constructed from a 

wave configuration 

  
 

Number of disks 13 14 15 

Constructed from a 

ring configuration 

 

  

Constructed from a 

wave configuration 
   

Number of disks 16 17 18 

Constructed from a 

ring configuration 

   

Constructed from a 

wave configuration 
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Number of disks 19 20 21 

Constructed from a 

ring configuration 

 

  

Constructed from a 

wave configuration    

Number of disks 22 23 24 

Constructed from a 

ring configuration 

 

  

Constructed from a 

wave configuration    

Basic configuration decomposition method: 

Series of basic numbers 

When denoting a basic configuration by the number of the disks it contains, called a “basic 

number”, a configuration constructed from a wave configuration can be represented by a series 

of basic numbers and the number of the overlapping-disks (negative).  Here is an example: 

 

 

 

Different tight configurations of 12 disks: 

1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 3+3+3+3 5+7 1+11 

    

3  + 3 + 3  –1 3  +  3  +  3  +  3  3 + 3 + 3 - 1 + 3 + 3 + 3 + 3  

Figure 8. The series and the corresponding tight configuration. 

 



           54



Construct tight configurations of any number of disks: 

Given n = 3(2k)-s or 3(2k+1)-s ( 3k , Nk , s = 0, 1, 2).   

1. If n = 3(2k)-s: 

            s = 0                     s = 1                       s = 2 

 

 

2. If n = 3(2k+1)-s: 

          s = 0                      s = 1                        s = 2 

 

 

 

In this way, we can construct tight configurations of any number of disks.   

Also, we can construct more tight configurations by using different basic configurations. 

 

Rearrangement: 

However, the length of the adjacent sides of the circum-rectangle of a configuration constructed 

from a wave configuration can be quite different.  We can reduce the length/width ratio by 

rearranging appropriate subconfigurations.  There are two ways to rearrange basic 

configurations: 

1. If the number of basic configurations is 2n (n is an even number). 

       

2. If the number of basic configurations is 2n (n is a composite number and has an odd divisor). 

     

Rearrangement 

(Without changing the area) 

Rearrangement 

(Reducing the area) 
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Extension: 

To increase the area of a circum-rectangle, we can also extend a circum-rectangle by reflections 

with respect to the edges and get larger tight configurations with beautiful patterns. 
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CCoonncclluussiioonnss  

1. We find the circum-rectangles that achieve the maximal and minimal areas when there are 2~6 

disks as follow: 

2. The linear configuration results in a smaller area than that of the equilateral triangle 

configuration with 2~10, 12, and 13 disks. 

3. By using the basic configuration decomposition method, we can construct tight configurations 

of any number of disks. 

4. For the application, our work may be applied to pattern design, or optimal arrangements of the 

pipes in a filter or an optical fiber. 
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Number of disks 2 3 4 5 6 

The maximal areas of  

circum-rectangle (cm
2
) 

 
2

2 2  16.65 

2

3 2 6
2

2 2

 
   

 
 35.51  

2

2 2 2 6   

Corresponding 

circum-rectangle 

     

The minimal areas of  

circum-rectangle (cm
2
) 

8.00 12.00 16.00
 

20.00 24.00 

Corresponding 

circum-rectangle 
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