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中文摘要 
  這個研究起源於一個平分圓的問題：在平面上 2 1n + 個點 ( )n∈ ，其中任三點不共線，任

四點不共圓，任取三點可以畫出唯一的圓，若一半的點在圓內，一半的點在圓外，則此圓為

平分圓，Federico Ardila 教授在 America Monthly 111 期[2]中發表了一篇論文，證明平分圓的個

數為 2n 個。我們研究的目的是：如果將圓改成拋物線，則平分拋物線的個數是否為一定值?

若為定值，則為多少個? 

 

我們的研究題目是：平面上 2 1n + 個在正常位置上的點 ( )n∈ ，平分拋物線的個數為何? 

<說明：定義在平面上 2 1n + 個點 ( )n∈ ，其中任三點不共線，任四點不共拋物線，現在我們

將對稱軸方向固定時，任兩點連線也不與對稱軸平行，則任取三點可以決定出一個唯一拋

物線，若有一半的點在拋物線內，一半的點在拋物線外，則此拋物線稱為平分拋物線。> 

 

我們將研究的主要結果分述如下： 

一、證明在平面上 2 1n + 個點 ( )n∈ ，平分拋物線個數為定值。 

二、證明在平面上 2 1n + 個點 ( )n∈ ，平分拋物線個數為 2n 個。 

 

接著推廣至：若平分拋物線改成 ( )a b∨ 拋物線，則個數為何? 

<說明：若 a 個點在拋物線內，b 個在拋物線外，或b 個點在拋物線內， a 個點在拋物線外

( 2 2)a b n+ = − ，則稱此拋物線為 ( )a b∨ 拋物線。> 

 

我們將研究的主要結果分述如下： 

一、證明在平面上 2 1n + 個點 ( )n∈ ， ( )a b∨ 拋物線個數為定值。 

二、證明在平面上 2 1n + 個點 ( )n∈ ， ( )a b∨ 拋物線個數為 2( 1)ab a b+ + + 個。 
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Abstract 

This study originated from a question of “The Number of Halving Circles＂: Setting  12 +n  points 

in the plane is in general position if no three of the points are collinear and no four are concyclic. We call 

a circle halving with respect to those 12 +n  points if it has three points of those 12 +n  points on its 

circumference, 1−n  points in its interior, and 1−n  in its exterior. Then we call this circle “Halving 

Circle.＂ Professor Federico Ardila issued a paper in the America Monthly 111 [2]. The goal of that 

paper is to prove the following fact: any set of 12 +n  points in general position in the plane has exactly 
2n  halving circles. The purpose we make the study of is: If we turn circles into parabolas, how many 

Halving Parabolas are there? 

 

  The title we make the study of is: Setting 12 +n  points in the plane ( )n∈ , how many Halving 

Parabolas are there? 

＜Interpretation: Setting 12 +n  points in the plane is in general position if no two of the points are 

parallel with the fixing direction of the axis of symmetry, no three of the points are collinear and no four 

are on the same parabola. We call a parabola halving with respect to those 12 +n  points if it has three 

points of those 12 +n  points on its curve, 1−n  points in its interior, and 1−n  in its exterior. Then 

we call this circle “Halving Parabola.＂＞ 

 

  We show our main effect below: 

1. Proving that 12 +n  points in the plane ( )n∈ , the number of Halving Parabolas is constant. 

2. Proving that 12 +n  points in the plane ( )n∈ , the number of Halving Parabolas is 2n . 

 

  Spread: If we turn Halving Parabolas into ( )a b∨  Parabolas, how many ( )a b∨  Parabolas are 

there? 

＜Interpretation: Setting 12 +n  points in the plane is in general position if no two of the points are 

parallel with the fixing direction of the axis of symmetry, no three of the points are collinear and no four 

are on the same parabola. We call a parabola separating with respect to those 12 +n  points if it has 

three points of those 12 +n  points on its curve, a  points in its interior and b  in its exterior, or b  

points in its interior and a  in its exterior. Then we call this circle “ ( )a b∨  Parabola.＂＞ 

 

  We show our main effect below: 

1. Proving that 12 +n  points in the plane ( )n∈ , the number of ( )a b∨  Parabolas is constant. 

2. Proving that 12 +n  points in the plane ( )n∈ , the number of ( )a b∨  Parabolas is 

2( 1)ab a b+ + + . 
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壹、研究動機 
這個研究源自於 APMO1999 的第 5 題[1]，在平面上有 12 +n 個點 ( )n∈ ，其中任三點不共線，

任四點不共圓（我們稱此 12 +n 個點在正常位置上），過任三點所畫出來的圓，當圓內與圓外

的點個數相同時，我們稱之為平分圓，要證明平分圓之個數的奇偶性與 n 相同 ( )n∈ ，接著

在 America Monthly 111[2]中 Federico Ardila 教授對於平分圓的個數有更進一步的研究，並可

精確算出其個數，在閱讀完此論文後我們便嘗試將圓的條件改成拋物線，在平面上有 2 1n + 個

點 ( )n∈ ，其中任三點不共線，任四點不共拋物線，在固定對稱軸方向的情況下(即每個拋

物線的對稱軸都互相平行)，過任三點可決定唯一的一拋物線，若所畫出的拋物線將剩餘的

2 2n − 個點( 2 1 3 2 2n n+ − = − )平分成一半的點在拋物線內部、一半的點在外部，我們稱之為

平分拋物線，並計算“平分拋物線＂的個數。 

貳、研究目的 
一、 探討 12 +n 個點 ( )n∈ ，其中任三點不共線，任四點不共拋物線，現在我們將對稱軸方

向固定時，任兩點連線也不與對稱軸平行，稱為在正常位置上的點，過任三點所能構成

的平分拋物線個數是否為一定値？ 

二、 找出 2 1n + 個 ( )n∈ 在正常位置上的點，過任三點所能構成的平分拋物線個數為何？ 

三、 探討 2 1n + 個 ( )n∈ 在正常位置上的點，過任三點所構成的拋物線內部有 a 個點且外部

有b 個點，或內部有b 個點且外部有 a 個點，此種拋物線的個數是否為一定値？ 

四、 找出 2 1n + 個 ( )n∈ 在正常位置上的點，過任三點所能構成的拋物線內部有 a 個點且外

部有b 個點或內部有b 個點且外部有 a 個點，此種拋物線的個數為何？ 

參、研究器材 
    紙、筆、電腦、Word 軟體、Opera Widgets Functions 2d。 

肆、定義 
一、這篇文章中所提及之拋物線皆以給定的直線L為其對稱軸方向，不失一般性，本文我們將

L 皆取為鉛直線。 

二、在正常位置上的點：這些點滿足任三點不共線、任四點不共拋物線、任兩點連線不與L平

行。 

三、平分拋物線：平面上 12 +n 個在正常位置上的點，在固定對稱軸方向的情況下過任三個

點可以畫出唯一的一個拋物線，若此拋物線內、外都各有 1−n 個點，則稱此拋物線為平

分拋物線。 

四、 ( )a b∨ 拋物線：表示內部有 a 個點且外部有b 個點，或內部有b 個點且外部有 a 個點的拋

物線其中b a> 。 

五、 kji PPP ( , )a b ：過 iP 、 jP 、 kP 三點的拋物線，且拋物線內部有 a 個點、外部有b 個點。 



 6

A

B

p

q

N
M

(圖一) 

 

伍、研究過程及方法 
一、平分拋物線 

【引理 1.1】平面上 12 +n 個在正常位置上的點至少可畫出一平分拋物線。 

（ pf ） 

(一) 取兩點 A 、 B ，使得
⎯→←

AB 將平面分割成兩半平面，且所有的點皆落在其中一半平面。 

(二) 分別過 A 、 B 作兩條與 L 平行的直線 M 、 N ，令在二平行線 M 、 N 之間且在
⎯→←

AB 上

半平面的所有點為 p 個，在 M 、N 之間且在
⎯→←

AB 下半平面的所有點為 q 個，且 0=q 。

接著我們將過 A 、 B 兩點構成的拋物線分成兩種類型： 

1. 
⎯→←

AB 不垂直 L ：(如圖一) 

此時過 A 、 B 兩點的拋物線，其對稱軸 L′可能在平 

面上平行L的任意位置，扣除過 AB 中點的情況。 

現在我們把 L′由右側無窮遠處移動到左側無窮遠處 

，拋物線內包含的點逐漸減少，且一次減少一個， 

其中當 L′跨過 AB 中點前後，拋物線內點的個數都 

是 p 個。 L′移動時，拋物線內點的個數變化如下： 

012 AB' →⎯⎯⎯⎯ →⎯→− ppn L 中點跨過 ， 

其中於 pp → 的過程中拋物線的開口方向由上變成下。 

(1)若 1p n≤ − ⇒在 2 1n + → p 的過程中至少產生一個平分拋物線。 

(2)若 p n≥ ⇒在 p → 0的過程中至少產生一個平分拋物線。 

2. 
⎯→←

AB L⊥ ： 

在這種情況，過 A 、 B 之拋物線的對稱軸 L′必為 

AB 之中垂線。如圖二所示，我們將拋物線的頂點 

由下方無窮遠處移動到上方無窮遠處，拋物線內點 

的個數變化如下： 

pnp →⎯⎯⎯⎯ →⎯−→ 012 AB頂點通過 ， 

其中於 012 →−n 的過程中拋物線的開口方向由上變 

成下，且在 p → 12 −n 和由 0 → p 的過程中，拋物線 

內包含的點都是逐一增減。 

(1)若 1p n≤ − ⇒在 p → 12 −n 的過程中至少產生一個平分拋物線。 

(2)若 p n≥ ⇒在 0 → p 的過程中至少產生一個平分拋物線。 

(三) 由上述兩個情況知，同一平面上 12 +n 個在正常位置上的點至少可畫出一平分拋物線。 
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【引理 1.2】平面上 12 +n 個在正常位置上的點，過任兩個點至少可畫出一平分拋物線。 

（ pf ） 

(一) 任取兩點 A、 B ，分別過 A、 B 作兩條與對稱軸平行的直線 M 、 N ，令在 M 、 N 之

間且在
⎯→←

AB 上半平面的所有點為 p 個；在 M 、 N 之間且在
⎯→←

AB 下半平面的所有點為 q

個；在 M 、 N 外且在
⎯→←

AB 上半平面的所有點為 r 個；在 M 、 N 外且在
⎯→←

AB 下半平面

的所有點為 s 個，如圖二。(令 qspr +>+ 又 12 −=+++ nqspr pr +∴ ≥ n ，

qs + ≤ 1−n )。 

接著同引理 1.1，我們將過 A 、 B 兩點所構成的拋物線分成下列兩種情況： 

1. 
⎯→←

AB 不垂直 L ：(如圖三) 

此時過 A 、 B 兩點的拋物線，其對稱軸 L′可能 

在平面上平行L的任意位置，扣除過 AB 中點的 

情況。現在我們把 L′由右側無窮遠處移動到左 

側無窮遠處，拋物線內包含的點逐漸增減，且 

一次減少一個或增加一個，來回變動，其中當 

L′跨過 AB 中點前後，拋物線內點的個數都是 

qp + 個。 L′移動時，拋物線內點的個數變化如下： 

pr + → qp + ⎯⎯⎯⎯ →⎯ 中點跨過 ABL ' qp + → qs + ， 

其中於 qp + → qp + 的過程中拋物線的開口方向由上變成下。 

(1)若 1p q n+ ≤ − ⇒因為 r p+ ≥ n ，所以在 r p+ → qp + 的過程中至少產生一個平  

  分拋物線。 

(2)若 p q n+ ≥ ⇒因為 qs + ≤ 1−n ，所以在 p q+ → qs + 的過程中至少產生一個平分 

  拋物線。 

2. 
⎯→←

AB L⊥ ： 

在這種情況，過 A 、 B 之拋物線對稱軸 L′必 

為 AB 之中垂線。如圖四所示，我們將拋物 

線的頂點由下方無窮遠處移動到上方無窮遠 

處，拋物線內點的個數變化如下： 

qp + → pr + ⎯⎯⎯⎯ →⎯ AB頂點通過 qs + → qp + ， 

其中於 pr + → qs + 的過程中拋物線的開口 

方向由上變成下，且在 qp + → pr +  

和 qs + → qp + 的過程中，拋物線內包含的點都是逐一增減。 
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(圖五) 
1P

2P 3P

(圖六) 
1P

2P 3P

4P 5P

(1)若 1p q n+ ≤ − ⇒因為 r p+ ≥ n，所以在 p q+ → pr + 的過程中至少產生一個平分  

  拋物線。 

(2)若 p q n+ ≥ ⇒因為 qs + ≤ 1−n ，所以在 s q+ → qp + 的過程中至少產生一個平分  

  拋物線。 

(二) 由上述兩種情況可知，同一平面上 12 +n 個在正常位置上的點，過任兩個點至少可畫

出一平分拋物線。 
 

【引理 1.3】試證能找到 2 1n + 個 ( 2 )n n≥ ∈且 點 1 2 2 2 1n nP P P P +…、 、 、 、 ，使得 1 2 2 -1nP P P…、 、 、  

           在同一拋物線且 2k nP P
←⎯→

( 1 2 -1)k n= …、 、 能平分其餘的 2 - 2n 個點， 2 1nP + 為一點 

           不被 1 2 2nP P P…、 、 、 任三點構成的拋物線包在內的點。 

（ pf ） 

(一) 作一拋物線，頂點為 1P ，拋物線對稱軸為 'L 。 

(二) 當 2n = 時，拋物線頂點為 1P ，作直線 2L ⊥ 'L ，設直線交拋物線於 2 3P P、 ， 4P 落在 1B

內部， 4P 可為 1B 內部中任一，其中 1B 為圖五斜線部份。(圖五) 

(三) 當 3n = 時，承圖五，作直線 3L 介於 2 3P P 與 1P 中且垂直 'L ，設此直線交拋物線於

4 5P P、 ，連 2 5P P 、 3 4P P 、 4 5P P 點， 6P 落在 2B 內部， 6P 可為 2B 內部中任一點，其中 2B

為圖六斜線部份。(圖六) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(四) 當 4n = 時，承圖六，過 2 5P P 與 3 4P P 的交點作直線 4L 且垂直 'L ，設此直線交拋物線

於 6P 、 7P ，連 4 7P P 、 5 6P P 、 6 7P P ， 8P 落在 3B 內部， 8P 可為 3B 內部中任一點，其中 3B

為圖七斜線部份。(圖七) 

(五) 當 5n = 時，承圖七，過 4 7P P 與 5 6P P 的交點作直線 5L 且垂直 'L ，設此直線交拋物線

於 8P 、 9P ，連 6 9P P 、 7 8P P 、 8 9P P ， 10P 落在 4B 內部， 10P 可為 4B 內部中任一點，其中

4B 為圖八斜線部份。(圖八) 
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(六) 以此類推找出 10P、… 2 1nP −、 的位置。 
(七) 從圖可以發現 1 2B B⊃ ， 2 3B B⊃ ，…， 2 1n nB B− −⊃ ，為了確定 (1 1, )kB k n k≤ ≤ − ∈ 不

為空集合，我們做以下的證明，不失一般性，我們假設拋物線 21:
2

y xΓ = ，直線

: (2 1, )i iL y y i n i= ≤ ≤ − ∈ ，顯然Γ與 iL 的焦點分別為 22 −iP 及 12 −iP ，不妨令 1P 的 y 值

為 1y ，且 1 0y = ，接著考慮 ky ( 1,2,..., 1)k n= − 。 

顯然由計算可得， 1 2 3 40, 8, 2, 4,y y y y= = = =  

(1)∵ 22 −kP 、 12 −kP 的 y 值為 ky 2 kx y∴ = ∓ ；∵ 2kP 、 2 1kP + 的 y 值為 1ky + ∴ 12 kx y += ∓ ； 

  S 的 y 值為 2ky + ，又 1222122 ~ −−+ ΔΔ kkkk PSPPSP
ST
RS

PP
PP

kk

kk =∴
+

−−

122

1222  

  ⇒ 1
2 1 1

1

( ) 2
2( )

k k
k k k

k k

y yy y y
y y

+
+ + +

+

−
= +

+ 1k ky y += ( 2, )k k≥ ∈ (如圖九) 

(2) 82 =y  

  

3

4 3 2

5 4 3

1 1

2 1

2 1 2 1 2
1

    2

    

    
           

    

)

4 216

k k k

k k k

k k k k
k

y

y y y

y y y

y y y

y y y

y y y y y
y

+ −

+ +

+ + + +
+

=

=

=

=

× =

⋅ ⋅ = ⇒ =
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S
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(3)接著把 ky 分成 2my 與 2 1my − ( )m∈ ，再利用數學歸納法證明 2my 為一遞減數  

  列； 2 1my − 為一遞增數列 

  ①當 1, 2m = 時， 2 1my − 中， 1 0y = 、 3 2y = ， 1 3y y< ； 

     2my 中， 2 8y = 、 4 4y = ， 2 4y y> 。 

  ②當 2, 1m k k= − − 時，假設 2my 為遞減數列； 2 1my − 為遞增數列恆成立 

    故 2 1my − 中， 2 5 2 3k ky y− −< ； 2my 中， 2 4 2 2k ky y− −> 。 

  ③當 1,m k k= − 時， 2 1my − 中， 2( 1) 1
2 4

4 2
k

k

y
y− −

−

= ， 2 1
2 2

4 2
k

k

y
y−

−

=  

    2 4 2 2 0k ky y− −> >∵ 2 3 2 1k ky y− −∴ < ； 2my 中， 2( 1)
2 3

4 2
k

k

y
y−

−

= ，
12

2
24

−

=
k

k y
y  

    2 1 2 3 0k ky y− −> >∵ 2 2 2k ky y−∴ >  

  由數學歸納法知 2my 為一遞減數列； 2 1my − 為一遞增數列 

  ④因為下標為偶數時，皆取上一次 y 值範圍的最大值，而下標為奇數時，則取上 
    一次 y 值範圍的最小值，又最大值永遠會比最小值大，因此下標為偶數的 y 皆 
    會較下標為奇數的 y 來的大。 

由①、②、③、④的討論可得 kB 永遠存在，因此以這種方法我們一定可以找到 2 1n −  

個點 1 2 2 1nP P P −…、 、 、 ，使得 1 2 2 -1nP P P…、 、 、 在同一拋物線且 2k nP P
←⎯→

( 1 ... 2 1)k n= −、、 能平分

其餘的 2 2n − 個點。 

12 +nP 在 2 2 2 1n nP P
←⎯⎯⎯⎯⎯→

− − 左或右側無窮遠處，極靠近 2 2 2 1n nP P
←⎯⎯⎯⎯⎯→

− − 。這樣可以確定 2 1nP + 為一點不

被 1 2 2nP P P…、 、 、 任三點構成的拋物線包在內的點。 

 

【定理 1.1】平面上 12 +n 個在正常位置的點 ( )n∈ ，當 n 固定時，平分拋物線的個數

sN )12( += ns 為一個定值。 

（ pf ） 

由引理 1.2，過任兩點至少可畫出一平分拋物線：∴ sN ≥
2 1
2 (2 1)
3 3

nC n n+ +
= ； 

又 12 +n 個點可畫出 2 1
3

nC + 個固定對稱軸方向的拋物線：∴ sN ≤ 2 1
3

(2 1) (2 1)
3

n n n nC + + −
= 。 

故 sN 有上下界，一定能分別找出一種排法使得 sN 有最大值和最小值。 
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(圖十一) 

iP jP

b

AB

a

(圖十二)

b

jP

kP

AB

a

iP

(圖十三) 

iP
a

b

jP

A
B

kP

a

b

jP

iP

A B

(圖十) 

(一) 假設將 12 +n 個點排成在 1 2 2 2 1n nP P P P +…、 、 、 、 的位置時， sN 有最小值，則令

minS { }1 2 1nP P += …、 、 ；將 12 +n 個點排成在 1 2 2 1nQ Q Q +…、 、 、 的位置時， sN 有最大值，則

令 MaxS { }1 2 1nQ Q += …、 、 。接著我們要逐一將 1P 移動到 1Q 、 2P 移動到 2Q …、 、 2 1nP + 移動

到 2 1nQ + 來觀察移動的過程中 SN 是否會改變。 

(二) 令 )(1 tP 為表示在時刻 t， 1P 所在位置的函數， 11 )0( PP = 且設 AtP =)(1 、 )(1 ttP Δ+ B= ，

0→Δt 。 

(三) 移動的過程中，有下面 3 種狀況 

可能會改變 SN 的個數： 

1. 通過 iP 、 jP 的連線：如圖十所示 

),(),( 開口方向改變 abBPPbaAPP jiji ⎯⎯⎯⎯ →⎯  

有以下兩種情況： 

(1) APP ji 及 BPP ji 都為平分拋物線。 

(2) APP ji 及 BPP ji 都不為平分拋物線。 

⇒通過 iP 、 jP 的連線時， sN 個數不變。 

2. 通過經 iP 且與對稱軸方向平行的直線：如圖十一所示 

),(),( 開口方向改變 baBPPbaAPP jiji ⎯⎯⎯⎯ →⎯  

有以下兩種情況： 

(1) APP ji 及 BPP ji 都為平分拋物線。 

(2) APP ji 及 BPP ji 都不為平分拋物線。 

⇒通過經 iP 且與對稱軸方向平行的直線 

時， sN 個數不變。 

3. 通過拋物線 kji PPP ：  

① )1,1(),( +−→ baPPPbaPPP kjikji 圖十二② ),()1,1( baBPPbaAPP jiji →+− 圖十三 
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③ ),()1,1( baBPPbaAPP kjkj →+−          ④ )1,1(),( +−→ baBPPbaAPP kiki  

  如圖十四                               如圖十五 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

有以下三種情況： 

(1) ①④原為平分拋物線變成非平分拋物線，此時②③會從非平分拋物線變成平分拋

物線。 

(2) ①④原為非平分拋物線變成平分拋物線，此時②③會從平分拋物線變成非平分拋

物線。 

(3) ba ≠ 、 11 +≠− ba ，則在①、②、③、④中移動前和移動後都不為平分拋物線。 

⇒通過拋物線 kji PPP 時， sN 個數不變。 

4. 經由 1.、2.、3.的討論發現，當由 1P 移動到 1Q 時 sN 並不會改變，同理可知由 2P 移動

到 2Q ，…， 2 1nP + 移動到 2 1nQ + ， sN 也不會改變，因此 sN 為一定值。 
 

【定理 1.2】平面上 12 +n 個在正常位置上的點 ( )n∈ ，平分拋物線的個數 sN 為 2n 。 

（ pf ） 

由定理 1.1，平面上 12 +n 個在正常位置上的點，當 n 固定時，平分拋物線的個數 sN 為一

個定值，接著我們以引理 1.3 的方式架構出 2 1n + 個點 1 2 2 1nP P P O Q−…、 、 、 、 、 ，其中

1 2 2 1nP P P −…、 、 、 在同一拋物線上，O 為拋物線內的點，Q 為拋物線外的點，我們再將

1 2 2 1nP P P −…、 、 、 做些許的微調，使得其任四點不共拋物線。 

接下來我們要討論 sN 的個數會是多少，並從上列敘述可知此 12 +n 個點可分成下列 4 種

拋物線討論： 

 

a

b

iP

jP

kP

A
B

 (圖十四) 

a
iP

A
B

jP

b
kP

 (圖十五) 
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(1) i j kP P P、 、 所構成的平分拋物線有 2 -1nN 個 

∵O 和Q 必定分別在拋物線的內與外 

∴扣掉O 和Q ， i j kP P P、 、 所構成的平分拋物線有 2 -1nN 個 

(2) i jP P O、 、 所構成的平分拋物線有 0 個 

在引理 1.3 建構出的圖形上選一點 iP，作 iPO
←⎯→

，交 1 2 2 1nP P P −…、 、 、 所構成的拋物線的另

一邊於 A ， jP 沿著此拋物線移動，我們觀察此時拋物線 iP jP O 內包含的點個數。 

如圖分別過 iP 、 A 作兩條與 L 平行的直線 M 、 N ，令在 M 左側且在 iPO
←⎯→

上方的所

有點為 p 個，在 N 右側且在 iPO
←⎯→

上方的所有點為 q 個，在 M 、L 之間有 r 個，在 L 、

N 之間有 s 個。 

∵ iPO
←⎯→

將拋物線上其餘的 22 −n 個點平分 

∴ 1p q r s n+ = + = −  

 ○1 若 jP 移動到 iPO
←⎯→

上方， M 左側。(圖十六) 

⇒拋物線 iP jP O 內包含的點個數小於 p 個 

⇒此時拋物線 iP jP O 內包含的點個數< 1−n 個 

○2  若 jP 移動到 M 、 L 之間。(圖十七) 

⇒拋物線 iP jP O 內包含的點個數必小於 r 個 

⇒此時拋物線 iP jP O 內包含的點個數< 1−n 個 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

p

q

M N

(圖十七) 

r

s

L

O

jP

iP

A

p
q

M N
(圖十六) 

L

r
s

O
iP

jP

A
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O
jPiP

 (圖二十) 

(圖十九)

O

L

p q

M N

iP

jP

r s

A

iP

O jP

Q

(圖二十一) 

 

○3  若 jP 移動到 L 、 N 之間。(圖十八) 

⇒拋物線 iP jP O 內包含的點個數必小於 r s+ 個 

⇒此時拋物線 iP jP O 內包含的點個數< 1−n 個 

○4  若 jP 移動到 iPO
←⎯→

上方， N 右側。(圖十九) 

⇒拋物線 iP jP O 內包含的點個數必小於 p q+ 個 

⇒此時拋物線 iP jP O 內包含的點個數< 1−n 個 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

○5 經由○1 、○2 、○3 、○4 的討論發現拋物線 iP jP O 皆不可能為平分拋物線。 

(3) i jP P Q、 、 所構成的平分拋物線有 0 個(如圖二十) 

因為Q 在無窮遠處，所以拋物線 i jPP Q 近乎一條直線 

，故只需看 i jPP
←⎯→

是否平分其餘的 2 2n − 個點 

○1 O 和Q 在同側： 

⇒此時拋物線 iP jP Q 內包含的點個數大於 1−n 個 

○2 O 和Q 在異側： 

⇒拋物線 iP jP Q 內包含的點個數小於 1−n 個 

○3 經由○1 、○2 的討論發現拋物線 iP jP Q 皆不可能為平分拋物線。 

(4) iP O Q、 、 所構成的平分拋物線有 2 1n − 個(如圖二十一) 

∵Q 在無窮遠處 

∴拋物線 iPOQ 近乎一條直線 

又 iPO
←⎯→

可以平分其餘的 2 2n − 個點 

所以拋物線 iPOQ 皆為平分拋物線， 

(圖十八) 
NLM

q

AO

jP

sr

iP

p
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故共產生 12 −n 個平分拋物線。 
由上面 4 種情況得知 121212 −+= −+ nNN nn 且因構成一個唯一的拋物線最少要 3 個點

3 1N⇒ =  

)
2

12

1212

57

35

3

2
)112(12...531

12
...
...

132
122

1

nnnnN

nNN

NN
NN

N

n

nn

=
+−

=−++++=

−+=+

−×+=
−×+=

=

+

−+

 

 

二、 ( )a b∨ 拋物線 

【引理 2.1】平面上 12 +n 個在正常位置的點至少可畫出一 ( )a b∨ 拋物線。 

（ pf ） 

(一) 取兩點 A 、 B ，使得
⎯→←

AB 將平面分割成兩半平面，且 

所有的點皆落在其中一半平面。 

(二) 分別過 A 、 B 作兩條與 L 平行的直線 M 、 N ， 

令在 M 、 N 之間且在
⎯→←

AB 上半平面的所有點為 p 個， 

在 M 、 N 之間且在
⎯→←

AB 下半平面的所有點為 q 個，且 

0=q 。接著我們將過 A 、 B 兩點構 

成的拋物線分成兩種類型： 

1. 
⎯→←

AB 不垂直 L ：(如圖二十二) 

此時過 A 、 B 兩點的拋物線，其對稱軸 L′  

可能在平面上平行L的任意位置，扣除過 

AB 中點的情況。現在我們把 L′由右側無 

窮遠處移動到左側無窮遠處，拋物線內包含的點逐漸減少，且一次減少一個，其中

當 L′跨過 AB 中點前後，拋物線內點的個數都是 p 個。 L′移動時，拋物線內點的個

數變化如下： 

012 AB' →⎯⎯⎯⎯ →⎯→− ppn L 中點跨過 ， 

其中於 pp → 的過程中，圖形不連續，拋物線的開口方向由上變成下。 

(1) 若b a p> ≥ ，則兩個 ( )a b∨ 拋物線皆在 12 −n → p 的過程中出現。 

(2) 若b p a≥ > ，則 ( )a b∨ 拋物線一個在 p → 0 的過程中出現； ( )a b∨ 拋物線一個在

12 −n → p 的過程中出現。 

A

B

p

q

N
M

(圖二十二) 
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A B

p

q

NM

(圖二十三) 

(3) 若 p b a> > ，則兩個 ( )a b∨ 拋物線皆在 p → 0 的過程中出現。 

2. 
⎯→←

AB L⊥ ： 

在這種情況，過 A 、 B 之拋物線對稱軸 L′  

必為 AB 之中垂線。如圖二十三所示，我們 

將拋物線的頂點由下方無窮遠處移動到上方 

無窮遠處，拋物線內點的個數變化如下： 

pnp →⎯⎯⎯⎯ →⎯−→ 012 AB頂點通過 ， 

其中於 012 →−n 的過程中，圖形不連續， 

拋物線的開口方向由上變成下，且在 p  

→ 12 −n 和由 0 → p 的過程中，拋 

物線內包含的點都是逐一增加。 

(1) 若b a p> ≥ ，則兩個 ( )a b∨ 拋物線皆在 12 −n → p 的過程中出現。 

(2) 若b p a≥ > ，則 ( )a b∨ 拋物線一個在 p → 0 的過程中出現； ( )a b∨ 拋物線一個在

12 −n → p 的過程中出現。 

(3) 若 p b a> > ，則兩個 ( )a b∨ 拋物線皆在 p → 0 的過程中出現。 

(三) 由上述兩個情況可知，同一平面上 12 +n 個在正常位置上的點至少可畫出一 ( )a b∨ 拋

物線。 
 

【引理 2.2】平面上 12 +n 個在正常位置的點，過任兩個點的直線將平面分成 1n 和 2n 個

1 2 1 2( 2 1 )n n n n n+ = − >且 ，若 1 2a b n n− < − ，則至少可畫出一 ( )a b∨ 拋物線。 

（ pf ） 

任取兩點 A 、 B ，分別過 A 、 B 作兩條與對稱軸平行的直線 M 、 N ，令在 M 、 N

之間且在
⎯→←

AB 上半平面的所有點為 p 個；在 M 、 N 之間且在
⎯→←

AB 下半平面的所有點

為 q 個；在 M 、 N 外且在
⎯→←

AB 上半平面的所有點為 r 個；在 M 、 N 外且在
⎯→←

AB 下半

平面的所有點為 s 個。(令 1r p n n+ = ≥ ， qs + = 2n 1n≤ − ，

1 2 2 1r p s q n n n+ + + = + = − )。 

接著同引理 2.1，我們將L與過 A 、 B 兩點所 

構成的拋物線分成下列兩種情況： 

1. 
⎯→←

AB 不垂直 L ：(如圖二十四) 

此時過 A、B 兩點的拋物線，其對稱軸 L′可能在 

平面上平行L的任意位置，扣除過 AB 中點的情況 

。現在我們把 L′由右側無窮遠處移動到左側無窮 

遠處，拋物線內包含的點逐漸增減，且一次減少 

A

B

p

q

N
M

s

r

(圖二十四) 
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一個或增加一個，來回變動，其中當 L′跨過 AB 中點前後，拋物線內點的個數都是

qp + 個。 L′移動時，拋物線內點的個數變化如下： 

pr + → qp + ⎯⎯⎯⎯ →⎯ 中點跨過 ABL ' qp + → qs + ， 

其中由於 qp + → qp + 的過程中，圖形不連續，拋物線的開口方向由上變成下。 

(1) 當 r p b+ > ： 

○1 若 p q b+ ≤ ，則在 pr + → qp + 的過程中至少會產生一個 ( )a b∨ 拋物線。 

○2 若 1p q b n n s q+ > ≥ > − ≥ + ，則在 qp + → qs + 的過程中至少會產生一個  

  ( )a b∨ 拋物線。 

(2) 當b r p≥ + ： 

○1 若 p q a+ ≤ ，則在 pr + → qp + 的過程中至少會產生一個 ( )a b∨ 拋物線。 

○2 若 p q a+ > ： 

  ○i aqs ≤+ ，則在 qp + → qs + 的過程中至少會產生一個 ( )a b∨ 拋物線。 

  ○ii aqs >+ ，則不一定會產生 ( )a b∨ 拋物線，但 

    ∵ aqsnnprb >+=>=+≥ 21 ，∴ 21 nnba −>− 不符合題目， 

    故不需討論。 

2. 
⎯→←

AB L⊥ ： 

在這種情況，過 A 、 B 之拋物線對稱軸 L′  

必為 AB 之中垂線。如圖二十五所示，我們將 

拋物線的頂點由下方無窮遠處移動到上方無 

窮遠處，拋物線內點的個數變化如下： 

qp + → pr + ⎯⎯⎯⎯ →⎯ AB頂點通過 qs + → qp + ， 

其中於 pr + → qs + 的過程中，圖形不連續， 

拋物線的開口方向由上變成下，且在 qp +  

→ pr + 和 qs + → qp + 的過程中 

，拋物線內包含的點都是逐一增減。 

(1) 當 r p b+ > ： 

○1 若 p q b+ ≤ ，則在 qp + → pr + 的過程中至少會產生一個 ( )a b∨ 拋物線。 

○2 若 p q b+ > ，因為 1p q b n n s q+ > ≥ > − ≥ + ，所以在 qs + → qp + 的過程中至 

  少會產生一個 ( )a b∨ 拋物線。 

(2) 當b r p≥ + ： 

○1 若 p q a+ ≤ ，則在 qp + → pr + 的過程中至少會產生一個 ( )a b∨ 拋物線。 

○2 若 p q a+ > ： 

A B

p

q

NM

(圖二十五) 

r

s
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  ○i aqs ≤+ ，又 prnna +≤<−≤ 2 ，則在 qs + → qp + 的過程中至少會產生一  

    個 ( )a b∨ 拋物線。 

  ○ii aqs >+ ，則不一定會產生 ( )a b∨ 拋物線，但∵ aqsnnprb >+=>=+≥ 21 ， 

    ∴ 21 nnba −>− 不符合題目，故不需討論。 

因此由上面 1.、2.的討論得證 
 

【引理 2.3】試證能找到 2 1n + 個 ( 2 )n n≥ ∈且 在 1 2 2 2 1n nP P P P +…、 、 、 、 的點，使得 

1 2 2 -1nP P P…、 、 、 在同一拋物線且 2k nP P
←⎯→

( 1 2 -1)k n= …、 、 能平分其餘的 2 - 2n 個點，

2 1nP + 為一點不被 1 2 2nP P P…、 、 、 任三點構成的拋物線包在內的點。 

（ pf ）同引理 1.3 之證明。 
 

【定理 2.1】平面上 12 +n 個在正常位置的點( n∈ )， ( )a b∨ 拋物線的個數 sN  為一個定值。 

（ pf ） 

由引理 2.2 知道：滿足 bann −>− 21 ⇔ 121 +−≥− abnn ⇔
⎩
⎨
⎧

≤
+≥
an

bn

2

1 1
，故滿足此條件

的 1n 、 2n 有： 

 

 

 

共 1a + 個 

 

⇒平面上 12 +n 個在正常位置的點至少可畫出 1a + 個 ( )a b∨ 拋物線。 

∵ 12 +n 個點可畫出 2 1
3

nC + 個點固定對稱軸方向的拋物線： 

∴ sN ≤ 2 1
3

(2 1) (2 1)
3

n n n nC + + −
= 。 

∵ sN 有上下界， 

∴一定能分別找出一種排法使得 sN 有最大值和最小值。 

 

(一) 將 12 +n 個點排成在 1P 、 2P、… 2 1nP +、 的位置時， sN 有最小值，則令

minS { }1 2 1nP P += …、 、 。將 12 +n 個點排成在 1 2 2 1nQ Q Q +…、 、 、 的位置時， sN 有最大值，則

令 MaxS { }1 2 1nQ Q += …、 、 。接著我們要逐一將 1P 移動到 1Q 、 2P 移動到 2Q、… 2 1nP +、 移動

到 2 1nQ + 來觀察移動的過程中 SN 是否會改變。 

 

1n  2n  

1b a+ +  0  

: : 

1b +  a  
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(圖二十七) 

iP jP

b

AB

a

(圖二十八) 

b

jP

kP

AB

a

iP

a

b

jP

iP

A B

(圖二十六) 

(二) 令 )(1 tP 為表示在時刻 t， 1P 所在位置的函數， 11 )0( PP = 且設 AtP =)(1 、 )(1 ttP Δ+ B= ，

0→Δt 。 

 

(三) 移動的過程中，有下面 3 種狀況可能會 

改變 SN 的個數： 

1. 通過 iP 、 jP 的連線：如圖二十六所示 

( , ) ( , )i j i jPP A b a PP B a b⎯⎯⎯⎯⎯→開口方向改變  

有以下兩種情況： 

(1) APP ji 及 BPP ji 都為 ( )a b∨ 拋物線。 

(2) APP ji 及 BPP ji 都不為 ( )a b∨ 拋物線。 

⇒通過 iP 、 jP 的連線時， sN 個數不變。 

2. 通過經 iP 且與對稱軸方向平行的直線： 

( , ) ( , )i j i jPP A a b PP B a b⎯⎯⎯⎯⎯→開口方向改變  

有以下兩種情況：(如圖二十七所示) 

(1) APP ji 及 BPP ji 都為 ( )a b∨ 拋物線。 

(2) APP ji 及 BPP ji 都不為 ( )a b∨ 拋物線。 

⇒通過經 iP 且與對稱軸方向平行的直線 

時， sN 個數不變。 

3. 通過拋物線 kji PPP ：  

① ( , ) ( 1, 1)i j k i j kPP P a b PP P a b→ − +       ② ( 1, 1) ( , )i j i jPP A a b PP B a b− + →  

  如圖二十八                         如圖二十九 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
(圖二十九) 

iP
a

b

jP

A
B

kP
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a
iP

A
B

jP

b
kP

 (圖三十一) 

a

b

iP

jP

kP

A
B

(圖三十) 

③ ( 1, 1) ( , )j k j kP P A a b P P B a b− + →       ④ ( , ) ( 1, 1)j k j kP P A a b P P B a b→ − +  

       如圖三十                      如圖三十一 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

有以下三種情況： 

(1) ①④原為 ( )a b∨ 拋物線變成非 ( )a b∨ 拋物線，此時②③會從非 ( )a b∨ 拋物 

線變成 ( )a b∨ 拋物線。 

(2) ①④原為非 ( )a b∨ 拋物線變成 ( )a b∨ 拋物線，此時②③會從 ( )a b∨ 拋物線變成非

( )a b∨ 拋物線。 

(3) ①④原為非 ( )a b∨ 拋物線變成非 ( )a b∨ 拋物線，此時②③會從非 ( )a b∨ 拋物 

線變成非 ( )a b∨ 拋物線，則①、②、③、④中移動前和移動後都不為 ( )a b∨ 拋物線。 

⇒通過拋物線 kji PPP 時， sN 個數不變。 

4. 經由 1.、2.、3.的討論發現，當由 1P 移動到 1Q 時 sN 並不會改變，同理可知 2P 移動到

2Q、… 2 1nP +、 移動到 2 1nQ + ， sN 也不會改變，因此 sN 為一定值。 
 

【定理 2.2】平面上 12 +n 個在正常位置的點( n∈ )， ( )a b∨ 拋物線的個數 sN 為

2( 1)ab a b+ + + 。 

（ pf ） 

由定理 2.1，平面上 12 +n 個在正常位置的點，當 n 固定時，平分拋物線的個數 sN 為一個

定值，接著我們以引理 1.3 的方式架構出 2 1n + 個點 1 2 2 1nP P P O Q−…、 、 、 、 、 ，其中

1 2 2 1nP P P −…、 、 、 在同一拋物線上，O 為拋物線內的點，Q 為拋物線外的點，我們再將

1 2 2 1nP P P −…、 、 、 做些許的微調，使得其任四點不共拋物線。 

接下來我們要討論 sN 的個數會是多少，並從上列敘述可知此 12 +n 個點可分成下列 4 種

拋物線討論： 
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(圖三十三) 

O

L

p q

M N

iP

jP

r s

A

1. i j kP P P、 、 所構成的 ( )a b∨ 拋物線有 ( 1 1)a bN − ∨ − 個 

∵O 和Q 必定分別在拋物線的內與外 

∴扣掉O 和Q，拋物線 i j kPP P 有 ( 1 1)a bN − ∨ − 個，其中當 0a = ， i j kPP P 所構成拋物線的個數

為 0 個。 

2. i jP P O、 、 所構成的 ( )a b∨ 拋物線有 12 −n 個 

在引理 1.3 建構出的圖形上選一點 iP ，作 iPO
←⎯→

，設交拋物線的另一邊於 A ， jP 沿著拋

物線上下移動。分別過 iP、 A 作兩條與 L 平行的直線 M 、N ，令在 M 左側且在 iPO
←⎯→

上

方的所有點為 p 個，在 N 右側且在 iPO
←⎯→

上方的所有點為 q 個，在 M 、 L 之間有 r 個，

在 L 、 N 之間有 s 個。 

∵ iPO
←⎯→

將拋物線上其餘的 22 −n 個點平分，∴ -1p q r s n+ = + = ， 

○1
jP 在 iPO

←⎯→

上方 

⇒拋物線 OPP ji 中， jP 若在 N 的右側，則拋物線內的點會由 2−n → p  

(如圖三十二)， jP 若在 M 的左側，則拋物線內的點會由 1−p → 0 (如圖三 

十三)，在這兩次移動的過程中，拋物線內點的個數都會逐一增減。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

p
q

M N
(圖三十二) 

L

r
s

O
iP

jP

A
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(圖三十五) 
NLM

q

AO

jP

sr

iP

p

p

q

M N

(圖三十四) 

r

s

L

O

jP

iP

A

q

p

M N
r

s

L

O

jP

iP

jP

(圖三十六) 

○2
jP 在 iPO

←⎯→

下方 

⇒拋物線 OPP ji 中，若 jP 在 N 、 L 之間，則拋物線內的點會由 2−n → r (如圖三十

四) ，若 jP 在 M 、 L 之間，則拋物線內的點會由 1−r → 0 (如圖三十五) ，在這兩次

移動的過程中，拋物線內的點個數都會逐一增減。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

經由○1 、○2 的討論可得知，拋物線 OPP ji 內的點必定 1−< n 個。 

∴不論 jP 在 iPO
←⎯→

上或下方都可以有兩個 iP 對應使得拋物線為 ( )a b∨ 拋物線 

又∵每個點會重複算到⇒拋物線 OPP ji 有 12 −n 個。 

3.  i jP P Q、 、 所構成的 ( )a b∨ 拋物線有 12 −n 個(如圖三十六) 

∵Q 在無窮遠處 

∴拋物線 i jPP Q 近乎一條直線 

∴只需看 i jPP
←⎯→

是否將其餘的 2 - 2n 個 

點分為 ( )a b∨  

每個 iP 都有兩個 jP 對應使得拋物線 

為 ( )a b∨ 拋物線 
但由於先後選取順序的關係 

12
2
12)12( −=××−⇒ nn  

⇒拋物線 i jPP Q 有 12 −n 個 
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4. iP O Q、 、 所構成的平分拋物線有 0 個 

∵Q 在無窮遠處 

∴拋物線 iPOQ 近乎一條直線 

又 iPO
←⎯→

可以平分其餘的 2 - 2n 個點 

∴拋物線 iPOQ 有 0 個 

由上面 4 種情況得知 ( ) ( 1 1) ( 1 1)4 2 2 2 2a b a b a bN N n N a b∨ − ∨ − − ∨ −= + − = + + +   

)

(0 )

(1 1) (0 )

( ) ( 1 1)

( )

2 2 2

2 2 2 2 2

...

...
2 2 2

2( 1)

b a

b a b a

a b a b

a b

N b a

N N b a

N N a b

N ab a b

∨ −

∨ − + ∨ −

∨ − ∨ −

∨

= − +

= + + − + +

+ = + + +

= + + +
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陸、結果與討論 
一、平分拋物線 

(一) 平面上 12 +n 個在正常位置上的點至少可畫出一平分拋物線。 

(二) 平面上 12 +n 個在正常位置上的點，過任兩個點至少可畫出一平分拋物線。 

(三) 試證能找到 2 1n + 個 ( 2 )n n≥ ∈且 在正常位置上的點 1 2 2 2 1n nP P P P +…、 、 、 、 ，使得

1 2 2 -1nP P P…、 、 、 在同一拋物線且 2k nP P
←⎯→

( 1 2 -1)k n= …、 、 能平分其餘的 2 - 2n 個點， 2 1nP + 為一

點不被 1 2 2nP P P…、 、 、 任三點構成的拋物線包在內的點。 

(四) 平面上 12 +n 個在正常位置上的點 ( )n∈ ，當 n 固定時，平分拋物線的個數

sN )12( += ns 為一個定值。 

(五) 平面上 12 +n 個在正常位置上的點 ( )n∈ ，平分拋物線的個數 sN  為 2n 。 

二、 ( )a b∨ 拋物線。 

(一) 平面上 12 +n 個在正常位置上的點至少可畫出一 ( )a b∨ 拋物線。 

(二) 平面上 12 +n 個在正常位置上的點，過任兩個點的直線將平面分成 1n 和 2n 個

1 2 1 2( 2 1 )n n n n n+ = − >且 ，若 1 2a b n n− < − ，則至少可畫出一 ( )a b∨ 拋物線。 

(三) 試證能找到 2 1n + 個在正常位置上的點 1 2 2 2 1n nP P P P +…、 、 、 、 ( 2)n ≥ ，使得 1 2 2 -1nP P P…、 、 、 在

同一拋物線且 2k nP P
←⎯→

( 1 2 -1)k n= …、 、 能平分其餘的 2 - 2n 個點， 2 1nP + 為一點不被

1 2 2nP P P…、 、 、 任三點構成的拋物線包在內的點。 

(四) 平面上 12 +n 個在正常位置上的點( n∈ )， ( )a b∨ 拋物線個數 sN  為一個定值。 

(五) 平面上 12 +n 個在正常位置上的點( n∈ )， ( )a b∨ 拋物線個數 sN 為 2( 1)ab a b+ + + 。 

三、展望與討論 

    由圓發展到拋物線，並得到我們所有疑惑的解答，接著我們希望繼續探討三次、四  

    次曲線或球面是否也會得到一樣漂亮的結果。 

柒、結論與應用 
五、 2 1n + 個 ( )n∈ 在正常位置上的點，過任三點所能構成的平分拋物線個數為一定値，且

為 2n 個。 

六、 2 1n + 個 ( )n∈ 在正常位置上的點，過任三點所能構成的 ( )a b∨ 拋物線個數為一定値，

且為 2( 1)ab a b+ + + 個。 
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評語 

 

1) 作品中所用到的專有名詞如「拋物線」並非最一般性的拋物線。整體的

研究發展似乎相當倚賴前人的工作。 

2) 本作品頗有動態展示的可能，作者可進一步朝向這方向作研究。 
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