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作者簡介 

 

 
 

大家好，我是陳凱傑，目前就讀於台北市立建國高級中學三年級。平日的嗜好是看小說與用

電腦，小時候學過珠心算，高中課程我對化學與數學有較多的興趣。創作這篇作品讓我學到

了許多報告的細節，了解到創作作品固是難事，但要有效的表達自己的想法給所有的聽眾更

是一大學問。這篇作品我個人認為仍有很大的發展空間，且裡面採用的方法也不只適合在這

個主題下應用。這是我初次參加國際科展，請大家不吝指教。 
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共點圓 共圓點 

中文摘要 

  我的研究是利用一些特殊的手法來探討所有情況皆會產生共點圓或共圓點。在一個由四

條直線(無平行線組、無共點)所構成的圖形中，可以找到四個三角形及它們的外接圓。我知道

它會共點，在此稱其為限制點。且若再添加一條直線，則可以任意的取出四條直線，分別找

出它的限制點，而這些限制點又會共圓，吾稱其為限制圓。我欲證明此種情況會不斷延續下

去。即是六條線時又會有限制點，七條線時又會有限制圓…。在本研究中，我利用了數學歸

納法、特殊的編號方法以及「方向角」來做出此證明。由於固定的線組對應至固定的限制點

或限制圓，希望能向找出其性質的方向發展。 

Concurrent Circles and Concyclic Points 
英文摘要 Abstract 
    In my study, I use some skills to discuss all the situations which satisfy following conditions. 
The result is that concurrent circles or concyclic points will be found in every situation. In a graph 
consisting of four lines, conforming to conditions that any three lines won’t be parallel or intersect 
at one point, I can find out four triangles and their circumscribed circles. I know these 
circumscribed circles will be concurrent and I call the point at which all the circles meet “restricted 
point”. If another line is additionally added in the graph, I can discover that restricted points 
determined by any four lines in the graph will be concyclic. I call the circle “restricted circle”. What 
I want to prove is that the above situation will go on. In other words, restricted points will exist 
when I have six lines, and restricted circles will exist when I have seven lines and so on. In my 
study, I used Principal of Mathematical Induction, special ways of numbering points and circles, 
and “orientated angle” to prove my hypothesis. Because of particular line groups corresponding 
with particular restricted points or restricted circles, the further work I want to attain is to find the 
relation of them. 
 



4 

壹、研究動機 

   在一場關於幾何的演講中，我聽到了一個非常有趣的東西。那就是四條兩兩交一點直線(不

存在有三線交一點、不存在有平行線組)，所有任三條直線構成的三角形其外接圓相交於一

點，於是便繼續觀察五條直線，是否有某種特別的性質。 

 

貳、研究目的 

   觀察知道在完全四邊形(Complete Quadrilateral)中，四個三角形的外接圓會共點 P，我稱

其為限制點(Restricted Point)。而將其推廣至多條兩兩交一點直線(不存在有三線交一點、不存

在有平行線組)。加入新的一條直線，找尋任意完全四邊形的限制點 P，再度形成四個不同的

完全四邊形的限制點，而這些點發現其又會共圓，稱其為一限制圓(Restricted Circle)。而再加

入新的一條直線，找尋所有的限制圓，又發現會共點。本篇報告的目的在探究這種關係，並

試圖加以證明。 
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参、研究過程 

一. 定義 

1. 符號之意義 

n(G)為 G 集合的元素個數；G 表示為 G 的補集(S−G)。 

2. 完全四邊形 Complete Quadrilateral 

四條相異的兩兩交一點直線，任三線不交於一點、不存在有平行線組，如圖(一)，

而由所有相交的六點所決定的便是完全四邊形。 

 
 
 
 

圖(一) 
 

3. 限制點及限制圓 Restricted Point & Restricted Circle 

直線數用 n 表示，n≥ 4。 

藉由觀察可以發現在完全四邊形中，任三條直線構成的三角形，有 44
3 =C 個三

角形，其外接圓有共點 P4，稱此點 P4 為 n=4 的限制點。 
若再加入新的一條直線，不存在有三線交一點、不存在有平行線組的情況，即

n=5，根據上述的說明，任四條直線可決定一個限制點，所以有 55
4 =C 個限制點，

若此 5 個限制點會共圓，稱此圓 C5 為 n=5 的限制圓。 
所以定義：n∈N，n≥ 4 
(1) 當 n 為偶數，若存在有限制圓 Cn-1，且可找到 n 個限制圓共一點，則稱此共

點為限制點 Pn。 
(2) 當 n 為奇數，若存在有限制點 Pn-1，且可找到 n 個限制點共一圓，則稱此共

圓為限制圓 Cn。 

4. n∈N，n≥ 4 時，n 條直線內，小於 n 的直線數的限制點及限制圓 

有 n 條直線，將直線編號從 1 至 n，令 S={1,2…n}={ smi aasma ≠≠ , }。 

若已知所有小於 n 的直線數都有限制點或限制圓。 
n(G)= j，j<n。當一個限制圓 Cj 由 G 的直線決定。 niNik kk ≤∈∀ ,, ，

}...,{
21 jniii aaaG

−
= ，稱其為

jniii aaaC
−− ...21

，亦可寫成如：
jniiii aaaaC

−− ...312
、

jniiiii aaaaaC
−− ...4213

…

等形式，皆表示不為這些直線組成。 
n(H)=t，t<n，當一個限制點 Pt 由 H 的直線決定， niNik kk ≤∈∀ ,, ，
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}...,{
21 tniii aaaH

−
= ，稱其為

tniii aaaP
−− ...21
。 

5. 編號定義的增廣 

(1) j<k，定義編號 j,k 的直線交點為 Pjk。 
(2) 將兩條直線的交點 Pjk 視為由此兩條線決定的“限制點＂。 
(3) 將三條直線的三交點外接圓視為由此三條線決定的“限制圓＂。 

6. 方向角 

由於希望能夠證明圓共點、點共圓的性質，本篇採取的方法是用圓的性質─當

兩角相等或互補時即為共圓，而藉由觀察得知，在不同情況時，有時角度是相等，

有時角度是互補，而且難以看出這兩種情況是在什麼樣的條件下成立。所以本篇

引用了方向角。 

定義方向角∠ABC： 
為 BA 轉至 BC所需的角度，以逆時針方向為正。 

如圖(二)、圖(三)所示， 
∠ABC= 0>θ ，則∠CBA= 0<−θ  

 
 

我們要求 k∈Z，當θ =ϕ ±kπ，為了證明方便，我

們將θ 和ϕ 視為相同。 
如圖(四)所示，由直線 BA 轉至直線 BC 所需的角

度可以是 60°，也可以是−120°。 

我們得到： 

60°= −120°+180° 或 60°−180°= −120°。 
則把 60°和−120°視為相同。 

 
這個式子的意義在於旋轉的效果，即一條線旋轉 60°和旋轉−120°，最後所在的

位置是相同的，旋轉後的線和其他的直線夾角關係只要是原先的直線旋轉相同的

方向角，如：−120°、60°、240°…，就能有一樣的夾角關係。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

圖二

θ

B A

C

圖三

-θ

B A

C

600

-1200 圖四

B
A

C
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二. 定理 

S={1,2…n}={ smi aasma ≠≠ , } 

1. 定理 1： 

n≥ 2，所有小於 n 的直線數都有限制點或限制圓⇔存在 Cn-1 或 Pn-1 
[證明] 
“⇒＂顯然成立。 
“⇐＂直線數為 2 顯然有限制點，直線數為 3 顯然有限制圓。又已知存在 Cn-1

或 Pn-1，而 Cn-1 或 Pn-1 存在的充分必要條件之一為 Pn-2 或 Cn-2 存在。藉由數學歸

納法易知 n≥ 2，所有小於 n 的直線數都有限制點或限制圓 

2. 定理 2：存在 Cn-1 或 Pn-1 

j<n，有 }...,{
21 jiii aaaG = , }...,{

21 njj iii aaaG
++

= ，使
ki

a = kb ， 

則
njj bbbC ...21 ++− 其上有

njj bbbbP
211 ... ++− ,

njj bbbbP
212 ... ++− …

njjj bbbbP
21 ... ++− 等 j 個限制點。 

 
[證明] 

由定義 4，
njj bbbC ...21 ++− 是被以 G 的元素為編號的直線決定。 

由定義 4，
njji bbbbP

21 ... ++− 是被以 G/{bi}的元素為編號的直線決定。 

∀ i∈N, i=1,2…j 
由定義 3，知道定理 2 成立。 

 
進一步，我們可得到定理 2-1： 

j<n，有 }...,{
21 jiii aaaG = , }...,{

21 njj iii aaaG
++

= ，使
ki

a = kb ， 

則
njj bbbP ...21 ++− 為

njj bbbC ...32 ++− ,
njj bbbC ...31 ++− …

121 ... −++− njj bbbC 等(n-j)個圓的共點。 

[證明] 

由定理 2，
njj bbbC ...32 ++− 其上有

nj bbbP ...21 +− 、
nj bbbP ...22 +− 、…

njj bbbP ...21 ++− 。 

同理，
njj bbbC ...31 ++− 上有

njjj bbbbP ...312 +++− (
njj bbbP ...21 ++− )…

121 ... −++− njj bbbC 上有
njj bbbP ...21 ++− 。 

所以
njj bbbP ...21 ++− 為

njj bbbC ...32 ++− ,
njj bbbC ...31 ++− …

121 ... −++− njj bbbC 等(n-j)個圓的共點。 
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3. 定理 3：存在 Cn-1 或 Pn-1 

t<n，有 }...,{
21 tiii aaaH = , }...,{

21 ntt iii aaaH
++

= ，使
ti

a = tb ， 

則
ntt bbbP ...21 ++− 其上有

ntt bbbbC ...211 ++− ,
ntt bbbbC ...212 ++− …

nttt bbbbC ...21 ++− 等 t 個限制點。 

 
[證明] 

由定義 4，
ntt bbbP ...21 ++− 是被以 H 的元素為編號的直線決定。 

由定義 4，
nttr bbbbC ...21 ++− 是被以 H/{br}的元素為編號的直線決定。 

∀ r∈N, r=1,2…t 
由定義 3，知道定理 3 成立。 

 
進一步，我們可得到定理 3-1： 

t<n，有 }...,{
21 tiii aaaH = , }...,{

21 ntt iii aaaH
++

= ，使
ti

a = tb ， 

則
ntt bbbC ...21 ++− 其上有

ntt bbbP ...32 ++− ,
ntt bbbP ...31 ++− …

121 ... −++− ntt bbbP 等(n-t)個限制點。 

 
[證明] 

由定理 3，
ntt bbbP ...32 ++− 在

ntt bbbbC ...321 ++− ,
ntt bbbbC ...322 ++− …

nttt bbbbC ...321 +++− 上。 

同理，
ntt bbbP ...31 ++− 在

nttt bbbbC ...312 +++− (
ntt bbbC ...21 ++− )上…

121 ... −++− ntt bbbP 在
ntt bbbC ...21 ++− 上。 

所以
ntt bbbC ...21 ++− 其上有

ntt bbbP ...32 ++− ,
ntt bbbP ...31 ++− …

121 ... −++− ntt bbbP 等(n-t)個限制點。 

4. 定理 4：方向角性質 

(1) 方向角相等的涵義：∠ABC=∠ADC⇔ A、B、C、D 共圓 
[證明] 
(a) B,D 於 AC 異側 

 
 
  ∠ABC=∠ADC⇔  
  互補關係，A、B、C、D 共圓 
 
 

           圖(五) 

 

 

∠ADC

∠ABC

A

C

B

D



9 

C

B A

D
E

(b) B,D 於 AC 同側 
   
   
  ∠ABC=∠ADC⇔  
  對同弧關係，A、B、C、D 共圓 
 
   
  圖(六) 

所以∠ABC=∠ADC⇔ A、B、C、D 共圓 
(2) 遞移律：∠ABC=∠CDE，∠CDE=∠FGH⇒∠ABC =∠FGH 

[證明] 
Let ∠CDE=x 
由定義 6，∠ABC=∠CDE⇒∠ABC=x+kπ (k∈Z) 
再由定義 6，∠CDE=∠FGH⇒∠FGH=x+tπ (t∈Z) 
則∠ABC=∠FGH+(k−t)π, (k-t)∈Z，由定義 6，∠ABC =∠FGH 成立 

(3) (∠X，+)：∠ABC+∠CBD=∠ABD 
[證明] 
(a) D 點在∠ABC 外 

 
 

       ∠ABC+∠CBD=∠ABD 
 
 
    圖(七) 

(b) D 點在∠ABC 中 
 
 
   ∠ABC+∠CBD=∠ABC−∠DBC=∠ABD 
 
   圖(八) 

減法運算視為加法的反運算。 
(4) 三角形內的方向角和：ΔABC 中，∠ABC+∠BCA +∠CAB=0 

[證明] 

如圖(九)，作 CD//AB，延長 AC 並於靠近 C 處取一點 E(A,E 異側)。 
∠ABC+∠BCA +∠CAB 
=∠DCB+∠BCA +∠ECD 
=∠ECA(定理 4-(3))=0 

   
                                                      圖(九) 

 

∠ADC
∠ABC

A

B

C

D

B
A

CD

B A

C D
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三. n=4 
如圖(十)，令 C-1 與 C-4 的交點除了 P23 外，還有一點 F。 

連接 13FP 、 23FP 和 34FP 。 

4

3

2

1

F

P24P34

P14

P23

P12

P13

 
圖(十) 

[證明] 

以下採用了定理 5─方向角性質 

由共圓關係，我們有∠P24FP23=∠P24P34P23 , ∠P23FP12=∠P23P13P12 
因此∠P24FP12=∠P24FP23+∠P23FP12 

=∠P24P34P23+∠P23P13P12 

=∠P14P34P13+∠P34P13P14(∵P12-P13-P14) 
= −∠P13P14P34 
=∠P34P14P12 

=∠P24P14P12 
 
所以 P24、F、P12、P14 共圓，亦即 F 在ΔP12P14P24 的外接圓 C-3 上。 

同理可證，F 存在 C-2 上。 

 

根據定義 3、5，F 即為限制點 P4。 
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四. n=5 

如圖(十一)，令 P-1、P-2 與 P-3 的外接圓為 C。連接 52 −− PP 、 53 −− PP 、 12 −− PP 、 13 −− PP 、

514 −PP 、 324 −PP 、 234 −PP 和 145 −PP 。作 C-12、C-13、C-35、C-25。 

C-35

C-13

C-25

C-12

4

2

1

5

3

P-5

P-4
P-3

P-2

P-1

P34

P14

P45

P24

P25

P12

P13

P15

P35

 
圖(十一) 

[證明] 

以下採用了定理 5─方向角性質 

由共圓關係，我們有∠P-3P-1P45=∠P-3P24P45=∠P-3P-5P14 , 
∠P14P-5P-2=∠P14P34P-2 和∠P45P-1P-2=∠P45P34P-2 
因此∠P-3P-5P-2=∠P-3P-5P14+∠P14P-5P-2 

=∠P-3P-1P45+∠P14P34P-2 

=∠P-3P-1P45+∠P45P34P-2 

=∠P-3P-1P45+∠P45P-1P-2 

=∠P-3P-1P45−∠P-2P-1P45 

=∠P-3P-1P-2 
所以 P-3、P-5、P-2、P-1 共圓，亦即 P-5 在圓 C 上。 

同理可證，P-4 也在圓 C 上。 
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根據定義 3，圓 C 即為限制圓 C5。 

 

由於證明過程中，將所有直線與點畫出與否對於證明並無太大的影響，所以我們只要

畫出跟證明有關的線與圓即可，如圖(十二)。簡圖對於推導一般情形的結果較有用處。 

C-35

C-13

C-25

C-12

4

P-5 P-2

P-1

P34

P14

P45

P24

 
圖(十二) 
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五. n=6 
如圖(十三)，為求方便，點與圓的命名省略前面的 P 和 C。在圖(十三)上做輔助線來

證明過於複雜混亂，所以就用簡圖來作 n=6 之證明。 

C-6

C-3

C-5

C-4

C-1

C-2

6

5

4 3
2

1
F6

P-36

P-56

P-35

P-46

P-34
P-15

P-16

P-13 P-14

P-26 P-23P-25
P-24

P-12

 
圖(十三) 

C-134

C-234

C-123C-124

C-2C-1

P-34

P-1234

F

P-12

P-23

P-13

P-14

P-24

 
圖(十四) 

如圖(十四)，先做出 C-2、C-1。由定理 2，P-12、P-23 和 P-24 必在同ㄧ圓 C-2 上，同理，

P-12、P-13 和 P-14 必在同ㄧ圓 C-1 上，做 P-1234，再次用定理 2 知道，P-1234 在 C-123、C-124、

C-134 和 C-234 上。所以做 C-123、C-124、C-134 和 C-234，又由定理 3-1，所以 C-123 上有 P-12、

P-23、P-13，其餘同理。令 C-2、C-1 的交點除了 P-12 外，另一交點為 F。 
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連接 12−FP 、 13−FP 、 23−FP 、 1314 −− PP 、 123414 −− PP 、 1214 −− PP 、 2334 −− PP 、 1334 −− PP 、 123434 −− PP 、

2324 −− PP 、 1224 −− PP 和 123424 −− PP 。 

[證明] 
以下採用了定理 5─方向角性質 

由共圓關係，我們有∠P-23FP-12=∠P-23P-24P-12 , ∠P-13FP-12=∠P-13P-14P-12 , 
∠P-23P-24P-1234=∠P-23P-34P-1234 , ∠P-1234P-24P-12=∠P-1234P-14P-12 
和∠P-13P-14P-1234=∠P-13P-34P-1234 
 
因此∠P-23PP-13=∠P-23FP-12−∠P-13FP-12 
=∠P-23P-24P-12−∠P-13P-14P-12 

=∠P-23P-24P-1234+∠P-1234P-24P-12−∠P-13P-14P-1234−∠P-1234P-14P-12 

=∠P-23P-34P-1234−∠P-13P-34P-1234 

=∠P-23P-34P-13 

 
所以 P-23、F、P-13、P-34 共圓。 

由於 P-23、P-34 和 P-13 在 C-3 上，所以 F 亦在 C-3 上。 

同理可證，F 亦在 C-4、C-5 和 C-6 上。 

 

根據定義 3，F 即為限制點 P6。 
 

六. n=2k , k 3≧  
n=2 的結果顯然，n=4 的證明已在之前證得。 

在關於 n=6 的證明中，我們可以採用簡圖（十四）來證明所有 n=2k 的結果，因為當

n 6≧ 時，必定能夠在圖形裡找到圖(十四)中所有的點與圓。 

[證明] 

假設 Cn-1 存在，由定理 1，可以知道 n≥ 2，所有小於 n 的直線數都存在限制點或限制

圓。採用 n=6 的証明，可得到 P-23、F、P-13、P-34 共圓，由於 P-23、P-34 和 P-13 在 C-3

上，所以 F 亦在 C-3 上。同理可證，F 亦在 C-4、C-5…C-n 上。根據定義 3，F 即為限

制點 Pn。 
 
所以當 Cn-1 存在時，必存在限制點 Pn。 
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七. n=2k+1 
n=3 的結果顯然，n=5 的證明已在之前證得。而當存在 Pn-1 時，藉由定理 1 可以得知

n≥ 2，所有小於 n 的直線數都存在限制點或限制圓。 
 
如圖(十五)，作 C-12、C-13、C-14、C-23、C-24、C-34。由定理 3，P-1 是 C-12、C-13、C-14

的共同交點，其餘同理。由定理 2-1，C-12、C-13、C-23 之共同交點為 P-123，其餘同理。

再次由定理 3 知道，P-123、P-124、P-134、P-234 會共一圓 C-1234。令 P-1、P-2 與 P-3 的外

接圓為 C。 
 

連接 21 −− PP 、 41 −− PP 、 1241 −− PP 、 32 −− PP 、 1232 −− PP 、 43 −− PP 、 2343 −− PP 、 1244 −− PP 、 1344 −− PP 、

2344 −− PP 、 134234 −− PP 、 124134 −− PP 、 123124 −− PP 和 234123 −− PP 。 

C-34

C-24

C-23

C-1234

C-14

C-13

C-12

P-4

P-3

P-134

P-124

P-1

P-123

P-234

P-2

 
圖(十五) 

[證明] 

以下採用了定理 5─方向角性質 

由共圓關係，我們有 P-1P-2P-123=∠P-1P-124P-123 ,∠P-123P-2P-3=∠P-123P-234P-3 , 
∠P-123P-234P-134=∠P-123P-124P-134 ,∠P-134P-234P-3=∠P-134P-4P-3 , 
和∠P-1P-124P-134=∠P-1P-4P-134 
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因此∠P-1P-2P-3=∠P-1P-2P-123+∠P-123P-2P-3 
=∠P-1P-124P-123+∠P-123P-234P-3 
=∠P-1P-124P-123+∠P-123P-234P-134+∠P-134P-234P-3 

=∠P-1P-124P-123+∠P-123P-124P-134+∠P-134P-4P-3 
= −∠P-123P-124P-1+∠P-123P-124P-134+∠P-134P-4P-3 

=∠P-1P-124P-134+∠P-134P-4P-3 
=∠P-1P-4P-134+∠P-134P-4P-3 
=∠P-1P-4P-3 
 
所以 P-1、P-2、P-3、P-4 共圓，亦即 P-4 存在 C 上。 

同理可證，P-5、P-6、…P-n 存在 C 上。 

 

根據定義 3，C 即為限制圓 Cn。 
 

八. ∀ n∈N 
n=2,3,4,5,6 時成立。 
n=2k，由(六)之結果，當 Cn-1 存在時，必存在限制點 Pn。 
n=2k+1，由(七)之結果，當 Pn-1 存在時，必存在限制點 Cn。 
藉由數學歸納法，可証明∀ n∈N。 

當 n 為偶數，存在有限制點 Pn。 

當 n 為奇數，存在有限制圓 Cn。證畢 
 

肆、研究結果： 

∀ n∈N，當 n 為偶數，存在限制點 Pn；當 n 為奇數，存在限制圓 Cn。 
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伍、討論及應用： 

1. 本文未討論平行及共點的部份是未來可發展的方向。 
(1) 就以平行而論，可將平行直線組視為交於無窮遠之點，則某直線 L(不與此平行

線組平行)交於此平行線組任意兩點，則此兩點與無窮遠之點的外接圓即為 L。

( R∈∀ε ，半徑>ε ，即為圓的退化情況) 
(2) 就以共點而論，可將共點直線組的唯一交點視為原本兩兩直線相交的點無窮接

近，則此共點線組之外接圓即為此交點。( +∈∀ Rε ，半徑<ε ) 
(3) 困難處：雖然可知道這類的退化情況，也皆能符合上述結論，但有些情況實在

是退化過頭(限制點或限制圓無窮遠，難以想像交點或共圓情況)，所以無法判

斷，這類情況理應剔除，但卻又須要龐大的討論才能確認以上情況，所以本篇

文章不予討論。 
2. 關於退化的情況，亦可用在上述的証明中。例如考慮限制圓 C5，可發現在簡圖證明

中的 L4，即為在 2k+1 的簡圖證明中的 C-1234，即 n=5 的證明只是將 n=2k+1 的 C-1234

退化為 L4 而已。 
3. 對於每個直線組(n 條直線，無平行線組，無共點線組)而言，只存在唯一的 Cn 或 Pn(雖

非一特定限制點或限制圓即對應一個直線組)，所以應該存在某些性質在於這些限制

點或限制圓與原直線組的關係，雖然尚未找到確切的關係，但希望這是未來可以努

力的方向。 

陸、參考文獻： 

1. Jean-Pierre Ehrmann , 2004 , Steiner’s Theorems on the Complete Quadrilateral , Forum 
Geometricorum , Volume 4 , p35-52 



評語 

 

本作品探討一系列的「共圓」、「共點」幾何關係。作者很不幸沒有挑選到

恰當的動態幾何軟體，以致無法完整的展示這一連串的互動展示。 
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