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Abstract   
We inferred the original Feynman triangle theorem from equilateral triangle into common triangle 

and from same ratios of dividing points into different ones. The conclusions are below： 
1.Suppose that A′ , B′andC′ are dividing points on ABCΔ `s edges BC ,CA ,and AB  BC ,CA ,and 
AB surround the area GHIΔ （ GHIA ）. This way, the ratios of GHIA  and ABCA  is below : 

（1）The edges are divided into same ratios： AD ： DB ＝ BE ： EC ＝CF ： FA ＝1：p,  

   GHI
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A
A

＝ 1－
3

1 (1 )
p

p p+ +
. 

（2）The edges are divided into different ratios： AD ： DB ＝1：p， BE ： EC ＝1：q，  

CF ： FA ＝1：r  , GHI
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A
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q
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2. E,F,G and H are dividing points on ABCD`s edges AB , BC ,CD and DA . AB , BC ,CD and DA  
surround the area IJKL（ IJKLA ）： 

（1）The edges are divided into same ratios：
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＝
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＝
CF
FD

＝
DG
GA

＝1：p, 
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（2）The edges are divided into different ratios： AH
HB

＝1：p， BE
EC

＝1：q ，
CF
FD

＝1：r ， 
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GA

＝1：s， 

IJKL

ABCD

A
A

＝1－
1
2

×（
1

(1 )(1 ) 1
c

b c
+

+ + +
＋

1
(1 )(1 ) 1

d
c d
+

+ + +
＋

1
(1 )(1 ) 1

b
a b
+

+ + +
＋

1
(1 )(1 ) 1

a
d a

+
+ + +

）. 

3. After inferred, the result of a regular polygon whose edges are divided into same ratio by dividing 
points is： 
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中文摘要 
  由原始費曼三角形原理中的正三角形等比例分點問題，推廣至一般三角形的分點等比例及不

相同之比例，得到如下之結論： 

1.設 D、E、F 為任意三角形 ABCΔ 上之分點，其中 AE 、BF 、CD 所圍出 GHIΔ 的面積（ GHIA ）       

  與 ABCA 比值如下: 

 （1）分點等比例：若 AD ： DB ＝ BE ： EC ＝CF ： FA ＝1：p， 

     GHI
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A
A

＝1－
3
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p

p p+ +
 

 （2）分點不同比例：若 AD ： DB ＝1：p， BE ： EC ＝1：q， CF ： FA ＝1：r， 

     GHI
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A
A

＝ 1－
( )1 1
p

p r+ +
－

( )1 1
q
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2.平行四邊形 ABCD，E、F、G、H 為四邊之分點， AE 、 BF 、CG 、 DH 所圍成的四邊形面積  

（ IJKLA ）與 ABCDA 比值 

（1）平行四邊形分點等比例：當
AH
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＝
BE
EC

＝
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＝
DG
GA

＝1：p， 
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（2）平行四邊形分點不同比例：當
AH
HB

＝1：p， 
BE
EC

＝1：q ，
CF
FD

＝1：r ，
DG
GA

＝1：s 時，         
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）。  

3.經由推倒得知正 n 邊形分點等比例一般式為 
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費曼三角形的推廣 

Feynman Triangle’s Inference 

 
壹、研究動機 

  在費曼的自傳中曾經提到，其小時候曾經研究過一種特殊的三角形（後人稱之為費

曼三角形），我們發現，利用正弦、餘弦定理、有向線段的比，以及 GSP 的動態模擬與

計算功能等工具，可以有效地解決問題。 
 

貳、研究目的 
    我們除了希望研究一般形式的費曼三角形之外，也希望探討一般四邊形以同樣的方

式所導出的公式，並且推廣至 n 邊形，進而討論其幾何性質。 

 

參、研究問題 

１. 當 P、Ｑ、R 為ΔABC 之三邊 AB 、 BC 、CA 上分點，且 AP ： PB =1：p， 

    BQ ：QC =1：q，CR ： RA  =1：r（圖 1-1），則 AQ 、 BR 、CP 三線段所構成之ΔDEF 

    面積與ΔABC 面積之幾何關係為何？ 
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２. 當 E、F、G、H 為平行四邊形之四邊 AB 、 BC 、CD 、 DA 上之分點，且 AE ： EB ＝ 

1：p， BF ： FC ＝1：q，CG ：GD ＝1：r， DH ： HA ＝1：s（圖 1-2），則 AF 、 BG 、

CH 、 DE 所構成之平行四邊形面積 IJKLA 與 ABCDA  之幾何關係為何？ 

 

３. 當 F、G、H、I、J 為正五邊形之五邊 AB 、 BC 、CD、 DE 、 EA 上之分點，且 AF ： FB  

＝1：a， BG ：GC ＝1：b，CH ： HD ＝1：c， DI ： IE ＝1：d， EJ ： JA ＝1：e 

（圖 1-3），則 AG 、 BH 、CI 、 DJ 、 EF 所構成之五邊形面積 KLMNOA 與 ABCDEA 之幾何

關係為何？ 

 

４. 當延伸至正 n 邊形時，各頂點與鄰邊分點之連線所構成

之正 n 邊形面積與原正 n 邊形的幾何關係為何？ 
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肆、研究過程 

費曼三角形的性質如下： 

（圖 2-1）正三角形 ABCΔ 中， A′、 B′、C′為 BC 、CA 、 AB 三

邊上之分點，且 AB′：AC ＝CA′：CB ＝ BC′：BA ＝1：p，則 AA′、 

BB′、CC′所圍成之正三角形 DEFΔ 與 ABCΔ 的比值為
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為了討論方便，我們將以上頂點到分點與分點到頂點的比原為 1：（p-1）令成 

1：p，也就是 AB′： B C′ ＝CA′： A B′ ＝ BC′：C A′ ＝1：p， 

則
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當延伸到正三角形分點與頂點不同比例（如圖 2-2），當 BD ： DC ＝1：p，CE ： EA ＝1：q，

AF ： FB ＝1：r，在 ABDΔ 與一外分點 C 中，我們利用到孟式定理（Menelaus Theorem），求

得
DM
MA

＝
1

rp
p+

，所以
AMC
ABC

Δ
Δ

＝1×
1

p
p+

×
1

1
p

p rp
+

+ +
＝

1 (1 )
p

p r+ +
，同理可求出

ANB
ABC

Δ
Δ

＝

1 (1 )
q

q p+ +
，

BOC
ABC

Δ
Δ

＝
1 (1 )

r
r q+ +

，則 

MNO
ABC

Δ
Δ

＝1－
( )1 1
p

p r+ +
－

( )1 1
q

q p+ +
－

( )1 1
r

r q+ +
……○2  

接著討論分點等比例的等腰三角形（如圖 2-3），當
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若是一般三角形分點不同比例的話呢？（如圖 2-4）首先
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1
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由上述之四個式子（○1 ~○4 ）可以分成三角形分點同比例與三角形分點不同比例兩個不同的

公式，也就是說○1 （正三角形分點同比例）與○3 （等腰三角形分點同比例）式子相同以及○2

（正三角形分點不同比例）與○4 （一般三角形分點不同比例）式子相同，則我們可以得到 

結論一 

ABCΔ （如圖 2-5）中，D、E、F 為三邊 AB 、 BC 、CA 上之分點， AE 、 BF 、CD 所構成之

GHIΔ 與 ABCΔ 面積比為 

１. 當 AD ： DB ＝ BE ： EC ＝CF ： FA ＝1：k 時， GHI
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２. 當 AD ： DB ＝1：p， BE ： EC ＝1：q，CF ： FA ＝1：r 時，  
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接著討論四邊形 

分點同比例之平行四邊形（如圖 2-6），當
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接著討論平行四邊形分點不同比例 

（如圖 2-7）當
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＝
1
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由式○5 與式○6 可以知道其一般形式相仿。 

而延伸到一般四邊形分點同比例時，原本的方法因為不可行，

所以我們另外使用定座標的方法，（如圖 2-7）給定 A、B、C、

D 四點座標，利用分點公式求出 E、F、G、H，接著求 DE、AF 、

BG、CH 的方程式，求得四個交點，再代入面積公式即可。（因

求出的面積比值極為複雜且與前面的式子無密切關係，故在此

不做討論） 
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推廣到正五邊形 

所給的條件為
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＝
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＝
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＝
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＝
p
q

， BAG∠ ＝θ ，（註：以下圖形皆為正 n 邊形且

比例皆相同，為了計算方便，所求式子直接以比例列出） 

求 KLMNOA 佔全部面積多少的比值，用餘弦定理求出 AG ＝ 2 2( ) 2 ( ) cos108p p q p p q+ + − + o ，由
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接著討論正六邊形  

同樣地若條件為
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＝
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＝
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結論二 

從上式可發現五邊形與六邊形使用相同方法所導出來的式子（○7 及○8 ）非常類似，試著導

出 n 邊形的一般式如下： 

 

正 n 邊形分點比為 p：q，令θ 如（圖 2-10）    

，由式○7 及○8 可以知道 
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，且θ ′為正 n 邊形一內角的
1
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＝
90( 2)n

n
−⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
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伍、研究結果 

1.設 D、E、F 為任意三角形 ABCΔ 上之分點，其中 AE 、BF 、CD 所圍出 GHIΔ 的面積（ GHIA ）

與 ABCA 比值如下: 

（1）分點等比例：若 AD ： DB ＝ BE ： EC ＝CF ： FA ＝1：p， 

GHI

ABC

A
A

＝1－
3

1 (1 )
p

p p+ +
 

（2）分點不同比例：若 AD ： DB ＝1：p， BE ： EC ＝1：q， CF ： FA ＝1：r，    

GHI

ABC

A
A

＝1－
( )1 1
p

p r+ +
－

( )1 1
q

q p+ +
－

( )1 1
r

r q+ +
。 

2.平行四邊形 ABCD，E、F、G、H 為四邊之分點， AE 、 BF 、CG 、 DH 所圍成的四邊形面積

（ IJKLA ）與 ABCDA 比值： 

（1） 平行四邊形分點等比例：當
AH
HB

＝
BE
EC

＝
CF
FD

＝
DG
GA

＝1：p， 

IJKL

ABCD

A
A

＝ 1－
1
2

×
4(1 )

(1 )(1 ) 1
p

p p
+

+ + +
 

（2）平行四邊形分點不同比例：當
AH
HB

＝1：p， 
BE
EC

＝1：q ，
CF
FD

＝1：r ，
DG
GA

＝1：s 時，

IJKL

ABCD

A
A

＝1－
1
2

×（
1

(1 )(1 ) 1
c

b c
+

+ + +
＋

1
(1 )(1 ) 1

d
c d
+

+ + +
＋

1
(1 )(1 ) 1

b
a b
+

+ + +
＋

1
(1 )(1 ) 1

a
d a

+
+ + +

）。 

３. 正 n 邊形分點等比例 p：q 之一般式 

1－
3

2 2 2 2 2

( 2)180sin(180 )

4 4 ( 2)180 ( 2)180cos ( ) cos ( ) sin( ) ( ) 2 ( ) cos( )

nnpnp n
n np q p q p p q p p qn n n n

θ

θ θ

−
− −

+
− −′ + ′ + + + − +

o
o

o o

              

且 sinθ ＝
2 2

( 2)180sin( )

( 2)180( ) 2 ( )cos( )

np
n

np p q p p q
n

−

−
+ + − +

o

o
，θ ′＝ 90( 2)n

n
−⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦

o

 

 



陸、未來展望 

1.一般四邊形不使用定座標的方法，繼而觀察其否同樣具有規律。 

2.在使用 GSP 的過程中，發現如下述的情形 

 

已知 E、F、G、H 為各邊中點，則無論 ABCD 為何種四邊形， 

ABCDA ： IJKLA 的比值會介於 5 到 6 之間，（最大值在四邊形逼近於

三角形時）是否能夠進一步證明。 

 

柒、參考資料 

http://mysite.mweb.co.za/residents/profmd/feynman.pdf 
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評語 

 

相關研究成果已有發表，作者所用方法或可化簡。＂推廣＂至平行四邊形

方面，困難的地方在於任意四邊形，可朝這方面繼續發展。 

 


	費曼三角形的推廣
	作者簡介
	作者簡介
	Abstract
	中文摘要
	壹、研究動機
	貳、研究目的
	參、研究問題
	肆、研究過程
	伍、研究結果
	陸、未來展望
	柒、參考資料
	評語


