
臺灣二 O O 七年國際科學展覽會 

 

 

科     別 ：數學 

作 品 名 稱 ：替機器人安排作業程序 

 

學校 / 作者 ：臺北市立建國高級中學 洪錫成  

臺北市立建國高級中學 李重毅 
  



2 

個人簡介 

 
 

我是洪錫成，西元 1989 年出生，目前就讀台北市立建國高級中學三年級。從小受到家人的影

響，對數學有著較濃厚的興趣。除了接觸數學之外，我空閒的時間也會從事一些休閒活動，

像是打球、彈鋼琴。 
很高興能夠參加這次的國際科展，讓我有機會對一些有趣的數學問題有更深一步的探討，也

非常感謝辛苦指導過我們的教授與老師。 



3 

個人簡介 

 
 

我是李重毅，出生在一個安平和樂的家庭，現在是台北市立建國高級中學三年級的學生。從

國中到高中時期，因為老師們的引導，我漸漸發現數學是個有趣的科目，有時候我會和幾個

好朋友一起討論數學問題，因為和朋友交流總能讓自己學的更多。 
很幸運的，我們通過了國際科展的初選。經過這次研究中，讓我懂得如何有系統的研究一個

數學問題。感謝教授老師們的指導，也謝謝和我一起研究的夥伴－洪錫成。 
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摘要 

 
編號 1~ mn 的 mn 個物件已隨機置入 nm× 階的矩陣中，另外有一行 m 個空格的暫存區供

物件暫存用。我們探討將這 mn 個物件移至目標區並按照 1,2,…, mn 的次序排列，所需的移

動步數；每一步的移動中，只能移動每一行最頂層的物件到其他行(含暫存區)的最頂層或目

標區。 
在這篇報告中，我們給出了一個適用於 1−≥ mn 時的移動方法，此方法在一般的情形

下，所需的移動次數未必是最少；但是在最不利於移動的情形下，我們證明此方法所需的移

動步數為最少。 

 

Abstract 
 
      There are mn objects, numbered from 1 to mn, put on an nm×  matrix randomly, and there 
is another column with m blank spaces for temporary storage purpose during moving. In each step 
of moving, we can only move the top object from one column to the top of another column or to the 
target pile. The total steps needed to move these mn objects to the target pile in increasing order 
from the bottom to the top is studied in this article. A general method for solving this problem when 

1−≥ mn  is given, and we prove that it provides an optimal solution in the worst cases. However, 
it may not always provide the minimal steps in all cases. 
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壹、前言 
一、研究動機 

    在一次數學教室的大掃除中，要把椅子搬出教室外。可是由於教室內有桌子阻

隔，所以椅子沒有辦法順利搬出。如下圖，12 個黑點為 12 張椅子，任一張椅子移

動時不能跨越任意其他的椅子。於是我們想問：如果要把椅子按編號大小順序搬出

教室外，該怎麼做呢？  

 

 
二、研究目的 

    我們可以將前述的問題，推廣如下：編號 1~ mn 的 mn 個物件已隨機置入 nm× 階

的矩陣中，另外還有一行 m 個空格的暫存區供物件暫存用。如下圖，A 區是可以供

暫存之用的空格，B 區是移動物件的「目標區」。在每次移動中，只能移動每一行最

頂層的物件，該物件也只能移動到其他行的最頂層或 B 區。若將每次移動定為一步，

則將這 mn 個物件在目標區由下而上按照 1,2,…, mn 的次序 (即下圖 B 區的順序) 排

列，最少要幾步方可完成？ 
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貳、研究方法或過程 

我們首先分別以 43× 及 45× 特定的排列情形，作移動過程的說明(見二)。接著說明

43× 的移動方法，進而推廣到 53× 等
( )

2
1−

≥
mmn 的情形(見四)。最後結合 45× 的移動方

法，我們找到了對任意 1−≥ mn 時都適用的移動方法(見五)。 
 

一、符號 

首先引進若干符號，以利後續的討論。如下圖，最左邊的Ο為空格子 (暫存區)， ija
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表示位置在第 i 列第 j 行的原始物件 ( mnanjmi ij ≤≤≤≤≤≤ 1且 ,1 ,1 ). 
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不失一般性，令 { } { }mjjjmiii aaaaaa ,,,min,,,min 2121 LL <  ( i < j )，則編號 1 的物件位

於第一行，即 1 { }12111 ,,, maaa L∈ . 接著將每個「位置」令為 ijA ，即在未經任何移動

之前，物件 ija 位於位置 ijA , 如下圖所示： 
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     第 第 第 第  第  
     零 一 二 三 … n  
     行 行 行 行  行  
 

二、首先，分別以 3×4 和 5×4 特定的排列情形為例子，做初步的觀察：(我們以灰色表示

準備要移動的物件及其編號，□表示剛移動完成的物件及其編號。) 
 
以 3×4 為例： 

 
 
 
 
                               ( 1 已移到目標區) 
 

 

 

 

      (1, 2 已移到目標區)       (1, 2, 3 已移到目標區) 
 

上面的做法總共花了 21 步 
 

註：最後每一行的物件皆呈由上到下遞增排列方式暫存，所以可按序將所有物件移

動至目標區。 
 

 5 7 9 11

 6 8 10 12

 1 2 3 4

5   6 11

7  8 10 12

9  2 3 4

5 6    

7 8  10 12

9 11  3 4

5 6    

7 8 10   

9 11 12  4
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以 5×4 為例： 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

        (1 已移至目標區)               
 

 

 

 

 

 

       (1,2 已移至目標區) 

 

 

 

 

 

 

      (1,2,3 已移至目標區) 
 

 
 
 
 
 
 

     (1,2,3,4 已移至目標區) 
 

上面的做法總共花了 44 步 
註：上述的移動方法可以推廣到 1−= mn 的情形。 

 5 9 13 17

 6 10 14 18

 7 11 15 19

 8 12 16 20

 1 2 3 4

     

5 6 10 14 18

9 7 11 15 19

13 8 12 16 20

17 1 2 3 4

6   7 8

5  10 14 18

9  11 15 19

13  12 16 20

17  2 3 4

     

5 6  14 18

9 7 11 15 19

13 8 12 16 20

17 10 2 3 4

11 12    

5 6  14 18

9 7  15 19

13 8  16 20

17 10  3 4

     

5 6 11   

9 7 12 15 19

13 8 14 16 20

17 10 18 3 4

     

5 6 11   

9 7 12 15  

13 8 14 16 20

17 10 18 19 4

15 16    

5 6 11   

9 7 12  19

13 8 14  20

17 10 18  4

20     

5 6 11   

9 7 12 15  

13 8 14 16  

17 10 18 19  

     

5 6 11   

9 7 12 15  

13 8 14 16  

17 10 18 19 20

完成
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三、觀察： 
當每一行數值最小的物件在最下層時，我們知道它將會需要比較多的移動次

數，因為除了最下層的物件之外，其他的物件都必須要移動至少兩次，也就是至少

多搬一次 (移動到目標區勢必會搬一次)。 
為了使總移動次數降到最少，我們得用這多搬的一次就把它們排序好。所以，

我們必須盡可能的在每次排序的過程中，都達到一次排序所能排序的最大值。在一

個最不利的初始狀況下，每次只能取每行最上層的物件排序，最多 n 行；又因為每

一行只有 m 個空格，所以一次最多只能排序 { }nm,min 個物件。在這樣的前提之下，

「一次排序最多個物件」就是降低移動次數的關鍵。 
 

四、我們發現上述 43× 的例子中所用的方法，也適用於 53× 的情形，甚至對任意

( )
2

1−
≥

mmn 的情形都適用。先以 53× 的情形為例做說明： 

 

物件： 

      

3534333231

2524232221

1514131211

   
aaaaa
aaaaa
aaaaa

Ο
Ο
Ο

 

位置： 

      

3534333231

2524232221

1514131211

30

20
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  第 第 第 第 第 第  
  零 一 二 三 四 五  
  行 行 行 行 行 行  
 

接著我們說明每次移動都要遵守的規則： 

規則 1：設已有 s-1 個物件被移動到目標區，若位置 ijA 的編號 s 物件恰好在第 j 行的

最上層，則將 s 移動到目標區。 

規則 2：當執行下列步驟時，設要移動的是位於位置 ijA 的物件，若它已經按照規則

被移至目標區了，則要移動的物件就改為位於位置 jiA  ,1+ 的物件；若該行已

經沒有其他的物件可以移動，則不執行該物件的移動。 
 

步驟： 
1. 將物件 11a , 12a , 13a 從位置 11A , 12A , 13A 由大到小移入第零行 (先移動編號大

的物件，使編號大的物件位於底層。) 
2. 將物件 21a 從位置 21A 移到位置 13A 。此時根據規則，第一行必定可清空。 
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3. 將位置 22A , 13A , 14A 的物件由大到小移入第一行。將第二行清空。 
4. 將位置 23A , 24A , 15A 的物件由大到小移入第二行。將第三行第四行清空。 
5. 將 25A 移入第四行。則剩下的物件都已按照大小順序排列 (較上面物件的編號較

小)，即可將全部的物件搬至目標區。 

於是可以知道當
( )

2
1−

≥
mmn 時： 

 
 
 
 

根據前面所提到的移動方法，可以發現在最不利的初始條件下， 
第二列的 1 個物件 21a  
第三列的 3 個物件 31a , 32a , 33a  
第四列的 6 個物件 41a , 42a , …, 46a  
       M  

第 1−m 列的
( )( )

2
21 −− mm

個物件 1,1−ma , 2,1−ma , …, ( )( )  
   

2
12,1 −−

−
mmm

a  

總共有
( )( )

6
21 −− mmm

個物件需要移動三次才能到達目標區。而 1ma , 2ma , …, mna 這

n 個物件只要移動一次就能到達目標區，其餘的則需要移動兩次才能到達目標區。

所以，至多需要 
( )( ) ( ) nmnmmm

+−+
−− 12

6
21  

次移動即可將這 mn 個物件移動到目標位置。 

為什麼只適用於 的情形
( )

2
1−

≥
mmn 呢？因為在最不利的初始條件下，第 1−m

列有
( )( )

2
21 −− mm

個物件需要移動三次。而在需要移動三次的物件完成排序前，每

次清空完某一行後，都需要有 m 行最上方的物件放入該行。所以只有在當

( )( ) ( )
2

11
2

21 −
=−+

−−
≥

mmmmmn 時，目前的移動方法才成立。換句話說，如果

( )
2

1−
<

mmn ，前面的移動方法未必能將物件都移至目標區。 

 
五、前面 45× 特例的方法，也適用於 1−= mn 的情形。於是將這兩種移動方法結合起來，

就得到適用於 1−≥ mn 的移動方法： 
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1. 移動規則 

每一個物件的「移動」時，都要遵守以下幾項規則： 

規則 1：設已有 1−s 個物件被移動到目標區，若位置 ijA 的編號 s 物件恰好在第 j

行的最上層，則將 s 移動到目標區。 

規則 2：當執行下列步驟時，設要移動的是位於位置 ijA 的物件，若它已經按照

規則被移至目標區了，則要移動的物件就改為位於位置 jiA  ,1+ 的物件；

若該行已經沒有其他的物件可以移動，則不執行該物件的移動。 
規則 3：被「凍結」的物件 (見下列的移動程序 2.(1)) 不再執行程序(1), (2), (3), 

(4)，直到程序(1), (2), (3), (4)執行完畢後，再一起執行程序(5) (滿足規

則 1 的物件仍要依照規則 1 移動)。 
 

2. 移動程序 
 

(1) 將位於 11A , 12A ,…, mA1 的 m 個物件 (即 11a , 12a ,…, ma1 ) 移動到空行 (即

10A , 20A ,…, 0mA )，滿足自下而上，編號由大到小排列，並將這 m 個物件「凍

結」。再將位於 21A , 31A ,…, 1 ,1−mA 的 2−m 個物件 (即 21a , 31a ,…, 1 ,1−ma ) 移動

到 mA1 , 1 ,1 −mA ,…, 13 A 的位置，則根據規則， 11A , 21A ,…, 1mA 此行被騰空。 

(2) 將位於 1 ,11312  , , , +mAAA L 的 m 個物件移動到空行 12111  , , , mAAA L ，自下而

上，編號由大到小排列，並將這 m 個物件「凍結」。再將位於 2 ,13222  , , , −mAAA L

的 2−m 個物件移動到 1411 ,1  , , , AAA mm L+ 的位置，則根據規則，

22212  , , , mAAA L 此行被騰空。 

(3) 重複第二步的動作，將位於 1  ,11,11  , , , −++ miii AAA L 的 m 個物件移動到空行

1 ,m1- ,21- ,1  , , , −iii AAA L ，自下而上，編號由大到小排列，並將這 m 個物件「凍

結」。再將位於 imii AAA  ,132  , , , −L 的 2−m 個物件移動到

2 ,12 ,11 ,1  , , , +−+−+ imimi AAA L 的位置，則根據規則， miii AAA  , , , 21 L 此行被騰空。

( 13 +−≤≤ mni ) 
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(4) 將位於 niiiimn AAAAAA  ,11 ,1 ,12 ,13 ,11 ,1  , , , , , , , LL +−−+− 的 m-1 個物件移動到空行

1 ,11- ,21 ,1  , , , −−− imii AAA L ，自下而上，編號由大到小排列，並將這 1−m 個物件

「凍結」。再將位於 imii AAA  ,132  , , , −L 的 2−m 個物件移動到

1 ,12- ,11 ,1  , , , −++− imnmn AAA L 和 2 1,111  , , , +− inn AAA L 的位置。則根據規則，

iii AAA m21  , , , L 此行被騰空( nimn ≤≤+− 2 ). 
(5) 此時所有物件都已按照每一行自下而上，編號由大到小的順序排列，即可

將全部的物件一一搬至目標區。 
 
 

六、移動步數的討論 

我們知道當
( )

2
1−

≥
mmn 時，在最不利的初始條件下，第 1−m 列有

( )( )
2

21 −− mm

個物件需要移動三次。當
( )( )

2
21 −−

<
mmn 時，則需要移動三次的物件會有一部分被

切掉，所以我們在計算需要移動三次的物件數時，需要將每一列要移動三次的物件

數與總行數做比較，即需要移動三次的物件數為 ( )∑
−

=

1

2
2 ,min

m

k

k nC ，總移動次數為   

( ) ( ) nmnnC
m

k

k +−+∑
−

=

12,min
1

2
2 . 

當
( )( )

2
21 −−

≥
mmn 時，對於 2 1k m≤ ≤ − ， nC k ≤2 均成立。則總共的移動次數為 

( ) ( ) ( )( ) ( ) nmnmmmnmnnC
m

k

k +−+
−−

=+−+∑
−

=

12
6

2112,min
1

2
2 . 

 

七、初始條件的討論 
將 mn 個物件隨機放入 nm× 的容器中，最少需要移動 mn 次，最多需要移動

( ) ( ) nmnnC
m

k

k +−+∑
−

=

12,min
1

2
2 次，即可將這些物件全都排序好。若這些物件初始的排

列狀況是每一行由上到下遞增的話，那麼只需要移動 mn 次即可完成移動；另一方

面，若這些物件初始的排列狀況是以下的情形 (也就是我們之前提到所謂的「最不

利的情形」)，則依照我們的方法需要移動 ( ) ( ) nmnnC
m

k

k +−+∑
−

=

12,min
1

2
2 次： 

mnmmm

n

n
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aaaa
aaaa

L
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L

L

321

2232221

1131211

 

Ο

Ο
Ο
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其中， 

naaa mnmm  , ,3 ,2 ,1 , , , 21 LL = , 

nmnn

m

m

aaa

aaa
aaa

 ,121

2 ,12212

1 ,12111

−

−

−

<<<

<<<

<<<

L

M

L

L

且

nnm

m

m

aa

aa
aa

21 ,1

232 ,1

221 ,1

<

<

<

−−

−

−

M
 

不過，我們並不保證其他的初始狀況都不需要移動這麼多次。 
 
參、研究結果 

(一) 定義 ( )nmh , 是在某一個 nm× 的初始狀況下，將這 mn 個物件按順序排列好所需要花

的最小步數，則在 1−≥ mn 時 

( ) ( ) ( ) nmnnCnmhmn
m

k

k +−+≤≤ ∑
−

=

12,min,
1

2
2 . 

特別是當 nC m ≤−1
2 時， 

( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) nmnmmm

nmnnCnmh
m

k

k

+−+
−−

=

+−+≤ ∑
−

=

12
6

21            

12,min,
1

2
2

 

 
(二) 在下表中我們給出了若干特定 nm× 所需步數的上界與下界，其中， 

( ) ( ) ( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+−+= ∑

−

=

nmnnCmnyx
m

k

k 12,min,,
1

2
2

 
 n 

m  
1−m  m 1+m  2+m  3+m  4+m  

2 (2,3) (4,6) (6,9) (8,12) (10,15) (12,18) 

3 (6,11) (9,16) (12,21) (15,26) (18,31) (21,36) 

4 (12,25) (16,32) (20,39) (24,46) (28,53) (32,60) 

5 (20,44) (25,54) (30,64) (35,73) (40,82) (45,91) 

 
 

(三) n×3 的證明 
1. 我們只要證明了在一個特定的初始排列情形下，任何方法所需要的移動步數都

不會比我們的移動方法少，那麼就可以說明 ( ) ( ) nmnnC
m

k

k +−+∑
−

=

12,min
1

2
2 確實是
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( )nmh , 的最小上界，所以接下來的證明我們都只討論最不利於移動的初始條件

的情形。在證明 nm× 之前，我們先証 n×3 的情形： 
2. 當 3=m 時，只要物件排列的初始狀況跟滿足我們之前討論的條件，則第一行至

少會有一個物件需要移動三次。因為在將第一行清空時，可分為以下兩種情形

(參考下圖，○為空格，●為物件)： 
(1) 物件 a 移動到右行物件的上方： 

令物件 a 移動到的那行最下方的物件為 c，這時物件 c 必小於物件 a，於是

物件 a 需再移動一次才能到達目標區，也就是移動三次。 
(2) 物件 a 移動到暫存區： 

這時不論物件 b 移動到物暫存區或是右行物件的上方，物件 b 的下方都一定

有比它小的物件，所以 b 需要再移動一次才能達到目標區。 
 
 
 
 

3. 故得知至少有一個物件需要移動三次。而我們又已經構造出一種方法使 3=m 時

只有一個物件需要移動三次，所以當 2>n 時，我們得到 
( ) 15,33 +≤≤ nnhn

  
(四) nm× 的證明 

我們首先觀察到幾項移動的規律(見 1.)，提出了「空格」的概念(見 2.)，進而說

明了移動過程中大部分物件皆須滿足的條件(見 4.5.)。有了這些基礎，我們針對各種

移動情形做討論，並證明了那些情形都無法降低我們的移動步數(見 6.7.8.)，最後利

用空格增加的模式計算出需要花三次移動的物件數。(見 9.) 
 

1. 在最不利於移動的初始狀況下，易知每個第 m 列的物件都至少需移動一次，每

個不是第 m 列的物件都至少需移動兩次。所以在下面的討論中，將除了這些次

數以外的部分稱作多花的步數，並研究至少需要多花幾步。首先，我們發現了

以下幾項規律：  
(1) 在 mna 被移至目標區前，任何物件如果是移動到未被清空過的區域，那麼該

物件移動到的位置下方必有一物件的數值比它小，即該物件至少需多花一

步才可移動到目標區。 
(2) 在 mna 被移至目標區前，若要從同一行中移動 k 個物件到同一個暫存區，而

這 k 個物件是由上到下呈遞增排列，則有 1−k 個物件都需多花 1 步才可移動

到目標區(即使在移動這 k 個物件的過程中有移動其他物件也不影響此規

律)。 
2. 因為每移動一個物件到目標區後，總共的空格數就會多一個，而一開始有 m 個

空格，所以在將第 k 行清空之後，都會有 km + 個空格以供暫存，其中有 m 個是

在第 k 行清空後位於第 k 行的空格。因為這 m 個空格是每次清空完第 k 行後都

會有的，所以接下來我們只討論剩下的 k 個空格。這 k 個空格的發展方式會隨

○ a ● ● ● …

○ b ● ● ● …

○ 1 2 3 4 …
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著不同的移動方法而有所不同，我們先以我們的移動方法來做說明：(。表示空

格 ‧表示物件 ×表示已排序好的區域) 
(1) 第一行被清空後，有 1 個空格，將空格放於第二行 

L

MMMMMMMMMM

o

o

o

oo

 
••••••••×
••••••••×
••••••••×
•••••••×

 

(2) 第二行被清空後，有 2 個空格，我們選擇第三和第四行各一個空格 

L

MMMMMMMMMM

o

o

o

ooo

 
•••••••××
•••••••××
•••••••××
•••••××

 

(3) 第三行清空後，有 3 個空格，於第四行空出兩格，第五行空出一格 

L

MMMMMMMMMM

o

o

oo

ooo

 
••••••×××
••••••×××
•••••×××
••••×××

 

(4) 第四行清空後，有 4 個空格，第五行有兩個空格，第六、七行各有一個空

格 

L

MMMMMMMMMM

o

o

oo

oooo

 
•••••××××
•••••××××
••••××××
••××××

 

(5) 第五行清空後，有 5 個空格，第六、七行各有兩個空格，第八行有一個空

格 

L

MMMMMMMMMM

o

o

ooo

oooo

 
••••×××××
••••×××××
••×××××
•×××××

 

3. 根據以上的圖做類推，我們可以列成下表： 
第 k 行被清空 1 2 3 4 5 6 … 

這 k 個空格分別位在

第 kccc L,, 21 行 2 3,4 4,4,5 5,5,6,7 6,6,7,7,8 7,7,7,8,8,9 … 

而根據上表，我們又可以觀察出以下幾點： 
(1) 因為第 k 行以前都是已排序好的，若安排空格在已排序的區域並不會減少
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移動次數，又因為第 k 行是空的，所以我們的空格都安排在還未排序的區

域，也就是 ic 皆大於 k。 
(2) 我們移動方法的空格發展模式為：每行一次最多增加一個空格，從第 1+k 行

開始增加，加到總空格數等於 k 時停止。也就是說，在每行一次最多增加

一個空格的前提下，我們把可增加的空格數盡可能地加在較前面(左邊)的
行。因為清空第 k 行時，所需多花的步數取決於第 k 行的空格數(在 6.有更

詳細的說明)，所以我們盡可能的選擇空格在較前面的行應該是一種最少步

數的選擇。 
 

4. 首先我們要證明，如果欲使總移動次數為最少，則在移動過程中，除了已排序

好的物件外，其餘的物件皆必須滿足下列兩點： 
(1) 除了第 m 列的物件之外，每一行的物件皆為由上至下遞增排列。 
(2) 對任意 ni <≤1 ，第 1+i 行的第二個物件小於第 i 行的第 1−m 個物件。 

(我們的初始條件也滿足這兩點。) 
 

5. 說明： 
假設有一種移動方法，會使至少一行中兩個物件不呈由上到下的遞增排

列。那麼此方法必定是在某一次移動後，排列情形才不呈由上到下遞增；也就

是說，在移動這一步之前，物件的排列情形與符合上面兩個條件。於是此一步

移動必定是在清空第 k 行時，將第 i 行的物件 p，移到第 j 行物件 q 的上方( qp > , 
ik ≤ , jk ≤ )。 
兩個物件不呈由上到下的遞增排列的好處是可以一次把同一行的兩個物件

加入排序；所以，設在清空第 sk + 行後，我們將物件 p,q 與其他要排序的物件

一起移動至第 sk + 行。在清空第 k 行到清空第 sk + 行的過程中，會有 s 次排序

m 個物件的時候沒有把第 j 行的物件加入排序，這 s 次的排序可以用來排序其他

行，可是相對的在清空第 j 行時就會增加至多 s 個物件需要移動三次；為了彌

補這多花的 s 步，我們必須在 s 次排序的時候將空格盡量選在某些行使該行的

空格數較多，但是總空格數是固定的，因此其他行的空格就比較少，也就是我

們在清空某些行時會省 t 步，但清空其他行時需多花 t 步，這樣一來，我們並沒

有辦法彌補先前多花的 s 步。 
總而言之， 刻意使一行中兩個物件不呈由上到下的遞增排列並不會減少總

移動步數。 
6. 根據以上的說明，我們知道在移動過程中，除了已排序好的物件外，其餘的物

件皆必須滿足我們在 4.裡提到的那兩點，所以接下來討論的移動中皆須滿足那

兩點。有了這樣的前提，我們可以得知下列幾項事情： 
(1) 在將第 k 行清空時，如果第 k 行有 i 個空格，則第 k 行有 2−− im 個物件需

要多花一步。而 i 就是我們將第 1−k 行清空時選擇放在第 k 行的空格數。

因為第 k 行除了第 m 列的物件之外，其餘 1−− im 個物件是由上到下呈遞

增排列。我們只能一次排序一個物件而不增加移動步數，所以剩下的

2−− im 個物件就需要多移動一次。 
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(2) 若第 1−k 行被清空時第 j 行有 1i 個空格，欲使第 k 行被清空時第 j 行有 2i 個

空格，且 21 ii < ，則第 j 行將有 112 −− ii 個物件需要多花一步。因為第 j 行

除了第 m 列的物件，其餘的 11 −− im 個物件是由上到下呈遞增排列。如果

我們想要增加 12 ii − 空格，我們就必須將 12 ii − 個物件移到別行；但是我們

一次只能排序一個物件而不增加移動步數，所以其餘 112 −− ii 個物件就需

多花一步。 
 

7. 根據 6.(2)我們知道，在清空第 k 行時，若要在第 j 行增加 i 個空格，那麼第 j 行

會有 1−i 個物件需要多花一步。而我們發現，如果我們這麼做了，那麼在清空

第 j 行時，會比原本少至多 1−i 個物件需要多花一步；但當我們在第 j 行多增加

i 個空格的時候，相對的就是減少了其他行空格的數目，這樣比較起來，在第 j
行多增加 i 個空格並不會使總移動步數變的比原本每一行最多只增加一個空格

的還要少。所以我們只需討論每一行最多增加一個空格的情形即可。 
 

8. 在 3.(2)裡我們有討論到，我們的移動方法是盡可能的將所有的空格都選在前面

(左邊)的行。假設有一種空格增加的方式跟我們不相同，那麼它必定是在清空第

k 行時，在第 i 行不選空格，而將這空格選在第 j 行 ( ji < )；這樣的選擇會使得

清空第 j 行時至多多一個物件不需要多花步數，但在清空第 i 行的時候就會多了

一個物件需要多花步數；整體而言，這樣的空格增加方式並不會比較有利，而

且把空格選在較後方的行將會更有可能浪費空格(因為較後方的該行可能已經

沒有物件需要多花步數，將空格多增加在該行就無法減少步數)。由此我們知

道，所有其他的空格增加方式都不會比我們的好。 
 

9. 最後，我們利用空格增加的模式來計算需要花移動三次的物件數。我們用一個

較簡易的方法來表達空格數的發展情形，在清空第 k 行後，第 L,3,2,1 +++ kkk
行的空格數如下：(後面的項都是 0) 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
於是可以發現此數列的演變有底下規則： 
(1) 數列的每一項總和等於 k 
(2) 第 1−k 個數列刪去首項 a 再把前 1+a 項都加 1 就形成第 k 個數列 
例如 k=6 時數列為 3, 2, 1, 0, 0, 0, … 
 2, 1, 0, 0, 0,…(刪去首項 3) 

k 空格 

0 0, 0, 0, 0, … 

1 1, 0, 0, 0, … 

2 1, 1, 0, 0, … 
3 2, 1, 0, 0, … 
4 2, 1, 1, 0, … 
5 2, 2, 1, 0, … 
6 3, 2, 1, 0, … 
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 2+1, 1+1, 0+1, 0+1, 0,…(前 3+1 項都加 1) 
 產生 7=k 時的數列 3, 2, 1, 1, 0, … 

 
我們可以計算出總空格數為 L+×+×+× 231201  
所以，需要花三步移動的物件數為 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
6

2112433221 −−
=×−++−×+−×+−×

mmmmmmm L  

與我們之前的結果相同！ 
 

肆、討論與應用 

(一) 當 1n m< − 時，因為一次能排序的個數較少，我們得移動更多次才能完成；再加上

能夠調度物件的空間並不多，我們還沒有找出一般的方法來解決 1n m< − 的情況，

也就是不同的初始狀況有不一樣的移動方法來完成。 
 

(二) 後續問題的考慮： 

1. 如果初始的狀況不是一個完整的矩形，也就是每一行的個數不都是 m 個；如果

每個編號的物件不只一個；如果暫存區不是存放 m 個物件，或著不只一個暫存

區，那麼移動的方法和次數有什麼變化？  

2. 原本的問題是把這 mn 個物件放入 nm× 的二維容器中，再將它們按序取出。如

果將問題推廣為：把 mnk 個物件放入 knm ×× 的三維容器，那麼若根據二維的

規則做延伸可以得到這 knm ×× 的容器是由 k 個分別獨立不相干的 1×× nm 的面

所組成，而暫存區亦為一個 1×× nm 的面，如左下圖是 3=m , 2=n , 5=k 的狀

況，即一個 523 ×× 的容器；而若我們想要移動某一個面的某個物件，則該物件

的上方及前方 (左方) 必須沒有物件擋著，如右下圖，我們將一個 143 ×× 的面

轉過來看，若我們要移動黑色的物件，則灰色的格子都必須清空。此時二維的

方法推廣到三維是否適用？若將規則再增加，變得只能看到表層的物件，那麼

又會是怎麼樣的情形？ 
 

 
 

 
 

(三) 生活中的應用： 
若我們要對 mn 筆亂序的資料進行排序，而這 mn 筆資料間又有一定的關聯性(類

似於我們每一行的關係)，則可以將我們的方法輸入電腦或機器人，使它們幫我們將

這 mn 筆資料排序好。 



評語 

 

題目有趣，結果細分為多種情況而分別討論。 
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