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作者簡介 

 
(左為王國丞，右為高思介) 

 
  我是高思介，家裡有五個人，爸爸、媽媽和兩個兄弟，興趣是窩在家裡看動畫，或偶爾

打打籃球、桌球之類比較感興趣的運動，最討厭要動腦的事情，喜歡看別人解謎的過程，所

以也不排斥推理小說，但太厚的例外，個性稍微有一點陰沉，自認可以算是自己知心好友的，

半個都沒有，對自己還算稍微有點期許，希望未來能想辦法考上台大不算太差的科系，並且

在三十歲以前完成所有學業，找到一個待遇不會太差，而且有優渥退休金的工作，高枕無憂

的度過一生。 
 
  我是王國丞，現就讀於建國中學二年級，平時喜歡思考些有趣的事物，習慣畫些奇奇怪

怪的東西。這一次剛好接觸到有關圖論的事物，在花時間找些資料後也產生了些興趣，因此

就花了一些時間去研究這次的題目，並在過程中得到些收穫，也很幸運的做出了些成果，就

來參加這次的科展，在做這報告的過程中也獲得些心得，也很高興有這次的機會來充實自己。 
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在 generalized Petersen graph P(n,5)中的 hyper Hamiltonian 

Hyper Hamiltonian in generalized Petersen graph P(n,5) 

 
Abstract 

 
The generalized Petersen graph P(n,k), n ≥ 2 and 1≤ k ≤ n−1, has vertex-set {u0 , u1 , . . . , un−1 , 

v0 , v1 , . . . , vn−1 } and edge-set { uiui+1 , uivi , vivi+k：1≤ i ≤ n−1 with subscripts reduced modulo n}. 
And we can know that P(n,5) is Hamiltonian if and only if n≠11 from [2].In this paper it is proved 
that generalized Petersen graph P(n,5) is Hyper Hamiltonian (A Hamiltonian graph can still be a 
Hamiltonian graph when any one of the nodes fault) if and only if n is odd and n≠11. 
 

摘要 
 

Generalized Petersen graph P(n,k)，定義為 n 為不小於 2 的整數以及 1≤ k ≤ n−1，有頂點{ u0 , 
u1 , . . . , un−1 , v0 , v1 , . . . , vn−1 }，及路徑{ uiui+1 , uivi , vivi+k：1≤ i ≤ n−1 }。在 [2] 中，我們可

以知道 P(n,5) 是 Hamiltonian 等價於當 n≠11。 
在這一篇報告中，我們證明當 generalized Petersen graph P(n,5) 是 hyper Hamiltonian（一

種 Hamiltonian graph 再去掉任何一點後，仍然是 Hamiltonian graph）的充要條件是 n 為不等

於 11 的奇數且 n ≥ 7。 
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研究報告 
 
壹、研究動機 

 
在最初，因為看了徐力行教授所著作的「沒有數字的數學」，因而開始對其中談到

的圖論感到興趣，而後聽了幾次教授演講，對教授提到網路連結中可以容錯的 hyper 
Hamiltonian 產生興趣，因此去尋找相關資料，了解到 generalized Petersen graph 是

Hamiltonian 的條件已經被發現了，但其中在 Petersen graph 中的 hyper Hamiltonian 仍有

許多問題尚待解決，而且教授提到已經做了 P(n,3)、P(n,4) 的部分[6]，是以決定研究 P(n,5) 
中的 hyper Hamiltonian。 
 

貳、研究目的 
 
一、畫出在 Petersen graph P(n,5) 中為 hyper Hamiltonian 的圖形。 
二、找出並證明在 Petersen graph P(n,5) 中形成 hyper Hamiltonian 的條件。 
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參、名詞定義 
 
一、Hamiltonian graph 

一個由點和線組成的圖形，可以由任何一點出發，經過所有點後， 
回到出發點，而且一個點只走過一次的圖形稱之。 
 

二、Hyper Hamiltonian graph 
一個 Hamiltonian 圖形去掉任何一點後，還是 Hamiltonian 圖形的圖形 
稱之。 
 

三、Petersen graph [5] 
可表示為 P(n,k)，是一種由兩組點和三組路徑組成的圖形。 

點： iu ，0 ≤ i ≤ n−1，共 n 個點。 

    vi ，0 ≤ i ≤ n−1，共 n 個點。 
路徑：連接 uiui+1、uivi、vivi+k，0 ≤ i ≤ n−1 (為方便，以 modulo n 表示) 
      iu 亦可寫作 i，vi 亦可寫作 'i 。 

使得每個點都有三條通路 
例如：P(7,3)  

0

1

2

34

5

6

6' 0'
1'

2'

3'4'

5'

 
 

四、P(n,k) − x  
我們以 P(n,k) − x 表示在 P(n,k) 中去掉點 x， 
例如：P(n,5) − 0，P(n,5) − '0  
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肆、研究過程 
一、經由參考資料我們可先去掉不可能的情形 

 
定理一：任何的 bipartite graph 都不是 hyper Hamiltonian。 
定理二：P(n,k) 是 bipartite 的充要條件是 n 為偶數且 k 是奇數的 Petersen 
        graph，所以 P(n,k) 不是 hyper Hamiltonian 的充分條件是 n 是偶數且 k 
        是奇數。 
定理三：[4]  P(n,k) 是 Hamiltonian graph 的充要條件是當 n ≡ 5 ( mod 6 )  
        時 P(n,k) 不是 P(n,2)、P(n,n−2)、P( n, (n−1)/2 ) 或 P( n, (n+1)/2 )， 
        亦或當 n ≡ 0 (mod 4 )且 n ≥ 8 時 P(n,k) 不是 P( n, n/2 )。 
 
由上可知，對於 P(n,5) 而言，n 不為偶數且 n ≠ 11 時，P(n,5) 必為 Hamiltonian，

因此只需討論去除一點後的情形。 
 

二、轉換 Petersen graph 成格子圖 

Petersen Graph 一般的樣子都是表示成兩個同心圓的模式，i 點、 'i  點各圍成一圈。 

我們為了方便證明，所以就把 Petersen Graph 的路徑轉換成格子圖： 

iu  到 ui+1 點是橫著走，分別是 +1 往右，−1 往左。 

vi  到 vi +k 點是直著走，分別是 +k 往下，−k 往上。 
而轉角的部分則是 iu  到 vi 點。 

例如 P(13,5) − 0 以下圖方式表示 
 
 
 
 
 
 
 
     
 
 
 
 
 

而在格子圖中的點，只要縱向及橫向各經過一次，就代表 iu ，vi 都已經過一次。 
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三、親自作圖 
 

由於一開始並不熟悉，故採取直接作圖。 
例如： 

 
1. 

P(7,5)−0 以 0,1, 1’,3’,5’,5,4,3,2, 2’,4’,6’,6,0 的順序作圖是 Hamiltonian cycle 
P(7,5)− '0 以 0’,2’,2,1,1’,3’,3,4,4’,6’,6,5,5’,0’的順序作圖是 Hamiltonian  

cycle 

P(7,5)-0
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故得 P(7,5)是 hyper Hamiltonian 
 

2. 
P(9,5)−0 以 0’,4’,4,3,3’,8’,8,7,7’,2’,2,1,1’,6’,6,5,5’,0’的順序作圖是 
Hamiltonian cycle 
P(9,5)− '0  以 0,1,2,3,4,4’,5’,3’,7’,2’,6’,1’,5’,5,6,7,8,0 的順序作圖是 

Hamiltonian cycle 

P(9,5)-0'
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故得 P(9,5)是 hyper Hamiltonian 
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3. 
P(13,5)−0 以   
0’,8’,8,7,7’,12’,12,11,11’,3’,3,4,4’,9’,9,10,10’,2’,2,1,1’,6’,6,5,5’,0’的順序作圖是

Hamiltonian cycle 
P(13,5)− '1 以 
2,1,0,0’,5’,5,6,6’,11’,11,12,12’,7’,7,8,8’,3’,3,4,4’,9’,9,10,10’,2’ 的順序作圖是

Hamiltonian cycle 
           
 

 
 
 
 
 
 
 
 

故得 P(13,5) 是 hyper Hamiltonian 
 
4. 

P(15,5)−0 以

0’,5’,5,4,3,3’,8’,13’,13,14,14’,4’,9’,9,8,7,6,6’,11’,1’,1,2,2’,7’,12’,12,11,10,10’,0’的
順序作圖是 Hamiltonian cycle 
P(15,5)− '7 ‘ 以

2,3,3’,8’,13’,13,14,14’,9’,4’,4,5,6,7,8,9,10,10’,5’,0’,0,1,1’,6’,11’,11,12,12’,2’ 的順

序作圖是 Hamiltonian cycle 
      

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

故得 P(15,5) 是 hyper Hamiltonian 
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5. 
P(17,5)−0 以

0’,5’,5,6,6’,1’,1,2,3,4,4’,9’,14’,2’,7’,7,8,9,10,10’,15’,3’,8’,13’,13,14,15,16,16’,11’,1
1,12,12’,0’的順序作圖是 Hamiltonian cycle 
P(17,5)− '4  以

1’,6’,6,7,8,8’,3’,3,4,5,5’,0’,0,1,2,2’,7’,12’,12,11,11’,16’,16,15,15’,10’,10,9,9’,14’,14
,13,13’,1’的順序作圖是 Hamiltonian cycle 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
故得 P(17,5)是 hyper Hamiltonian 

 
 
 

四、圖形分類 
為了易於找出條件，我們將圖形轉換成格子圖後，尋找形狀類似的圖形歸類，

並找出其變化模型。在此，我們將圖形分為去外圈的點（P(n,k) − x）去內圈的點（P(n,k) 
− 'x ）兩大類，在於其下分 n ≡ 1 (mod 5)、n ≡ 2 (mod 5)、n ≡ 3 (mod 5)、n ≡ 4 (mod 
5)、n ≡ 0 (mod 5)五種狀況。並發現由 n 到 n+10 只需加一段具 10 個點的格子圖。 

故由此所推導出的對於 P(n,5) 的一般解。 
如下圖： 

(圖中的紅色部分為每次加 10 個點的部分。如圖(a)中，當 n=21 時，不必走紅

色部分，當 n=31 時，則多走紅色部分一次) 
圖 (a) ~ (e) 為去外圈的點，圖 (f) ~ (j) 為去內圈的點。 
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(a)n ≡ 1 (mod 5) \ P(n,5)−9 \ n ≥ 21 
此圖表示 n ≡ 1 (mod 5)且 n ≥ 21 時，去掉 9 
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(b) n ≡ 2 (mod 5) \ P(n,5)−17 \ n ≥ 27 
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(c) n ≡ 3 (mod 5) \ P(n,5)−6 \ n ≥ 23 

n-9n-10

n-1n-2 2

n-3

n-4n-5

n-6n-7

n-8

2423

3231 35

30

2928

2726

25

20

19

14

2221

9

4

13

18

8

3

17

12

7

2

16

11

6

1

15

10
5

0

n-13

 

 
(d) n ≡ 4 (mod 5) \ P(n,5)−0 \ n ≥ 19 
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(e) n ≡ 0 (mod 5) \ P(n,5)− 12 \ n ≥ 25 
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(f) n ≡ 1 (mod 5) \ P(n,5)−0′ \ n ≥ 11 
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(g) n ≡ 2 (mod 5) \ P(n,5)−4′ \ n ≥ 17 
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(h) n ≡ 3 (mod 5) \ P(n,5)−1′ \ n ≥ 13 
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(i) n ≡ 4 (mod 5) \ P(n,5) −8′ \ n ≥ 19 
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(j) n ≡ 0 (mod 5) \ P(n,5)−7′ \ n ≥ 15 
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由圖 (a) 到圖 (j) 以及步驟三中所得結果，可得 P(n,5)是 hyper Hamiltonian
的充要條件是 n 為不等於 11 的奇數且 n ≥ 7。 
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伍、結果與討論 
 

一、研究結果： 
 
P(n,5)是 hyper Hamiltonian 的充要條件是 n 為不等於 11 的奇數且 n ≥ 7。 

 
二、討論： 

1. 在本次研究中，我們發現一般解的圖形為可以累加 10 點的線段（即內外 
圈各加 10 個點）作擴充，這可能可以為一種向其他的 Petersen graphs 作突破的

方式。 
2. 當 n 小於一定的值時，將無法使用一般解，有特定的作圖法（例如：n = 

7,9,13,15,17），但無法使用一般解的走法的最小值為何則尚無法推廣確定。 
3. 之後我們可以採用類似手法去做 P(n,7)，P(n,9)等，並從中再加以分類。 

嘗試推廣至更一般化的解法。 
4. 我們猜測：當 k 為奇數時，只要 P(n,k)是 Hamiltonian 時，P(n,k)必為 hyper  

Hamiltonian。 
 

陸、結論與應用 
 

這 generalized Petersen graphs 中的 hyper Hamiltonian，可以用於網路連結的容錯上，

或許可由此導出更加具有效率的方式。 
 

雖然在這次的研究中，我們已經成功證明了 P(n,5) 中形成 Hyper Hamiltonian 的充

要條件，但由於仍有部分圖形無法完全的一般化，所以還無法對於任意的 k 進行推廣，

不過在這過程中，有發現幾種的擴充方式，可供繼續研究。 
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評語 

 

思考完整清楚但創造性稍弱，以科展觀點來看題目比較抽象，請加強應用

方向的探討。 
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