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Abstract 

 

Assume that n is any positive integer. The Brother Tree 

BT(n) is an interesting family of 3-regular planar bipartite 

graphs recently proposed by Kao and Hsu [10]. In any BT(n), 

we prove that there exist three internally-disjoint spanning paths 

joining x and y whenever x and y belong to different partite sets; 

for any three nodes x, y, and z of the same partite set, there exist 

three internally-disjoint spanning paths of BT(n)-{z} joining x 

and y. We also prove that there exists a hamiltonian path 

between two vertex x and y from different partite set. Moreover, 

for any two nodes x, y in the same partite set and z in the other 

partite set, there exist a hamiltonian path of BT(n)-{z} between x 

and y. Furthermore, there is a hamiltonian cycle pass through  

any three given edges in BT(n). 
 



 

摘要 

 

設 n 為正整數，引人興趣的兄弟樹 BT(n)是由高欣欣和

徐力行教授不久前在[10]所提出的三正則二分圖。本報告證

明在兄弟樹 BT(n)中，任兩異色點之間存在三條連結線，彼

此不相交且經過所有的點；若除去圖中任一點，則與此點同

色之任意兩點之間也存在三條連結線，且彼此不相交並經過

所有的點。此外，證明在 BT(n)中，任兩異色點之間存在一

條路徑並經過圖中所有點；若除去圖中任一點，則與此點異

色之任意兩點之間也存在一條路徑並經過圖中所有點。除此

之外，還證明兄弟樹中存在一漢米頓圈經過任三條邊。 
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壹、研究動機： 
因參與數學研習社，而對社團的指導教授所教的圖論部分特別感興趣。指導教授給了一個

問題「兄弟樹是否為偶完全三連結？」，在投注心思努力鑽研後，我很幸運地把它證明出來，受 
教授指導完成論文「兄弟樹之偶完全三連結」，並投稿於 SCIe 期刊 Information Science；受此鼓

勵，我持續進行相關研究，因而對兄弟樹和三正則圖形之性質有許多發現。 
 
 
 
 
 
 
 

貳、研究目的： 
1. 證明兄弟樹為偶完全三連結及超偶完全三連結。 
2. 證明兄弟樹為漢米頓可蕾斯圖及超漢米頓可蕾斯圖。 
3. 證明或找出兄弟樹所具有的特殊性質。 
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參、定義： 

一、名詞定義： 

在本報告中，我們採用與 Harary[4]書中相同的圖形定義和符號。我們說 G=(V,E)為一圖形，

其中 V 為一有限集合，而 E 是 ( ) ( ){ }中的無序組對為Vvuvu ,, 的子集合。我們說 V 為圖形 G 的

頂點集合，而 E 是圖形 G 之邊集合，若 ( )vu, ∈E，則稱 u,v 為相鄰的二點。對任一點 u，N(u)

表示 u 的鄰域(neighborhood) ( ){ }Evuv ∈, 。對 V 中任一點 x，degG(x)表示 x 在 G 中所連接的邊

數。如果對任意 x ( )GV∈ ，degG(x)=3，則稱此圖為三正則圖(3-regular)。一個二分圖(bipartite) 

G=( EVV ,21 U )是由 21 VV 和 兩部分所構成，其中 φ=∩ 21 VV ，且在 G 中任一邊必連接一個 1V 的點

和一個 2V 的點，而在本報告中，我們使用白點來表示在 1V 中的點，而黑點表示在 2V 中的點。另

外，以符號 P= kuuuuu ,...,,,, 3210 來表示由 ......,,, 3210 uuuu 到 ku 之路徑，其中 P 內部的點為

kuuuu ,...,,, 320 ， 而 P 同 時 也 可 表 示 路 徑 01231 ,,,,...,, uuuuuu kk − ； 而 P 經 過 的 邊

( ) ( ){ }kiuuPE ii ≤≤= − 1,1 。如果在 rPPP ,...,, 21 中沒有二個相同的內點，則路徑 rPPP ,...,, 21 為一 

組內部不相交(internally-disjoint)路徑。 

G 的連結度(connectivity) ( )Gκ ，是使 G 除去的最少點數使得 G 不連通或只剩一個點。設

G=(V,E)為一圖形且連接度 ( )Gκ = l，則稱圖形 G 之連結度為 l。圖形 G 中的一個 k 集裝箱 

(k-container) C(x,y)是指在圖形 G 的內部頂點 yx, 之間的 k 條內部不相交路徑。由 Menger 定理

[5]，在一個 k 連結圖(k-connected graph)中，任意二點間存在 k 集裝箱。而如果 C(x,y)是個 k 集

裝箱，並且經過圖形 G 中所有點，則稱 C(x,y)為 k*集裝箱(k*-container)。在[7]中，Albert, Aldred, 

Holton 和 Sheehan 率先研究了那種在任意二點中存在 3*集裝箱的三正則連結圖，並且命名為完

全 3*連結圖(globally 3*-connected graph)。 

既然每個完全 3*連結圖都是三正則圖，則它總共含有偶數個頂點。假設 G=( EVV ,21 U )是

由 21 VV 和 兩部分所構成的三正則二分圖，其中 221 ≥≥ VV 。若 x 和 y 是 2V 中不同的兩點，假設

G 存在 3*集裝箱 ( ) { }321 ,,, PPPyxC = ，其中 1P 有 1a 個 1V 點， 2P 有 2a 個 1V 點， 3P 有 3a 個 1V 點。明

顯地， 1P 有 1a +1 個 2V 點， 2P 有 2a +1 個 2V 點， 3P 有 3a +1 個 2V 點，所以在 1V 中 321 PPP UU 共有

1a + 2a + 3a 個 1V 點，而 321 PPP UU 共有( 1a +1)+( 2a +1)+( 3a +1)-4= 1a + 2a + 3a -1 個 2V 點，因此，

任何的三正則二分圖皆不是完全 3*連結圖。 

    為此，如果三正則二分圖 G=( EVV ,21 U )中任兩異色點存在 3*集裝箱，我們就稱 G 是偶完

全 3*連結圖 (globally bi-3*-connected graph)。顯然，在任何一個偶完全 3*連結圖 G=( EVV ,21 U )

中，必有 21 VV = 。偶完全三連結的觀念是由高欣欣等人在[9]所發表的，這論文中證明如果圖

形是偶完全 3*連結，則任意去除圖中一邊，此圖仍為漢米頓圖。若三正則二分圖 G=( EVV ,21 U )，

去除圖中任一點，外與除去點同色的任何兩點之間仍有 3*集裝箱，則稱為超偶完全三連結(hyper 

globally bi 3*-connected graph)。 

另外，二分圖 G=( EVV ,21 U )，對任意兩異色點，存在一漢米頓路徑，則稱此圖為漢米頓可

蕾斯圖(hamiltonian laceable)；若任意去除 G 中任一點，顏色較多的任何兩點之間仍有漢米頓路
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徑，則稱此圖為超漢米頓可蕾斯圖(hyper hamiltonian laceable)。 

迴圈(cycle)為一路徑，且至少含有三個內點，其中第一點和最後一點為同一點。漢米頓圈

為一迴圈，且迴圈上路徑內點和第一點即為圖形中所有點。若圖形 G=(V,E)中存在漢米頓圈，

稱此圖為漢米頓圖(hamiltonian graph)。若任意去除一邊，仍存在漢米頓圈，則稱為單邊容錯漢

米頓圖(1-edge hamiltonian)；若任意去除一點，仍存在漢米頓圈，則稱為單點容錯漢米頓圖(1-node 

hamiltonian)。而若任意除去任意一點或一邊，皆存在一漢米頓圈，則合稱為單誤容錯漢米頓圖

(1-hamiltonian)。顯然對任意二分圖 G=( EVV ,21 U )不可能為單點容錯漢米頓圖，但若除去一對

異色點後，仍有漢米頓圈，則稱為對點容錯漢米頓圖(1-pair hamiltonian)。而在[9]證明如果圖形

是超偶完全 3*連結，則此圖也為對點容錯漢米頓圖。 
 

二、兄弟樹定義： 

 

(a) (b) 

 
(c) 

圖一、(a) BC(2)、(b) BC(3)、(c) BC(4) 

設 k 是大於或等於 2 的整數，所謂 k 階的兄弟樹生長子圖(k-th brother cell)BC(k)是指序組(Gk, 

wk ,xk ,yk ,zk)，其中 Gk=(V,E)是由白點和黑點所組成的二分圖，且 Gk 包含四個特定端點： kw 、 kx

是白色端點； ky 、 kz 是黑色端點。我們可以遞迴地定義 BC(k)如下： 
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(1) BC(2)是指序組 ( )22222 ,,,, zyxwG ，其中 V(G2)={ }tszyxw ,,,,, 2222 ， 

E(G2)= ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }tszwzttyyxxssw ,,,,,,,,,,,,, 22222222 。 

(2) 當 k 大於 2 時，BC(k)是由兩個互斥的(k-1)階的兄弟樹生長子圖

( )1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1 ,,,,)1( −−−−−=− kkkkk zyxwGkBC 和 ( )2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2 ,,,,)1( −−−−−=− kkkkk zyxwGkBC 以及一個白色端

點 xk 和一個黑色端點 zk 所構成。更明白地說： ( )kGV = ( ) { }kkkk zxGVGV ,)( 2
1

1
1 UU −− ，而 ( )kGE = 

( ) ( )UU 2
1

1
1 −− kk GEGE ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2

1
1

1
2

1
1

1
2

1
1

1 ,,,,,,,,, −−−−−− kkkkkkkkkk wyzxzxxzxz ，而 wk= 1
1−kw ，yk=

2
1ky 。 

BC(2)、BC(3)和 BC(4)如圖一所示。當 k≧3 時，可發現 BC1(k-1)和 BC2(k-1)是同構的，我們稱

此特性為 BC(k)的對稱性，因而我們定義退化的情形 BC(1)如下： 

BC(1)是指序組 ( )11111 ,,,, zyxwG ，其中 V(G1)={ }11, yw ，E(G1)= ( ){ }11, yw ，並使得 x1=w1，y1=z1。 

另外，我們也可由二元樹(complete binary tree)來定義兄弟樹生長子圖，詳見[8,11]或附件一。 

若 n 為大於等於 1 的整數，兄弟樹(Brother Trees)BT(n)由一個 BC(n+1) = ( )11111 ,,,, +++++ nnnnn zyxwG

和一個 BC* (n)= ( )***** ,,,, nnnnn zyxwG 所構成，其中 ( ) ( )21
1 nn GVGV I+ =φ 。更清楚地說，BT(n)的

V(BT(n))= ( ) ( )*
1 nn GVGV U+ 且 E(BT(n))= ( ) ( )UU *

1 nn GEGE + ( ) ( ) ( ) ( ){ }*
1

*
1

*
1

*
1 ,,,,,,, nnnnnnnn ywzxwyxz ++++ 。 

 

(a) (b) 
圖二、(a)BT(1)、(b)BT(3) 

 

BT(1)、BT(3)如圖二所示，顯然 BT(n)為三正則二分圖，且 BT(n)圖中點數為 426 −× n 。又

因為 BC(n+1)是由兩個互斥的 BC(n)和兩個端點所構成，所以 BT(n)是由互斥的 BC1(n)、BC2(n)、

BC*(n)和{ }11 , ++ nn zx 所組成。再者，在 BT(n)中，BC1(n)、BC2(n)和 BC* (n)是以環狀的次序排列著

的，因此 BT(n)中的任何兩點必在 BC1(n)、BC2(n)、BC*(n)和{ }11 , ++ nn zx 中的某兩集合之聯集中，

因此，我們可以不失一般性地假設 BT(n)的任何兩點皆落在 BC(n+1)中。此性質被稱為 BT(n)的

對稱性。 
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肆、研究方法、過程： 

一、兄弟樹之偶完全三連結 
(一) 土法煉鋼 
起先，對兄弟樹構造不夠熟悉，便土法煉鋼以證明較小圖形，也希望從中獲取某些資訊以

利證明，不失一般性地討論 BT(1)、BT(2)中任一對異色點，如 BT(1)中(如圖三(a))，我們分別檢

查( 2z , 2w )、( 2z , 2x )、( s , 2w )、( s , 1w )之間有完全三連結；而在 BT(2)中(如圖三(b))，我們分別

檢查( 3x , 1
2z )、 ( 3x , 1s )、( 3x , 1

2y )、( 3x , 3z )、( 3w , 1
2z )、( 3w , 1s )、( 3w , 1

2y )、( 3w , 2
2z )、( 3w , 2s )、( 3w , 3y )、

( 3w , *
2z )、( 3w , *s )、( 3w , *

2y )、( 1t , 1
2z )、( 1t , 1s )、( 1t , 1

2y )、( 1t , 2
2z )、( 1t , 2s )、( 1t , 3y )、( 1t , *

2z )、( 1t , *s )、
( 1t , *

2y )、( 1
2x , 1

2z )、( 1
2x , 1s )、( 1

2x , 1
2y )、( 1

2x , 2
2z )、( 1

2x , 2s )、( 1
2x , 3y )、( 1

2x , *
2z )、( 1

2x , *s )、( 1
2x , *

2y )
之間有完全三連結，如此土法煉鋼，我們便確定了 BT(1)、BT(2)為偶完全三連結。 

 
 

(a) (b) 
圖三、(a) BT(1)；(b)BT(2) 

(二) 新的觀點 
我們雖可以善用兄弟樹之對稱性來簡化須要討論的情況，但是，當 n≧3，就有極多情況須

討論，因此，我們把焦點移至點和點之間如何連結，而不是須討論圖中的那些點。將(一)中的

結果加以分析，發現：若兩點皆在 BC1(n)中，則此兩點之間的三條路徑會有兩條都在這個 BC1(n)

中，而另一條路徑則可透過 BC1(n)某兩端點連出，並經過 BC1(n)以外的所有點(如圖四(a)，紅、

紫線連接兩點，而藍線分別由 1
2x 、 1

2y 連出)；而若兩點分別在 BC1(n)和 BC*(n)中，則會分別透

過 BC1(n)和 BC*(n)之三個端點彼此連結(如圖四(b)，在 BC1(n)中的白點透過 3w (藍線)、 1
2x (紫線)、

1
2z (紅線)連出，也可看作在 BC(n+1)中的白點透過 3w (藍線)、 3x (紅線)、 3z (紫線)連出；而在 BC*(n)

中的黑點透過 *
2w (紫線)、 *

2y (藍線)、 *
2z (紅線)連出)。 

 
(a) (b) 

圖四、BT(2)的連結性質 
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(三)圖形表示 
    由我們在(二)中的發現，配合圖形定義：兄弟樹 BT(n)由三個 BC(n)和二端點連結而成，而

BC(n)則是由二個 BC(n-1)和二個端點構成。我們注意到 BC(n)由四個端點和數個內點組成，並

經由端點和另兩個 BC(n)之端點連結而成 BT(n)；因此，我們以簡化的圖形來表示 BC(n) (如圖五

(b))。 

  
(a) (b) (c) 

  
(d) (e) (f) 

圖五、以圖形表示 BC(n)：(a)、(b)；以圖形表示 BT(n)：(c)、(d)；BC(n)性質圖示(e)、(f) 
事實上，對任意正整數 n≧2，每個 BC(n)都會有某些相同的特性，接下來的部分將會有詳

細的介紹。另外，我們在簡化圖形上畫一白點(如圖五(e))，代表該點為 BC(n)上任一白點(黑點

亦同)；而在本報告中，只要是出現在簡化圖形 BC(n)上的線，皆代表路徑，且可經過 BC(n)所
有點，如在圖五(e)的三條藍線就代表其三路徑的內點為此 BC(n)的所有點；而若在簡化圖形上

有紅色叉號點，則代表其路徑之內點為 BC(n)的所有點扣除其色任意點，如圖五(f)即是將任意

一白點刪去後，黑色兩端點有一漢米頓路徑。 
 

    (四)引理一、二 
由(二)中的發現，我們希望對所有正整數 n≧2，BC(2)都有這種性質，故嘗試證明是否在

BC(n)中，任一點皆有連接兩同色端點和一異色端點(引理二)，在證明此引理前，我們須要一些

基本的引理(在[11]中已證明引理一)。 

引理 1：設一正整數 n≧2，令 BC(n)= ( )nnnnn zyxwG ,,,, 。  
(1)在{ }nn xw , 中任一點至{ }nn zy , 中任一點之間存在漢米頓路徑。 
(2) BC(n)中存在兩路徑 1P 和 2P 為一組內部不相交路徑，且滿足以下兩點性質：(1) 21 , PP 經過

( )nBC 中所有點；(2) 1P 連接 nw 至 nx ，(3) 2P 連接 ny 至 nz 。 
(3) BC(n)中存在兩路徑 1P 和 2P 為一組內部不相交路徑，且滿足以下兩點性質：(1) 21 , PP 經過

( )nBC 中所有點；(2) 1P 連接 nw 至 nz ，(3) 2P 連接 nx 至 ny 。 
以圖形來表示： 
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(a) (b) (c) 

   
(d) (e) (f) 

圖六、引理 1 所證明 BC(n)的性質：(a) nw 至 ny ；(b) nw 至 nz ；(c) nx 至 ny ；(d) nx 至 nz ； 
(e) nw 至 nx ， ny 至 nz ；(f) nw 至 nz ， nx 至 ny  

 

 
引理 2：設一正整數 n≧2，令 BC(n)= ( )nnnnn zyxwG ,,,, 。若 c 為 BC(n)中任一點。令 p、q 是

{ }nnnn zyxw ,,, 中與 c 同色之兩點，而 r 是{ }nnnn zyxw ,,, 中任一與 c 異色的點。則在 BC(n)中存在

一組內部不相交路徑 1P、 2P 、 3P ，且滿足以下三點性質：(1) 321 ,, PPP 經過 BC(n)中所有點；(2) 1P
連接 c 至 p；(3) 2P 連接 c 至 q；(4) 3P 連接 c 至 r。 

 
(a) (b) (c) (d) 

圖七、引理 2 證明 BC(n)的性質：若 c 為白點，則分別有(a) c 至 nw , nx , nz ；(b) c 至 nw , nx , ny ； 
若 c 為黑點，則分別有(c) c 至 nw , ny , nz ；(d) c 至 nx , ny , nz 。 

※由圖七可發現，對任意正整數 n≧2，因 BC(n)的對稱性，白點的連接性質和黑點的連接性質

是相同的，故不失一般性，接下來的部分我們皆以白色點來表示 BC(n)的性質。 

我們以數學歸納法來證明這引理，我們可以很容易地暴力檢查，確定此引理對 n=2 是正確

的，假設此引理對 BC(n)是正確的，由定義，BC(n+1)是由兩個 n 階的兄弟樹生成子圖 BC1(n)
和 BC2(n)及兩異色端點 11 , ++ nn zx 所構成。不失一般性，我們設 c 是在 BC1(n)中的任一個白點或

c= 1+nx ；而 r= 1+ny 或 1+nz 。我們有四種情形須討論，如圖八： 
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(a) (b) (c) (d) 
圖八、引理 2 的證明 

情況一(圖八(a))：c 是 BC1(n)中的任一個白點，r= 1+ny 。由數學歸納法，BC1(n)存在一組內部不

相交路徑 1A 、 2A 、 3A 滿足以下四點性質：(1) 321 ,, AAA 經過 BC1(n)中所有點；(2) 1A 連接

c 點至 1
nw ；(3) 2A 連接 c 點至 1

nx ；而(4) 3A 連接 c 點至 1
nz 。由引理 1，BC2(n)存在一漢米頓

路徑 B 連接 2
nx 至 2

ny 。則可取：(1) 1R = 1A (紅色線)；(2) 2R = 1
1

3 ,,, +nn xzAc (藍色線)；而

(3) 3R = 1
22

1
1

2 ,,,,,, ++ = nnnnn yyBxzxAc (紫色線)。 

情況二(圖八(b))：c 是 BC1(n)中的任一個白點，r= 1+nz 。由數學歸納法，BC1(n)存在一組內部不

相交路徑 1A 、 2A 、 3A 滿足以下四點性質：(1) 321 ,, AAA 經過 BC1(n)中所有點；(2) 1A 連接

c 點至 1
nw ；(3) 2A 連接 c 點至 1

nx ；而(4) 3A 連接 c 點至 1
ny 。由引理 1，BC2(n)存在一漢米頓

路徑 B 連接 2
nx 至 2

nz 。我們可取：(1) 1R = 1A (紅色線)；(2) 2R = 1
221

3 ,,,,,, +nnnn xzBwyAc  (藍

色線)；而(3) 3R = 1
1

2 ,,, +nn zxAc  (紫色線)。 

情況三(圖八(c))：c= 1+nx ，r= 1+ny 。由引理 1，BC1(n)中存在一組內部不相交路徑 1A 、 2A 滿足以

下三點性質：(1) 21 , AA 過 BC1(n)中所有點；(2) 1A 連接 1
nz 至 1

nw ；(3) 2A 連接 1
nx 至 1

ny 。類似

地，BC2(n)中存在一組內部不相交路徑 1B 、 2B 滿足以下三點性質：(1) 21 , BB 過 BC2(n)中

所有點；(2) 1B 連接 2
nw 至 2

nz ；(3) 2B 連接 2
nx 至 2

ny 。則可取：

(1) 1R = 1
1

1
1

1 ,,, ++ == nnnn wwAzxc (藍色線)；(2) 2R 只有一個點 c= 1+nx ；而

(3) 3R = 1
2

2
2

1
1

2
12

1
2

1 ,,,,,,,,,, +++ == nnnnnnnnn yyBxzxAywBzxc (紅色線)。 

情況四(圖八(d))：c= 1+nx ，r= 1+nz 。由引理 1，BC1(n)中存在一個漢米頓路徑 A 連接 1
nz 至 1

nw ，而

BC2(n)中存在一個漢米頓路徑 B 連接 2
nz 至 2

nx ，則可取：(1) 1R = 1
11

1 ,,, ++ == nnnn wwAzxc (藍

色線)；(2) 2R =只有一個點 c= 1+nx ；而(3) 3R = 1
22

1 ,,,, ++= nnnn zxBzxc (紅色線)。 

綜合以上的討論，由數學歸納法，在 BC(n+1)中此性質皆成立，故引理 2 證畢。 

如此一來便證出對所有正整數 n≧2，BC(n)皆具有此性質。 
    
 
 (五)引理 3 
證出引理 2 之後，我們馬上想要用以證明引理 3，即至少有以下其中一性質： 
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(a) (b) (c) (d) 

圖九、引理 3 欲證明 BC(n)的性質 
我們以數學歸納法來證明這引理，我們可以很容易地暴力檢查，確定此引理對 n=2 是正確

的，假設此引理對 BC(n)是正確的，由定義，BC(n+1)是由兩個 n 階的兄弟樹生成子圖 BC1(n)
和 BC2(n)及兩異色端點 11 , ++ nn zx 所構成。而我們分別討論一白點 c 和一黑點 d 分別在 BC1(n)或
BC2(n)中，或 c= 1+nx ，d= 1+nz ；但我們發現，在 c、d 同時在 BC1(n)，便無法達到我們想證得的

結果，如圖十(a)，而我們注意到可以把它改成圖十(b)，反過來修改 BC(n)我們想要的性質。  

  
(a) (b) 

圖十、(a)引理 3 所遇到的困難；(b)修改後，可得證之結果 
 
這樣反覆數次修改，我們得到更改後的引理 3 欲得之結果。 

引理 3：設一正整數 n≧2，令 BC(n)= ( )nnnnn zyxwG ,,,, 。若 c 與 d 是 BC(n)中任一對異色點，則

在 BC(n)中，甲、乙、丙三性質至少有一者會成立(即至少在圖十一中(a)~(j)中某一成立)： 

(甲)存在一組內部不相交路徑 1P、 2P 、 3P 、 4P ，且滿足以下四點性質：(1) 4321 ,,, PPPP 經過 BC(n)

中所有點；(2) 1P 和 2P 分別連接 c與 d；(3) 3P 連接 c至 p，而 4P 連接 d至 q；(4)p、q為{ }nnnn zyxw ,,,

中的某兩異色點。(圖十一、(a)~(d)) 

(乙)存在一組內部不相交路徑 1P 、 2P 、 3P 、 4P 、 5P ，且滿足以下五點性質：(1) 54321 ,,,, PPPPP 經

過 )(nBC 中所有點；(2) 1P 和 2P 分別連接 c 與 d；(3) 3P 連接 c 至 p 而 4P 連接 d 至 q，其中

{ } { }nnnn zyxwqp ,,,, ⊂ ；而(4) 5P 連結{ } { }qpzyxw nnnn ,,,, − 中兩點。(圖十一、(e)~(h)) 

(丙)存在一組內部不相交路徑 1P 、 2P 、 3P 、 4P 、 5P ，且滿足以下五點性質：(1) 54321 ,,,, PPPPP 經

過 BC(n)中所有點；(2) 1P 連接 c 與 d；(3) 2P 連接 c 至 nw ；(4) 3P 連接 d 至 ny ；而(5) 4P 連結 c

至 p 而 5P 連結 d 到 q，其中{ } { }nn zxqp ,, = 。(圖十一、(i),(j)) 
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(a) (b) (c) (d) 

 
(e) (f) (g) (h) 

 

 

(i) (j) (k)  
圖十一、修改引理 3 後，證明 BC(n)的性質： 

甲：(a)、(b)、(c)、(d)；乙：(e)、(f)、(g)、(h)；丙：(i)、(j) 
※圖上的黑白兩點是代表 BC(n)中任一對異色點，也就是圖十一中(a)和(k)所表達的意義相同。 
由於證明方法皆類似，故在此不詳述，而詳細嚴格的證明，在我與兩位教授所完成的論文[8](附
件一)中。 
 
 
 (六)定理一： 

當 n=1 時，我們可用暴力的檢查引理對 n=1 時是正確的。由定義，BT(n)由一個 BC(n+1) 

= ( )11111 ,,,, +++++ nnnnn zyxwG 和一個 BC* (n)= ( )***** ,,,, nnnnn zyxwG 所構成，設 c 和 d 是 BT(n)中的任一

對異色點，由 BT(n)之對稱性，可不失一般性地假設 BT(n)的任兩異色點皆落在 BC (n+1)。又由

引理 3，不失一般性，我們分三類情況討論： 
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(a) (b) 

 

 
圖十二、定理 1 的證明： 
(a)BC(n+1)是引理 3 中甲情況其中之一，而在 BC*(n)

中有引理一之漢米頓路徑 
(b) BC(n+1)是引理 3 中乙情況其中之一，而在 BC*(n)

中有引理一之漢米頓路徑 
(c) BC(n+1)是引理 3 中丙情況其中之一，而在 BC*(n)

中有引理一之漢米頓路徑 
(c)  

我們任意選三類情況的其中各一種情況討論，因為其它的情況皆類似於這三種證明。由以

上的證明，兄弟樹為偶完全三連結。 
 
定理一：對任意正整數 n，兄弟樹 BT(n)是偶完全三連接圖。 

 

二、兄弟樹之超偶完全三連結 

    (七)推廣引理 
有了證明定理一時的種種經驗，在除去 BT(n)中任一點後，希望能有類似於之前的作法，也

就是把之前的引理作修改以符合除去任一點後的情況。在討論情況時，我們不免要討論 BC(n)
中去除任一點後所具有的任一點性質，而在[11]已證明引理 4，而此引理類似於引理 1： 

引理 4：設一正整數 n≧2，令 BC(n)= ( )nnnnn zyxwG ,,,, 。若 f 為 BC(n)中任一點。則 ( )nBC -{ }f 中

存在漢米頓路徑連接與 c 異色之兩端點。     

 
圖十三、引理 4 所證明 BT(n)的性質： 
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(八)引理 5 
由引理 2 的經驗，我們注意到，在 BC(2)去除一點 f 後，對任一與 r 異色點 c，在 BC(n)中

存在一組內部不相交路徑 1P、 2P 、 3P ，可分別連接 c 到某一與 c 同色端點，兩個與ｃ異色端點。 

引理 5：設一正整數 n≧2，令 BC(n)= ( )nnnnn zyxwG ,,,, 。若 c、f 為 BC(n)中任兩同色點。而 p、

q 是{ }nnnn zyxw ,,, 中與 c 異色的兩點，而 r 是{ }nnnn zyxw ,,, 中與 c 同色且非 f 的某一點，則在

{ }fnBC −)( 中存在一組內部不相交路徑 1P 、 2P 、 3P 滿足以下四點性質：(1) 321 ,, PPP 經過

{ }fnBC −)( 中所有點；(2) 1P 連接 c 至 p；(3) 2P 連接 c 至 q；(4) 3P 連接 c 至 r。 
即下二圖中，其中至少一者成立： 

  

(a) (b) 
圖十四、引理 5 證明 BC(n)的性質 

(九)引理 6 
類似於引理 3，我們要討論在 BC(n)中兩同色點和一異色壞點的連結性質，但，在討論這之

前，我們必須先討論在 BC(n)中兩同色點的連結性質，才能完整討論兩同色點和一同色壞點的

連結性質，我們發現： 

引理 6：設一正整數 n≧2，令 BC(n)= ( )nnnnn zyxwG ,,,, 。若 c、d 是在 BC(n)中的任一對同色點，

則在 BC(n)存在一組內部不相交路徑 1P、 2P、 3P、 4P，滿足以下四點性質：(1) 321 ,, PPP 經過 BC(n)

中所有點；(2) 1P 和 2P 分別連接 c 至 d；(3) 3P 連接 c 至 p， 4P 連接 d 至 q，其中{ }qp, 為{ }nnnn zyxw ,,,

中與 c 同色的兩點。 

 
圖十五、引理 6 證明 BC(n)的性質 

(十)引理 7 
證明完引理 6 之後，因之前引理 4、5 皆有類似引理 1、2 的性質，故我們為了避免重蹈覆

轍，比較引理 3，仔細實驗在 BC(n)中任兩同色點和一異色壞點之性質，結果和引理 3 類似，也

就是： 
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引理 7：設一正整數 n≧2，令 BC(n)= ( )nnnnn zyxwG ,,,, 。若 c、d、f 是在 BC(n)中的三個同色

點，則在 { }fnBC −)( 中，以下的甲、乙、丙三性質至少有一者會成立(即圖十六(a)~(j)至少一者

成立)： 

(甲)存在一組內部不相交路徑 4321 ,,, PPPP ，滿足以下四點性質：(1) 4321 ,,, PPPP 經過 { }fnBC −)( 中

所有點；(2) 1P 和 2P 分別連接 c 與 d；(3) 3P 連接 c 至 p； 4P 連接 d 至 q；(4)p 為{ }nn xw , 中的某

一點而 q 為{ }nn zy , 中的某一點。(圖十六、(a)~(d)) 

(乙)存在一組內部不相交路徑 54321 ,,,, PPPPP ，滿足以下四點性質：(1) 54321 ,,,, PPPPP 經過

{ }fnBC −)( 中所有點；(2) 1P 和 2P 分別連接 c 與 d；(3) 3P 連接 c 至 p 而 4P 連接 d 至 q，其中

{ } { }nnnn zyxwqp ,,,, ⊂ ；而(4) 5P 連結{ }nn yw , -{ }p 至{ }nn zx , -{ }q 。(圖十六、(e)~(h)) 

(丙)存在一組內部不相交路徑 54321 ,,,, PPPPP ，滿足以下五點性質：(1) 54321 ,,,, PPPPP 經過

{ }fnBC −)( 中所有點；(2) 1P 連接 c 與 d；(3) 2P 連接 c 至 nw ；(4) 3P 連接 d 至 ny ；而(5) 4P 連

結 c 至 p 而 5P 連結 d 到 q，其中{ } { }nn zxqp ,, = 。(圖十六、(i),(j)) 

 
(a) (b) (c) (d) 

 
(e) (f) (g) (h) 

  
(i) (j) 

圖十六、引理 7 證明 BT(n)的性質 
    
BC(n)壞一點，一對與壞點同色點的連結性質和沒有壞點的情況(引理 3)竟然極為類似！ 
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 (十一)定理二： 

當 n=1 時，我們可用暴力的檢查引理對 n=1 時是正確的。由定義，BT(n)由一個 BC(n+1) 

= ( )11111 ,,,, +++++ nnnnn zyxwG 和一個 BC* (n)= ( )***** ,,,, nnnnn zyxwG 所構成，設 c 和 d 是 BT(n)中的任一

對同色點，而 f 為一個與 c 同色之壞點，由 BT(n)之對稱性，可不失一般性地假設在 BT(n)中，c、

d、f 三點皆落在 BC (n+1)，或是 c 和 d 落於 BC (n+1)而 f 在 BC*(n)中。 

情況一：c、d、f 三點皆落在 BC (n+1)。由引理 7，不失一般性地我們分三種情況討論，但我們

注意到引理 7 的結果和引理 3 一樣，故此證明和定理一證明類似。 

情況二：c 和 d 在 BC (n+1)而 f 在 BC*(n)中。由引理 5，只有一種情況，即： 

圖十七、定理 2 的證明：BC(n+1)是引理 6 中

的情況，而在引理 4 中可知在 BC*(n)-{f}中有

一漢米頓路徑連結兩黑色端點。 
 

故證畢。 
 

定理二：對任意正整數 n，兄弟樹 BT(n)是超偶完全三連接圖。 
 

三、兄弟樹之漢米頓可蕾斯圖 

(十二)發現定理 
在證明 BT(n)中任兩點有三條連結線，且為一組經過 BT(n)所有點之內部不相交路徑(如圖十

八(a))；而[11]中也證明了 BT(n)中有漢米頓圈，即任兩點有兩條連結線(如圖十八(b))，且為一組

經過 BT(n)所有點之內部不相交路徑；而在 BT(n)中任兩點不可能有四條連結線彼此連結(因為

BT(n)為三正則圖)，那我們便想到是否在 BT(n)中任兩點有一條連結線(如圖十八(c))，且經過 BT(n)
所有點。經過實驗後，BT(1)、BT(2)的確可能具有此性質。 

圖十八、(a)偶完全三連結；(b)漢米頓圈；(c)漢米頓路徑 

  
 

(a) (b) (c) 
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    (十三)退化情況 
在正式埋頭於定理前，我們先討論一些退化情況，既然已知 BT(n)為漢米頓圖，那某我們可

以在漢米頓圈上任找相鄰兩點，而不考慮此兩點間之路徑，則此兩點有漢米頓路徑；另外，在

漢米頓圈上之路徑，任找連續三點 a、b、c，去除中間那點 b(異色點)後，則在 BT(n)-{ }b 中有漢

米頓路徑經過 a、c 兩點，類似『強漢米頓可蕾斯圖』，但卻是極退化的性質。 
強漢米頓可蕾斯圖：二分圖 G=( EVV ,21 U )，同色的任意兩點之間，都有一條路徑可以經

過某一點以外的其餘各點，稱為強漢米頓可蕾斯圖(strongly hamiltonian laceable graph)。 
 

  
(a) (b) 

圖十九、(a)漢米頓圈；(b)強漢米頓可蕾斯路徑 
    (十四)引理 8 

在完成[8]之後，我們已經對兄弟樹之結構、連結性質相當熟悉，因此，我們很快就觀察

到對於證明漢米頓可蕾斯圖時所須之引理。 

引理 8：設一正整數 n≧2，令 BC(n)= ( )nnnnn zyxwG ,,,, 。若 c 為 BC(n)中任一點。而 d 是{ }nn zx ,

中與 c 異色點，則在 ( )nBC 中存在漢米頓路徑P 連接 c 至 d。 

 
圖二十、引理 8 證明 BC(n)的性質 

定理三和定理四的詳細嚴格證明，在我所完成的論文[1]中，即附件二。 
 
 
 
(十五)引理 9 

引理 9：設一正整數 n≧2，令 BC(n)= ( )nnnnn zyxwG ,,,, 。若 c、d 為 BC(n)中任兩異色點。而 p、

q 是{ }nnnn zyxw ,,, 中某兩異色點，且{ } { }nn ywqp ,, ≠ ，則在 ( )nBC 中存在一組內部不相交路徑

1P 、 2P 滿足以下二點性質：(1) 21 , PP 經過 BC(n)中所有點；(2) 1P 連接 c 至 p； 2P 連接 d 至 q。 
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(a) (b) (c) 

圖二十一、引理 9 證明 BC(n)的性質 

(十六)定理三 

當 n=1 時，我們可用暴力的檢查引理對 n=1 時是正確的。由定義，BT(n)由一個 BC(n+1) 

= ( )11111 ,,,, +++++ nnnnn zyxwG 和一個 BC*(n)= ( )***** ,,,, nnnnn zyxwG 所構成，設 c、d 是 BT(n)中的任兩異

色點，由 BT(n)之對稱性，不失一般性，我們只須討論 c、d 皆落在 BC(n+1)，由引理四，BC(n+1)

中存在一組內部不相交路徑 1P、 2P 滿足以下四點性質：(1) 21 , PP 經過 BC(n+1)中所有點；(2) 1P 連

接 c 至 p；(3) 2P 連接 d 至 q 我們有以下三種情況： 

情況一：p= 1+nw ，q = 1+nz ；情況二：p= 1+nx ，q= 1+ny ；情況三：p= 1+nx ，q = 1+nz 。 

證明方法和定理一、二類似，只須以引理一配合即可證得。 
 

定理三：對任意正整數 n，兄弟樹 BT(n)是漢米頓可蕾斯圖。 
 

四、兄弟樹之超漢米頓可蕾斯圖 

    (十七)屢遭困難 
然而這個定理不像定理 3 一樣簡潔，和往常的不同，觀察到一些性質，卻難以證明，或是

引理和引理之間無法配合：如一開始，好不容易才觀察到有引理 10、11 的性質，但卻以為至少

有一者成立，雖然可得證，但在證引理 12 時卻會有情況無法解決，也無法只修改引理十二，後

來才發現引理 10、11 是「至少有兩者成立，且若選擇端點時，甲情況一定成立」；在這期間，

反覆修改這些引理不下二十次，才完成這些引理。 
接下來的部分，引理 10~15 之證明，請見我所完成的論文[1]，即附件二。 

    (十八) 引理 10 

引理 10：設一正整數 n≧2，令 BC(n)= ( )nnnnn zyxwG ,,,, 。則在 ( )nBC 中，若 c 為{ }nnnn zyxw ,,,

中任一點，則甲成立。若 c 為 ( )nBC -{ }nnnn zyxw ,,, 中任一點，則以下甲、乙、丙二性質至少二

者成立： 

甲、存在一組內部不相交路徑 1P、 2P 滿足以下三點性質：(1) 21 , PP 經過 ( )nBC 中所有點；(2) 1P 連

接 c 至{ }nn yw , 中與 c 同色點；(3) 2P 連接{ }nnnn zyxw ,,, 中與 c 異色之兩點。(圖二十二(a)) 

乙、存在一組內部不相交路徑 1P、 2P 滿足以下三點性質：(1) 21 , PP 經過 ( )nBC 中所有點；(2) 1P 連

接 c 至{ }nn yw , 與 c 異色點；(3) 2P 連接{ }nn yw , 與 c 同色點至{ }nn zx , 中與 c 異色點。(圖二

十二(b)) 
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丙、存在一組內部不相交路徑 1P、 2P 滿足以下三點性質：(1) 21 , PP 經過 ( )nBC 中所有點；(2) 1P 連

接 c 至{ }nn zx , 中與 c 異色點；(3) 2P 連接 nw 至 ny 。(圖二十二(c)) 

   
(a) (b) (c) 

圖二十二、引理 10 證明 BC(n)的性質 
     
 

(十九)引理 11 

引理 11：設一正整數 n 2≧ ，令 BC(n)= ( )nnnnn zyxwG ,,,, 。若 c 為 BC(n)中任一點。則在 ( )nBC 中，

若 c 為{ }nnnn zyxw ,,, 中任一點，則甲成立。若 c 為 ( )nBC -{ }nnnn zyxw ,,, 中任一點，則

以下甲、乙、丙二性質至少二者成立： 

甲、存在一組內部不相交路徑 1P、 2P 滿足以下三點性質：(1) 21 , PP 經過 ( )nBC 中所有點；(2) 1P 連

接 c 至{ }nn zx , 中與 c 同色點；(3) 2P 連接{ }nnnn zyxw ,,, 中與 c 異色兩點。(圖二十三(a)) 

乙、存在一組內部不相交路徑 1P、 2P 滿足以下三點性質：(1) 21 , PP 經過 ( )nBC 中所有點；(2) 1P 連

接 c 至{ }nn zx , 中與 c 異色點；(3) 2P 連接{ }nn zx , 中與 c 同色點至{ }nn yw , 中與 c 異色點。 (圖

二十三(b)) 

丙、存在一組內部不相交路徑 1P、 2P 滿足以下三點性質：(1) 21 , PP 經過 ( )nBC 中所有點；(2) 1P 連

接 c 至{ }nn yw , 中與 c 異色點；(3) 2P 連接 nx 至 nz 。(圖二十三(c)) 

   
(a) (b) (c) 

圖二十三、引理 11 證明 BC(n)的性質 
 

     
(二十)引理 12 

把引理 10 和 11 做完後，我們發現可用以證得一個乾淨漂亮的引理。 

引理 12：設一正整數 n 2≧ ，令 BC(n)= ( )nnnnn zyxwG ,,,, 。若 c 為 BC(n)中任一點。則在 ( )nBC 中
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存在漢米頓路徑P 連接 c 至{ }nn yw , 中與 c 異色點。(圖二十四) 
 

 
圖二十四、引理 12 證明 BT(n)的性質 

     
 
(二十一)引理 13 

這是一個非常複雜的引理，討論在 BC(n)中壞一個點後，一個與壞點異色的連接性質；從

這個引理可以發現到，甲情況類似引理 8 和引理 12；乙情況類似引理 11；丙情況類似引理 10，

非常有趣。 

引理 13：設一正整數 n 2≧ ，令 BC(n)= ( )nnnnn zyxwG ,,,, 。若 c、f 為 BC(n)中任兩異色點。若 c

為白點，令 p= nw ，q= nx ，r= ny ，s= nz ；若 c 為黑點，令 p= nz ，q= ny ，r= nx ，s= nw 。則在 ( ) { }fnBC −

中，以下甲、乙、三性質中，至少有兩者成立：(即圖二十五中有兩者成立) 

甲、存在一漢米頓路徑P 連接 c 至 p，p 為{ }nnnn zyxw ,,, 中與 c 同色之某一點。 

乙、以下三情況，至少有一者成立： 

(一)、存在一組內部不相交路徑 1P、 2P 滿足以下三點性質：(1) 21 , PP 經過 ( ) { }fnBC − 中所有

點；(2) 1P 連接 c 至 p；(3) 2P 連接 q 至 r。 

(二)、存在一組內部不相交路徑 1P、 2P 滿足以下三點性質：(1) 21 , PP 經過 ( ) { }fnBC − 中所有

點；(2) 1P 連接 c 至 q；(3) 2P 連接 p 至 r。 

(三)、存在一組內部不相交路徑 1P、 2P 滿足以下三點性質：(1) 21 , PP 經過 ( ) { }fnBC − 中所有

點；(2) 1P 連接 c 至 r；(3) 2P 連接 p 至 q。 

丙、以下三情況，至少有一者成立： 

(一)、存在一組內部不相交路徑 1P、 2P 滿足以下三點性質：(1) 21 , PP 經過 ( ) { }fnBC − 中所有

點；(2) 1P 連接 c 至 p；(3) 2P 連接 r 至 s。 

(二)、存在一組內部不相交路徑 1P、 2P 滿足以下三點性質：(1) 21 , PP 經過 ( ) { }fnBC − 中所有

點；(2) 1P 連接 c 至 q；(3) 2P 連接 p 至 s。 

(三)、存在一組內部不相交路徑 1P、 2P 滿足以下三點性質：(1) 21 , PP 經過 ( ) { }fnBC − 中所有

點；(2) 1P 連接 c 至 s；(3) 2P 連接 p 至 q。 
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(a) (b)  

   
(c) (d) (e) 

   
(f) (g) (h) 

圖二十五、引理 13 證明 BT(n)的性質 
  
 
   (二十二)引理 14 

引理 14：設一正整數 n 2≧ ，令 BC(n)= ( )nnnnn zyxwG ,,,, 。若 c、d 為 BC(n)中任兩同色點。則在

( )nBC 中，存在一組內部不相交路徑 1P 、 2P 滿足以下三點性質：(1) 21 , PP 經過 ( )nBC 中所有點；

(2) 1P 連接 c 至 p；(3) 2P 連接 d 至 q，其中 p、q 為{ }nnnn zyxw ,,, 中與 c 異色兩點。 

 
圖二十六、引理 14 證明 BT(n)的性質 
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 (二十三)引理 15 

引理 15：設一正整數 n 2≧ ，令 BC(n)= ( )nnnnn zyxwG ,,,, 。若 c、d 為 BC(n)中任兩同色點，f 為

與 c 異色之任一點。則在 ( ) { }fnBC − 中，甲、乙兩性質皆成立： 

甲、 存在一組內部不相交路徑 1P 、 2P 滿足以下三點性質：(1) 21 , PP 經過 ( ) { }fnBC − 中所有點；

(2) 1P 連接 c 至 p；(3) 2P 連接 d 至 q。其中 p、q 是{ }nnnn zyxw ,,, 某兩異色點。 

乙、 存在一組內部不相交路徑 1P、 2P 、 3P 滿足以下三點性質：(1) 321 ,, PPP 經過 ( ) { }fnBC − 中所

有點；(2) 1P 連接 c 至 p； 2P 連接 d 至 q；其中{ } { }nnnn zyxwqp ,,,, ⊂ ，而(4) 5P 連結

{ } { }qpzyxw nnnn ,,,, − 中兩點。 

 
(a) (b) (c) (d) 

 
(e) (f) (g) (h) 

圖二十七、引理 15 證明 BT(n)的性質 
    (二十四)定理四 

由以上辛苦所歸納得到的引理 15，也因此，此定理的證明方法和定理 1、2 類似，由引理

15，以引理 1 配合，便可證明此定理。 
 

定理四：對任意正整數 n，兄弟樹 BT(n)是超漢米頓可蕾斯圖。 
 
 

    (二十五)兄弟樹的四個定理完成            
    到這裡，我們終於把兄弟樹的四個定理完成了，也就是點和點之間的連接關係及其壞點後

的情況之討論告一段落；接下來的部分，(二十六)至(二十八)，是我們對於三正則圖形所證明的

一些定理和性質的一些探討。 
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五、定理 

    (二十六) 若三正則圖形 G 為 n 邊容錯漢米頓圖，則 G 為 n 邊要求漢米頓圖 

當一圖形為漢米頓圖時，可要求它經過任 k 條邊，而這些邊則被稱為要求邊(required 

edge)；此概念是由 Willian Hanilton 提出的。一圖形 G 中，令 R 為必經邊之集合，顯然我們必

須避免這些邊形成非漢米頓圈之迴圈或要求任一點之三邊，而稱 G 為 k 邊要求漢米頓圖

(k-reguire edge hamiltonian graph)，其中 kR ≥ 。 

 

若三正則圖形 G 為 n 邊容錯漢米頓圖，我們可在 G 上找任意 n 個不相同的點 nccc ,......,, 21 和

它們的鄰域 ( ) { }nirqpcN iii

n

i
i ≤≤=

=

1,,
1
U ，考慮圖形 G 中的漢米頓圈路徑有三種方式經過 ci

點(不考慮方向)，分別是：(1)pi, ci, qi；(2)qi, ci, ri；(3)ri, ci, pi。我們將(pi, ci)、(qi, ci)或(ri, ci)其中

一邊刪去※，因 G 為 n 邊容錯漢米頓圖，刪去 n 邊後，仍有漢米頓圈，且此漢米頓圈必經過 ci

的另兩邊；當我們要指定一漢米頓圈要經過任一邊(pi, ci)時，就同於將(qi, ci)或(ri, ci)刪去所得到

的漢米頓圈，故若一圖形 G 為 n 誤容錯漢米頓圖，則 G 為 n 邊要求漢米頓圖。 

※ 顯然若刪去圖中任一點之兩邊，就不可能有漢米頓圈，故在此我們討論的 n 邊容錯漢米頓圖

皆不可刪去任一點之兩邊；類似地，在此我們也不討論指定任一點所連接的三邊，或指定邊

形成一非漢米頓圈之迴圈。 

 

    (二十七) 若三正則圖形 G 為 n 邊要求漢米頓圖，則 G 為 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
2
n

邊容錯漢米頓圖 

由上所敘述，相反地，若我們要指定此漢米頓圈不過(pi, ci)(即將(pi, ci)刪去)時，我們要指定此

漢米頓圈經過(qi, ci)和(ri, ci)；因此，要指定 2 條邊才可保証不經過某一條邊，故若一圖形 G 為

n 邊要求漢米頓圖，則 G 為 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
2
n

邊容錯漢米頓圖。 

 
    (二十八)綜合二十六、二十七 
由上面兩個定理可知，若不刪去圖中任一點之兩邊，且不指定任一點所連接的三邊，或指定邊

形成一非漢米頓圈之迴圈，則： 
 
定理五：若三正則圖形 G 為 n 邊容錯漢米頓圖，則 G 為 k 邊要求漢米頓圖，其中 2n+1≧k≧n 

定理六：若三正則圖形 G 為 n 邊要求漢米頓圖，則 G 為 k 邊容錯漢米頓圖，其中 n≧k≧ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
2
n  

 
    (二十九)以圖形來看 n 邊容錯漢米頓圖和 k 邊要求漢米頓圖 

我們考慮三正則圖形 G 有圖二十八(a)的結構時，那麼，G 就不可為 2 邊容錯漢米頓圖或是

3 邊要求漢米頓圖，因為若將圖中 e1、e2 刪去後，便無法構成漢米頓圈，而若指定 e1、e2、e3(無
法同時經過 u、v、w)或是 e2、e3、e4(無法經過 u)時，也無法形成漢米頓圈。 
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(a) (b) (c) 
圖二十八、一些圖形結構 

而當三正則圖形 G 有圖二十八(b)結構時，也不可能為 2 邊容錯漢米頓圖，因為在刪去 e1、

e4(無法同時經過 u、w)後，便無法形成漢米頓圈或路徑，而在兄弟樹中皆有此構造，如 BT(1)(圖
三(a)中的 2w , s , t , 2z 所形成的構造)故同時也證得兄弟樹頂多為單邊容錯漢米頓圖。若指定經過

e1、e2、e3、e4(無法同時經過 v)時，也無法形成漢米頓圈，故也是代表兄弟樹頂多為 3邊要求漢

米頓圖。 
    同理，若有結構(c)時，可知圖的最大容錯邊數為 2，最大可要求邊數為 4。另外，很容易

可得知若有一圖形 G 這樣的結構時，若這種結構上的點數為 n，則 G 頂多為 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

2
1n

邊容錯漢米

頓圖，(n-1)邊要求漢米頓。 

定理七：三正則圖形 G 中，若其最小迴圈之內點個數為 n，則 G 頂多為 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

2
1n

邊容錯漢米頓圖，

(n-1)邊要求漢米頓。 
 

六、兄弟樹之 3 邊要求漢米頓圖 

    (二十八) 
既然我們證出三正則圖形有如此有趣的性質，也證出兄弟樹頂多為單邊容錯漢米頓圖、3

邊要求漢米頓圖；而單邊容錯漢米頓圖在[11]已證明，也可從定理一或定理三間接證出[9]；那

麼，它是 1、2 還是 3 邊要求漢米頓圖？由數次實驗後，推測兄弟樹可能為 3 邊要求漢米頓圖，

現在就來試著證明它為 3 邊要求漢米頓圖。相同地，我們先看看一些已得知的事：由定理五便

可知 BT(n)為單邊要求漢米頓圖；而 BT(1)=P(4,1)(見討論三)。 
起先，在證明引理 16 時，起來我們認為是對任意正整數 n≧2，至少有三種情況成立，導

致在引理 17 只能得到「至少有一者成立」，故只能證得 BT(n)為 2 邊要求漢米頓圖。然而，在證

明上遇到因難，並不代表它不為 3 邊要求漢米頓圖，而且我們也找不到實際的例子，即找不到

「要求經過某三邊而無法形成的漢米頓圈」；經過努力之後，我們還是成功地證得兄弟樹為 3
邊要求漢米頓圖。 
    
(二十九)引理十六  

引理 16：設一正整數 n≧4，令 BC(n)= ( )nnnnn zyxwG ,,,, 。若 e 為 BC(n)中任一邊。則在 ( )nBC 中，

性質 1~6 中至少有五者成立，且該漢米頓路徑經過 e： 
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性質 1、在 nw 至 ny 之間存在一漢米頓路徑。 
性質 2、在 nw 至 nz 之間存在一漢米頓路徑。 
性質 3、在 nx 至 ny 之間存在一漢米頓路徑。 
性質 4、在 nx 至 nz 之間存在一漢米頓路徑。 
性質 5、BC(n)中存在兩路徑 1P 和 2P 為一組內部不相交路徑，且滿足以下兩點性質：(1) 21, PP 經

過 ( )nBC 中所有點；(2)P 連接 nw 至 nx ；(3)Q 連接 ny 至 nz 。 
性質 6、BC(n)中存在兩路徑 1P 和 2P 為一組內部不相交路徑，且滿足以下兩點性質：(1) 21, PP 經

過 ( )nBC 中所有點；(2) R 連接 nw 至 nz ；(3)S 連接 nx 至 ny 。 

在引理 16、17、18 與定理一中，我們以
nba

c P,
表示 BC(n)中的路徑性質，其中 a 表示構成

此路徑的 BC1(n)中的路徑性質；而 b 表示構成此路徑的 BC2(n)中的路徑性質；而 c 則表示 BC(n+1)

的路徑性質。如 nP4,2
2 ，在 BC1(n-1)存在一漢米頓路徑 1−nw 至 1−nz (性質 2)；在 BC2(n-1)存在一漢

米頓路徑 1−nx 至 1−nz (性質 4)。故我們取 nP4,2
2 = nnnnnnn zxPzxzPww ,,,,,,, 2

14
2

1
2

12
1

1 −−−−= (性質 2)。此

外， nP5 、 nP6 是表示一組路徑。另外，在引理 16、17、18 與定理一中，所指的「性質」皆是

指以上六點性質。 

容易地，我們可以得到對任意正整數 n≧3，有以下 11 點特性： 

(1)、 ( )nPE 5,1
6 = ( )∪−11 nPE ( )∪−15 nPE { }),(),,(),,( 2

1
2

1
1

1
2

1 −−−− nnnnnn xzwyzx  

(2)、 ( )nPE 6,1
5 = ( )∪−11 nPE ( )∪−16 nPE { }),(),,(),,( 2

1
2

1
1

1
2

1 −−−− nnnnnn xzwyzx  

(3)、 ( )nPE 4,2
2 = ( )∪−12 nPE ( )∪−14 nPE { }),(),,(),,( 2

1
2

1
1

1 −−− nnnnnn xzzxzx  

(4)、 ( )nPE 3,2
5 = ( )∪−12 nPE ( )∪−13 nPE { }),(),,( 2

1
1

1 −− nnnn xzzx  

(5)、 ( )nPE 2,3
4 = ( )∪−13 nPE ( )∪−12 nPE { }),(),,(),,( 1

1
2

1
1

1
2

1 −−−− nnnnnn xzwyzx  

(6)、 ( )nPE 6,3
3 = ( )∪−13 nPE ( )∪−16 nPE { }),(),,(),,(),,( 2

1
1

1
2

1
1

1
2

1 −−−−− nnnnnnnn xzxzwyzx  

(7)、 ( )nPE 3,4
3 = ( )∪−14 nPE ( )∪−13 nPE { }),(),,(),,( 2

1
1

1
1

1 −−− nnnnnn xzxzzx  

(8)、 ( )nPE 1,5
6 = ( )∪−15 nPE ( )∪−11 nPE { }),(),,(),,( 1

1
2

1
1

1
1

1 −−−− nnnnnn xzwyzx  

(9)、 ( )nPE 5,5
1 = ( )∪−15 nPE ( )∪−15 nPE { }),(),,(),,(),,(),,( 2

1
1

1
2

1
1

1
2

1
1

1 −−−−−− nnnnnnnnnn xzxzwyzxzx  

(10)、 ( )nPE 1,6
5 = ( )∪−16 nPE ( )∪−11 nPE { }),(),,(),,( 1

1
2

1
1

1
1

1 −−−− nnnnnn xzwyzx  
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(11)、 ( )nPE 6,6
1 = ( )∪−16 nPE ( )∪−15 nPE { }),(),,(),,(),,(),,( 2

1
1

1
2

1
1

1
2

1
1

1 −−−−−− nnnnnnnnnn xzxzwyzxzx  

首先，我們先快速地檢查在 n=2 時，性質 1~6 中至少有三者成立；而在 n=3 時，性質 1~6

中至少有四者成立(見表一、表二)。 

我們以數學歸納法來證明這三個引理，我們可以已經檢查

此引理對 n=4 是正確的 ，假設此引理對 BC(n)是正確的，由定

義，BC(n+1)是由兩個 n 階的兄弟樹生成子圖 BC1(n)和 BC2(n)

及兩異色端點 11 , ++ nn zx 所構成。不失一般性，我們討論 e 在

BC1(n)，或是 e 是 ( )1
1, −nn xz 、 ( )2

1, −nn xz 、 ( )1
1, −nn zx 、 ( )2

1, −nn zx 、

( )2
1

1
1 , −− nn wy 中的任一邊。 
 
情況一：e 在 BC1(n)中，由 11 點特性中可知必然成立。                                       

指定邊 e BC(2)成立的情況  BC(3)成立的情況 BC(n)成立的情況 (n≧4) 

e1 2
1 P 、

2
3 P 、

2
4 P 、

2
5 P  

 3
1 P 、

3
3 P 、

3
4 P 、

3
5 P 、

3
6 P  nP1 、

nP3 、
nP4 、

nP5 、
nP6  

e3 2
1 P 、

2
2 P 、

2
3 P 、

2
5 P 、

2
6 P  

 3
1 P 、

3
2 P 、

3
3 P 、

3
4 P 、

3
5 P 、

3
6 P nP1 、

nP2 、
nP3 、

nP4 、
nP5 、

nP6

e3 2
2 P 、

2
3 P 、

2
4 P 、

2
5 P 、

2
6 P  

 3
1 P 、

3
2 P 、

3
3 P 、

3
4 P 、

3
5 P 、

3
6 P nP1 、

nP2 、
nP3 、

nP4 、
nP5 、

nP6

e4 2
1 P 、

2
4 P 、

2
6 P  

 3
1 P 、

3
3 P 、

3
5 P 、

3
6 P  nP1 、

nP3 、
nP4 、

nP5 、
nP6  

表一 
 

情況二：e 是 ( )1
1, −nn xz 、 ( )2

1, −nn xz 、 ( )1
1, −nn zx 、 ( )2

1, −nn zx 、 ( )2
1

1
1 , −− nn wy 中的任一邊： 

指定邊 BC(n+1)可成立路徑 BC(n+1)之路徑性質

( )1
1, −nn zx  nP5,5

1 、 nP6,6
1 、 nP4,2

2 、 nP3,4
3 、 nP3,2

5 、 nP1,6
5 、 nP1,5

6  
1、2、3、5、6 

( )2
1, −nn zx  nP5,5

1 、 nP6,6
1 、 nP4,2

2 、 nP6,3
3 、 nP2,3

4 、 nP6,1
5 、 nP5,1

6  
1、2、4、5、6 

( )2
1

1
1 , −− nn wy  nP5,5

1 、 nP6,6
1 、 nP6,3

3 、 nP2,3
4 、 nP6,1

5 、 nP1,6
5 、 nP5,1

6 、 nP1,5
6  

1、3、4、5、6 

( )1
1, −nn xz  nP5,5

1 、 nP6,6
1 、 nP6,3

3 、 nP3,4
3 、 nP2,3

4 、 nP1,6
5 、 nP1,5

6  
1、3、4、5、6 

( )2
1, −nn xz  nP5,5

1 、 nP6,6
1 、 nP4,2

2 、 nP6,3
3 、 nP3,4

3 、 nP3,2
5 、 nP6,1

5 、 nP5,1
6  

1、2、3、5、6 

表二 
由表二可知，對正整數 n≧4，BC(n)皆具有此性質。 

一切皆從整理好的表格證明完畢。 

圖二十九、BC(2) 
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(二十九)引理十七  

引理 17.1：設一正整數 n≧4，令 BC(n)= ( )nnnnn zyxwG ,,,, 。若 e1、e2 為 BC(n)中任兩邊，且 e1、

e2 不同時為某一端點所連接的兩邊。則在 ( )nBC 中，六種性質中至少有三者成立。 

引理 17.2：設一正整數 n≧2，令 BC(n)= ( )nnnnn zyxwG ,,,, 。若 e1、e2為 BC(n)中端點 d 所連接

的兩邊。則在 ( )nBC 中，若 d= nw ，則性質 3、4 成立；若 d= nx ，則性質 1、3 成立；

若 d= ny ，則性質 2、4 成立；若 d= nz ，則性質 1、2 成立。 
我們以數學歸納法來證明這引理，類似上個引理的作法，且可善用表二、三，確定此引理

對 n=4 是正確的，假設此引理對 BC(n)是正確的，由定義，BC(n+1)是由兩個 n 階的兄弟樹生成

子圖 BC1(n)和 BC2(n)及兩異色端點 11 , ++ nn zx 所構成。不失一般性，我們討論以下三種情況： 
情況一：我們討論 e1、e2 皆在 BC1(n)，由 11 點特性中可知必然成立。        
情況二：e1 在 BC1(n)中，e2 在 BC2(n)。由引理 16 可知，BC1(n)、BC2(n)中皆至少有五種情況成

立，可知 BC(n+1)中至少有三者成立。 

情況三：e1、e2 是 ( )1
1, −nn xz 、 ( )2

1, −nn xz 、 ( )1
1, −nn zx 、 ( )2

1, −nn zx 、 ( )2
1

1
1 , −− nn wy 中任兩邊。 

不失一般性，我們討論以下幾種情況： 
指定邊 BC(n+1)可成立路徑 BC(n+1)之路徑性質 

( )1
1, −nn zx 、 ( )2

1, −nn zx  nP5,5
1 、 nP6,6

1 、 nP4,2
2  

1、2 

( )1
1, −nn zx 、 ( )2

1
1

1 , −− nn wy  nP5,5
1 、 nP6,6

1 、 nP1,6
5 、 nP1,5

6  
1、5、6 

( )1
1, −nn zx 、 ( )1

1, −nn xz  nP5,5
1 、 nP6,6

1 、 nP3,4
3 、 nP1,6

5 、 nP1,5
6  

1、3、5、6 

( )1
1, −nn zx 、 ( )2

1, −nn xz  nP5,5
1 、 nP6,6

1 、 nP4,2
2 、 nP3,4

3 、 nP1,5
6  

1、2、3、6 

( )2
1, −nn zx 、 ( )2

1
1

1 , −− nn wy  nP5,5
1 、 nP6,6

1 、 nP6,3
3 、 nP2,3

4 、 nP6,1
5 、 nP5,1

6  
1、3、4、5、6 

表三 
而由引理一，BC1(n)、BC2(n)所有情況皆成立，故可得證。 

 
(三十)引理十八  

引理 18：設一正整數 n≧2，令 BC(n)= ( )nnnnn zyxwG ,,,, 。若 e1、e2、e3 為 BC(n)中任兩邊，且

不同時連接於同一點。則在 ( )nBC 中，六種性質中至少有一者成立： 
由於上一個引理的限制，我們必須先討論 BC(2)、BC(3) 和 BC(4)的情況，只須討論幾個情況，

並可配合表二、三，馬上可得證。 

我們以數學歸納法來證明這個引理，我們已經確定此引理對 n=4 是正確的，假設此引理對
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BC(n)是正確的，由定義，BC(n+1)是由兩個 n 階的兄弟樹生成子圖 BC1(n)和 BC2(n)及兩異色端

點 11 , ++ nn zx 所構成。不失一般性，我們討論以下幾種情況： 

情況一：e1、e2、e3 皆在 BC1(n)中，由 11 點特性中可知必然成立。 

情況二：e1、e2 在 BC1(n)中，e3 在 BC2(n)中。由引理 17 可知 BC1 (n)至少有兩性質成立，而由引

理 16 可知 BC1(n)至少有五性質成立，可得知 BC(n+1)中至少有一者成立。 

情況三：e1、e2 在 BC1(n)中，e3 為 ( )1
1, −nn xz 、( )2

1, −nn xz 、( )1
1, −nn zx 、( )2

1, −nn zx 、( )2
1

1
1 , −− nn wy 任一邊。 

情況三之一：e1、e2 不同時為某一端點所連接的兩邊。由引理十七可知 BC1 (n)至少有兩性質成

立，由再表二即可得證。 

情況三之二：若 e1、e2 為 BC1 (n)中端點 d 所連接的兩邊。分別討論 d 為四個端點的情況： 

(1)若 d= nw ，則性質 3、4 成立；即可經過 ( )1
1, −nn xz 、( )2

1, −nn xz 、( )1
1, −nn zx 、( )2

1, −nn zx 、( )2
1

1
1 , −− nn wy 。 

(2)若 d= nx ，則性質 1、3 成立；即可經過 ( )2
1, −nn xz 、 ( )1

1, −nn zx 、 ( )2
1, −nn zx 、 ( )2

1
1

1 , −− nn wy ，無法經

過 ( )1
1, −nn xz ，因為此三邊同時連接 nx 。 

(3)若 d= ny ，則性質 2、4 成立；即可經過 ( )1
1, −nn xz 、 ( )2

1, −nn xz 、 ( )1
1, −nn zx 、 ( )2

1, −nn zx ，無法經過

( )2
1

1
1 , −− nn wy ，因為此三邊同時連接 ny 。 

(4)若 d= nz ，則性質 1、2 成立；即可經過 ( )1
1, −nn xz 、 ( )2

1, −nn xz 、 ( )2
1, −nn zx 、 ( )2

1
1

1 , −− nn wy ，無法經

過 ( )1
1, −nn zx ，因為此三邊同時連接 nx 。 

情況四：e1 在 BC1(n)中，e2 在 BC2(n)中，而 e3 為 ( )1
1, −nn xz 、( )2

1, −nn xz 、( )1
1, −nn zx 、( )2

1, −nn zx 、( )2
1

1
1 , −− nn wy

由引理十六可知 BC1(n)和 BC2(n)皆至少有五者性質成立，再表二即可得證。 

情況五：e1 在 BC1(n)中， e2、e3 為 ( )1
1, −nn xz 、 ( )2

1, −nn xz 、 ( )1
1, −nn zx 、 ( )2

1, −nn zx 、 ( )2
1

1
1 , −− nn wy 。由引

理十六，BC1(n)中至少有五者成立，配合表三可知，BC(n+1)中至少一者成立。 

情況六： e1、 e2、e3 皆為 ( )1
1, −nn xz 、( )2

1, −nn xz 、( )1
1, −nn zx 、( )2

1, −nn zx 、( )2
1

1
1 , −− nn wy 。顯然 nP5,5

1 、 nP6,6
1

可經過 ( )1
1, −nn xz 、 ( )2

1, −nn xz 、 ( )1
1, −nn zx 、 ( )2

1, −nn zx 、 ( )2
1

1
1 , −− nn wy ，故皆成立。 

 
 (三十一)定理八 
如同之前對兄弟樹所做的定理，往往最難的不是最後的定理證明，而是引理的發現和證明，

定理八的證明方式類似之前的。 
 
定理八：對任意正整數 n，兄弟樹 BT(n)是 3 邊要求漢米頓圖。 
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伍、研究結果與討論： 

一、討論： 

(一)、兄弟樹是個非常完美的三正則二分圖，在報告內容中已證明它有許多漂亮的性質，且是

至今所知所有的三正則二分圖中，任兩點距離最短的圖[11]。不僅如此，我們仍注意到它還具

有雙獨立漢米頓可蕾斯路徑。另外，對任意兩點不可能有三獨立漢米頓可蕾斯路徑，若取相鄰

兩點，則不可能達到：如圖三十一，取 3w 和 1s ，假設第一條路徑是 11
22 ,......,, szw ；而第二條

路徑是從 1*
22 ,......,, syw ；那麼第三條便不可和前兩條走相同的第二點，但也不能第二點就走到

終點 1s ，故得知。但我們仍注意到在某些距離夠遠的點還有三獨立漢米頓可蕾斯路徑。如下圖

所示：  

一圖形 G=(V,E)，若兩路徑 VuuuP ,......,, 211 = 、 VvvvP ,......,, 212 = 表示 G 中任兩點之間的

漢米頓路徑，其中 1u = 1v 、 Vu = Vv 、 iu ≠ iv ，對任意正整數 i，其中 1≦i≦ V ，則稱 1P 與 2P 是

獨立(independent)，稱 1P 和 2P 為雙獨立漢米頓路徑(2 independent hamiltonian path)。而若有一組

路徑兩兩獨立，則稱此組路徑彼此獨立(mutually independent)。而在二分圖 G=( EVV ,21 U )，對任

意兩點 1Vx∈ 、 2Vy∈ ，存在獨立 k 條漢米頓路徑，則稱此圖為 k 獨立漢米頓可蕾斯圖(k independent 

hamiltonian laceable)。 

 

從 3w 到 3y 的三獨立漢米頓可蕾斯

路徑(表四)，對第 n 點， 1P , 2P , 3P 皆沒

有相同的內點(n≠1, 20)。我們正努力進

行證明兄弟樹為獨立漢米頓連接圖。 
 

圖三十、BT(2) 
第 n 點 

 
路徑 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

1P  3w  1
2z  3x  *

2z  *
2w  *s  *t  *

2y *
2x 3z 1

2x 1s 1t 1
2y 2

2w  2
2z  2t  2s 2

2x 3y

2P  3w  1s  1
2x  1

2y  1t  1
2z  3x  *

2z *
2w *s *t  *

2y *
2x 3z 2

2x  2s  2
2w 2

2z 2t 3y

3P  3w  *
2y  *t  *s  *

2x  3z  2
2x  2s 2t 2

2z 2
2w 1

2y 1
2x 1s 1t  1

2z  3x  3x *
2z 3y

表四 

另外，我們可以很快的證出在 BT(n)中， 1+nx 與 1+nz 之間都有三獨立漢米頓可蕾斯路徑： 



 28

  
(a) (b) 

 

圖三十一、三條路徑(a)、(b)、(c)；很明顯地，

是用到 BT(n)上 BC(n)的環狀排列。 

(c)  
 
(二)、此外，我們注意到在兄弟樹中，可能存在獨立漢米頓迴圈，如圖三十二，依照引理一，

共有六種漢米頓圈，但要如何證明對於任一點，皆可畫出三種漢米頓圈，且彼此獨立，是目前

尚未完成證明的。 

我們說一組獨立漢米頓迴圈(independent hamiltonian cycle)，是指這些迴圈的路徑為一組彼

此獨立之路徑，且路徑上第一點為最後一點。而若在圖 G 上任一點皆可有 k 個彼此獨立的漢米

頓迴圈經過，則稱 G 為 k 獨立漢米頓圈；顯然，對任意三正則圖形，G 最多為三獨立漢米頓圈。

  
(a) (b) 

 

圖三十二、三種在 BT(n)漢米頓圈(a)、(b)、(c)

(c)  
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(三)、 BT(1)=P(4,1)  (Generalized Petersen Graph [13]) 
如圖所示： 

  
(a) (b) 

圖三十三、(a)BT(1)；(b)P(4,1) 
而對任意偶數 n，P(n,1)皆已被證明為偶完全三連結、超偶完全三連結[9]、3 邊要求漢米頓圖，

故 BT(1)不須暴力檢查，便可知它為偶完全三連結、超偶完全三連結、3 邊要求漢米頓圖。 
另外，由此可知，BT(1)有很好的對稱性，在內容(一)中，其實只須檢查( 2z , 2w )、( 2z , 2x )

即可；也因此，可以很快得知 BT(1)的許多性質。 
 
 

 
圖三十四、合成圖 

(四)、圖形的合成：兄弟樹有如此好的性質，我們想到用已知性質的圖形，來拼成另一種圖形，

如圖三十五，拿兩個 BT(n)，分別刪去 1
1+nz 、 2

1+nw ，並將原連接 1
1+nz 、 2

1+nw 的點分別連接。BT(n)

皆為漢米頓圖，而合成後的圖也必為漢米頓圖，因為形成漢米頓圖必會經過 1
1+nz ，刪去 1

1+nz 點後，

便只連接到 u、v、w 中某二點(或國 BT(n)為 3 邊要求漢米頓圈，可接到 u、v、w 中任二點)；而

另一個 BT(n)也有性質，便可相互連結形成漢米頓圈，同理可證得它為偶完全三連結等性質。之

後發現在[6]中已有此做法及其相關性質，故我們便不再對這種連接方式做深入研究。 
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(五)、對於一個三正則圖，可能有完全三連結、漢米頓圈、漢米頓連結，而在[10]中，若三正則

圖形同時有這三種性質時，則稱此圖為超級三連結(Super 3*-Connected Graph)(圖三十五(a),(b), 

(c))；而在三正則二分圖中，我們證明兄弟樹是偶完全三連結、漢米頓圈、漢米頓可蕾斯(圖三

十六(a)、(b)、(c))，另外，兄弟樹還有非常完美的容錯性質(圖三十六(d)、(e)、(f))；不止如此，

兄弟樹為三邊要求漢米頓圖(圖三十六(g))，單邊容錯漢米頓可蕾斯圖(圖三十五(d))，還有非常

訝異的性質：在 BT(n)中，任一對異色點，任一邊，必有三條內部不相交路徑經過 BT(n)中所有

點，並連接此對異色點，這個性質是尚未有人提出過的；我們已證出有單邊容錯漢米頓可蕾斯

圖和「單邊要求偶完全三連結」(圖三十五(e))，但礙於時間和篇幅的限制，故不將此證明列於

報告中。 

 
(a)、漢米頓連結 (b)、漢米頓圈 (c)、完全三連結 

  

 

(d)、單邊容錯漢米頓可蕾斯 (e)、單邊要求偶完全三連結  
圖三十五 

(六)、展望 

由本報告中，我們已對兄弟樹的性質有相當豐富的發現(圖三十五(d),(e)，圖三十七)與證

明。但我們持續對此圖形進行

探討，由討論(一)、(二)中，

我們所注意到的兩種性質(圖

三十六)，這兩種性質皆非常

不易證出，但我們希望可以把

這 兩 種 有 趣 的 性 質 證 出 。 
 
 

 
(a)、雙獨立漢米頓可蕾斯 (b)、三獨立漢米頓圈 

圖三十六 
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二、研究結果： 

(一)兄弟樹為偶完全三連結 
(二)兄弟樹為超偶完全三連結 
(三)兄弟樹為漢米頓可蕾斯圖 
(四)兄弟樹為超漢米頓可蕾斯圖 
(五)兄弟樹為 3 邊要求漢米頓圖 

 
(a)、漢米頓可蕾斯 (b)、漢米頓圈 (c)、偶完全三連結 

 
(d)、超漢米頓可蕾斯 (e)、對點容錯漢米頓圈 (f)、超偶完全三連結 

 

  

(g)、三邊要求漢米頓圈   
圖三十七、我們已證明兄弟樹的性質 

(六)三正則圖形中，若不考慮刪去任一點之兩邊，或指定任一點所連接的三邊或指定邊形成一

非漢米頓圈之迴圈，則以下三點性質成立： 
1.三正則圖形 G 為 n 誤容錯漢米頓圖，則 G 為 k 邊要求漢米頓圖，其中 2n+1≧k≧n 

2.三正則圖形 G 為 n 邊要求漢米頓圖，則 G 為 k 邊容錯漢米頓圖，其中 n≧k≧ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
2
n  

3.三正則圖 G 中，最小環狀構造上的點數為 n 時，頂多為 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

2
1n

邊容錯漢米頓圖、(n-1) 邊

要求漢米頓圖。 
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陸、結論： 
目前所有三正則二分圖中，兄弟樹是任兩點距離最小的圖，且具有如此多完美性質：偶完

全三連結、超偶完全三連結、漢米頓可蕾斯圖、超漢米頓可蕾斯圖、單邊容錯漢米頓圖、3 邊

要求漢米頓圖、對點容錯漢米頓圖。 
相對於超級三連接圖，我們證明了兄弟樹也有類似它美妙的性質，我們也證明了它為頂多

為單邊容錯漢米頓圖、三邊要求漢米頓圈；因此，除了最近才注意到兄弟樹可能具有的性質：

雙(三)獨立漢米頓可蕾斯路徑、三獨立漢米頓圈兩種性質尚未完成證明外，我們已經證明兄弟

樹目前已知的所有性質。 
 
兩年前，還是個對圖論完全不懂的學生，從加入數學研習社後，開始學習這方面的知識，

至今已有相當豐富的成果；在這過程中，不光只是學到圖論知識，還有做研究的方法、多元思

考、解決問題的能力、查尋論文相關資料的技巧等等，也常與別人討論證明方法、性質，因此

讓自己的表達能力提升不少，也對自己的能力更有信心。 
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Introduction 
    In this work, we follow the definitions and notations of Harary[1] on the definition of each of the these 
terms: graph, adjacent nodes, 3-regular, bipartite, path, internally-disjoint spanning paths and cycle. Recall 
that a path is called a hamiltonian path if its nodes are distinct and span V. A bipartite graph G is hamiltonian 
laceable if there exists a hamiltonian path between any two nodes from different partite sets, as shown in Fig. 
1(a). A bipartite graph G is hyper hamiltonian laceable if for any two nodes x, y in the same partite set and z in 
the other partite set, there exists a hamiltonian path of V\{z} joining x and y, as shown in Fig. 1(b). Moreover, if 
there exist three internally-disjoint spanning paths joining any two nodes belonging to different partite sets, the 
bipartite graph is called globally bi-3*-connected [2, 3], as shown in Fig. 1(c). A graph is called hyper globally 
bi-3* -connected, if for any three nodes x, y and z of the same partite set, there exist three internally-disjoint 
spanning paths of V\{z} joining x and y, as shown in Fig. 1(d). A cycle is called a hamiltonian cycle if its nodes 
are distinct except for the first node and the last node and if they span V. A graph is hamiltonian if it contains a 
hamiltonian cycle, as in Fig.1 (e). A graph is called 3-required-edge-hamiltonian if there exists a hamiltonain 
cycle passing through any three given edges, as shown in Fig.1 (f ). 

 

    Our project studies an interesting family of 3-regular planar bipartite graph {BT(n)}, to be defined below. 
Each BT(n) possesses the optimal property of attaining the smallest diameter among all 3-regular planar 
bipartite graphs of 6×2n -4 nodes. These graphs therefore have an important application in fault-tolerant design 
for token ring. 

 

 



   

Definition of BC(n)  
Let BC(2) be given by Fig. 4(a). Assume that 

BC(k) has been defined for some k≧2. Then 
BC(k+1) is composed of two disjoint copies of 
BC(k), a white node xk+1 and a black node zk+1 
linked by five additional edges as indicated in Fig. 
3(b). 

 

 
 

 

Definition of BT(n) 
Let n be a positive integer≧2. Then, BT(n) is composed of three disjoint copies of BC(n) and a pair of 

nodes xn+1 and  zn+1 linked by nine additional edges as shown in Fig. 5(a). BT(2), BT(3) and BT(4) are shown 
in Fig. 6(a)-(c). 

 

 



Method 
All proofs are given by induction. 

For Lemma 1, there are six cases to consider as outlined in Fig.7. 

 

 
For Lemma 2, the only case to consider is indicated in Fig.8. 
For Lemma 3, there are three cases to consider as outlined in Fig.9. 
 

 
 
 

After proving the three lemmas, we then go on to prove the hamiltonian laceability of BT(n). Without loss 
of generality, we may consider only the case when two nodes belonging to the same cell BC(n+1) in view of 
the symmetric property of BT(n). Lemma 3 reduces the problem to the follow three cases: 

 

 

 
 
 



Results 
Qualitative Studies – Connectedness 

For any positive number n, we discovered the following interesting connectedness properties: BT(n) is 
globally bi-3*-connected, hyper globally bi-3*-connected, hamiltonian laceable, hyper hamiltonian laceable 
and 3-required-edge-hamiltonian. 

Quantitative Studies - Comparison of Parameters 

Recall that the diameter is the maximum distance between pairs of nodes of G. For any node f of G, the 
one fault diameter is the diameter of G\{ f }. For any two nodes f1 and f2 of G, the two fault diameter is the 
diameter of G\{ f1, f2}.   

A k-container C(x, y)={P1, P2,..., Pk} in a graph G is a set of k internal node-disjoint paths between x and y. 
The length of th container l(k-container C(x, y)) is max{|Pi| |1≦i≦k}. The wide diameter is max{min 
l(k-container C(x, y)) | x, y∈G}. A k*-container C(x, y)= {P1, P2,..., Pk} in a graph G is a set of k internal 
node-disjoint paths spanning all the nodes of G between x and y. The wide spanning diameter is max{min 
l(k*-container C(x, y)) | x, y∈G}. 

 

 
Conclusion 

Mathematically, we have established the following properties related to connectedness: globally 
bi-3*-connectedness, hyper globally bi-3*-connectedness, hamiltonian laceability, hyper hamiltonian laceability 
and 3-required-edge-hamiltonian. We have made quantitative studies on the following parameters: fault 
diameter, wide diameter and wide panning diameter. 

A computer network can be considered as a graph: the nodes are the computers and the edges are the 
wiring cables. Every computer operates independently. If there are more than two simultaneous commands 
issued by a single computer, it will violate the protocol. Therefore, network engineer's task is to make sure the 
computer system forms a hamiltonian cycle or path. Thus, a token will be conveyed along the hamiltonian cycle 
or path. The computer is allowed to issue orders to the system upon receiving the token. Engineers call such 
mechanism token ring or bus on network. Under this situation, the globally bi-3*-connected properties are 
applicable to datatransportation and to program running. 
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評語 

 

數學問題非常新鮮，解決過程及作品製作十分用心，口頭報告及海報

都表現得清楚簡潔。 
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