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作品名稱：由 Brocard Point 發現幾何不等式 

 

 

中文摘要 

    本研究報告以 Brocard Point 為核心，所用到的性質均先證明，以確認其正確性，並推演出一些

其他的性質，藉由這些性質導出幾何不等式。內容可概分為四部份： 

(1)以 Brocard Angle 及已知的或推演出的基本性質，導出一些不等式。 

(2)結合「法格乃諾問題」、「費馬點」、「尤拉公式」導出幾個幾何不等式。尤其是三角形邊長與面

積，外接、內切圓半徑與邊長間的不等關係，頗為有趣。 

(3)以向量為工具，分別計算內、重、垂心與 Brocard Point 間的距離，並導出邊長的不等關係。其中

由內心及重心所導出的不等式，清楚俐落；垂心所導出的不等式則較為複雜。 

(4)以 Brocard Cirle 與內、重心間的關係，導出一系列的不等式。其中 Weitgenberk 不等式的無意發

現，令我們印象深刻。 

 

 

 

英文摘要（Abstract） 

 

The Discovery of Geometry Inequalities by Brocard Point 

 

This paper takes Brocard Point as a core. We proved some properties about Brocard geometry to confirm its 

accuracy, and deduce some other properties, and then derive some geometry inequalities by these properties. 

The content may divide into four parts: 

a) Derives geometry inequality by Brocard Angle, Crux Mathematicorum and properties which known or 

deduced. 

b) Unifies "Fagnano problem", "Fermat Point", "Euler formula" to derive several geometry inequalities. In 

particular the inequalities between triangle area and length of side, or circumradius inradius and the length of 

side, is quite interesting. 

c) Derives geometry inequalities about length of sides in triangle by the distances between incenter centroid 

circumcenter and Brocard Point. Especially, these inequalities were elegant which derived by incenter and 

centroid, but it was complicated derived by orthocenter. 

d) According to the relation about incenter centroid and Brocard Circle derives a series of inequalities. 

Discover Weitgenberk inequality makes us excited. 
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壹、研究動機： 
高一學三角函數時，總覺得 cotθ 沒什麼用處，也感到很陌生，一次偶然的機會在網路上

（ http://mathword.wolfram.com/First Brocard Point.html 及 http://mathword.wolfram.com / 

Brocard Angle.html）看到 Brocard Point，是過去在課本中未見過的內容，並且有許多以三角

函數表示的性質尤其是 cotθ =cotA+cotB+cotC，讓我們對 cotθ 有不一樣的體認，因而引發探

索 Brocard Point 及相關問題的興趣，也開始思考是否可以利用我們學過的三角形幾何性質和

Brocard Point 搭上關係，進一步推演出一些有有趣的幾何性質、等式或不等式。 

貳、研究目的： 
利用課程以外的課題培養蒐集資料、探索及共同研究、討論的能力，以解決所面臨的問題。 

參、文獻探討： 
在本文中 P 表 Brocard Point，θ 表 Brocard Angle，A、B、C 分別為∆ABC 的三個內角，a、

b、c 分別表示∆ABC 中的 BC 、 AC 、 AB ，∆表∆ABC 的面積，s 表
2

a b c+ +
，R、r 分別表

∆ABC 的外接圓半徑及內切圓半徑，G、O、I 分別為∆ABC 的重心、外心、內心。 

在網路上我們針對 Brocard Point 找到了以下幾個性質： 

性質一：cotθ =cotA+cotB+cotC                                                                      (1) 

性質二：sin 3 θ =sin(A-θ )sin(B-θ )sin(C-θ )                                                   (2) 

性質三：cotθ =
CBA

CBA
sinsinsin

coscoscos1+                                                                (3) 

性質四：cotθ =
CBA

CBA
sinsinsin2

sinsinsin 222 ++                                                          (4) 

性質五：cotθ =
∆
++

4

222 cba                                                                             (5) 

性質六：cotθ =
CcBbAa
CcBbAa

coscoscos
sinsinsin

++
++                                                       (6) 

性質七： CBA 2222 csccsccsccsc ++=θ                                                      (7) 

 
以上的七個性質我們都一一加以證明過，並放在附錄中。 
 

此外，我們根據性質一作了性質一的推論：0<θ ≤
6
π

。根據性質二也作了性質二的推

論：cotA+cotB+cotC=cscAcscBcscC+cotAcotBcotC。 

 
註：(＊)為在文獻探討及研究過程中的第＊式、○＊ 為在附錄中「性質的證明」的第＊式、□＊ 為在附錄中「附記」的第＊式 



2 

在三角形 ABC 中，找到 Brocard Point P 後，利用三角形相似的概念得到性質八： 

AP ： BP ：CP =
a
b

：
b
c

：
c
a

，再利用餘弦定理得到性質九：

CPBPAP ++ =
222222

222

accbba

baaccb

++

++
，更進一步我們得到性質十：∆ABP：∆BCP：∆ACP 

= 222

111
cba

：： 。以上推導的證明也都放在附錄中。 

肆、研究過程： 
研究流程圖 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

上網搜尋 Brocard Point 相關資料

對 Brocard Point 已知的性質加以證明 

利用已知的性質

推演出其他性質

結合 
Fagnano problem

尋找不等式 

結合 
Fermat Point 
尋找不等式 

結合 
Euler 公式 

尋找不等式 

求得 Brocard Point 與垂

心、重心、內心的距離

並尋找幾何不等式 
 

以推演出的性質

及 Crux 
Mathematicorum 
2188 尋找不等式 

結合 Brocard Circle、First Brocard 
Triangle、Second Brocard Point 及

外心、重心、內心、類似重心等

發現幾何不等式
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一、Brocard Point 及 Brocard Angle 的定義： 

如＜圖一＞，設 P 為∆ABC 內部一點。若∠PAB=∠ PBC=∠PCA=θ ，則稱 P 點為∆ABC
的 Brocard Point (或 First Brocard Point)，θ 為 Brocard Angle。 

 

 

如＜圖二＞，設 Q 為∆ABC 內部一點。若∠QBA=∠QCB=∠QAC=φ ，則稱 Q 點為

∆ABC 的 Second Brocard Point。 

由對稱性可知 P 和 Q 有相同性質，且θ =φ 。因此，以下僅就 First Brocard Point 討論之。 

二、尋找三角形 ABC 的 Brocard Point 

作法：1.作∠CAD=∠ACB 及∠ACD=∠ ABC，作 BD 。 

      2.作∠ACP=θ =∠DBC，則 P 為 Brocard Point。 

證明：作 AP ，∠ADP=∠ACP=θ ， 

A、D、C、P 共圓，∠CDP=∠CAP， 

故∠BAP=∠ADP=θ ， 

即 P 為 ABC∆ 的 Brocard Point。 

 

 

三、由 Brocaed Point 與 Brocard Angle 推演幾何不等式 

1.利用性質的推論尋找不等式 

由性質一的推論得知 ABC∆ 的 Brocard Angleθ ，0<θ ≤
6
π

， 

則 sinθ =
222222

2
accbba ++

∆
≤

2
1  

⇒4∆ ≤ 222222 accbba ++  

因此，得到有趣的幾何不等式(一)：16 2∆ 222222 accbba ++≤  

＜圖三＞ 
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φ
A

C 

Q
a φ  

＜圖二＞ 

θ  

θ  θA 
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P 

＜圖一＞ 
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2.利用三角形的性質尋找不等式 

如＜圖四＞，由 ABC∆ 的 Brocard Point P 向三邊作垂線，垂足分別為 D、E、F，則 A、

F、P、E 四點共圓，B、D、P、F 四點共圓，且 C、E、P、D 四點共圓。 

 

 

 

 

 

 

由 PAE∠ = PFE∠ 且 PBD∠ = PFD∠ ⇒ DFE∠ = FAE∠ 及前面的性質，得到以下幾個特性: 

特性 1： DEF∆ ~ BCA∆  

特性 2：P 為 DEF∆ 的 Brocard Point 

特性 3：
PB
PD =sinθ  

特性 4：
ABC
DEF

∆
∆ = 2

2

PB

PD =sin 2 θ =
2

2 2 2 2 2 2

4
a b b c c a

∆
+ +

  ⇒   DEF∆ =
3

2 2 2 2 2 2

4
a b b c c a

∆
+ +

 

特性 5： PD + PE + PF = ( )PCPBPA ++ sinθ  

=
222222

222

accbba
baaccb

++

++ ×
2 2 2 2 2 2

2
a b b c c a

∆

+ +
 

=
2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 ( )b c ac a b
a b b c c a
∆ + +

+ +
 

【引理一】：在 ABC∆ 中，2(cotA+cotB+cotC)≥ cscA+cscB+cscC。                             (8) 

證明： 2 



A
A

sin
cos +

B
B

sin
cos + 




C
C

sin
cos -

Asin
1 -

Bsin
1 -

Csin
1  

=4R 



a
Acos +

b
Bcos + 




c
Ccos -2R 




a
1 +

b
1 + 




c
1  

A

B 
 

C 

D
 

θ

θ

θ
θ

θ

θ

F
θ

E
P

∆
 

∆

＜圖四＞
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=2R
abc

abcabcCabBcaAbc )(cos2cos2cos2 ++−++  

=
abc

R2 (b 2 +c 2 -a 2 + a 2 + c 2 - b 2 + a 2 + b 2 - c 2 -bc-ca-ab) 

=
abc

R2 ( a 2 + b 2 + c 2 -ab-bc-ca)≥ 0，得證。 

又 cscA+cscB+cscC=2R



a
1

+
b
1 + 




c
1

，且性質一(1)：cotθ =cotA+cotB+cotC，及【引理一】

(8)得 

2cotθ ≥ 2R 



a
1 +

b
1 + 




c
1   ⇒  cotθ ≥R 




a
1 +

b
1 + 




c
1                       (9) 

做到這裡，在和老師討論後，老師提供了底下的【引理二】(Crux Mathematicorum 2188 
Proposed by Victor Oxman, University of Haifa, Haifa, Isreal.)，要我們先加以證明，再進一步

比較它們之間的大小關係。 

 

【引理二】：在 ABC∆ 中，
a
1 +

b
1 +

c
1 <

∆
s

。 

證明：∆=
2
1 absinC≤

2
1 ab ⇒  

a
1
≤

∆2
b

，同理，
b
1
≤

∆2
c

、
c
1
≤

∆2
a

， 

因此，
a
1 +

b
1 +

c
1
≤

∆
++

2
cba =

∆
s

，得證。 

由(9)知 cotθ ≥  R 



a
1 +

b
1 + 




c
1

，又由性質五(5)：cotθ =
∆
++

4

222 cba  

因此，
∆
++

4

222 cba
≥  R 




a
1 +

b
1 + 




c
1  ⇒  

∆
++

R
cba

4

222

≥
a
1 +

b
1 +

c
1  

Q
r
1 =

∆
s =

∆
++

2
cba  

∴
r
1 -

R
θcot =

∆
++

2
cba -

∆
++

R
cba

4

222

 

=
∆

++−++
R

cbacbaR
4

)()(2 222

 

 

=

2 2 2
2 2 2( )

sin sin sin
4

a b c a b c
A B C

R

+ + − + +

∆
>0 

至此我們順利的將【引理二】中的不等式
1 1 1 1s
r a b c
= > + +
∆

中安插了
cot

R
θ

， 

得到有趣的幾何不等式(二)：
r
1 >

R
θcot
≥

a
1 +

b
1 +

c
1  

這個過程中，我們藉由 Brocard Angle 的性質，將 Crux Mathematicorum 中的不等式加以強

化，此次得經驗使我們增加了不少信心和興趣，也激發我們繼續努力的動力。 
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3.利用「法格乃諾問題」尋找不等式 

法格乃諾問題為「銳角∆ABC，內接三角形最小周長問題」， 
 
先將法格乃諾問題證明如下： 
如＜圖五＞，在銳角∆ABC 的 BC  
上取一點 T，並作 T 對於 AB 及 AC  
之對稱點 M 及 N， 
MN 交 AB 於 Q，交 AC 於 R， 
 

2
MN =

2
AM +

2
AN -2 AM⋅ ⋅ AN cos∠MAN 

 
又 AM = AT = AN ，∠MAQ=∠TAQ，∠TAR=∠NAR， 
∠MAN=2∠BAC， 
 

因此，
2

MN =2
2

AT -2
2

AT cos(2∠ BAC) 
 

 =2
2

AT ( )( )BAC∠− 2cos1  
 

=2
2

AT (2sin 2 A) 
 
=4

2
AT sin 2 A 

 
∴ MN =2 AT sinA 且當 AT ⊥ BC 時， MN 有最小值，即∆TMN 有最小周長。得證。 

 
在＜圖四＞的∆PDE 及∆PBC 中，∠ PBC=∠ PDE 且 ∠ PCB=∠ PED 
 

因此，∆PDE~∆PBC，且
BC
DE =

PB
PD =sinθ  

 
同理可得 DFEFDE ++ =(a+b+c) sinθ 加上「法格乃諾問題」得，在銳角∆ABC 中， 
 

(a+b+c)sinθ ≥ 2 AT sinA=2
a
∆

⋅
2 sinA=

R
∆2  

又由推演性質七的過程中○13 得到 sinθ =
222222

2
accbba ++

∆   

∴(a+b+c)
222222

2
accbba ++

∆
⋅ ≥

R
∆2  

由此可化簡得到有趣的幾何不等式(三)：R≥
cba

accbba
++
++ 222222

 

將有名的數學問題和 Brocard Point 互相聯繫，而發現新的不等式，十分有趣。 

 

A 

B
C

M N
Q R 

T 

∆  ∆•  •

＜圖五＞ 
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4.由 Fermat Point 及 Brocard Point 尋找不等式 

如＜圖六＞，在∆ABC 中， 

max{∠A、∠B、∠C}< °120 ， 

∆ACR 及∆AEB 為正三角形。 
BR 及CE 的交點 P′為 Fermat point。 

 
2

BR =a 2 +b 2 -2abcos( °60 +C) 

=a 2 +b 2 -2ab(
2
1 cosC-

2
3 sinC) 

= a 2 +b 2 -ab
ab

cba
2

222 −+ + 3 ab
R
c

2
 

= ( )
R

abccba
2
3

2
1 222 +++  

=
2
1 ( a 2 +b 2 +c 2 )+2 3 ∆  

由性質九及費馬點為三角形內至三頂點距離和最小之點，得 

PCPBPA ++ =
222222

222

accbba

accbba

++

++
≥ ∆+++ 32)(

2
1 222 cba                  (10) 

接著，我們找一些邊長與面積的不等式，將上式加以改寫，而得到我們未見過的一些不

等式： 

1.因為 a 2 +b 2 +c 2 ≥ 4 3 ∆……(請見附記八) 
 

所以
2
1 ( a 2 +b 2 +c 2 )+2 3 ∆ ≥ 4 3 ∆                                       (11) 

2. ab+bc+ca≥ 4 3 ∆……(請見附記九) 
 
⇒ (ab+bc+ca) 2 ≥ 48∆ 2  

⇒a 2 b 2 +b 2 c 2 +c 2 a 2 +2abc(a+b+c)≥ 48∆ 2  
 

⇒a 2 b 2 +b 2 c 2 +c 2 a 2 +8R∆
r
∆

⋅
2

≥ 48∆ 2  

⇒a 2 b 2 +b 2 c 2 +c 2 a 2 ≥ 48∆ 2 -16
r
R
∆ 2 =16∆ 2 (3-

r
R ) 

因此， accbba 222 ++ ≥ 4∆ ⋅−
r
R3 2 ∆3  

得到有趣的幾何不等式(四)：( accbba 222 ++ ) 2 ≥64 3 ∆ 3 (3-
r
R ) 

由(10)、(11)及有趣的幾何不等式(一)： 222222 accbba ++ ≥ 16∆ 2  
 
可得到有趣的幾何不等式(五)：( accbba 222 ++ ) 2 ≥16∆ ⋅2 4 ∆3 =64 3 ∆ 3  

A

B C 

E
R

P′

a

c b 

＜圖六＞ 
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以上的部份將 ABC∆ 侷限在 { } o120max <∠∠∠ CBA 、、 的情況下，以下將討論 

若 { } o120max ≥∠∠∠ CBA 、、 時的有趣的幾何不等式： 

 

 

首先，不失一般性的假設 o120≥∠A ，如＜圖七＞，Q 為 ABC∆ 內部任一點，將 ABQ∆ 以

A 為 

中心順時鐘旋轉至使 AB 在 AC 上， 令此旋轉後所得之三角形為 QBA ′′∆ ，因為旋轉角度

小於 

或等於 o60 ，所以， AQQQ ≤′ ，因此，

BAACBCQCQBQQQCQBQA ′+=′≥+′′+′≥++ ， 

“=”成立時，Q 和 A 重合。 

 

即當∆ABC 有一內角大於或等於120o時，如∠A，此時費馬點為鈍角頂點 A，而至三頂

點距離 
 
和的最小值為 AC AB b c+ = + ，因此，由性質九，可得： 
 

222222

222

accbba

accbbaPCPBPA
++

++
=++ > cb + > 2 2 2bc > ∆                     (12) 

 
由(12)及有趣的幾何不等式（一）： 2222222 16∆≥++ accbba  
 
得到 accbba 222 ++ > ∆⋅++ 22222222 accbba > ∆∆=∆⋅∆ 28224  
 
兩邊平方化成有趣的幾何不等式（六）：( accbba 222 ++ ) 2 >128 3∆  

 

至此，我們發現在∆ABC 中 
 
(1) 若 { } o120max <∠∠∠ CBA 、、 ，則有不等式：( accbba 222 ++ ) 2 ≥64 3 ∆ 3  
 
(2)若 { } o120max ≥∠∠∠ CBA 、、 ，則有不等式：( accbba 222 ++ ) 2 >128 3∆  

A

B
C 

B′

Q

Q′

＜圖七＞ 
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5.由 Brocard Point 及 Euler 公式尋找 1d OP= 和 2d OI= 的關係 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(其中，O、P、I 分別表∆ABC 的外心、Brocard Point 及內心) 

在＜圖八＞中，O 為 ABC∆ 之外心， 
 
P 為 ABC∆ 之 Brocard Point，延長 AP 交外接圓於 Q 點， 
 

APBQ ∠=∠  且 CQ ∠=∠  ⇒  ABCBPQ ∆∆ ~  

 

BPQC ∠=∠  且 CQCP ∠=∠  ⇒  ABCPQC ∆∆ ~  
 

可推得 
BC
PQ

AB
BP

= ，因此， ABPQBCBP ⋅=⋅ ，所以， BP
c
a

AB
BCBPPQ =
⋅

= ， 

利用圓的內冪性質可得 2
1

2 dRPQAP −=⋅ ，並由性質八可推得到以下結果： 
 

PQAPRd ⋅−= 22
1  

= BP
c
aAPR ⋅−2  

= BPAP
c
aR ⋅−2  

=
222222222222

2

accbba
abc

b
c

accbba
abc

a
b

c
aR

++
⋅

++
⋅−  

= 222222

222
2

accbba
cbaR
++

−  

 
= θ222 sin4RR −  
 

θ2
1 sin41−=∴ Rd  

其中，在推演性質七的過程中○13 知 
222222

2sin
accbba ++

∆
=θ ， 

θ

θ
θ

A

B 
C

O P

Q
＜圖八＞ 
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因此， 222222

2

222

222222

2
2 16

44sin
accbba

R
cba

accbba ++
=

++
∆

=θ ， 

推得 222222

222
22 sin4

accbba
cbaR
++

=θ  

由 Euler 公式，令 RrROId 22
2 −== ，  

( )θ2222
1

2
2 sin412 −−−=− RRrRdd  

= RrR 2sin4 22 −θ  

= ( )rRR −θ2sin22  

又 r
accbba

RrR −
++

∆
⋅=− 222222

2
2 42sin2 θ  

 

= r
accbba

rs
R

abcR
−

++

⋅⋅⋅
222222

4
42

 

 

= ( )
222222

2222222
accbba

accbbarabcrs
++

++−  

 

( ) ( )( )
222222

222222

accbba
accbbacbaabcr

++
++−++

=  

 

( ) ( )[ ] ( )
222222

2222222222222

2
1

accbba

accbbaaccbbacabcabr

++






 ++−++−++

=  

 

( ) ( )[ ]
222222

2222222 3
2

accbba

accbbacabcabr

++

++−++
=  

 

利用科西不等式得 ( )( ) ( )2222222 111 cabcabaccbba ++≥++++  
 
因此， 0sin2 2 ≤− rR θ ，推得 02

1
2
2 ≤− dd  又 01 ≥d  且 02 ≥d ，故 12 dd ≤ 。 
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6.Brocard Point 與內心的距離尋找不等式 

由＜圖九＞中，P 為 Brocard Point，延長CP 交 AB 於 D 點，則 

 

AAPD ∠=∠ ， CDPB ∠=∠ ， CAAPB ∠+∠=∠  

 

( ) ( ) BBCAAPB coscoscoscos −=−=∠+∠=∠ π  

設 I 表 ABC∆ 的內心，利用內心的性質， 
2

2 aPA bPB cPCPI
a b c
+ +

=
+ +

uuuv uuuv uuuv
uuv

 

 

=
( ) ( )2 2 22 2 2

2
1 2 2 2a PA b PB c PC abPA PB acPA PC bcPB PC

a b c
+ + + + +

+ +

uuuv uuuv uuuv uuuv uuuv uuuv
• • •  

 

=
( )2

1
a b c+ +

2 2 2
2 2 2 2 2 2

2 2 2

b c aa t b t c t
a b c

 
⋅ + ⋅ + ⋅ 

 
 

 

( )
2 2 2

2
1 2 cos 2 cos 2 cosb c b a c aab t B ac t A bc t C

a b a c b ca b c
 − ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ 
 + +

 

(其中，
bAP t
a

= ， cBP t
b

= ， aCP t
c

= ， 
2 2 2 2 2 2

abct
a b b c c a

=
+ +

) 

=
( )

( )( )CactAabtBbcttcba
cba

cos2cos2cos21 2222222
2 −−−++

++
 

 

=
( )

( ) 2
222222222

222
2 2

2
2

2
2

21 t
ab

cbaac
bc

acbab
ac

bcabccba
cba 







 −+
⋅−

−+
⋅−

−+
⋅−++

++
 

 

=
( )

( ) ( ) ( ) 2222222222222
2

1 tcba
b
cacb

c
abca

a
bcba

cba






 −+−−+−−+−++

++
 

我們由上式得到 Brocard Point 與內心的距離公式，進一步可由分子得到 

有趣的幾何不等式（七）： 

 

( ) ( ) ( ) ( ) 0222222222222222 ≥−+−−+−−+−++ cbaacacbbabcacbcbaabc  

等號成立的充要條件為 PI =0，即 P 點與內心 I 重合，因 P 為內角平分線交點，所以 

∠ PAC=∠ PAB=∠ PBA=∠ PBC=∠ PCB=∠ PCA=300 

即此時∆ABC 為正三角形。 

θ  

θ θ

A 

B
C

P 

D

＜圖九＞ 
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7.由 Brocard Point 及重心的距離尋找不等式 

設 G 表∆ABC 的重心，利用重心的性質： ( )1
3

PG PA PB PC= + +
uuuv uuuv uuuv uuuv

 

( )
2

2 1
3

PG PA PB PC= + +
uuuv uuuv uuuv uuuv

 

= ( )( )2 2 21 2
9

PA PB PC PA PB PB PC PC PA+ + + + +
uuuv uuuv uuuv uuuv uuuv uuuv

• • •  

=
2 2 2

2 2 2
2 2 2

1
9

b c at t t
a b c

 
+ + 

 
 

( ) ( ) ( )2 2 22 cos cos cos
9

b c c a a bt A C t A B t B C
a b b c c a

 + ⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ + 
 

 

= 







⋅−⋅−⋅−








++ At

c
bCt

b
aBt

a
ct

c
a

b
c

a
b cos2cos2cos2

9
1 2222

2

2

2

2

2

2

 

= 






 −+
−

−+
−

−+
−








++

bc
acbt

c
b

ab
cbat

b
a

ac
bcat

a
ct

c
a

b
c

a
b

2
2

2
2

2
2

9
1 222

2
222

2
222

22
2

2

2

2

2

2

 

= 2
2

222

2

222

2

222

2

2

2

2

2

2

9
1 t

c
acb

b
cba

a
bca

c
a

b
c

a
b








 −+
−

−+
−

−+
−++  

= 2
2

222

2

222

2

222 222
9
1 t

c
cba

b
bac

a
cab








 −−
+

−−
+

−−  

= 2
222

222242422224424222224 222
9
1 t

cba
cbaabbacbacacacbcbacb −−+−−+−−

⋅  

= 222222

222

222

222242424422424 3222
9
1

accbba
cba

cba
cbabcabcacacbba

++
⋅

−−−−++
⋅  

= ( )( ) ( )( ) ( )( )
222222

222222222222222

9
1

accbba
cbabcbacabbcaca

++
−−+−−+−−

⋅  

我們由上式得到 Brocard Point 與重心的距離公式，進一步由分子可得到 

有趣的幾何不等式（八）： 

( )( ) ( )( ) ( )( ) 0222222222222222 ≥−−+−−+−− cbabcbacabbcaca  

 

等號成立的充要條件為 PG =0，即 P 點與重心 G 重合。 
如在尋找三角形 ABC 的 Brocard Point 之＜圖三>中， 

BE 為 AC 邊上的中線，則 ECAE =  

又∠ACB=∠CAD，即 BCAD // ， 

故 ABCD 為平行四邊形 

因∠ACD=∠ABC=∠ADC，所以 BCACAD ==  
＜圖三＞ 

A D

B C 

P=G
=G θ  θ

θ

E F



13 

延長 ABCP交 於 F，F 為 AB 之中點， 

因 ABCFBCAC 為則,= 之中垂線，故∠ PBA=∠ PAB=θ ， 

則 BCACADAB === ，即此時∆ABC 為正三角形。 

 
8.由 Brocard Point 及垂心的距離尋找不等式 

 

 

在＜圖十＞中，設 H 為∆ABC 的垂心， 

則 AR
B

AbAH cos2
sin

1cos =⋅= ， BR
A

BaBH cos2
sin

1cos =⋅=  

由推演性質七的過程○13 得
222222

2sin
accbba ++

∆
=θ  

由性質八知
222222 accbba

abc
b
cBP

++
⋅=  

222222

4
4

accbba
R

abcR

b
c

++

⋅
⋅=  

222222

4
accbba

R
b
c

++

∆
⋅=  

θsin2 ⋅⋅= R
b
c                                                 (13) 

【引理三】： ( )ACBcCb coscoscossin 2 +=  

證明：
C
C

C
c

B
b

sin
sin

sinsin
⋅=Q CBcCb sinsinsin 2 =⇒  

且 ( )ACBc coscoscos +  

= ( )( )CBCBc +− coscoscos  

= ( )CBCBCBc sinsincoscoscoscos +−  

= CBc sinsin  

A

B C

H
P

C−°90θ

＜圖十＞ 
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故 ( )ACBcCb coscoscossin 2 +=  

c
AcCbCB cossincoscos

2 −
=⇒  

            

2 2 2 2

24 2
c b c ab c
R bc

c

+ −
⋅ − ⋅

=  

            
bc

acb
R
bc

24

222

2

−+
−=  

            ( )
bcR

acbRcb
2

222222

4
2 −+−

=                                  (14) 

由＜圖三＞、＜圖十一＞及＜圖十三＞知
a

bADQR
2

== ，且由○11 知

a
accbbaBD

222222 ++
=  

BD
BR

=θcos  

=
BD

QRBQ +  

=
BD

a
bBc

2

cos +
 

=

a
accbba

a
bBc

222222

2

cos

++

+
 

=
222222

2cos
accbba

bBac
++

+  

=
( )

222222

2222

2
1

accbba

bbca

++

+−+
 

=
( )

222222

222

2
1

accbba

cba

++

++
                         (15) 

 
因此，由＜圖十＞、(13)、(14)、(15)、○13 及餘弦定理得 
2

PH = ( )CBPBHBPBH +−−+ o90cos2
22

θ  

= ( )
2

2 2 2 2
24 cos 4 sin 2 2 cos 2 sin sin cos cos sinc cR B R R B R C C

b b
θ θ θ θ+ − ⋅ ⋅ +  

=
2

2 2 2 2 2 2 2
24 cos 4 sin 8 cos sin cos 8 cos sin cos sinc c cR B R R B C R B C

b b b
θ θ θ θ+ − ⋅ − ⋅  
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=
22 2 2 2 2

2 2
2 2 2 2 2 2 2

44 4
2

a c b cR R
ac b a b b c c a

 + − ∆
+  + + 

( )2 2 2 2 2 22
2

2 2 2 2 2 2 2

248
4

b c R b c acR
b a b b c c a R bc

− + −∆
−

+ +

( )2 2 212 2 2
22

2 2 2 2 2 2

2
8

2 2

a b cc a c b cR
b ac a b b c c a R

∆⋅ + ++ −
−

+ +
 

= ( ) ( )
( )2222222

222222222

222222

222

2

2

22

22222 2228
accbbab

aRcRbRcb
accbba

cba
b
c

ca
bcaR

++
+−−∆

−
++

⋅+
−+  

( ) ( )
222222

2222222
accbba

cbabcaR
ab

c
++

++⋅∆⋅−+
⋅−  

= ( ) ( )
( )2222222

222222222

222222

42

22

22222 2228
accbbab

aRcRbRcb
accbba

ca
ca

bcaR
++

+−−∆
−

++
+

−+  

( )( )
( )222222

2222222

2 accbba
cbabcac

++
++−+

−  

=
( ) ( )

( )

22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4 2 6

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2

b R a c b a b b c c a a b c

a b c a b b c c a

+ − + + +

+ +
 

( ) ( )( )
( )

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

16 2 2 2

2

a c b c R b R c R a a b c a c b a b c

a b c a b b c c a

∆ − − + + + − + +
−

+ +
 

我們由上式得到 Brocard Point 與垂心的距離公式，進一步由分子可得到 
有趣的幾何不等式（九）： 

( ) ( ) ( )
( )( )

22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4 2 6 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 4 2 2 2 2 2 2

2 2 16 2 2 2

0

b R a c b a b b c c a a b c a c b c R b R c R a

a b c a c b a b c

+ − + + + − ∆ − − +

− + − + + ≥

 

等號成立的充要條件為 PH =0，即 P 點與垂心 H 重合。 

在∆ACF 中∠ PAC=900 θ2− ， 

在∆BCE 中∠ PCB=900 θ2− ， 

在∆ABD 中∠ PBA=900 θ2− ， 

∠BAC=θ +900 θ2− =900 θ− ， 

∠同理∠ABC=900 θ− ，∠ACB=900 θ− ， 

即此時∆ABC 為正三角形。 
 

 

B C

P=H 

θ

E
F

A 

D 
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四、由 Brocard Circle 與 Brocard Triangle 尋找不等式 
 

1.以圓作 Brocard Point 

過 B、C 兩點作圓 O1，使 AC 切此圓於 C 點； 

過 A、C 兩點作圓 O2，使 AB 切此圓於 A 點； 

過 A、B 兩點作圓 O3，使 BC 切此圓於 B 點。（如＜圖十＞） 

設圓 O1，O2 交於∆ABC 內部一點 P，∠ PCA 為圓 O1 之弦切角，則∠ PBC=∠ PCA， 

且∠ PAB 為圓 O2 之弦切角，則∠ PCA=∠ PAB，即∠ PAB=∠ PBC， 

故圓 O1、O2、O3 交於點 P，且 P 為∆ABC 的 Brocard Point， 

其中∠ PCA=∠ PAB=∠ PBC=θ 為 Brocard Angle。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A

B 

C 

P

D

Q

E

。

O1

。

O2

。

O3 

＜圖十＞
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2.相似三角形的 Brocard Point 
 
作∆ABC 之外接圓 O，延長 AP 交圓 O 於 Q 點，交圓 O1 於 D 點， 

作 DCDBCQBQ ,,, 。（如＜圖十＞） 

在圓 O3 上取一點 E，作 AEBE, ， 

因∠ABC 為圓 O3 之弦切角，則∠BEA=∠ABC， 

又 BEAP 為圓 O3 之內接四邊形，則∠BPQ=∠BEA，即∠ABC=∠BEA=∠BPQ 

在圓 O1 中，∠BPQ=∠BPD=∠BCD，故∠ABC=∠BCD，同理可得∠BAC=∠DBC， 

故∆ABC~∆BCD。 

 

在圓 O1 中， ∠ PBC=∠ PDC=θ ， 

在圓 O 中， ∠ABC=∠AQC=∠QDC+∠QCD=θ +∠QCD， 

又∠ABC=∠BCD=∠BCQ+∠QCD，則∠BCQ=θ  

在圓 O 中， ∠ACB=∠AQB，而∠ACB=θ +∠ PCB，∠AQB=∠QDB+∠QBD， 

在圓 O1 中， ∠ PCB=∠ PDB=∠QDB，故∠QBD=θ ， 

由上述可得，Q 為∆BCD 之 Second Brocard Point，且 A、P、Q、D 四點共線。 
 
 
3.∆ABC 外接圓上的全等三角形 

分別延長 AP 、 BP 、CP 交∆ABC 外接圓於 Q、R、S 點，（如＜圖十一＞） 

則∠ PQS=∠ PSR=∠ PRQ=θ ，又∠AQR=∠ABR， 

故∠ PQS=∠AQR+θ =∠ABR+θ =∠ABC， 

同理∠ SRQ=∠ACB，∠RSQ=∠BAC，因∆SQR 與∆ABC 均為圓 O 之內接三角形， 

則∆SQR≅ ∆ABC，且 P 為∆SQR 的 Brocard Point。 
 
 
4.三圓上的相似三角形 

作直線 O3B 交圓 O3 於 J 點，交圓 O1 於 K 點，（如＜圖十一＞） 

因 BC 切圓 O3 於 B 點，則∠ JBC=∠CBK=900，即 KC 為圓 O1 之直徑。 

作直線 KC 交圓 O2 於 L 點，因 AC 切圓 O1 於 C 點，則∠ACK=∠ACL=900， 

即 AL 為圓 O2 之直徑，同理可知 A 點在 JL 上。 

因θ =∠ PAB=∠ PJB=∠ PKC=∠ PLA， 

又∠ PJA=∠ PBA，則∠KJL=θ +∠ PJA=θ +∠ PBA=∠ABC 

同理∠ JKC=∠ACB，∠ JLK=∠BAC， 

故∆LJK~∆ABC，且 P 為∆LJK 的 Brocard Point。 
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5.外心為三圓心所成三角形的 Brocard Point 

因 PC 為圓 O1、O2 之公弦，（如＜圖十一＞），所以

PBOOPAOOPCOO ⊥⊥⊥ 313221 ,,同理 ， 

∠BPQ=∠BJA=∠ABC，∠CPQ=∠ALC=∠BAC，則 ACBOOO ∠=∠ 213  

同理 θ=∠=∠∠=∠∠=∠ ACPOOOOOOPCBABCOOO 1321231 ,, 所以又  

同理 θ=∠=∠ 1223 OOOOOO ，故 132132 ~ OOOOABCOOO ∆∆∆ 為且 之 Brocard Point。 
 
6.三圓半徑與外接圓半徑 
設圓 321321 ,,,, rrrOOO 之半徑分別為 （如＜圖十一＞）由正弦定理得，

321 2
sin

,2
sin

,2
sin

rPBrPArPC
===

θθθ
，則

R
b
crR

a
brR

c
a

R
abc

babarba

accbba

accbba

abc
c
a

r ====
∆

=⇒
∆

=

++

∆
++

⋅
= 32

22

1

2

222222

222222

1 ,,
4

,
22

2 同理  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A

B 

C 

P

D

Q

E

J 

O3 

O2 

O1 

K 

O

RS

＜圖十一＞ 

L 
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7.以旋轉作 Second Brocard Point 

∠BOQ=2∠BAQ=2θ ，以 O 為中心，將∆SRQ 旋轉 2θ ，（如＜圖十二＞） 

則∆SRQ 與∆ABC 重合， 

且 P 點旋轉至 θ2, =′∠′ PPOP 且  

因 θθθ =∠=′∠=∠=′∠=∠=′∠ PQSBAPPRQCBPPSRACP ,, ， 

故 P′為∆ABC 的 Second Brocard Point。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A

B 

C 

Q

P’ O

S R

P 

＜圖十二＞ 



20 

8.Brocard Circle 
POPROPPO ′∆−=′= 作,sin41 2 θ 的外接圓 O4，此圓即為 Brocard Circle， 

圓心 O4 為 Brocard Center。（如＜圖十三＞） 

OM 為 Brocard Diameter，且 θ=′∠=∠ OMPPOM ，其中 M 為∆ABC 的類似重心

（Symmedian）。 

θθθ 2sin41sin2sin2 −⋅=⋅=′ ROPPP ，直線 PP ′為 Brocard Line。 

θ
θθ

cos
sin41sec

2−
=⋅=

RPOOM  

設 Brocard Circle 的半徑為 BR ，則 

))()()((
)()(

48)(
)(

1
8

)(
481

2

tan31
2

tan4sec
2

cos2
sin41

2222222222

222

22222
222

2222

2

2

22

2

4

cbacbacbacba
accbbacba

cba
abc

cba
cba

abc
cba

R

R

R

ROORB

−++−++−++
++−++

⋅
++

=

∆−++⋅
++

⋅
∆

=

++
∆

−=

−=

−=

−
==

θ

θθ

θ
θ

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

A

B

C
P’ 

O

P 

。O4

M 

＜圖十三＞ 
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9.RB 與 R 比值的範圍 

2
10

,
2
10)2(),1(

2
101

,
4
101,0)44)(14(,0

44
14,01

44
3)2(

10,0)44(3,0
44

3,0
4
3

44
3)1(

1
44

3cos
4
3

3)44(cos
)cos1(41cos4

sin41cos4
sin41cos2

,
6

0,
cos2

sin41

2222
2

2

2

22
2

2

2

2
2

22

222

222

2

2

<≤

<≤

<<>⇒

<<>⇒>−−⇒<
−
+−

⇒<−
−

−

≤≤⇒≤−⇒≥
−

−
⇒≥−

−
−

<
−

−
=≤

−=−⋅

−−=

−=

−=⋅

≤<=
−

=

R
R

k

kk

kkkk
k
k

k

kkk
k

k
k

k

k
k
k

k

k
R
R

B

B

故

得由

或

或

令

θ

θ

θθ

θθ

θθ

πθ
θ
θ

 

 
 
 
10.發現魏琴伯克(Weitgenberk)不等式 

      

∆≥++⇒

∆≥++

≤
++
∆

<

<
++
∆

−≤

<
++
∆

−=≤

34

48)(

1
)(

480

1
)(

4810

2
1

)(
481

2
10

222

22222

2222

2

2222

2

2222

2

cba

cba
cba

cba

cbaR
RB

 

      此即為魏琴伯克(Weitgenberk)不等式。 

      這個發現令我們十分驚訝！因為我們並不清楚此不等式的起源，是否與此幾何意義有 

關？亦或這只是一種巧合？不論如何，這個發現讓我們印象深刻。 
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11.內心與 Brocard Circle 

設直線 PA ′與直線 CP 交於點 R1，直線 PC ′與直線 BP 交於點 R2，直線 PB ′與直線 AP 交於點

R3，（如＜圖十四＞） PPOABRBARPAR ′∠==+=∠+∠=′∠ θθθ 2333 ，則點 R3 在 Brocard 

Circle 上。同理可得，點 R1、R2 在 Brocard Circle 上。 

213 MPRRPOR ′ 七點均在 Brocard Circle 上，此圓亦稱為七點圓。 

321 RRR∆ 稱為 First Brocard Triangle。 

因 1PARBAC ∠∠ 的平分線在 內， 32BRRABC ∠∠ 的平分線在 內， PCRACB ′∠∠ 1的平分線在 內， 

故∆ABC 的內心 I 在 Brocard Circle 內。 

因直線 OR2 垂直平分 BC ，直線 OR1 垂直平分 AC ，所以 ACBORRRRR ∠=∠=∠ 21231 ， 

同理， ABCRRR ∠=∠ 312 ，故 321 RRR∆ ~∆BAC。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

D

＜圖十四＞ 

A 

B 

C P’ O 

P 

R1 R2 

R3 

M 
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12.類似重心與三邊的距離 
取 AB 的中點 D，因∠BAR3=∠ABR3，則 ABDR ⊥3 。（如＜圖十四＞） 

OM 為直徑，∠MR3O=900，則 θtan
2

),(),(,// 33
cABMdABRdABMR ==且 ， 

同理可得， θtan
2

),(),( 1
bACMdACRd == ， θtan

2
),(),( 2

aBCMdBCRd == 。 

13.重心與 Brocard Triangle 
將∆ABC 置於直角座標系，使 B(0,0)、C( a ,0)、A( )sin,cos BcBc ，（如＜圖十四＞），則 

)
3

sin,
3
cos(

)sin(sec
2

),cos(sec
2

(

)tan
2

,
2

(

))sin(sec
2

),cos(sec
2

(

3

2

1

BcBcaGABC

BcBcR

aaR

CbCbaR

+
∆

−⋅−⋅

−⋅−⋅−

的重心

θθθθ

θ

θθθθ

 

321 RRR∆ 的重心 x 坐標為 

)cos(
3
1

))cos(
2
1cos

22
3(

3
1

)sinsin()cos
2

cos
22

3(
3
1

)tansin
2

cos
2

tansin
2

cos
22

3(
3
1

))cos(
2

)cos(
2

(sec
2
3(

3
1

)cos(sec
22

)cos(sec
2

(
3
1

Bca

BcaBca

BcCbCbBca

CbCbBcBca

CbBca

BcaCba

+=

−−+=

=−+=

⋅−−⋅++=

−−−+=

−⋅++−⋅−

Q

θθ

θθθ

θθθθ

 

321 RRR∆ 的重心 y 坐標為 

Bc

aaBc

BcBcaCbCb

BBcaCCb

BcaCb

sin
3
1

)
2

tantan
2

sin(
3
1

)tancos
2

sin
2

tan
2

tancos
2

sin
2

(
3
1

))sincoscos(sinsec
2

tan
2

)sincoscos(sinsec
2

(
3
1

)sin(sec
2

tan
2

)sin(sec
2

(
3
1

=

⋅−⋅+=

−++−=

−++−=

−⋅++−⋅

θθ

θθθ

θθθθθθθ

θθθθθ

 

由上述可知 321 RRR∆ 的重心與∆ABC 的重心為同一點。 
 
 
 
 



24 

14.發現不等式 
設 O 為∆ABC 的外心、I 為∆ABC 的內心、G 為∆ABC 的重心、P 為∆ABC 的 First Brocard 
Point、M 為∆ABC 的近似重心、O4 為∆ABC 的 Brocard 圓心、RB 為 Brocard 圓半徑、R 為

∆ABC 外接圓半徑、r 為∆ABC 內切圓半徑、θ 為 Brocard Angle。 
由上述討論及已知事實，可得： 

(1).
( )

( ) ( ) ( ) 2222222222222
2

2 1 tcba
b
cacb

c
abca

a
bcba

cba
PI 






 −+−−+−−+−++

++
=  

(2). ( )( ) ( )( ) ( )( )
222222

2222222222222222

9
1

accbba
cbabcbacabbcacaPG

++
−−+−−+−−

⋅=  

B

BB

ROM

cbacbacbacbacba
accbbacbacbaRRR

ROP

cbaROG

RrROI

cbacabcabrIG

2).8(

))()()(()(
))((,

cos2
sin41).7(

sin41).6(

)(
9
1).5(

2).4(

))(5)(6(
36
1).3(

2222

222222444222
2

2

2

22222

22

22222

=

−++−++−++++
++−++

=
−

=

−=

++−=

−=

++−++−=

θ
θ

θ
 

(9). )()(
9
1)( 2222222

4 cba
R
RROG

R
RGO B

B
B ++−== ,   (Q 321 RRR∆ ~∆BAC) 

因 I 在 Brocard Circle 內，且 321 RRR∆ 的重心與∆ABC 的重心為同一點，可得以下不等式： 

(1). OPRB ≤  
  證明： 

OPRRRB =−≤
−

=

<≤⇒≤<

θ
θ

θ

θθ

2
2

0

sin41
cos2

sin41

,2cos23300

則
 

(2). OIOG ≤  
  證明： 

0
)(9

933

)(9
9))((

)(
9
1

33 222

222

222

=
++

−⋅
≥

++
−++++

=

++
−++

cba
abcabccba

cba
abccbacba

cba
abccba

 

  則
22222222

2)(
9
1 OIRrR

cba
abcRcbaROG =−=

++
−≤++−= ，故 OIOG ≤ 。 
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(3).因 321 RRR∆ 的重心與∆ABC 的重心為同一點，可得： 

OMOG ≤  

  
2

2222

222222444222
22222

))()()(()(
))((4)(

9
1 OM

cbacbacbacbacba
accbbacbacbacbaROG =

−++−++−++++
++−++

≤++−=  

  整理得不等式（十）  )(
9
1

)()(4
))((4 222

24442222222

222222444222
2 cba

cbaaccbba
accbbacbacbaR +++

++−++
++−++

≤  

 
(4).因 I 在 Brocard Circle 內，可得： 

OMOI ≤  

  ≤−= RrROI 222 2

2222

222222444222

))()()(()(
))((4 OM

cbacbacbacbacba
accbbacbacba

=
−++−++−++++

++−++  

整理得不等式（十一）  
cba

abc
cbaaccbba

accbbacbacbaR
++

+
++−++
++−++

≤ 24442222222

222222444222
2

)()(4
))((4  

 
(5).由(2)、(3)、(4)可得 
  OMOIOG ≤≤  
 
(6).因 I、G 均在 Brocard Circle 內，可得： 
  OMIG ≤  

  
2

2222

222222444222

22222

))()()(()(
))((4

)(
36
5)(

6
1

OM
cbacbacbacbacba

accbbacbacba

cbacabcabrIG

=
−++−++−++++

++−++
≤

+++++−=
 

  整理得不等式（十二） 

 )(
36
5)(

6
1

)()(4
))((4 222

24442222222

222222444222
2 cbacabcab

cbaaccbba
accbbacbacbar ++−+++

++−++
++−++

≤  

 
(7).因 I 在 Brocard Circle 內，可得： 

OMIP ≤  
  

2

2222

222222444222

2222222222

222222222222222
2

))()()(()(
))((4

)()(

))()()((

OM
cbacbacbacbacba

accbbacbacba
accbbacba

cba
b
cacb

c
abca

a
bcbacba

IP

=
−++−++−++++

++−++
≤

++++

−+−−+−−+−++
=

 
整理得不等式（十三） 

)]()())(()[(
)](2)(4

))(2)(2)()((2)[(

232323444222444

232323444

222222444222222222

bcabcaaccbbacabcabcbaabccba
bcabcaaccbba

accbbacbacabcabcbaabcaccbba

++−+++++−++++≤

++−+++

+++++−++−++++
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(8).因 G 在 Brocard Circle 內及上述(1)，可得： 
  OMOPRGO B ≤≤≤4  
 
(9).因 G 在 Brocard Circle 內，可得： 
  OMPG ≤  

  
2

2222

222222444222

222222

2222222222222222

))()()(()(
))((4

)(9
))(())(())((

OM
cbacbacbacbacba

accbbacbacba
accbba

cbabcbacabbcacaPG

=
−++−++−++++

++−++
≤

++
−−+−−+−−

=
 

  整理得不等式（十四）

2444242442

222242424222222444222222222

22224242424442222424242222222

))((2
)]3)(()(9)[(4
)3()(]9)(2[)(4

cbacbbaca
cbabcabcaaccbbacbacbaaccbba
cbabcabcacbacbaaccbbaaccbba

+++++

++++++++++≤

+++++++++++
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伍、結論： 
我們針對 Brocard Point 推得一些性質及性質的推論，利用性質的推論推得 
不等式(一)：16 2∆ 222222 accbba ++≤ 。 
然後，利用三角形的相似性及一些已知的三角不等式導出 

不等式(二)：
r
1 >

R
θcot
≥

a
1 +

b
1 +

c
1

。 

結合法格乃諾問題及的 Brocard Point 性質推得 

不等式(三)：R≥
cba

accbba
++
++ 222222

。 

再將 Fermat Point 及 Brocard Point 扯上關係得到 

不等式(四)：( accbba 222 ++ ) 2 ≥ 64 3 ∆ 3 (3-
r
R )、 

不等式(五)：( accbba 222 ++ ) 2 ≥ 16∆ ⋅2 4 ∆3 =64 3 ∆ 3  

不等式(六)：( accbba 222 ++ ) 2 >128 3∆ 。 

利用 Euler 公式再找到不等式： 12 dd ≤ 。 

其次，我們分別利用三角形的內心、重心及外心的性質得到， 

不等式(七)： ( ) ( ) ( ) ( ) 0222222222222222 ≥−+−−+−−+−++ cbaacacbbabcacbcbaabc 、 

不等式(八)： ( )( ) ( )( ) ( )( ) 0222222222222222 ≥−−+−−+−− cbabcbacabbcaca 、 

不等式(九)：

( ) ( ) ( )
( )( )

22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4 2 6 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 4 2 2 2 2 2 2

2 2 16 2 2 2

0

b R a c b a b b c c a a b c a c b c R b R c R a

a b c a c b a b c

+ − + + + − ∆ − − +

− + − + + ≥

。 
最後，我們由 RB 與 R 比值的範圍，進而發現魏琴伯克(Weitgenberk)不等式。 
再因 321 RRR∆ 的重心與∆ABC 的重心為同一點，且內心 I 在 Brocard Circle 內，等性質發現： 

不等式（十）： )(
9
1

)()(4
))((4 222

24442222222

222222444222
2 cba

cbaaccbba
accbbacbacbaR +++

++−++
++−++

≤  

不等式（十一）：
cba

abc
cbaaccbba

accbbacbacbaR
++

+
++−++
++−++

≤ 24442222222

222222444222
2

)()(4
))((4  

不等式（十二）： 
 

)(
36
5)(

6
1

)()(4
))((4 222

24442222222

222222444222
2 cbacabcab

cbaaccbba
accbbacbacbar ++−+++

++−++
++−++

≤  
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不等式（十三）： 

)]()())(()[(
)](2)(4

))(2)(2)()((2)[(

232323444222444

232323444

222222444222222222

bcabcaaccbbacabcabcbaabccba
bcabcaaccbba

accbbacbacabcabcbaabcaccbba

++−+++++−++++≤

++−+++

+++++−++−++++

 
不等式（十四）：  

2444242442

222242424222222444222222222

22224242424442222424242222222

))((2
)]3)(()(9)[(4
)3()(]9)(2[)(4

cbacbbaca
cbabcabcaaccbbacbacbaaccbba
cbabcabcacbacbaaccbbaaccbba

+++++

++++++++++≤

+++++++++++

 

陸、討論： 
這 一 次 的 研 究 我 們 是 針 對 Brocard Point ， 也 就 是 說 我 們 是 討 論 在 ∆ ABC 中 ，

∠ PAB= ∠ PBC= ∠ PCA=θ 的狀況下，P 點的性質及利用這些性質推出的不等式。在對

Brocard Point 後，我們開始對∠ PAB=θ 、∠ PBC=2θ 、∠ PCA=3θ 狀況下的 P 點產生興趣，

我們猜想也許這樣的 P 點也會和一樣有一些好的性質甚至可以推出一些漂亮的不等式，因

此，下一個階段我們將朝這一個方向繼續努力邁進。 
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柒、附錄： 
一、性質的證明 

性質一：cotθ =cotA+cotB+cotC 

pf： 由＜圖三＞及＜圖十一＞，  

cotθ =
DR
BR  

=
DR

CRQCBQ ++  

=cotB+cotC+cot∠DCR 

=cotA+cotB+cotC 

性質一的推論：0<θ ≤
6
π

，其中，θ 為 Brocard Angle。 

Q cotA+cotB+cotC≥ 3 ……(請見附記一) 且 cot
6
π = 3  

∴ cotθ ≥ cot
6
π   故 0<θ ≤

6
π  

由 Ceva 定理三角形式(請見附記二)得 
性質二：sin 3 θ =sin(A-θ )sin(B-θ )sin(C-θ ) 

性質二的推論：cotA+cotB+cotC=cscAcscBcscC+cotAcotBcotC 

pf： sin(A-θ )sin(B-θ )sin(C-θ ) 
=(sinAcosθ -cosAsinθ )(sinBcosθ -cosBsinθ )(sinCcosθ -cosCsinθ ) 

=(sinAsinBcos 2 θ -sinAcosBsinθ cosθ -cosAsinBsinθ cosθ +cosAcosBsin 2 θ ) 
(sinCcosθ -cosCsinθ ) 

=sinAsinBsinCcos 3 θ -sinAcosBsinCsinθ cos 2 θ -cosAsinBsinCsinθ cos 2 θ  
 +cosAcosBsinCsin 2 θ cosθ -sinAsinBcosCcos 2 θ sinθ +sinAcosBcosCsin 2 θ cosθ  

 +cosAsinBcosCsin 2 θ cosθ -cosAcosBcosCsin 3 θ  

=sin 2 θ cosθ (sinAcosBcosC+cosAsinBcosC+cosAcosBsinC) 
-sinθ cos 2 θ (cosAsinBsinC+sinAcosBsinC+sinAsinBcosC) 

 +sinAsinBsinCcos 3 θ -cosAcoBcosCsin 3 θ  

=sin 2 θ cosθ
4
1
⋅ (sin2A+sin2B+sin2C)-sinθ cos 2 θ

2
1
⋅ (sin 2 A+sin 2 B+sin 2 C) 

 +sinAsinBsinCcos 3 θ -cosAcosBcosCsin 3 θ  

=sin 2 θ cosθ ⋅⋅
4
1 4sinAsinBsinC-sinθ cos 2 θ ⋅⋅

2
1 (2cosAcosBcosC+2)+sinAsinBsinCcos 3 θ  

-cosAcosBcosCsin 3 θ  

=sin 2 θ cosθ sinAsinBsinC-sinθ cos 2 θ cosAcosBcosC-sinθ cos 2 θ +sinAsinBsinCcos 3 θ  
-cosAcosBcosCsin 3 θ  

=sinAsinBsinCcosθ (sin 2 θ +cos 2 θ )-cosAcosBcosCsinθ (cos 2 θ +sin 2 θ )-sinθ cos 2 θ  

=sinAsinBsinCcosθ -cosAcosBcosCsinθ -sinθ cos 2 θ  

＜圖十一＞ 

A D

B C R

P

Q

θθ

θ  
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其中，QA+B+C=π ⇒ sin 2 A=sin 2 B+sin 2 C-2sinBsinCcosA……(請見附記三) 

∴sinBsinCcosA=
2
1 (sin 2 B+sin 2 C-sin 2 A) 

   同理可得 cosAsinBsinC+sinAcosBsinC+sinAsinBcosC 

=
2
1 (sin 2 B+sin 2 C-sin 2 A)+

2
1 (sin 2 A+sin 2 C-sin 2 B)+

2
1 (sin 2 B+sin 2 A-sin 2 C) 

=
2
1 (sin 2 A+sin 2 B+sin 2 C) 

=
2
1 (2cosAcosBcosC+2)……(請見附記四) 

  sinAcosBcosC=sinA
2
1
⋅ (cos(B+C)+cos(B-C)) 

=
2
1 sinAcos(B+C)+

2
1 sinAcos(B-C) 

=-
2
1 sinAcosA+

2
1 sin(B+C)cos(B-C) 

=-
4
1 sin2A+

2
1

2
1
⋅ (sin2B+sin2C) 

=
4
1 (-sin2A+sin2B+sin2C) 

  同理可得 sinAcosBcosC+cosAsinBcosC+cosAcosBsinC 

=
4
1 (-sin2A+sin2B+sin2C)+

4
1 (sin2A-sin2B+sin2C)+

4
1 (sin2A+sin2B-sin2C) 

=
4
1 (sin2A+sin2B+sin2C) 

= ⋅
4
1 4sinAsinBsinC……(請見附記五) 

Qsin 3 θ =sin(A-θ )sin(B-θ )sin(C-θ ) 
=sinAsinBsinCcosθ -cosAcosBcosCsinθ -sinθ cos 2 θ  

∴ sinθ (sin 2 θ +cos 2 θ )=sinAsinBsinCcosθ -cosAcosBcosCsinθ  

故 sinθ = sinAsinBsinCcosθ -cosAcosBcosCsinθ  

左右同除以 sinθ 得 1=sinAsinBsinCcotθ -cosAcosBcosC 

推得性質三：cotθ =
CBA

CBA
sinsinsin

coscoscos1+  

      =
CBA sinsinsin

1 +cotAcotBcotC 

      =cscAcscBcscC+cotAcotBcotC 

又由性質一(1)，cotθ =cotA+cotB+cotC 及性質三(3) 

得到一個有趣的等式，cotA+cotB+cotC=cscAcscBcscC+cotAcotBcotC 
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由性質三(3)，cotθ =
CBA

CBA
sinsinsin

coscoscos1+  及  

附記四中□1 ：sin 2 A+ sin 2 B sin 2 C=2cosAcosBcosC+2 

可推得性質四，cotθ =
CBA

CBA
sinsinsin2

sinsinsin 222 ++  

由性質三(3)，cotθ =
CBA

CBA
sinsinsin

coscoscos1+
及 

附記六中□3 ： 2222 8Rcba =++ (1+cosAcosBcosC) 

推得 cotθ =

R
c

R
b

R
aR

cba

222
8 2

222

⋅⋅⋅

++ =

R
abc

cba 222 ++ =
∆
++

4

222 cba  

因此得性質五，cotθ =
∆
++

4

222 cba  

由性質五，cotθ =
∆
++

4

222 cba
及附記七中□4 ：8 2∆ =abc(acosA+bcosB+ccosC) 

可推得 cotθ =
∆
++

4

222 cba  

= 2

222

4
)(

∆
∆++ cba  

= 2

222

82 ∆
⋅

++ abc
R

cba  

=

abc

R
cba

2

222

8
2
∆

++

 

=
CcBbAa
CcBbAa

coscoscos
sinsinsin

++
++  

因此得性質六，cotθ =
CcBbAa
CcBbAa

coscoscos
sinsinsin

++
++  
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二、藉由相似三角形尋找 Brocard Point 的性質 

如＜圖十二＞，已知∆ABC，並作∆DCA，使得∆DCA~∆ABC 

 

 

 

由＜圖十二＞，Q ∆ABC~∆DCA 

∴
DA
AC =

CA
BC   ⇒   

2
AC = BC × DA   ⇒   b 2 =a× DA   ⇒   DA =

a
b2

 

又  

a
b
b

2 =
DA
AC =

CD
AB =

CA
BC =

b
a   ⇒   aCD =b AB   ⇒   CD =

a
bc  

 

如＜圖十三＞，先在＜圖十二＞的∆ABC 中找出∆ABC 的 Brocard Point P 

 
 
 
 
 
作∠CAQ=θ ，並作CQ  
Q∠CAQ=θ =∠CBQ ∴A、B、C、Q 共圓  ∴∠ABD=∠ ACQ  故∠QCD=∠QBC=θ  

得到推論：Q 為∆ACD 的 Brocard Point 
(一)∆ABP~∆ACQ 

   
AQ
AP =

CQ
BP =

AC
AB =

b
c   ⇒   AP =

b
c AQ                                            ○1  

BP =
b
c CQ                                        ○2  

＜圖十二＞ 

A

B C

D

bc 

a

＜圖十三＞

θθ
θ  

θ
θθ  ∆

∆  

A 

B C

D

c 

a 

b

a
b2

a
bc

P 

Q
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(二)∆BCP~∆DAQ 

   
DQ
BP =

AQ
CP =

DA
BC =

a
b
a

2 = 2

2

b
a   ⇒   BP = 2

2

b
a DQ                                      ○3  

CP = 2

2

b
a AQ                                 ○4  

(三)∆ACP~∆DCQ 

   
DQ
AP =

CQ
CP =

DC
AC =

a
bc
b =

c
a   ⇒   AP =

c
a DQ                                          ○5  

CP =
c
a CQ                                   ○6  

(四)∆APQ~∆QCP 

   
QC
AP =

QP
AQ =

CP
PQ   ⇒  

2
PQ = AQ ×CP   又由○4 知CP = 2

2

b
a AQ  

 ∴
2

PQ = 2

2

a
b 2

CP  ⇒  PQ = a
b CP                                                        ○7  

由○1 及○4 知 AP =
b
c AQ  及 CP = 2

2

b
a AQ  

得到 
CP
AP =

AQ
b
a

AQ
b
c

2

2 =
b
c × 2

2

a
b = 2a

bc                                                              ○8  

由○2 及○6 知 BP =
b
c CQ 及 CP =

c
a CQ  

得到 
CP
BP =

CQ
c
a

CQ
b
c

=
b
c ×

a
c =

ab
c 2

                                                                 ○9  

由○3 及○5 知 BP = 2

2

b
a DQ 及 AP =

c
a DQ  

得到
AP
BP =

DQ
c
a

DQ
b
a

2

2

= 2

2

b
a ×

a
c = 2b

ac                                                              ○10  
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由○8 及○9 得到 AP = 2a
bc CP 及 BP =

ab
c 2

CP  

推得性質八： AP ： BP ：CP = 2a
bc CP ：

ab
c 2

CP ：CP  

= 2a
bc

：
ab
c 2

：1 

=b 2 c： 2ac ： ba 2  

=
a
b

：
b
c

：
c
a  

因此, 可令 AP =
a
b t ， BP =

b
c t ，CP =

c
a t ，其中 t ∈ R  

由○5 、○7 、性質八及＜圖十三＞可知 

BD = BP + PQ +QD  

    = BP +
a
b CP +

a
c AP  

    =
b
c t +

a
b

c
a t +

a
c

a
b t  

    =
bca

cbbaca
2

222222 ++ t                                    ○11  

由＜圖十三＞中的 ABD∆ 可知
2

BD = 2c +(
a

b2

) 2 -2 ⋅⋅ c ⋅
a

b2

cos BAD∠  

= 2c + 2

4

a
b +

a
cb 22 cosB 

= 2c + 2

4

a
b +

a
cb 22

ac
bca

2

222 −+
⋅  

= 2

42222422

a
bcbbabca −+++  

= 2

222222

a
accbba ++  

由○11 又知
2

BD =
2

2

222222








 ++
bca

accbba t 2  

因此由○11 、○12 ， t 2 = 2

224

a
cba × 222222

1
accbba ++

 

= 222222

222

accbba
cba
++

 

推得 t =
222222 accbba

abc
++

 且 BD =
a

accbba 222222 ++  
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由此及性質八可推得性質九： 

∆ABC 的 Brocard Point P 至三頂點 A、B、C 的距離和為 

CPBPAP ++ = t
c
a

b
c

a
b







 ++  

=
abc

baaccb 222 ++
222222 accbba

abc
++

⋅  

=
222222

222

accbba
baaccb

++

++  

由＜圖十三＞可知 

∆ABP= c
2
1 AP sinθ  

= c
2
1

a
b
⋅

222222 accbba
abc

++
sinθ  

=
222222

22

2 accbba
cb

++
sinθ  

∆BCP= a
2
1 BP sinθ  

= a
2
1

b
c
⋅

222222 accbba
abc

++
sinθ  

=
222222

22

2 accbba

ca

++
sinθ  

∆ACP= b
2
1 CP sinθ  

= b
2
1

c
a
⋅

222222 accbba
abc

++
sinθ  

=
222222

22

2 accbba
ba

++
sinθ  

由上列三個三角形∆ABP、∆BCP 及∆ACP 的面積，可推得性質十： 

∆ABP：∆BCP：∆ACP= 222222 bacacb ：：  

= 222

111
cba

：：  

由＜圖十一＞可得 

sinθ =
BD
AQ =

a
accbba

a
222222

2

++

∆

=
222222

2
accbba ++

∆                 ○13  

sin 2 θ = 222222

))()((4
accbba

csbsass
++

−−−  
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=
)(4

)22)(22)(22(2
222222 accbba

csbsass
++

−−−  

=
)(4

))()()((
222222 accbba

bacacbcbacba
++

−+−+−+++  

θ2sin
1 = 2

222222

4∆
++ accbba  

= 222

2222222 )(4
cba

accbbaR ++  

= 4R 2 ( 222

111
cba

++ ) 

=

2

2

2

2

2

2

4

1

4

1

4

1

R
c

R
b

R
a

++  

=
A2sin

1 +
CB 22 sin

1
sin

1
+  

因此得到性質七： CBA 2222 csccsccsccsc ++=θ  
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三、附件： 

附記一： 
證明：cotA+cotB+cotC≥ 3  
pf ：先證 cotAcotB+cotBcotC+cotCcotA=1 

cot(A+B)=cot( )C−π  

BA
BA

cotcot
1cotcot

+
− =-cotC 

cotAcotB-1=-cotAcotC-cotBcotC 

⇒ cotAcotB+cotAcotC+cotBcotC=1 

(cotA+cotB+cotC) 2  

=cot 2 A+cot 2 B+cot 2 C+2(cotAcotB+cotAcotC+cotBcotC) 

= cot 2 A+cot 2 B+cot 2 C+2 

由柯西不等式得 
(cot 2 A+cot 2 B+cot 2 C) 2 ≥ (cotAcotB+cotAcotC+cotBcotC) 2  

⇒ cot 2 A+cot 2 B+cot 2 C≥ 1 
則(cotA+cotB+cotC) 2 ≥ 1+2=3    故 cotA+cotB+cotC≥ 3  

附記二： sMenelaus'  Theorem  

RB
AR × BS

SC
×

QA
CQ =1 

⇒
BRQ
ARQ

∆
∆ × BSQ

CSQ
∆
∆

×
ABQ
BCQ

∆
∆ =1 

⇒
β
α

sin
sin
⋅⋅
⋅⋅

BQBR
AQAR × sin

sin
BQ BS
SQ CS

γ
δ

⋅ ⋅
⋅ ⋅

×
)sin(

sin
επ

ε
−⋅⋅

⋅⋅
BQAQ

CQBQ =1 

⇒ ⋅
BR
AR BS

CS
⋅

QA
CQ QA

SQ
⋅ ⋅

εδβ
εγα

sinsinsin
sinsinsin =1 

⇒
QA
SQ

⋅
δβ
γα

sinsin
sinsin =1 

⇒
sin
sin

η
φ

⋅⋅
β
α

sin
sin

δ
γ

sin
sin =1 

此為 Trigonometric Form of Ceva’s Theorem 

 

 

 

 

 

 

A

B
C

R

η
Q

α
θ

β γ ε
θ δ

φ

S
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附記三： 

設 A+B+C=π ，試證：sin 2 A=sin 2 B+sin 2 C-2sinBsinCcosA 

pf： sin 2 B+sin 2 C-2sinBsinCcosA  

=sin 2 B+sin 2 C-(cos(B-C)-cos(B+C))cosA 

= sin 2 B+sin 2 C-cos(B-C)cosA+cos(B+C)cosA 

= sin 2 B+sin 2 C+cos(B-C)cos(B+C)-cos 2 A 

= sin 2 B+sin 2 C+cos 2 B-sin 2 C-cos 2 A 

=1-cos 2 A 

=sin 2 A 

 

 

附記四： 

設 A+B+C=π ，試證：sin 2 A+sin 2 B+sin 2 C=2cosAcosBcosC+2                          □1  

pf： sin 2 A+sin 2 B+sin 2 C 

=
2

2cos1 A− +
2

2cos1 B− +
2

2cos1 C−  

=
2
3 -

2
1 (cos2A+cos2B+cos2C) 

但 cos2A+cos2B+cos2C 

=cos2A+cos2B+cos(2A+2B) 

=2cos(A+B)cos(A-B)+2cos 2 (A+B)-1 

=2cos(A+B)[cos(A-B)+cos(A+B)]-1 

=2cos ( )⋅−Cπ 2cosAcosB-1 

=-4cosAcosBcosC-1 

故 sin 2 A+sin 2 B+sin 2 C=
2
3 -

2
1 (-4cosAcosBcosC-1) 

=2cosAcosBcosC+2 
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附記五： 

設 A+B+C=π ，試證：sin2A+sin2B+sin2C=4sinAsinBsinC                              □2  
pf： sin2A+sin2B+sin2C  

=2sin(A+B)cos(A-B)+2sinCcosC 

=2sinCcos(A-B)+2sinC(-cos(A+B)) 

=2sinC[cos(A-B)-cos(A+B)] 

= BAC sinsin2sin2 ⋅  

=4sinAsinBsinC 

 

 

附記六： 

設 A+B+C=π ，試證： 2a +b 2 +c 2 =8R 2 (1+cosAcosBcosC)                              □3  

pf： 2a +b 2 +c 2  
=(2RsinA) 2 +(2RsinB) 2 +(2RsinC) 2  
=4R 2 (sin 2 A+sin 2 B+sin 2 C) 
=4R 2 (2+2cosAcosBcosC) ……(請見附記四□1 ) 

=8R 2 (1+cosAcosBcosC) 

附記七： 

在 ABC∆ 中，試證: 8∆ 2 =abc(acosA+bcosB+ccosC)                                  □4  

pf： acosA+bcosB+ccosC 

=2R(sinAcosA+sinBcosB+sinCcosC) 

=R(sin2A+sin2B+sin2C) 

=4RsinAsinBsinC……(請見附記五□2 ) 

abc(acosA+bcosB+ccosC) 

=4RabcsinAsinBsinC 

=2a 2 bcsinBsinC     

=2(absinC)(acsinB) 

= ⋅∆⋅ 22 2∆  

=8∆ 2  
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附記八： 
在∆ABC 中，a 2 +b 2 +c 2 ≥ 4 3 ∆   (Weitgenberk 魏琴伯克不等式) 
pf： a 2 +b 2 +c 2 -4 3 ∆  

=a 2 +b 2 +a 2 +b 2 -2abcosC-2 3 absinC 
= ( )2 22 cos 3 sina b ab C ab C+ − −  

=2(a 2 +b 2 -2absin(C+
6
π )) 

≥ 2(a 2 +b 2 -2ab)≥ 0 

“=”⇔ ∠C+
6
π =

2
π

， C∠ =
3
π

，且 a=b，即∆ABC 為正三角形 

附記九： 

a
1 +

b
1 +

c
1 =

R2
1





Asin
1 +

Bsin
1 + 




Csin
1

≥
R2
1

3
sinsinsin

13
CBA

⋅⋅  

又 
3

sinsinsin CBA ++
≥ 3 sinsinsin CBA ⇒

CBA sinsinsin
3

++
≤

3 sinsinsin
1

CBA
 

QsinA+sinB+sinC≤
2
3 3      ∴

CBA sinsinsin
1

++
≥

33
2 =

9
32  

則
a
1 +

b
1 +

c
1
≥

R2
3

3
sinsinsin

1
CBA

≥
R2
9

CBA sinsinsin
1

++
≥

R2
9 ×

9
32 =

R
3  

ab+bc+ca=
c
R∆4 +

a
R∆4 +

b
R∆4 =4R∆ 




a
1 +

b
1 + 




c
1  

       ≥ 4R∆
R
3 =4 3 ∆  
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評語 

 

由題目看來，這應該是個具有視覺直觀性的數學探討。可惜所獲得的

不等式只見代數關係而與 Brocard Point 毫無關係。 
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