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摘要 

英文摘要(Abstract)  

Motivated by Napoleon theorem, we study the properties of the triangles obtained by moving the 

midpoint of each side of a given trianle along the perpendicular bisector of corresponding sides, and 

extend the results to the case of quadrilaterals. On the other hand ,we consider the method of erecting a 

regular M-gon to each side of a given N-gon and joint the N centers of these M-gons to form a new 

N-gon. (abbreviated as CRG method),and get the following results. 

1. We characterize some kinds of N-gons that can be transformed to regular N-gons via CRG method. 

2. Of M,N are nature numbers with M|N, then it is possible to find a N-gon that can be transformed to a 

regular N-gon by CRG method. 

3. If a polygon P is symmetric with respect to a fixed point or a fixed line, then P can be transformed by 

CRG to a polygon with similar symmetries. 

4. If a polygon P is transformed by CRG to ′P ,there exists a commonpoint G such that 0GA =∑
uuuv v

 

and 0=∑GB , where A and B runs through vertices of andP ′P , respectively. 

中文摘要

本研究將拿破崙定理加以延伸。先探討由各邊中點沿中垂線延伸得出之三角形的性質並

推廣至四邊形之情形條列式報告成果。另一個推廣是將給定的多邊形的每邊外接一個正多邊

形，再以這些外接的正多邊形的中心為頂點造出一個新的多邊形。我們發現此幾何變換具有

以下性質： 

（1） 「哪些多邊形能被變換成正多邊形呢?」，我們觀察出能被變換成正多邊形的多邊形其

限制條件隨邊數增加而增多，並進一步區分了哪些多邊形可以被變換成正多邊形。 

（2） 在將非正 N 邊形做變換時，不一定須外接正 N 邊形才能得到正 N 邊形，我們區分出可

外接哪些正多邊形而得到正多邊形。 

（3） 對給定的多邊形作此變換時，若原多邊形有點對稱或線對稱等性質，則新多邊形也將

具有相同的性質。 

（4） 此變換得到的新多邊形會與原多邊形共重心，亦即新舊兩多邊形內到各自的頂點向量

和為 的點會是同一點。 0
v
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研究報告 

壹、前言 

一、研究動機: 

幾何之中有拿破崙定理和 Aubel 定理兩種藉由一般或特殊性質的多邊形來得到正

多邊形的方法，無疑是提供了另一些途徑繪出正三角形和正方形，且原先不規則的圖

形經由此種變換後得到正多邊形，是個很有趣的部分。因此我們想探討一般多邊形以

此變換可獲得哪些新性質，並找出何種多邊形可以經由外接正多邊形取中心的方法得

出另一正多邊形，並找出這類幾何變換的意義。 

 

二、研究目的: 

1.藉由 GSP 的協助，探討由三角形或四邊形各邊中點沿中垂線向外延伸該邊長度之固

定倍數所得之點連出的新三角形的性質，並將此加以推廣。 

2.找出可被外接正多邊形法變換成正多邊形的多邊形的特徵。 

3.利用正多邊形反作法，找出外接正多邊形法作出的多邊形的特徵。 

貳、研究方法 

一、研究器材 

紙、筆、個人電腦、GSP 

 

二、研究方法 

1.以 GSP 繪製圖形、測量邊長比與角度，並尋找圖形的特性。 

2.找出特性後加以證明得出結果，並依其結果探討下一主題。 

3.為方便研究、紀錄與敘述，我們採用底下的符號或術語： 

(1)以下之大寫 N,M 為大於 2 的自然數 

(2)以下各研究中稱被變換的 N 邊形為原 N 邊形，稱變換所得的多邊形為新 N

邊形。 

(3)以下將＂對一給定 N 邊形之各邊外接正 M 邊形，再取各正 M 邊形中心點為

頂點而作出新 N 邊形＂的方法稱為外接正 M 邊形法，而所的的 N 邊形稱新

(M,N)邊形，其中 M 不一定等於 N，若 M=N 則簡稱新 N 邊形。 

(4)重複操作的定義為原 N 邊形經過(1)或(2)的變換後，以新 N 邊形(新(M,N)邊形)

作為原 N 邊形再作變換，其重複次數若未說明則不限。 

(5)以下各證明中常用旋轉的概念，所以定義一向量算符φ， ),(),( abba −=φ ，即

繞原點逆時針旋轉 90 度，而 θφ θ是繞原點旋轉 。 

(6)給定 k 個定點 ，以下將＂點 對給定點 旋轉1 2 3, , ,..., kA A A A 0P 1A 2
N
π

後得點 ，

再把點 對 旋轉

1P

1P 2A 2
N
π

後得點 ⋯把點2P 1kP − 對 旋轉kA 2
N
π

後得點 ＂之方法

稱為作 k 次正 N 邊形反作法。 

kP
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參、研究結果與討論 

一、三角形中垂線延伸研究 

 1.當由三中垂線延伸的三點延伸倍數為邊長之 0 倍時，三點即為三邊中點可得一相

似形。 

m∠FDE = 69.14°

m∠EFD = 27.54°

m∠DEF = 83.32°m∠BCA = 83.32°

m∠CAB = 27.54°
m∠ABC = 69.14°

F

D

E

B

A

C

 由 D、E、F 分別平分 AC 、 AB 、 BC 得到

1
2

EF A= C 、 1
2

DF AB= 、
1
2

DE BC= 得

 ( )DEF ABC sss∆ ≅ ∆

 

 

 

 

2.當由三中垂線延伸的三點延伸倍數為邊長之1/ 2 3 倍時，三點連線即為一正三角

形，不論

 

數為邊長之k倍而k趨近於無限時，新三角形的性質。 

  

 

往三角形內部延伸或往外延伸皆可

作出正  三角形，且新正三角形與原三角形

共重心(拿破崙定理)。 

 

 

 

 

3.由三中垂線延伸的三點延伸倍
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F

E

推導：當由三中垂線延伸的三點延伸倍數為邊長之 k 倍而 k 趨近於

φ

φ

= +

= +

uuuv uuuv uuuv

uuuv uuuv uuuuv  

無限時，設三角形 ABC 重心為 G 

OE k AB OIφ= +
uuuv uuuv uuv

OF k BC OJ

OD k CA OH

D

O

I

J

H

A

B

C



  

( )
( )
( )

( ) ( ) ( )

k ,

: :

: :

: : ,

EF OF OE k BC OJ k AB OI k BC BA IJ

FD k CA CB JH

DE k AB AC HI

EF FD DE

BC BA CA CB AB AC

BG CG AG

ι φ φ

φ

φ

= − = + − − = + +

= + +

= + +

→∞

→ + + +

=

uuuv uuuv uuuv uuuv uuuv uuuv uuv uuuv uuuv uuv

uuuv uuuv uuuv uuuv

uuuv uuuv uuuv uuuv

uuuv uuuv uuuv uuuv uuuv uuuv

所以當 時  

故得新三角形三邊長度比會趨近於原三角形三頂點到重心的距離 

 

因此，給定一三角形 T，將其三邊平移到有共同端點，取三線段的另一端點後

得到另一三角形 I，則三角形 I 從三邊中點沿三中垂線延伸各邊邊長之 k 倍而 k 趨

近於無限時，新三角形 I＇的的三邊長會趨近於給定的三角形 T 

 

4.作此類型變換時，對稱性如等腰三角形之線對稱性質(等腰性質)會維持。 

證明： 

( ) k D EABC A∆已知一等腰 為頂角 各邊終點沿中垂線向外延伸 倍得點 、 、F  

ACkACAD

ABACkABACAF

ABkAE

φ

φ

φ

+=

−+
+

=

+=

2

)(
2

2
AB

 

2 2

2 2

,
2

2

( ) ( ) ,
2 2

ABAD AF k AB

ACFE AE AF k AC

AB ACFD k AB k AC FE

DEF

φ

φ

= − = − +

= − = − +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∆

FD
uuur

uuur uuur uuur

uuur
uuur uuur uuur uuur

uuur uuur
uuur uuur uuur uuur

使

故得新 為等腰三角形

uuur
得

D

F

E

I

J

H

A

C B

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5.三角形由各邊中點沿中垂線伸長對應邊長之固定倍數得到的點所連成的的新三角

形與原三角形共重心。 

 證明: 

  設原三角形 ABC 重心為 G,各邊中點為 0 0 0D E F各邊中點 如圖所示，向外各沿中

垂線延伸 k 倍，得新三角形頂點為  k k kD E F

 5



Dk

Fk
Ek

F0

D0

E0

A

C

B

   

( )

0 0 0 0 0 0

G 0

0

0

k k k

k k k

GA GB GC

GD GE GF

GD GE GF D D E E F F

k BC k AC k AB

k BC AC AB

φ φ φ

φ

+ + =

+ +

= + + + + +

= + + +

= + +

=

uuuv uuuv uuuv v

uuuuv uuuuv uuuuv

uuuuv uuuuv uuuuv uuuuuuv uuuuuv uuuuv

v uuuv uuuv uuuv

uuuv uuuv uuuv

v

由 為重心得

 在這個證明中，並未用到φ旋

轉 90 度的特性，可見φ可為旋轉任

意角度的算符。 

 

 

 

 

 

 

6.重心共點的推廣研究 

將 5 推廣，在原三角形內找出一點 P，使 0PA PB PCα β γ+ + =
uuuv uuuv uuuv v

。以PA與 BC、PB

與AC、PC 與AB 的交點 為出發點，與各邊夾固定角度延伸出去，各延伸

該邊長的某個倍數而得點 且

0 0 0D E F

k k kD E F k kPD +PE +PFk

uuuuv uuuuv uuuv
為一個固定的向量，那各邊延

伸的倍數該如何安排？ 

0

//
0

, , 0
,

0

AB

PA PB PC

PA PB PC

α β β γ α γ

α β
β γ α γ

α β γ

αβγ α β γ

+ + +

+

+ +

= + + =
uuuv uuuv uuuv v

uuuv uuuv uuuv

0

若 或 或 等於

    若 則PC 無法找出AB上的起始點F

    同理可證 或 等於

當 任兩個等於

    則P與其中一個頂點重合 且其對邊的分點並非定點,故不予討論

由上可知 0,則方程式

   其實並未給出任何條件規範 , 及 ,故不予討論
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( ) ( ) ( )

, 0

0

0
uk,vk,wk

PA PB PC

AP

BP

CP

αβγ

α β γ

α
β γ
β

α γ
γ

α β

β γ α γ α β
θ

≠

+ + =

=
+

=
+

=
+

+ + + + + =

uuuv uuuv uuuv v

uuuuv uuuv

uuuv uuuv

uuuv uuuv

uuuuv uuuv uuuv v

0

0

0

0 0 0

0 0 0 k k

因此 我們只考慮 之情形.對此我們討論如下:

由  和分點公式

我們可知

PD

PE

PF

得 PD PE PF

設從D ,E ,F 分別沿與各邊夾 角的方向延伸邊長的 倍而得D ,E ,F

( ) ( ) ( ) 0β γ α γ α β+ + + + + =
uuuuv uuuv uuuv v

k

k k k得知要找的延伸倍數會使 PD PE PF

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )0 0 0

0

u

uk vk wk

β γ α γ α β

β γ α γ α β β γ α γ α β

β γ α γ α β

β γ φ α γ φ α β φ

+ + + + +

= + + + + + + + + + + +

= + + + + + +

= + + + + +

v uuuuv uuuv uuuv

uuuuv uuuv uuuv uuuuuv uuuuuv uuuuv

v uuuuuv uuuuuv uuuuv

uuuv uuuv uuuv

k k k

0 0 0 0 k 0 k

0 k 0 k 0 k

又0= PD PE PF

PD PE PF D D E E F F

D D E E F F

BC CA AB

得

0 k

1 1 1= , ,v w
β γ α γ α β

= =
+ + +

 

因此各邊延伸的倍數分別為
1 1 1, ,AB BC AC

α β β γ α γ+ + +
 

則所有的新三角形會有共同的特殊點 P 使 ( ) ( ) ( ) 0β γ α γ α β+ + + + + =
uuuuv uuuuv uuuv v

k kPD PE PFk  

 

由頂點向外延伸對邊長度1倍

分角線

 

 

7.討論: 

(1)本節以討論沿中垂線延伸出去的做法為主，再  

以共重心的部分作了進一步延伸。 

(2)共重心的延伸使我們發現可由三角形各邊的分點以固定

角度延伸而得到新三角形。 

(3)我們可由一給定的三角形經由各邊適當的分點比例調整向外延伸 k 倍並使

該新三角形在 時，其形狀會趨近於我們給定的另一三角形。 k →∞
(4)在研究過程中也使用分角線不過尚未有有趣的發現。 

(5)目前的研究只與各邊延伸的長度只與單邊相關，與多邊相關的部分在代數的計算

後發現這是一個線性組合，因此不會有特殊倍數，使三角形的各邊中點沿中垂線

延伸其對應邊長的固定倍數後，能得到正三角形。 
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二、四邊形中垂線延伸研究 

1.若原四邊形為平行四邊形，且由各中垂線延伸的四點延伸倍數為邊長之1/ 倍，四

點連線即為一正方形，且不論往四邊形內部延伸或往外延伸皆可作出正方形(Aubel

定理)。 

2

 

2.線對稱的圖形若以外接正方形法可得線對稱的圖形

比和角度會更為接近正方形。 

，且我們觀察出新四邊形之邊長

中軸對稱的四邊形共有兩類：等腰梯形及箏形(鳶形) 

 

。 

證明： 
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(1)以等腰梯形為原四邊形作出的新四邊形一定為箏形。

(2)以箏形為原四邊形作出的新四邊形一定為等腰梯形

線對稱圖形經此變換仍為線對稱圖形 

2 2

2 2

y

), ( , )
), '( , )

R

B x y
B x y

φ

φ

∈

−

∈

1 1

1 1

1 2 1 2 2 1 2 1

1 2 1 2 2 1 2 1

若一給定多邊形具有線對稱性質

稱線為 軸,則必可找到A(x,y)與對稱點A'(-x,y)  x,y

設有點A(x ,y

其對稱點為A'(-x ,y

由中點沿中垂線依邊長延伸變換後

1
A*: (x +x ,y +y )+k (x -x ,y -y )   k R

2

1
A'*: (-x +(-x ),y +y )+k (-x -(-x ),y y

2

設其對

不失一般性

1

A'* y
y

(1) y , A (0,y )
(2) y
    C(x,y) C'(-x,y)

    

C

φ

φ

∈

∈

∈

1 2 1 2 2 1 2 1

)   k R

1
得A'*: (-(x +x ),y +y )+k (-(x -x ),y -y )   k R

2

A*與 對稱於 軸

在多邊形與 軸相交時有兩種情況

一頂點在 軸上 可引用上述證明而點 為

兩對稱點的連線與 軸相交

與對稱點

1
變換後得點C*: (x+(-x),y+y)+k (x-(-x),y-y)   k R

2

    得點

y
φ*:(0,y)+k (2x,0)

    得C*:(0,y+2kx)在 軸上

得到線對稱的多邊形經此變換仍能得到線對稱的多邊形

且對稱軸不變

 

 

 

 

 



(1)以等腰梯形為原四邊形作出的新四邊形一定為箏形。 

1 1 2 2 2 2 1 1A(x ,y ),B(x ,y ),C(-x ,y ),D(-x ,y )令

ABCD

AB

BC

CD

DA

AB CD y , y (1)

A

A

′

′

′

′

′ ′

給定一等腰梯形

則新四邊形由 邊變換而得之點稱

                    由 邊變換而得之點稱B

                    由 邊變換而得之點稱C

                    由 邊變換而得之點稱D

而 與 對稱於 軸 得 與C 對稱於 軸(前述之證明情況

BC DA y (2)′ ′
′ ′ ′ ′

)

又 與 之兩端點兩兩為對稱點得B 與D 在 軸上(前述之證明情況 )

得A B C D 為箏形(鳶形)

 

 

(2)以箏形為原四邊形作出的新四邊形一定為等腰梯形。 

1 2 2 3 2 2A(0,y ),B(x ,y ),C(0,y ),D(-x ,y )令

ABCD

AB

BC

CD

DA

AB DA y , y (1)

BC

A

A

′

′

′

′

′ ′

給定一箏形

則新四邊形由 邊變換而得之點稱

                    由 邊變換而得之點稱B

                    由 邊變換而得之點稱C

                    由 邊變換而得之點稱D

而 與 對稱於 軸 得 與D 對稱於 軸(前述之證明情況 )

又 與CD y , y (1)′ ′
′ ′ ′ ′

對稱於 軸 得B 與C 對稱於 軸(前述之證明情況 )

得A B C D 為等腰梯形

 

 

3. 由觀察而猜測，將原四邊形不斷的重複操作外接正方形法得出之四邊形其角度與

邊長比會接近正方形。 

會縮小；邊長比也會接近 1:1:1:1。 

若對原四邊形不斷重複操作外接正方形法，其角度與邊長比會接近正方形。角度部

分最大角與最小角的差距

 

原 N 邊形為鏢形(有一角大於π ) 
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新四邊形似梯形 

箏  

四邊形為似梯形 

和角度越來越接近正方形 

重複操作 1 次的新四邊形為似 形

重複操作 2 次的新

重複操作 3 次的新四邊形為似箏形 

雖然在箏形梯形間變換，但其邊長比

 

 

測量示意圖 

 

 



 

重複操作1次新四邊形新四邊形原四邊形

m D''A''

m A''B''
 = 1.12

m C''D''

m A''B''
 = 0.97

m B''C''

m A''B''
 = 0.82

m A''B''

m A''B''
 = 1.00

m∠D''A''B'' = 80.50°

m∠C''D''A'' = 81.84°

m∠A''B''C'' = 97.58°
m∠B''C''D'' = 100.08°

m D'A'

m A'B'
 = 0.98

m D'C'

m A'B'
 = 0.71

m B'C'

m A'B'
 = 0.74

m A'B'

m A'B'
 = 1.00

m DA

m AB
 = 1.00

m CD

m AB
 = 0.47

m BC

m AB
 = 1.15

m AB

m AB
 = 1.00

m∠B'C'D' = 110.80°

m∠A'B'C' = 85.49°

m∠C'D'A' = 89.05°

m∠D'A'B' = 74.67°m∠CDA = 71.99°

m∠BCD = 135.93°

m∠DAB = 99.58°

m∠ABC = 52.50°

B''

A''

D''

C''

B'

A'

D'

C'

D

A

BC

 10

 

4.討論

(1)在四邊形的研究中推廣了對稱性保留的部分，發現只要線對稱的圖形作外接正多

法後仍然具有線對稱的特性。 

出正多邊形的多邊形其限制可能隨邊數增加

(3

為複雜，我們還在積極研究當中。 

 

(三)N 邊

當 N 越大可被歸類的 N 邊形之種類越少，同時也越難找出取外接正 N 邊形中心

原 N 邊形(以下簡稱目的 N 邊形)。 

 

法一：可將新 N 邊形的各邊邊長及各角角度量出，一次移動原 N 邊形一點使各邊

，移動第二點，反覆操作直到

 

法二 性質在外接正三角形法變換後被保留」、「平行四

邊形以外接正方形法變換得出正方形等對稱性保留」的特性，由原先有對稱

 

 

邊形

(2)另外由「只有對平行四邊形作外接正方形法才得到正方形」這與三角形的情況不

同，告訴我們能以外接正多邊形法作

而增多。若以外接正多邊形法是一種變換的還原來看，他可以還原兩個變數，但

是多邊形每增加一個邊便需加入兩個變數，因此能由外接正多邊形法得到正多邊

形的多邊形限制也隨邊數增加而增多 

)雖然並非每個四邊形以外接正方形法都可得到正方形，但我們觀察到其重複操作

的結果會趨近正方形，但由於其變換較

形外接正 N 邊形 

連線時可得正 N 邊形的

1.運用 GSP 尋找使新 N 邊形是正 N 邊形的原 N 邊形 

邊長比趨近於 1、角度最接近正 N 邊形角度時

新 N 邊形為正 N 邊形。 

：利用等腰三角形的「等腰

性的圖形，如：中軸對稱的 N 邊形改動各點間距找出目的 N 邊形。 



法三：

(1)說明： 

能得到少部分結果，因此我想

來尋找。因為要找的目的 N 邊形有「經過外接正 N 邊形取中心點連

線的

(2)在

N

個頂點 A 逆時鐘旋轉

由正 N 邊形及平面上一點反作出目的 N 邊形 

由於法一及法二須耗費大量時間體力卻只

出法三

操作可得正 N 邊形」的性質，並可由正 N 邊形反向操作得出目的 N 邊

形的集合，故可藉此尋找其互為充要條件的

性質。 

反作法的部分(如右圖)，由於是外接正 N  

邊形取其中心點。就先假設 C 點為目的
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邊形的一個頂點，以 C 對新正 N 邊形的一

N
π2

可得C′點，而 CC

邊形則不論是作外接正 N 邊形變換或

′

則滿足外接正 N 邊形取中心點為新 N 邊形

之頂點 A 的條件，如此重複操作。 

 

2.目的 N 內接正 N 邊形變換都可得出新 N 邊形

為正 N 邊形。 證明可見於四-3 的證明後半 

 

 

3.當 N 邊形外接正 M 邊形法變換後可得到正 N 邊形時，並不保證內接正 M 邊形法時

也可以得到正 N 邊形，我們還觀察出由內接正 M 邊形法變換可以得到正 M 邊形重

 

 

 

 

 

 

 

 

疊而成的新 N 邊形。下圖以 6 邊形為例：粗線部份為正 3 角形，虛線部份是經內接

正 3 角形法變換後的 6 邊形（有些虛線與粗線重疊故沒畫上） 

 

4.不論是外接正多邊形法或者沿中垂線延伸邊長 k 倍，新多邊形與原多邊形皆會具有

相同的點使得該點到多邊形各頂點的向量和為 0。 

C''

C'

B

A

C



證明 

設原 N 邊形之頂點為

1 2, ,P P 3

1 1 1

1 1
1 1 1

...
1M , ,1 1
2

0 O
1 1
2 2

N

k k k k k k k

N N N

k k k k k k k k k k
k k k

k

P P

P P P k P P k N

OM OP P P k P P P P k P P

P

φ

φ φ

+ + +

+ + + +
= = =

N N

1 1

= + ≤ ≤ −

= + + = +∑ ∑ ∑

uuuuuv uuuuuuv uuuuuuv

v

uuuuuv uuuv uuuuuuv uuuuuuv uuuuuuv uuuuuuv

k k則由 經轉換的點為 而 M

設原多邊形中到各頂點向量和為 的點為

又 1 1 1
1 1

1N 0
2

0

N N

k k k k k
k k

P P P k P Pφ+ + +
= =

+ =∑ ∑
uuuuuuv uuuuuuv uuuuuuv v

v

圍出原 邊形得

得原多邊形與新多邊形中到各頂點向量和為 的點共點

 

 

5.討論: 

利用正多邊形反作法來找出目的多邊形對本研究有以下幫助 

系統化有效的取得大量的目的多邊形，且在座標化之後容易看出每個目的  

(3) ，有時產生出凹多邊形，表示此變換應可推廣至凹多邊

 

(四)利用正N邊形反作法找出目的N邊形及其性質

(1) 可以

多邊形的共同特性。 

(2) 將給定的點P0移至多邊形外部可將此反做法視為內接正多邊形反做法。 

在將給定的點P0移動時

形。 

 

1.利用 N 邊形反作法找出在外接正 M 邊形變換下的目的 N 邊形 

定理： 

設正N邊形外接圓半徑r，又設正N邊形Λ和一點P0 在同一平面 

，則以點P0 對正N邊形Λ若M|N 之各頂點作正M邊形反作法N次。則Pn會與P0重合，

的 M邊形法得到正N邊

P 對 的頂點R1 

將P0到Pn-1連線可得一目的N邊形。該目 N邊形可藉由向外作正

形。 

詳細步驟： 

Λ
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0
2,r
N
π⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
旋轉

2
M
π

後得點

P1 ，再對頂點R2
2, 2r
N
π⎡ ⎤⋅⎢ ⎥旋轉

⎣ ⎦
2
M
π

後得點

P2 ，⋯以Pk 再對頂點Rk+1
2, (k
N

1)r π⎡ ⎤+ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦
P3

P2

P1

R4

R5

R6

R1

R2

R3

P0

旋轉

2
M
π

後得點Pk+1重複作N次， 是順

則要逆時鐘旋轉

若Nk的編排

時鐘
2
M
π

，若Rk的編排是逆

時鐘則要順時鐘旋轉
2
M
π

。 
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證明： 

[ ]

( )

0

1

1 2 2

1 1

P ,

2 2 2 2P , , ,

2P

2 2 2 2: , , ( 1) , ( )

k

N N

k
i i

a

a r r
M M N N

P N N
M

P a k r i k i r i k i
M N M N

θ

π π π πθ

π

2
M

π π π πθ
= =

⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − − + −⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠
⎛ ⎞− +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⋅ − ⋅ − + − + ⋅ + ⋅ − + − ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣⎝ ⎠
∑ ∑

給定一點

則 為

則 為 旋轉

π ⎤
⎥
⎦

1 1

1

k=N

2 2 2 2 2: , , ( 1) , ( )

,

2 2 2 2, , ( 1) , (

N N

i i

hM

i

a N r i N i r i N i
M N M N M

N hM h N

a hM r i hM i r i hM i
M hM M hM

π π π π

2)
M

πθ

π π π πθ

= =

=

⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⋅ − ⋅ − + − + ⋅ + ⋅ − + − ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣⎝ ⎠
= ∈

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⋅ − ⋅ − + − + ⋅ + ⋅ − + − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ ∑

∑

N

N

當 時

π

⎤
⎥
⎦

[ ]

則P

又

則P

[ ]

1

1 1

1 1

2 2 2 2, , ( 1) , ( )

2 2 2, , (1 ) , (1 )

2(1 ) ,

hM

i

hM hM

i i

hM hM

i i

a r i i r i i
hM M hM M

a r i h r i h
hM M hM

h
hM

π π π πθ

π π πθ

πω

=

= =

= =

⎛ ⎞

a

⎡ ⎤
⎜ ⎟⎢ ⎥

⎣ ⎦⎝ ⎠
⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − ⋅ − + − + ⋅ + ⋅ − + − ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠
⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − ⋅ − + + + ⋅ − +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠

= − +

∑

∑ ∑

∑ ∑

則

[ ]

令

[ ] [ ]

[ ]
[ ]

[ ] [ ]

1 1

1 1

2 2 2, (1 ) , (1 )

2, 1, 1,

, 0 0

, ,

, ,

hM hM

i i

hM hM

i i

r i h r i h
hM M hM

a r i r i
M

a

a

a a

π π πθ

πθ ω ω

θ

θ

θ θ

= =

= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ⋅ − + + + ⋅ − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤= − ⋅ + + ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦

= − +

∑ ∑

∑ ∑

N 0 N 0之極座標為 與P 相同，即P 與P重合。

 

2.目的 N 邊形的性質 

)三角形部分，由拿破崙定理得知，所有三角形皆為目的三角形 

ubel 定理得知，目的四邊形為平行四邊形且平行四邊形可視為

成一平行四邊形。 

設 A 點距離為 a，角度

,

=

故P

(1

(2)四邊形部分，由 A

經過推移與伸縮的正方形。 

(3)六邊形部分，目的 6 邊形三雙對邊平行且相等(稱平行六邊形)，且其任相鄰三頂

點可與 6 邊形之對角線交點連

(3)之證明： 

正 6 邊形之中心點為原點且其至各頂點距離為 r，又原點至 θ，
則由正多邊形反作法可得目的 6 邊形 AＢＣＤＥＦ的各頂點經過平移、旋轉或縮放

後極座標可表示成：  



[ ]

[ ]

[ ] [ ] [ ]

A a,  ,θ

π π⎛ ⎞B a, r, r,0  a, , ,
3 3 3 3

2 2C a, a, , ,
3 3 3

2 2D a, , + r, - r, r,0 r, ,
3 3 3 3

r

r

r r

π πθ θ

π π πθ θ

π π π πθ π π

⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − + = + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ = + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − + − − + =⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠

[ ]

[ ]

[ ] [ ]

[ ]

a, ,

4 4 4 2E a, r, r, a, , ,
3 3 3 3

5 2 5 2a, , r, r, a, , .
3 3 3 3
ABC OABC

2,  a, 

r

F r r

OA a

θ π

π π π πθ π θ

π π π πθ π π θ

π

θ θ

+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − + = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + − + = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= = +
uuur

故得DEF為 對原點旋轉 ，所以只需考慮 的情況:

[ ]

[ ] [ ]

2 4- a, 2 r,0 2 r, 2 , CB,
3 3 3 3

2a, - a,   - r, r,0 a, , ,
3 3 3 3

, ABC
A B C O D E F AB

r

AB r OC

OA CB AB OC O

π π π πθ

π π π πθ θ θ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + + + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + = − + − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= =

uuur

uuur uuur

uuur uuur uuur uuur
由 得四邊形 為平行四邊形

且 、 、 對 有對稱點 、 、 得 CDEF為平行六邊形
 

 

 
可推廣至壓縮成一直線的正六邊形 

定理： 

當一平行 6 邊形其任相鄰三頂點可與 6 邊形之對角線交點

６邊形法變換為正六邊形。 

邊形之對角線交點連成一平行四邊形時。 

線交點為 O 

連成一平行四邊形時，該６邊形可

被外接正

證明： 

當一平行 6 邊形其任相鄰三頂點可與 6

令其對角
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ABCDEF

E F A B C O
A B C D E F

1 3 1 1 3 3OA
2 2 2 2 2 2
1 3
2 2

OABC

OC OB OA
D

OA OC OC OA OB OB OA

OB OB OA O

φ φ φ

φ

= −

′ ′ ′ ′ ′ ′

′ = + − = + − +

′ = − +

uuur uuur uuur

uuuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur

uuur uuur uuur

因為四邊形 為平行四邊形

且六邊形 為平行六邊形

所以

設 、 、 分別是 、 、 對 的對稱點，

外接正六邊形的中心點分別為 。

2 2 22

2 2 2

2 2 22

1 3 3 3
2 2 2 2

3

3

A

OA OA OA OB OA OB OA OB OA OB OA OB

OB OA OB OB OA OB OA

OB OB OA OB OB OA

φ φ φ φ

φ

′ ′= = + + ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅

= = + − ⋅ + ⋅

′ = = + − ⋅ +

uuur

uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur

uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur

uuur uuur uuur uuur uuur

2 2

1 1 3 3 1 3,OA
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 30 0
2 4 2 4 4
3

4

OB OA

OA OB

OB OA OB OB OA OB OA OA

OA OB OA OB OB OA OB OA

φ

φ φ φ

φ

⋅

′ ′=

⎛ ⎞ ⎛
′ ′⋅ = + − + ⋅ − +⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝

= ⋅ − + + − ⋅ + ⋅ − +

uuur uuur

uuuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur

uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur

所以

另一方面
⎞
⎟⎟
⎠

2

2 2

3 3 30
4 2 4

3

2
1
2

6

6
ABC A

OB OA OB OA OB OA OA

OA OB OB OA OB OA

OA OB

OA OB

OA OB OA OB

φ φ

φ

π

π

⋅ − ⋅ + ⋅ − +

+ − ⋅ + ⋅
=

′ ′=

′ ′

′ ′ ′ ′=

′

uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur

uuur uuur uuur uuur uuur uuur

uuur uuur

uuur uuur

uuur uuur

因此 與 之夾角為 ，

由 且 與 張角為 ，

又 三點是目的六邊形上任意相鄰三點，得

( ) ( ) ( ) ( )

B C D E F

, , , ,a b b a a b b aφ ϕ

′ ′ ′ ′ ′

= − = −

為正六邊形。

而向內接正六邊形取中心點的部分同理可證，

只需把向量算符 改為 即可。
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3.對正 N 邊形進行推移、伸縮得出的 N 邊形 

 

 

 

 

 

 

 

 

E FE F

定理： 
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 對正 N 邊形進行推移、伸縮得出的 N 邊形會被外接正Ｎ邊形法變換為正Ｎ邊形。 

證明： 

不失一般性， 

設座標原點於一正 N 邊形中心，則正多邊形之相鄰兩頂點為 

( cos , sin )
2 2( cos( ), sin( ))

cos sin 0
2 2 1cos( ) sin( )

cot1 1 1 1N A* cot ( ) (
2 2 2 2 2

A r r

B r r
N N

x ax by
y y

r r a
br r

N N

nA B A B A B A B
n

)

θ θ
π πθ θ

θ θ
π πθ θ

π
π φ φ

+ +

′ = +
′ =

⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + − = + + −
uuuuv

及

。

以矩陣表示進行推移與伸縮

得

外接正 邊形變換後的點 ′

( ) ( )
( ) ( )

0 01 2 2 2 2
cos cos( ) sin sin( ) cot cos cos( ) sin sin( )

1 12

0 01
2 cos( ) cos( ) 2 sin( ) cos( ) cot 2 sin( ) sin( ) 2 cos( ) sin( )

2

a a
r

b bN N n N N

r
N N N N n N N N N

π π π π π
θ θ θ θ θ θ θ θ

π π π π π π π π π
θ θ θ θ

= + + + + − + − +
−

= + + + + − +
−

⎛ ⎛ ⎞ +⎜ ⎜ ⎟
⎝ ⎝ ⎠

⎛ ⎛ ⎞
⎜ ⎜ ⎟
⎝ ⎝ ⎠1 1

a a

b b

⎛ ⎞⎞
⎜ ⎟⎟
⎝ ⎠⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

( ) ( )
( )

( )

0 0
cos( ) cos( ) sin( ) cos( ) sin( ) cos( ) cos( ) cos( )

1 1

cos( ) cos( ) sin( ) cos( ) sin( ) cos( ) sin( )

cos sin
1 1

2
2 2 cos( ) s

a a
r

b bN N N N N N N N

r a b a b
N N N N N N N

r r

r r
N

π π π π π π π π
θ θ θ θ

π π π π π π π
θ θ θ θ θ θ

θ θ

π
θ

= + + + + − +
−

= + + + + + + − + + +

+

⎛ ⎛ ⎞
⎜ ⎜ ⎟
⎝ ⎝ ⎠

可表示成

⎞
⎟
⎠

⎛ ⎞⎞
⎜ ⎟⎟
⎝ ⎠⎠

cos sincot cot0 0
2 2

1 12 2in( ) cos( ) sin( )

r r
a an n

b br r
N N

π π
θ θ

π π
θ θ

−

+
−+ +

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

0 1
2

1 0
N

π
θ +

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠



( cos( ), ) cos( ), cos( ),
2

2

2*

N N

ar br r
N N N N N N

N

A
N

π π π π π πθ θ

πθ

π

⎛ ⎞ ⎛⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝

轉換為極座標A*為

當我們所選取的 依次增加

則 就對原點旋轉

得新 邊形為正 邊形

πθ ⎞
⎟
⎠

 

#

cos( ) cos( ) sin( ) cos( ) sin( ) cos( ) sin( )

1 1N A cot
2 2

cos( ), cos( ), cos( ),
2

r a b a b
N N N N N N

A B A B
n

ar br r
N N N N N

π π π π π π
θ θ θ θ θ θ

N

π

π φ

π π π π π πθ θ

+ + + − + − + + + + +

+ +

′ ′ ′ ′= +

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

uuuuv uuuuv

#

矩陣可整理成

轉換為極座標A 為

內接正 邊形法部分

#2 2 N N

N

A
N N

ππ θ

π πθ

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞− −⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

當我們所選取的 依次增加 ，則 就對原點旋轉 - ，得新 邊形為正 邊形

 

 

4.討論: 

(1)本研究目前僅三角形和四邊形部分有對各邊中點沿中垂線一般比例延伸的研

究，多邊形部分也以外接正多邊形為主，內接正多邊形以鏡射方式討論。 

(2)再探討一般性的部分仍有很大的推廣空間。且四邊形部分中，以外接正方形法可

以得到一系列的箏形-等腰梯形互換，也暗示了此法可將多邊形進行一種新的分

類，往後還有很多的討論空間。 

(3)而由正多邊形反作法得到一個有趣的結果：在非正 N 邊形外接正 M 邊形的方面，

只要外接的正 M 邊形其 M 是 N 的因數，就有可能得到新 N 邊形為正 N 邊形。

這似乎與如果M是N的因數，則可藉由正N邊形的頂點連線得到正M邊形有關。 

(4)在 N 邊形外接正 M 邊形的部分，我們得出外接與內接得到正 N 邊形情況不互為

充要的結果，其間的關係與正 N 邊形外接正 N 邊形有些許差異，也值得討論。 
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五、利用正 N 邊形反作法找出新 N 邊形的性質 

1.由點P0對任一給定N邊形作正N邊形反作法，最後得到的點PN， 為定值 0 NP P
uuuuuv

在上個部分，給定的N個點是正N邊形的頂點，我們將她改為任意給定N個點，作更

廣泛的研究，發現一些有趣的循環現象：由點P0對任一給定N邊形作正N邊形反作

法，最後得到的點PN，則 為定值。 0 NP P
uuuuuv

 

P4

P3

P2
P1

A1

A2

A3

A4
P0

P4
P3

P2

P1
A1

A2

A3

A4

P0

 

 

 

 

證明: 

 對給定 ，以任一點1 2 3, , ,..., NA A A A 0P為起始點 作 N 邊形反作法，即對

依序旋轉

1 2 3, , ,..., NA A A A

2
N
π

得到 。給定一定點 O 為原點，以下將NP ,OP OA
uuuv uuuv v

簡化為P
uv
,A  

k+1

2

1

2( 1) 2( ) 2k

0
1

2( 1) 2( ) 2

N 0
1

A P

( )
P

N k=N

P

2cos

k

i
N

k k k k

k

k m k mk i i
N N

k m m
m

N m N m NN i i
N N

m m
m

P P A e A

P A e A e P e

A e A e P e

π

π π i
N

i
N

π

π π π

+

− + −

=

− + −

=

= − +

⎛ ⎞
= − + +⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞
= − + +⎜ ⎟

⎝ ⎠

=

∑

∑

uuuv uuv uuv uuv

uuv uuv uuv uuv

uuv uuv uuv uuv

kP 對 旋轉可得 關係如下

得到 通式如下

。

當旋轉 次後 ，

( ) ( )

( ) ( )

2 1

0
1

2 1

0 N
1

1
2

1
P P 2cos

2

N mN i
N

m
m

N mN i
N

m
m

N
A e P

N

N
A e

N

π

π

π

π

− +

=

− +

=

⎛ ⎞−
+⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞−

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

∑

uuv uuv

uuuuv uuv

。

故

和起始點無關
 

故給定 時，也決定了此定值。 1 2 3, , ,..., NA A A A
 

2.正 N 邊形反作法確定由外接 N 邊形法變換只能得出特定的 N 邊形 

由上個證明我們得到 為定向量且其值由 決定。在實驗時發現並

非每個 N 邊形都可以經正 N 邊形反作法得到封閉 N 邊形，可知外接 N 邊形法變換

只能得出特定的 N 邊形。 

0 NP P
uuuuuv

1 2 3, , ,..., NA A A A
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(1)三角形 

 對三角形 作正 3 角形反作法 3 次後，若要得到一三角形必須使1 2 3A A A 0 3P P 0=
uuuuv v

 

 

( ) ( )

( )

2 1

1

2

1

2 4 6
3 3 3

1 2 3

1
2cos 0

2

0

0

N mN i
N

m
m

mN i
N

m
m

i i i

N
A e

N

A e

Ae A e A e

π

π

π π π

π − +

=

−

=

− − −

⎛ ⎞−
=⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

=⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ + =

∑

∑

uuv v

uuv v

v

則

只有正三角形符合此條件

 

 這同時也驗證了拿破崙定理。因每個三角形都可以由外接正三角形法變換得到

一個新三角形，而我們發現新三角形只能是正三角形，因此得到所有的三角形

經外接正三角形變換都得到正三角形。 

 

      (2)四邊形 

 沿用(1)的方法，對一四邊形作正 4 邊形反作法 4 次，要得到一個四邊形就必須

使 。可以得到0 4P P 0=
uuuuv v 2 4 6 8

4 4 4 4
1 2 3 4 0

i i i i
A e A e A e A e

π π π π− − − −

+ + +
uuv uuv uuv uuv

=
v
 

      

( ) ( )

( ) ( )

3
22 2

1 2 3 4

2
1 3 2 4

3 1 4 2

1 3 2 4 1 3 2 4

3 1 4 2

0

0

0

0 0

i ii i

i i

A e A e A e A e

A A e A A e

A A A A

A A A A A A A A

A A A A

π π
π π

π
π

− −
− −

−
−

+ + + =

− + − =

⊥ =

= =

uuv uuv uuv uuv v

uuv uuv uuv uuv v

uuuuv uuuuuv v

uuuuv v uuuuuv v

即

若 及 皆不等於

則 且

若 則 並非一個四邊形不予討論

 

這也是從另一個方法驗證四邊形外接正方形取中心連線所得的四邊形對角線互

相垂直且相等。 

 

         (3)五邊形 

 以正 5 邊形反作法作 5 次的結果得出   

2 4 6 8 10
5 5 5 5 5

1 2 3 4 5 0
i i i i i

A e A e A e A e A e
π π π π π− − − − −

+ + + +
uuv uuv uuv uuv uuv v

=  

 

      (4)六邊形 

  以正 6 邊形反作法作 6 次的結果得出

2 4 6 8 10 10
6 6 6 6 6 6

1 2 3 4 5 6 0
i i i i i i

A e A e A e A e A e A e
π π π π π π− − − − − −

+ + + + +
uuv uuv uuv uuv uuv uuv

=
v
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2 4 6
6 6 6

4 1 5 2 6 3
2

3 3
4 1 5 2 6 3

0

0

i i i

i i

A Ae A A e A A e

A Ae A A e A A

π π π

π π

− − −

− −

+ + =

+ + =

uuuuuv uuuuuv uuuuuv v

uuuuuv uuuuuv uuuuuv v
 

      和四邊形一樣可以化簡成一個對角線的關係 

 

3.N 邊形分類法 

由多邊形只能被外接正 N 邊形法變換出一些具有特殊性質的 N 邊形，所以可以將 N 邊

形分為兩類:可由外接正 N 邊形法變換而得、不可由外接正 N 邊形法變換而得。又每個 N

邊形外接正 N 邊形所得的新 N 邊形只有一個，可將外接正 N 邊形法變換後都得到相同的

新 N 邊形的 N 邊形歸為一類。而這類 N 邊形便是對新 N 邊形作 N 次正 N 邊形反作法得

到的 N 邊形的集合。 

 

 4.討論 

(1)在正N 邊形反作法中發現作 N 次正 N 邊形反作法得到的點與起始點的向量為定向

量的特性也可運用在任意給定的點上，若給定的點不變，只要知道起始點的位置便

可以預測作 N 次正 N 邊形反作法後的點的位置。 

(2)我們雖已找到對 N 邊形作外接正 N 邊形法變換所能得出的 N 邊形的各點向量關係

式，但還為能處理這類多邊形在分類上的問題，邊數增多其頂點間的向量關係卻始

終只有一條使推導上困難不斷增加。 

(3)對 N 邊形分類方面由於其具有函數性質，可由正 N 邊形反作法得出一系列 N 邊形

經正 N 邊形法變換後都會得到相同的 N 邊形，但這些 N 邊形除了變換後會得到正

N 邊形的系列外其他集合的性質仍有待討論。 

 

肆、結論與應用 

一、由一給定線對稱多邊形各邊中點沿中垂線延伸 k 倍該邊長度( k )的點連線所成     

的圖形(新多邊形)仍有線對稱性質。 

R∈

二、由正多邊形反作法可推得若 M|N 則一特定非正 N 邊形可經由外接正 M 邊形法得

到正 N 邊形。 

三、目的 N 邊形為正 N 邊形推移或伸縮後的圖形。 

四、目的 N 邊形與原 N 邊形共重心，亦即兩圖形內到各點向量和為0 的點會共點。 
v

五、對 N 邊形作外接正 N 邊形法可看成是對正 N 邊形進行推移、伸縮的還原。 

六、當平面上任一點 O 到多邊形之各頂點的向量具有特殊性質使得

2 4 6 2

1 2 3 ... 0
Ni i i i

N N N N
NAe A e A e A e

π π π π− − − −

+ + + +
uuv uuv uuv uuv v

= 時，該 N 邊形可由外接正 N 邊形法變換

得到。 
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