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英文摘要(Abstract) 

Metamorphic ellipses – From distance and sum of distances 

Let E  be a plane and A  a fixed point on E . Given , it is known that all of 

the points on E with distance  to 

0r >
r A  form a circle and the point A  is called the center 

of this circle. What is the corresponding graph if we replace the point A  with a set 

(for example,a segament or a polygon) contained in F E ? Similarly, what is the case 

when we modify the two focuses  and  in the definition of an ellcpse to sets  

and  (or example,two segments or two polygons) contained in 
1F 2F 1F

2F E  ? Taking 

advantages of GSP and analytic geomety, we research related situations and so far we have 

obtained the following results: 

1. Let EΓ ⊂  be a segment, a convex polygon or a circle , etc. and  be fixed. We 

sketch the graph of points on 

0r >
E  with distance  to r Γ  and study properties of such 

graphs. 

2. Let  and  be singletons, line segments , polygons(may not be convex), or 

circles,etc., on 
1F 2F

E . Taking advantage of envelopes, we sketch the graph of those points P 

on E  satisfying 1 2( , ) ( , )d P F d P F k+ = 0k >( is large enough). 

3. Let  and  be circles on 1C 2C E . We sketch the graph of the points  on P E  that 

satisfiy 1 2( , ) ( , )d P C d P C k+ = 0k >( is large enough) and study properties of this graph. 

4. Let  and  be two line segments on 1L 2L E  and  be a large enough constant. 

We sketch the graph of points on 

0k >
E  that satisfy 1 2( , ) ( , )d P L d P L k+ = ( is large 

enough) and research properties of this graph. 

0k >

5. Let A E∈  and  be a convex polygon on Γ E . We sketch the graph of points on E  

that satisfy 1 2( , ) ( , )d P L d P L k+ = 0k >( is large enough) and research properties of this 

graph. 

6.We compare the optical properties of metamorphic circles with circles and we deal with 

metamorphic ellipses similiarly.  
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中文摘要 

變形的橢圓—從距離及距離和談起 

給定一平面 E ， A為平面上一點。取 ，則我們知道到其距離為定值的點形

成一圓，而

0r >
A為此圓圓心。如果把 A改成一平面圖形，則到其距離為定值的點形

成的集合會是什麼樣子？類似地，給定平面上兩焦點 及 在平面上，則到其

距離和為定值的點形成橢圓。同樣的，若把 及 改成平面圖形，其圖形會是

什麼樣子？藉著 GSP 的輔助，到目前為止，我們得到了以下的結果： 

1F 2F

1F 2F

1. 給定一平面 E 及此平面上的一個凸多邊形, 我們描繪出在此平面上到此

凸多邊形之距離為定值的點所形成的圖形。 

2. 設 和 分別為平面1F 2F E 上之點或線段或多邊形（未必是凸多邊形），我

們利用包絡線描繪出所有滿足 1 2( , ) ( , )d P F d P F k+ = （ 夠大）的 點所

形成的圖形。 

k P

3. 設 為平面1 2,C C E 上之兩圓，我們討論所有滿足  1 2( , ) ( , )d P C d P C k+ =

（ k 夠大）的 點形成的圖形並討論其性質。 P
4. 設 和 分別為平面1L 2L E 上之兩線段，我們討論所有滿足

1 2( , ) ( , )d P L d P L k+ = （ k 夠大）的 點形成的圖形並討論其性質。 P
5. 設 A為平面 E 上之一點，Γ為平面上一凸多邊形，我們討論所有滿足

( , ) ( , )d P A d P k+ Γ = （ 夠大）的 點形成的集合並討論其特性。 k P
6. 藉由和圓作比較，我們研究了變形圓的光學性質；而對變形橢圓也做類

似的討論。 
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研究報告 

壹、前言 

(一)研究動機 我們常能看見一些視力不良的人投球投不準，或者是射飛鏢

射到靶外。不一定是他們協調不好，而可能是他們看東西常常只是一團在那邊，

無法掌握真正的形狀。或許他們看到的東西，是到那東西距離為定值的點形成的

的範圍。 

若他們看到的是兩個物體呢？如果把焦點放在中央，看到的會是什麼樣子？若我

們猜測他看到兩點會變成橢圓，那如果把點改成直線,甚至一般的平面幾何圖形,

其集合會長什麼樣子?又有些什麼特性? 

 

(二)研究目的 

(一)給定平面上一集合（例如線段、凸多邊形或圓），希望能描繪並探討在

此平面上到此集合之距離為定值的點所成之圖形。 

(二) 給定平面上兩集合（例如線段、凸多邊形或圓），希望能描繪並探討在

此平面上到此兩集合之距離和為定值的點所成之圖形。 

   

貳、研究過程 

定義: 

一、給定平面上一圖形 G，在平面上取一點 P，則 inf  為 P 到 G 的距離。

(有時 = ，本研究之情形屬之。) 

( , )
Q G

d P Q
∈

inf ( , )
Q G

d P Q
∈

min ( , )
Q G

d P Q
∈

二、給定平面上二平行直線 ， ，則在 ， 間形成的帶狀平面(包含 ， )

以  表示。給定平面上一條直線 ，則在其左邊和右邊形成的半平

面(包含 )，分別以 和 表示。 

1L 2L 1L 2L 1L 2L

1 2( , )E L L 3L

3L 3( )LE L 3( )RE L
三、(一)若要使「到平面上兩圖形 G,S 距離和為定值 k 」的點存在，則

，此時我們稱這種點所成的圖形為廣義的變形橢圓。 
,

inf ( , )
Q G R S

k Q
∈ ∈

≥ R

R    (二) 當 時，此時我們稱「到平面上兩圖形 G,S 距離和為定值

」的點所成的圖形為狹義的變形橢圓。 

,
sup ( , )

Q G R S
k Q

∈ ∈
>

k
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第一節 對平面上任一凸多邊形，到其距離為定值的點形成的圖形 

一、對一條平面上的線段  

如圖：

A B

 

  

AB 為此線段，外圈部分為其軌跡。 

證明：在 A，B 上分別對 AB 作垂線 ， ，則中間形成一個帶狀平面 。

若此點在 內，則其集合軌跡為二線段。若此點不在 內，其到 AB

距離為其到 A 距離或其到 B 距離。故形成軌跡為圓弧。 

1L 2L 1 2( , )E L L

1 2( , )E L L 1 2( , )E L L

二、對一般的凸多邊形   

其圖形不過是多條直線形成的集合而已。 

例：五邊形： 

AR = 1.00 cm A

B

C

D

E
R

 
外圈和內圈部分即為我們所要的變形圓。 

對一般的凸多邊形而言，由前知到各邊距離為定值的點形成的集合，再把各集合

圓部分取交集，線段部分在多邊形的外部取聯集，內部取形成的多邊形相似形即

得到圖形。但若所取距離過大，則可能沒有內部圖形。 

對沒有角的圖形而言:在外部和在內部各畫一相似形即可，且距離為兩平行切線

距離。 
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第二節：利用包絡線做出到兩給定圖形距離為定值的點形成的圖形

我們以到兩線段距離和為定值的點所形成的圖形舉例： 

一、在兩線段上各找一動點 A和 B  

二、給定一長度 k  

三、以 A和 B 為焦點， k 為距離和畫橢圓。 

四、使 p 和 q 在各線段上隨意充分移動，橢圓形成的軌跡最外部就是我們要的圖

形。 

註：充分移動：當 A固定時，B 點必須在其所在線段上移動過所有線段上的點；

同樣的，當 A固定時， B 點必須在其所在線段上移動過所有線段上的點。 

例： 

m AB = 8.55 cm

A

B

 

證明：設 A 在 上，1L B 在 上，且有2L PA PB k+ =  

則因為 1( , )PA d P L≥ ， 2( , )PB d P L≥ ，故 1 2( , ) ( , )d P L d P L PA PB k+ ≤ + = ，證明

了所有軌跡最外圈就是所要的圖形。 

對於其他的凸多邊形或圓形，都不過是點和線段形成的集合而已，故如果要做

到兩個三角形的距離和為定值的點形成的圖形，只要在每一邊都找動點，再各

自充分搭配即可。 

例： 
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k

 
利用此方法可以很容易找到我們要找的圖形。 

第三節：到兩平行線段距離和為定值的點所形成的集合圖形： 

在往下的討論中，為研究圖形性質之便，在圖形的不同部分我們可能使用不同

的座標系，而在兩部分重疊之處則可以用轉換座標系(平移，旋轉)的方式得到，

故我們不必在單一的直角座標系下來討論整個圖形。 

在本部分的討論中，我們將採狹義意義去探討所有的圖形，因為廣義意義的圖

形是為狹義意義圖形的簡化，在研究過狹義意義後，可推測廣義意義的圖形。

一、若此兩平行線段垂直平移後不重合: 

其形成之集合由三橢圓及四拋物線之部分組成。 

不失一般性，在平面 E 中，設此二線段為 AB 和CD，其中 AB 在 X 軸上，並有

四點座標 A(a,0)，B(0,0)，C(c,h)，D(d,h)，且到兩平行線段距離和為定值 k。

( k AC k BD≥ ≥且 ) 

8

6

4

2

-2

-4

-5 5

y`
x̀

B(0,0)
A(a,0)

D(d,h)C(c,h)

 

對 A，B，C，D 分別作垂線垂直於 AB ,CD，形成 1，L ，L ，L 。設L 2 3 4 ( , )P x y
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滿足 ( , ) ( , )d P AB d P CD k+ = ，則若 

(一) P 在 內: 2 3( , )E L L

( , ) ( , ) ( , ) ( , )d P AB d P CD d P B d P C+ = +  

方程式：設 BC 通過一新 座標平面上的 X 軸，且原點通過原座標平面 Y 軸。

則有新方程式 

X Y′ ′

2

2

2 2 2

2 1
( ) ( ) ( )
2 2 2

px
y

k k p

⎛ ⎞′ −⎜ ⎟ ′⎝ ⎠′Γ = + =
−

，其中 2 2p c h= + 。 

又在新座標系中，依據旋轉定理得
)cos()sin('
)sin()cos('

θθ
θθ
−+−=
−−−=

yxy
yxx

 

且

p
h
p
c

=

=

θ

θ

sin

cos
代回原方程得

2 2

2 2

( ) ( )
2 1

( ) ( ) ( )
2 2 2

cx hy p cy hx
p p

k k p

+ −
−

2
+ =

−
 

此方程不便拆開，因會得 xy 項。  

 

(二) P 在 或 中: 1( )LE L 4( )RE L
結果和 P 在 內相同為二橢圓，把座標系做適當轉換即可。只是兩焦點

分別為

2 3( , )E L L
A，C 或 B ，  D

但在此用到 k> AC 且 k> BD ，否則沒有橢圓存在。 

(三) P 在 間： 3 4( , )E L L

( , ) ( , ) ( , ) ( , )d P AB d P CD d P B d P CD+ = +  

1.方程式：設 q BQ= ，Q 為軌跡上一點，則: 

2 2 2x y q+ = 且 

| |y h q k− + =  其中 | |為 Q 到y h− CD的距離。 

得到 ( )22 2 | |x y k y h+ = − −  

又有 ( )22 2 2 | | 2x y y h k y h k+ = − − − +

 可知 2 2 2 2 2 | |x h k hy k y h= + − − −  
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若 ，則：0>− hy ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−+−=
2

22 khykhx  ( ) 0>> xc

  若 ，則:0<− hy ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−−−=
2

22 khykhx   ( ) 0>> xc

其圖形為兩個拋物線之部分 

且其焦點為原點，其準線分別為 khy += 及 khy −=  

可做出圖形。 

8

6

4

2

-2

-4

-5 5 10

BD = 4.33 cm

CA = 4.72 cm
FE = 4.58 cm

G

F

E

B

C D

A

 

其中 hkEF == BE,  

2.特性： 

此二拋物線交點經過直線 CD。  

(Pf): 

因為兩個式子的 座標相同 x 2( )( ) 2( )( )
2 2

h k h kh k y h k y+ −
− + − = − − −

 
故 

2 2( ) ( )
2 2

h k h khy ky hy ky+ −
+ − = − −  

得到 
2 2( ) ( )2

2 2
h k h kky + −

= −  

所以由  2 2ky hk=
得知  y h=
(四) P 在 間： 1 2( , )E L L
結果和 P 在 間相同，只是討論不同的座標系而已。 3 4( , )E L L
(五)綜合討論 

在已知橢圓的兩焦點及其長軸(k)，拋物線的交點及準線後，我們能做出一系列

的圖形： 

所有圖形： 
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RB = 6.01 cm

A B

R

C D

 

取範圍後圖形： 

RB = 7.12 cm

A B

R

C D

 

(1)圖形的連續性： 

本圖形應為連續圖形。 

證明：我們先證 上的橢圓和 上的拋物線是連續。 2 3( , )E L L 1 2( , )E L L
由方程式知二拋物線各交一點於 0x = 上，橢圓亦交二點於 0x = 上。 

且不管對拋物線或橢圓而言，其兩點之縱座標必分別為一正一負。 

故在 上， 部分和 部分皆有兩交點。 0x = 0y > 0y <

設 ， 且滿足(0, )P y 0y > ( , ) ( , )d P AB d P C k+ =  

則若 P往上下移動，由基本三角不等式可看出 k 必無限遞增或遞減到P在 為

止。故 P 點唯一，得證橢圓和拋物線接交於同一點 P。設 ， 則同理

可證。 

0y =
(0, )Q y 0y <

得證 上的橢圓和 上的拋物線連續。 2 3( , )E L L 1 2( , )E L L

2 3( , )E L L 上的橢圓和 上的拋物線轉換座標後同理可證。 3 4( , )E L L

1( )LE L 外及 外的圖形亦同理。 4( )RE L
得證整圖形連續。 
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(2)平滑性 

命題一：給定一條線段 AB 和一點 ( 不在F F AB 上)，則若 滿足P

( , ) ( , ) , ,d P F d P AB k k AF k BF+ = > > ，則 點形成的軌跡為一平滑曲線。 P

對 上的橢圓和 上的拋物線而言(此時2 3 1 2( , )E L L ( , )E L L B 為一焦點，CD為此線

段)： 

利用上面拋物線之特性，可得其準線為在 AB 上及下取距離為 k 之平行線得

或  ，又其焦點為 。故其方程式為： ky −= ky = ),( hc

)
2

)((2)( 2 khykhcx −
−+=− 或 

)
2

)((2)( 2 khykhcx +
−−=−  

我們取一拋物線 )
2

)((2)( 2 khykhcx −
−+=− 和原來的橢圓

2 2

2 2

( ) ( )
2 1

( ) ( ) ( )
2 2 2

cx hy p cy hx
p p

k k p

+ −
−

+
− 2

= ，證明他們在交點時的斜率是否相同。 

推導：已知它們的焦點在 y 軸上，拋物線代入 0x = 得 

2

2

2 2 2

2( )( )
2

2( ) 2

2( )

h kc h k y

c h k y
h k

c h ky
h k

−
= + −

−
+ =

+

+ −
=

+

我們有

得到

 

1.把橢圓對 x作微分 
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2 2

2 2 2

2 2 2 2 2

2

2
2 2 2 2 2

2
2 2 2 2

( ) ( )
2 1

( ) ( ) ( )
2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
2 2 2 2

( ) ( )
2

2( )( ) (2
2

cx hy p cy hx
p p

k k p

cx hy p k p cy hx k R R xy
p p

p
pcx hy k p k cy hx R

x

p dy dyk p cx hy c h k c y
dx dx

+ −
−

+ =
−

+ −⎡ ⎤− − + =⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤+ − − + − =⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎡ ⎤− + − + +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎣ ⎦

得到 為不含 變數的常數

兩邊同時乘以 得

把上式對 作微分得

2

2 2
2 2 2 2 2

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

2
2 2 2

2
2 2 2

2 2 2 )

0 ) (
2 2

)( ) ( )( ) 0
2 2

( )( )
2

)( )
2

dychy chx h x
dx

dy p p dy dyx k p hcy h y c h k c y chy
dx dx dx

p dy ph y h k p k c y k p hcy c k chy
dx

pk chy k p hcy cdy
pdx h y h k p

0

) 0

− − +

⎛ ⎞
= − + − − + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎡ ⎤ ⎡

− − + + − − −⎢ ⎥ ⎢
⎣ ⎦ ⎣

− − −
=

− − +

把 代入得(

所以有 (

得

(

=

=

⎤
=⎥

⎦

2 2

2 2 2
2 2 2

2( )

k c y

c h ky p c h
h k
+ −

= = +
+

把 及 代入上式,將得一大串不好處理的數字

 

故我們用數學軟體 Math ca 幫emati 助我們運算 

數作全微分,其中 k,h,c 是 。 把函 常數

DtAikjjjjc*x+h* y"#############c2+h2
-
#############c2+h2

2

y{zzzz2Ik
2
M2 +

ikjjjjc* y- h*x"#############c2+h2

y{zzzz2Ik
2
M2 -
ikjjjj"#############c2+h2

2

y{zzzz2 == 1, x, Constants ®8k, h, c<E

得到

2H- hx+cyLH- h+ c Dt@y, x, Constants®8c, h, k<DLHc2+ h2LI1
4
H- c2 - h2L+ k2

4
M +

8
ikjjjj- 1

2

!!!!!!!!!!!!!
c2+ h2 + cx+h y"#############c2+h2

y{zzzzHc+ h Dt@y, x, Constants®8c, h, k<DL!!!!!!!!!!!!!c2+ h2 k2
� 0
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再把 出來Dt[y,x,Constants　{c,h,k}]解 (就是
dy
dx

) 

SolveA2H-hx+cyLH- h+cDt@y,x,Constants®8c,h,k<DLHc2+h2LJ1
4
H- c2- h2L+ k2

4
N +

8
ikjjjj- 1

2
"################

c2+h2 +
cx+hy"#############c2+h2

y{zzzzHc+hDt@y,x,Constants®8c,h,k<DL"################c2+h2 k2
� 0,Dt@y,x,Constants®8c,h,k<DE

得到以下 

99Dt@y, x, Constants ®8c, h, k<D® 2hH-hx+cyLIc2+h2MJ14I-c2-h2M+k2
4N-

8c
ikjjjjjj- 1

2
#############c2+h2+ cx+hy"#############c2+h2

y{zzzzzz"#############c2+h2 k2

2cH-hx+cyLIc2+h2MJ14I-c2-h2M+k2
4N+

8h
ikjjjjjj- 1

2
"#############c2+h2+ cx+hy"#############c2+h2

y{zzzzzz"#############c2+h2 k2

==
 

把上式化簡 

SimplifyA2 hH- hx+c yLIc2+h2MJ14I- c2- h2M+ k2
4N-

8c
ikjjjjjj- 1

2
"#############

c2+h2 +
cx+h y"#############

c2+h2

y{zzzzzz"#############
c2+h2 k2

2cH- hx+c yLIc2+h2MJ14I- c2- h2M+ k2
4N+

8 h
ikjjjjjj- 1

2
"#############

c2+h2 +
cx+h y"#############c2+h2

y{zzzzzz"#############c2+h2 k2

E
 

得
dy
dx

如下 

- c3+ 2 c2 x - 2 k2 x + cH- h2+ k2+ 2 h yL
c2 h - 2 c h x+Hh2- k2LHh - 2 yL

y =
c2+ h2 - k2

2*Hh+ kL 代入

 

得
dy
dx

= 

- c3+ 2 c2 x - 2 k2 x + cJ- h2+ k2+ 2 h c2+h2- k2

2*Hh+kLN
c2 h - 2 c h x+Hh2- k2LJh - 2 c2+h2- k2

2*Hh+kLN 
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化簡 

SimplifyA- c3+ 2 c2 x - 2 k2 x + cJ- h2+ k2+ 2 h c2+h2- k2

2*Hh+kLN
c2 h - 2 c h x+Hh2- k2LJh - 2 c2+h2- k2

2*Hh+kLNE 
得

dy
dx

= 

- c3 k+ cH- h2 k+ k3L+ 2 c2Hh+ kLx - 2 k2Hh+ kLxHh+ kLHc2 k + h2 k - k3 - 2 c h xL
x = 0 代入  

得
dy
dx

= 
- c3 k + cH- h2 k + k3LHh+ kLHc2 k+ h2 k - k3L 

提出 得c dy
dx

= 

-
c

h + k  

2.把拋物線微分 

2 2 2( )
2( )
2 2

2( )
0

x c h ky
h k

dy x c
dx h k

x
dy c
dx h k

− + −
=

+
−

=
+

=
−

=
+

得

又以 代入

得

 

3.比較： 

兩方程式在 ，也就是交點上時有同樣的斜率：0x = c
h k
−
+

 

故在接點時兩圖形平滑相接。 

2 3( , )E L L 上的橢圓和 上的拋物線轉換座標後同理可證。 3 4( , )E L L

1( )LE L 外及 外的圖形亦同理。 4( )RE L
故整個圖形平滑。 

命題一也得證。 

二、若此二平行線平移後重合 

有兩種情形： 

(一) 在 間： C 1 2( , )E L L
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L4

L3 L2
L1

A B

C D

 

設 滿足( , )P x y ( , ) ( , )d P AB d P CD k+ = ，則 

(1)若 在 和 中，則圖形為四拋物線之部分。 P 1 3( , )E L L 2 4( , )E L L
(2)若 在 或 中，則圖形為二橢圓之部分。 P 1( )LE L 4( )RE L
(3)若 在 間，則方程式如下： P 2 3( , )E L L

距離和 kyhy =+−  

若 ( 在0y h− > P AB 之上)，則得到圖形
2

khy +
=  

若 ( 在0y < P AB 之下)，則得到圖形
2

khy −
=  

若 且 ( 在0y h− > 0y < P AB 和CD間)，則不存在圖形。 

因此時 k ，又h= h BD≤ ，但原條件要 k BD≥ 。 

而且此圖形平滑。 

證： 上的拋物線以 為其焦點，且準線平行於 軸，故斜率在 上時

為零和縣段相同。 

1 3( , )E L L C x 3L

圖形： 
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EB = 7.12 cm

A B

C D

E

 

(二) C 在 外： 1( )LE L

L3

L2
L1

A B

C D

 

(1)若 在 和 中，則圖形為四拋物線之部分。 P 1 3( , )E L L 2 4( , )E L L
(2)若 在 或 中，則圖形為二橢圓之部分。 P 3( )LE L 4( )RE L
(3)若 在 間，則推導和上述同，特性亦同。 P 2 3( , )E L L

EB = 6.36 cm

A B

D

E

C
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第四節：到兩不平行且不重疊線段之距離和為定值的點形成的圖形 

一、 圖形的討論： 

12

10

8

6

4

2

-2

-10 -5 5 10

B(0,0)

C(c,h)

D(d,l)

A(a,0)
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不失一般性，在平面 E 中，設此二線段為 AB 和CD，其中 AB 在 X 軸上，並有

四點座標 A(a,0)，B(0,0)，C(c,h)，D(d,h)。 

設到兩平行線段距離和為定值的定值為 k( k AC k BD≥ ≥且 )。 

對 A ， B ， ， 分別作垂線垂直於C D AB ,CD，形成 ， ， ， 。 1 2 3 4

( ) ( )R LE L E L∩ P
( ) ( , )RE L E L L∩ P
( ) ( )R RE L E L∩ P

2

( ) ( )L RE L E L∩ P

4

( ) ( )L LE L E L∩ P

2

L L L L

則其共有九區，且用以上結果可得圖形： 

第一區： ， 在此區形成橢圓的一部分。 2 3

第二區： ， 在此區形成拋物線的一部分。 2 3 4

第三區： ， 在此區形成橢圓的一部分。 2 4

第四區： ， 在此區形成拋物線的一部分。 4 1( ) ( , )RE L E L L∩ P
第五區： ， 在此區形成橢圓的一部分。 1 4

第六區： ， 在此區形成拋物線的一部分。 1 3( ) ( , )LE L E L L∩ P
第七區： ， 在此區形成橢圓的一部分。 1 3

第八區： ， 在此區形成拋物線的一部分。 3 1( ) ( , )LE L E L L∩ P
第九區： 1 2 3 4( , ) ( , )E L L E L L∩ ， 在此區形成一條或二條線段。 P

證明： 1.由於在此距離和為 ( , ) ( , )d P AB d P CD+
suur suur

，為兩個點到直線距離相加。故

形成兩個一次式，相加仍為一次式形成直線，取範圍後變線段。2. 若CD和

有交集，則圖形可能形成二條線段。  1 2( , )E L L
二、 圖形的特性： 

1.經由座標系轉換，仿照第二節做法可知全部圖形連續。 

2.由於全部圖形連續，故若第九區有一條線段，則第一區或第五區其一沒有圖形。

若第九區有二條線段，則第一區和第五區皆沒有圖形。 

 

圖形：第九區沒有線段： 
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KB+KL = 6.80 cm

KB = 4.45 cm

KL = 2.35 cm

JD+JI = 6.80 cm

JI = 1.33 cm

JD = 5.47 cm

FD+FG = 6.80 cm

FG = 3.08 cm

FD = 3.72 cm

m AB = 6.80 cm

B

D

C

E

A

 

第九區有一條線段： 

B D

C

E

A

 

 

第五節：到兩圓距離和為定值的點形成的圖形 

設兩圓 ，圓心 而其半徑分別為 ，且可有各種相交情形。 1 2,C C 1 ,K K2 1 2,r r

設點 到兩圓心距離和為定值P k′ ( 1 2k O O′ > )，形成的橢圓為Γ，則： 

一、若Γ和兩圓不相交，或相交於一點： 

已知 到 距離 為 到 任一點的最短距離，即到最靠近邊的垂直距

離。設

P 1C 1( , )d P C P 1C

PQ為 到 距離，則過 存在一條 的切線垂直P 1C Q 1C PQ。但又 1K Q亦垂直
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此切線，即 PQ和 1K Q共線，得 到 距離為P 1C 1PK r1− 。同理 到 距離為P 2C

2PK r− 2 ，故 

1 1 2k PK r PK r= − + − 2。又 1 2PK PK k′+ = ，而 固定，故1 2,r r Γ就是到兩圓距離和為

定值所形成圖形。 

二、若Γ和圓有兩個以上交點： 

(一)若 在 外，則形成的圖形仍為橢圓的一部分 P 1 2,C C
(二)若 在 內，則 P 1C

1 1( , )d P C r PK= − 1 ， 2 2( , )d P C PK r= − 2  

我們有 1 2 2 1 1( , ) ( , ) PKk d P C d P C PK r r= + = − + 2−  

2又 為定值，故形成之圖形為一雙曲線之部分，以1r r− 2 1 2PKPK k r r1− = + − 為其

距離差，以 為其兩焦點形成。 1,K K2

(三)若 在 內： P 2C
同理， 

2 2( , )d P C r PK= − 2 ， 1 1( , )d P C PK r= − 1  

我們有 1 2 1 2 2( , ) ( , ) PKk d P C d P C PK r r= + = − + 1−  

同樣做出雙曲線。 

(四) 若 在 內且 在 內 P 1C P 2C

2 2( , )d P C r PK= − 2 ， 1 1( , )d P C r PK= − 1  

我們有 1 2 1 2 2( , ) ( , ) ( )PKk d P C d P C PK r r= + = − + + 1+  

得到 1 2 1 2( )PKr r k PK+ − = +  

得到所有圖形(例：若 經過 內部且 經過 內部)： P 1C P 2C
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GO2-GO1( )+O1B( )-O2D = 2.35 cm

GO2-GO1 = 2.63 cm
GO2 = 3.19 cm

GO1 = 0.56 cm

O1F  = 2.63 cm

EO2+EO1( )-O2D-O1B( )+O1B( )-O2D = 2.08 cm

EO2+EO1( )-O2D-O1B = 2.35 cm

取k值=EO1+EO2-(r1+r2)

到兩圓心距離為EO1+EO2

EO2+EO1 = 5.47 cm

EO1 = 2.14 cm
EO2 = 3.34 cm

O2D = 1.70 cm
O1B = 1.42 cm

G

E

O1

B

O2

D

F

第六節：到固定點和多邊形距離和為定值的點形成的圖形 

一、狹義意義形成的圖形： 

以三角形為例： 

BR = 7.30 cm

B

R

 

 

 

 

 

 

(一)：圖形的產生 
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1 2 1 2

1 2

)
, , ( , )

( , ) ( , ) ,
( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ),
(

n

n n n n n n

n n

k
F F a F n N

a a L L E L L
P d P F d P F k
P E L L

d P F d P F d P F d P a

∈ ∈

+ =

+ = +

1 2 2

2

1 2

1 2 1n

因為我們取的 值有狹義意義,故所有的圖形都在多邊形外產生

設 為一點, 為此多邊形, 為此多邊形上的邊(

在線段 的兩個端點上作線段 的垂直射線 且 內不得包含

設 為滿足 的點 則

若 在 內

得到的軌跡為一條拋物線的一部分 另一條拋

1 2

)
( , )n nP E L L

物線不符合要求

若 不在 內

形成的圖形為橢圓的一部分

F

(二)：圖形的特性： 

此多邊形由多條線段所構成。 

設 ,AB BC 為 2F 上的兩個相鄰的邊 ，並過 1 2, ,A B AB L L作 的垂線 ； 

3 4, ,B C BC L L過 作 的垂線 。 

則滿足 1 1 2( , ( , ( , )d P AB d P F k E L L=)+ ) 的點在 間形成一拋物線(取多邊形外的)。

滿足 1 2 3( , ( , ( , )d P AB d P F k E L L=)+ ) 的點在 間形成一橢圓。 

 我們由命題一知兩圖形接合處平滑，又此橢圓同時並滿足 1( , ( ,d P BC d P F k=)+ )

   且和 3 4( , )E L L 間形成的拋物線由命題一知接合處平滑。 

   故整個圖形平滑。 

二、廣義意義形成的圖形： 

(一)到點和三角形距離和為定值的廣義圖形： 

(1)三角形的內心與圖形的關係： 

,

, , ( , )

ABC I

P ABC AIC d P ABC d P AC=

給定三角形 並作出其內心

若 在三角形 內部 且在三角形 內部 則取 ( , )
 

(2)圖形的組成： 

,

( , ) ( , ) , ,
( , ) ( , ) ,

F ABC

P d P F d P ABC k k FB FA k F
d P F d P C k

+ = > >
+ =

設 為一定點 為一三角形

設 滿足

則由於滿足 的點不存在

C<  
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1.

2. ( , )= ( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )

3. , ( , ) ( , )

P

d P F d P BC k P BC
d P F d P C k d P F d P B k

d P F d P BC k P BC

d P F d P AC k P AC

=
+ = + =

+ =

+ =

suur
點有可能存在於三角形內部

由第二節的討論知道滿足 的 形成的兩條拋物線交於 上,

又滿足 的圖形不存在,而滿足 的圖形仍在,

故滿足 的 形成的兩條拋物線交於 上

同理 滿足 的 形成的兩條拋物線交於 上

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

,

, , ( , ) ( , )

, ,

, , , , ; , , , , ;

, , , ,

( )

A

O F BC d P F d P BC k P

I F BC

I F BC I F AC IC I F AC I F AB IA

I F BC I F AB IB

Γ + =

Γ

Γ Γ Γ Γ

Γ Γ

suur suur

sur sur

sur

定義:若以BC的某一邊半平面中沒有 點 則定義此半平面為BC的外半平面,反之,

則定義為內半平面.

設 為滿足 的 點形成的兩條拋物線之中在外半平

面的拋物線, 則在內半平面.

則 和 相交於 和 相交於

和 相交於

證明:

在IC , ( , ) ( , ) ,

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

P d P F d P ABC k P

d P BC d P F k d P AC d P F k

+ =

+ = + =

sur
上 若存在 點滿足 則 點必同時滿足

和 故兩拋物線和此角平分線交於

同一點

 

(3)：結論： 

若點 在 外，則圖形和取狹義意義所得的圖形相同。 P ABC

若點 在 內，則取P AIC ( , , )I F ACΓ 作為其圖形 

若點 在 內，則取P BIC ( , , )I F BCΓ 作為其圖形 

若點 在P AIB 內，則取 ( ), ,I F ABΓ 作為其圖形 

且圖形連續。 

這解釋了我們再用包絡線畫圖的時候，看到不平滑的地方的形成原因。 

(二)到點和其他凸多邊形距離和為定值的廣義圖形： 

由於四邊形以上的凸多邊形沒有內心，故角平分線相交情形複雜，做完圖後不易

找到當 P 點在多邊形內部時，要取 P 到哪一線段的距離為 P 到此多邊形的距離。

但圖形的形狀我們能作出，基本的特性也大概能掌握。 
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第七節：光學性質的探討 

一：變形的圓的光學性質： 

我們都知道一條從圓心射出去的光線打到圓弧會反彈回圓心，而在本節我們討論

的圖形相當於一個變形的圓。我們不禁要問：從這個集合射出去的光線，會和原

來偏差多少？ 

b a

r

OR = 3.42 cm

B
O

E

R

A

 

設 A 為線段OE 上的點，射出一條光線交軌跡於 反射到P B 。 

(一)若光線射到的軌跡為線段，則 

    

, ,

, csc

P AE AE Q Q k Q
P Q

PAQ kθ θ∠ =

過 作 的垂線交 於 則以 為圓心 為半徑作圓交原軌跡於

故我們計算 對 的偏差

設 則偏差為

 

(二)若光射到圓弧，則比較偏差量 AO 與 BO (如圖)： 

設 , , ,OR r OA a OB b POB θ= = = ∠ =  

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

,

2 cos

2 cos
2 cos
2 cos

AP AOAPO BPO
PB OB

AP r a ar

BP r b br
a r a ar
b r b br

θ

θ

θ
θ

∠ = ∠ =

= + +

= + −

+ +
=

+ −

因為入射角等於反射角,故

得到  

又

有
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2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2

( 2 cos ) 2( cos ) 0

2( cos ) 4( cos ) 4 ( 2 cos )
,

2( 2 cos )

( cos ) ( cos 2 cos )
( 2 cos )

r a b a r b a r

a r a r a r r a
b

r a

a r ar a r a
b

r a

θ θ

θ θ θ
θ

θ θ θ
θ

+ + − =

− ± + +
=

+

− + + +
=

+

整理得

有 且負不合 故

得到

 

有了這個關係式後，我們可以計算偏差多遠。 

2 2

2

2

0 , 2 cos ,
2

1 ( cos ) cos 2 cos ,

cos cos 2 cos

2

r a r

b a r ar a r a
r

b a a a r a

a a a r

πθ θ

θ θ θ

θ θ θ

≤ ≤ + ≥

⎡ ⎤< − + + +⎣ ⎦

⎡ ⎤< − + + +⎣ ⎦

< + +

因為 所以

得

故

 

若我們令反射光的偏差值為O BP
suur

到 的垂直距離c，則c b< ，故由上式可得，若

發射光的偏差 很小，則反射光的偏差 也就很小，這印證了我們的直覺。 a c
（其實，類似於底下對變形橢圓的光學性質的推導，我們可以得到：對於變形

的圓而言，若此變形圓在光所射到的點處有切線，則反射光的偏差≤入射光的偏

差）。 

二：變形的橢圓的光學性質： 

設 , ， 為平面上的點，且滿足1F 2F 為平面上兩集合(點,線段或凸多邊形) Q

1 2( , ) ( , )d Q F d Q F k+ = k， 取狹義意義。設諸 點形成的變形橢圓為 。設 在

有切線，且在 點所對應的橢圓之焦點為

Q Γ Γ P
P 1 2, , ,A B A F B F∈ ∈ 。設 ，有一光

線從 射出打到 點後反彈，設此射線為

1C F∈

C P L 。設 A 對CP
suur

的垂足為 E ， B 對 L 的

垂足為 ，則由於入射角等於反射角 G
得到  EPA GPB∠ =∠
又已知 BGP AEP∠ =∠  

故 AEP BGP� ��  

得 , *BP BG BPBG C
AP CA AP

= =有 A， BG 是我們要的偏差值。 

因為我們對 取狹義意義，故 , 和k 1F 2F Γ的距離大於零， 

故
BP
AP

必小於某一個常數λ (λ和 及 , 有關) 。 k 1F 2F
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所以反射光的偏差值 BG 線段長< λ ×入射光的偏差值CA線段長。 

所以當入射光的偏差很小時，反射光的偏差也很小。 

圖形： 

L

F2

F1

EG

B A

P

C

 

參、研究結果與討論 
(一)研究結果： 

1.對一般平面凸多邊形而言，到其距離為定值的點形成的集合為內部一相似形(可

能不存在)，外部用一圓滾過其邊形成外部的軌跡。 

2.若光從平面上的一個凸多邊形打出，射到到其距離為定值的點形成的圖形，則

我們可以估計其反射光和圓比較的偏差值。 

3.給定平面上兩線段 AB CD和 ， 1 2 3 4, , , ; , , ,A B AB L L C D CD L L過 對 作垂線 過 對 作垂線

，則若到此兩線段距離和為定值的圖形不經過其交集(或沒有交集)，則所有圖

形由橢圓和拋物線的部分組成，且取狹義意義形成的圖形平滑。 

4. 若圖形不滿足上述條件，則到兩線段距離和為定值的圖形由橢圓、拋物線及

線段的部分組成，且圖形連續。 

5.到兩圓距離和為定值的點形成的圖形由橢圓或雙曲線的部分構成。 

6.到一點和一平面凸多邊形距離和為定值的點形成的圖形由橢圓和拋物線的部

分組成，且取狹義意義形成的圖形平滑。 

 

(二)討論： 

本研究對到兩集合距離和為定值的圖形有了初步的討論，並巧妙的設座標系證明

一些特性。研究過程中，充分利用設特殊座標系的方法，讓我們省去一些計算的

麻煩。 

唯在兩條不平行線段部分的討論，因為有斜直線而在點線距離公式代入時出現絕

對值內有不好處理的式子，無法進一步討論其特性，是日後有待克服的。 
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當我們討論到凹多邊形，甚至兩個不同的物件形成的集合，取狹義意義，發現形

成的圖形也不一定平滑，而有一些凹進去的地方。希望往後能進一步探討其特性。

在多邊形角平分線的研究上我們遭遇了不小的困難，因為太複雜而沒能有成果，

不能進一步探討到點和凸多邊形距離和為定值形成的集合，甚至是到凸多邊形和

凸多邊形距離和為定值形成的集合，這些都是我們未來討論的目標。 

在光學性質研究的部分，我們希望將來能再作更深入的探討。 

另外我們也對距離差為定值的問題感興趣。再者，再圓錐曲線定義中的準線會變

形成什麼呢？ 

肆、結論與應用 
(一)結論： 

在本研究中，我們分別探討了到一集合距離為定值、到兩集合距離和為定值的點

形成的圖形，得到了變形的圓和變形的橢圓。目前我們討論到的集合包括了點、

線段、和凸多邊形。我們同時也知道了圖形是由各式各樣的圓錐曲線和線段組

成，並討論各種情況會出現哪些曲線。就光學性質而言，我們已經可以估算出光

從集合射出，射到變形的圓及橢圓，其反射光的偏差。 

(二)應用： 

本研究把兩點推廣成兩線段、兩圓、甚至一點及一凸多邊形，討論到其距離和為

定值的點形成的集合。由此結果可繼續推廣到兩平面的幾何圖形，並不限定凹

凸。除了數學的研究意義外，這也或許是一個視力不良的人，在看一個或兩個物

體的中央時所得到的形狀，以及他們射擊時的命中範圍。雖然我們沒有直接證據

證明他們看到的是如此，但若哪天醫學上發現了有人或動物的眼睛視力病變，並

且看到的東西本研究的模糊模式 (距離和為定值) 相近，則此研究可當作參考。
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