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我是吳培綸，現在是嘉義市立民生國中三年級的學生。興趣是：算數學和

打球，平常沒事就喜歡找問題、解決問題。會研究這個題目是因為自己喜歡沒事

就找數學題目來做，而在歷屆的學測中發現這個題目。後來在學校老師的指導之

下，參與了這次的科展比賽，希望自己全力以赴，能夠有所表現。  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

我是林正倫，現在是嘉義市立民生國中三年級的學生，興趣是看電視、算

數學，家中有爸爸、媽媽和妹妹。媽媽是個全職的家庭主婦，而爸爸是個大理石

代工師傅──以勞力換取金錢，是一份十分辛苦的工作，對子女的表現自然也就

寄予厚望。 

小學五年級的時候，在一次的偶然機會下，我參加了數學競試，而結果當

然是慘不人賭，但這也為我的數學之路開啟了一扇大門，我積極的向媽媽要求去

參加校外的數學加強課程，加上自己求真、不認輸的個性，幾年下來，數學對我

來說越益得心應手，挑戰各類難題、尋求解答的快感已成了我最大的樂趣。 

科展─這個名詞，國小時離我很遠，上了國中以後，在張仁澤老師的

引導之下接觸數學科展，我對它有了不一樣的定義。 

在一次數學考試中，我碰到一個以長方形內切正方形的題目──這個問題

激起了大家的好奇心，於是我們幾個同學決定深入研究，其中最困難的地方是維

度的改變，我們逐一克服，造就了今天的這份報告。過程中最讓我感動的是受到

許多人的幫忙，例如：一直跟我們研究、討論，但在報名參展時礙於報名人數而

被迫退出的同學──周榮峰、以及教了矇懂的我們許多事情的中正大學王慶安教

授，還有──長久以來，隨時陪伴我們，引領我們、教導我們的──張仁澤老師。    



長方體中切割正立方體之研究 
 

摘要： 

 
我們這個作品是先由在長方形中切割出正方形的研究著手，先研究出在平面

中，在一個邊長為任意正整數的長方形中，如何找到在其中切割出正方形，但正方形

的邊長為最大，而且正方形的個數為最少的方法和規則。 
緊接著，我們更進一步想研究這個問題在長方體中的研究：在長方體三邊長 a、

、c（a、b、c均為正整數）中，如何在其中切割出正立方體，每次切割出邊長為

最大的正立方體，而且正方體的個數為最少的方法和規則。 

b

 

Abstract: 

 

This study began with investigation of how to segment squares from a rectangle. We 
studied from a rectangle, with random positive integer sides, trying to figure out the 
methods and regulations to segments squares with the longest side length but the fewest 
number of squares within. 

Moreover, we took further step to examine a cuboid. We found out the methods and 
regulations to segment cubes with longest side length but fewest number of cubes from a 
cuboid with sides a, b, and c(a ,b ,c are positive integers). 
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長方體中切割正立方體之研究 

 

壹、研究動機： 

  在九十一年第一次學力測驗的題目中，有一道題目如下： 

 

『小方拿了一張長 80公分、寬 50公分的紙張，剛好剪出n個正方形（其面積大小可

以不相同）。請問n的最小值是多少？(A) 3 (B) 5(C) 10(D) 40。』 

 

  當初老師將這個題目交給我們時，覺得非常有趣，認為可以深入研究。這個題目

的內容在於尋找平面圖形中，如何每次切割出邊長為最大的正方形，且正方形個數是

最少的方法。於是我們找了幾個同學，想共同討論出這個問題的解法。除此之外，我

們覺得這個題目很有發展性，能否更深入研究呢？我們當場想到幾個方向，例如： 

 

（一）對於邊長為任意整數的矩形，能否找出切割正方形個數最少的方法，但每

次切割的正方形都是最大的？ 

（二）對於二維空間這些切割後的結果，是否能用數學的方法說明？ 

（三）對於邊長為任意正整數的長方體，能否找出切割正方體個數最少的方法？ 

（四）對於長方體切割後的結果，能否用數學的方法說明之？ 

（五）對於二維空間和三維空間中圖形之間，是否有相關的性質可以加以討論? 

 
想到這幾點，難度似乎頗高，但更激發出我們的鬥志和挑戰心，在老師的大力支

持下，我們決定用『長方體中切割正立方體之研究』來做為我們的研究主題。 
 

貳、研究目的： 

（一）在二維空間裡，對於邊長是任意整數的長方形，能否尋找出：每次切割出邊長

為最大的正方形，且正方形個數最少的方法和規則。 

（二）在三維空間裡，對於邊長是任意整數的長方體，能否尋找出：每次切割出邊長

為最大的正方體，且正方體個數最少的方法和規則。 

（三）在二維空間和三維空間中，能否尋找出長方形和長方體之間的連結性或相關

性。 

 

 
參、研究設備及器材：紙、筆、電腦。 
 
 
 



肆、研究過程或方法： 

（一）首先，我們先從學力測驗的題目著手： 

 

『小方拿了一張長 80 公分、寬 50 公分的紙張，剛好剪出n個正方形（其面積

大小可以不相同）。請問n的最小值是多少？(A) 3(B) 5(C) 10(D) 40。』 
 

在這個題目中，我們如果只要求切割出正方形，那切法有很多種。其中，比較簡單的

方法是把它切成 4000個 1×1的正方形，但是這樣不符合這個題目中，所要求 n的最

小值。於是，我們討論出想要切出最少正方形數目，那正方形越大，切出來的數目就

會越少。因此，我們若要在邊長 80×50的矩形切出第一個最大的正方形，那就是先切

出 50×50的這種正方形，利用這種想法，我們會以 50（較短邊）為邊長，在 80（較

長邊）這一邊取出一個邊長 50，取完後還剩下 30，這樣我們已經先切出一個最大的

正方形。 

    切完後，還剩下一個邊長為 30×50的矩形要繼續切。我們仍然要切出最大的正方

形才會使正方形數較少，依照前面的方法先切出一個邊長 30×30的正方形，剩下邊長

為 30×20 的矩形，再把這個 30×20 的矩形，切成一個 20×20 的正方形，剩下 10×20

的矩形，最後再把這個 10×20的矩形切成 2個 10×10的正方形，就成功的解決這道問

題了，因此答案是 5塊。因為我們每次切割的時候都是切出最大的正方形，來達到正

方形數目較少，所以這樣的正方形切割就是我們所要的。（如下圖） 
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    經過我們討論後，我們發現：這個切割的過程和輾轉相除法是有關聯的， 

80÷50=1……30  

50÷30=1……20 

30÷20=1…….10 

20÷10=2…… 0 

而正方形的個數就是每次相除所得到的商，分別相加所得，如上例中，將每次相除所

得的商分別相加可得 1+1+1+2=5。我們還發現：滿足正方形切割的最小正方形邊長為

（80，50）=10。 
所以，經過上面的討論，我們可以知道： 
（1）在這個題目中，正方形的個數，可以利用輾轉相除法計算出，其結果是將

每次相除所得的商，分別相加。 
（2）原矩形的長和寬與滿足正方形切割的最小正方形邊長之間有一個普遍存在

的關係。如果原矩形的長為 ，寬為 ，滿足正方形切割的最小正方形邊長

為 ，則  =（a , b）。 
a b

k k
 

（二）將給定一個邊長為正整數a及b之矩形，分割成邊長亦為正整數之正方形，這

種分法有很多，譬如成將長 等分及將寬b等分，可得 ×b個單位正方形的分割，如
果考慮每次分割都要分割出最大正方形，每次裁剪都取邊長較短的一邊為正方形的邊

長，利用轉輾相除法的原理來分割所得出之正方形個數，記為函數

a a

( )baf , 。 
我們發現有這個函數有下列幾個性質： 
（1） =  ( )baf , ( )abf ,
 

【說明】：在二維空間上，邊長為整數 、b之矩形和邊長為整數 ，a之矩形，其實
是相同形狀的矩形，只是放置的方法不同而已，而且，我們都必須以較短

邊來當作正方形的邊長，切割出正方形，來達到正方形的個數最少的目的，

所以，最後的正方形個數是相同的。如同上個題目中， 

a b

( ) ( )80,5050,80 ff = =5 
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（2） ；  ( ) 11,1 =f ( ) 1, =aaf

【說明】：如左下圖，若矩形 ABCD 中， 1=AD 、 1=AB ，則矩形 ABCD本身即是個正

方形，所以可得： 。 ( ) 11,1 =f

同理，如右下圖，若矩形 ABCD 中， aAD = 、 aAB = ，則矩形 ABCD 本身

即是個正方形，所以可得： ( ) 1, =aaf 。 

1

1

BA

D C

            

a

a

BA

D C

 

( ) 11,1 =f                 ( ) 1, =aaf  

（3） ；  ( ) aaf =1, ( ) akkaf =,

【說明】：如下圖，若矩形 ABCD 中， aAB = 、 1=AD ，則我們以較短邊 AD 來做為

正方形的邊長，故 AB可以分成 等分，因此共可得到 個正方形。 a a

1 1

a

111
........................

C

A B

D

      

( ) aaf =1,  

         如下圖，若矩形 ABCD 中， kaAB = 、 kAD = ，則我們以較短邊 AD 來做為

正方形的邊長，故 AB可以分成 等分，因此共可得到 個正方形。 a a

k

kk
k

ka

k

........................

C

A B

D

 

( ) akkaf =,  

（4）  ( ) ( bafkbkaf ,, = )
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【說明】：利用輾轉相除法求兩個正整數 和b的計算過程可列式如下： a

00 rbqa +=  

110 rqrb +=  

2210 rqrr +=  

……………. 

   nnnn rqrr += −− 12  

11 +− = nnn qrr  

故         =( )baf , 1210 ..... ++++++ nn qqqqq ……………………【1】 

將上面各式，利用等量公理，同乘 倍（k 0≠k ），我們可以得到： 

  00 krkbqka +=  

  110 krqkrkb +=  

   2210 krqkrkr +=  

  ……………….. 

     nnnn krqkrkr += −− 12  

 11 +− = nnn qkrkr  

故        =( )kbkaf , 1210 ..... ++++++ nn qqqqq ……. ………….【2】 

 
由【1】、【2】我們可得： ( ) ( )bafkbkaf ,, =  
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（5）  ( ) aaf =2,2

【說明】：如下圖，若矩形 ABCD 中， aAB 2= 、 2=AD ，則我們以較短邊 AD 來做為

正方形的邊長，故 AB可以分成 等分，因此共可得到 個正方形。 a a
 

   

2 2

2a

222
........................

C

A B

D

   

( ) aaf =2,2  

 

或者，也可利用（4）的性質： ( )2,2af = ( ) aaf =1, ，亦可證明之。 

 

 

（6）  ( ) 22,12 +=+ aaf

【說明】：如下圖，若矩形 ABCD 中， 12 +=+= aBEAEAB 、 2=AD ，則我們以較

短邊 AD 來做為正方形的邊長，故 AE可分成 等分，矩形 AEFD 可形成 個

邊長為 2的正方形，另外矩形 EBCF，可用較短邊

a a
BE =1 為邊長，形成 2個

小正方形，因此，矩形 ABCD 共可得到 a+2 個正方形。 

 

     

2

2a+1

1

1

1
222

........................

C

B

F

EA

D

     

( ) 22,12 +=+ aaf  

 

 

 

 

 

 

（7）  ( ) 1,1 +=+ aaaf

【說明】：如下圖，若矩形 ABCD 中， 1+=+= aBEAEAB 、 aAD = ，則我們以較短
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邊 AD 來做為正方形的邊長，矩形 AEFD 可形成 1個邊長為 的正方形，另

外，還剩下矩形 EBCF，邊長分別為 1和 ，可分成為 個邊長為 1的小正

方形，因此， =

a
a a

( )aaf ,1+ ( ) ( )afaaf ,1, + =1+ 。 a

a

1a

a

CD F

A
E

B

a+1

 

    ( ) 1,1 +=+ aaaf  

 

或者，我們可以利用（3）的性質得到： ( )aaf ,1+ = ( ) ( afaaf ,1, )+ =1+ 亦

可證明之。 

a

 

 

（8） ( ) ( ) ( ) ( )aifaifaafaiaf ,1,,, +=+=+     （ ） ia ≥

【說明】：如下圖，若矩形 ABCD 中， iaBEAEAB +=+= 、 aAD = ，則我們以較短

邊 AD 來做為正方形的邊長，矩形 AEFD 可形成 1個邊長為 的正方形，另

外，還剩下矩形 EBCF，邊長分別為 和 ，因此保持其原本的函數性質，

所以

a
i a

( ) ( ) ( ) ( )aifaifaafaiaf ,1,,, +=+=+ 。 

 

a

ia

a

CD F

A
E

B

a+i

 

( ) ( ) ( ) ( )aifaifaafaiaf ,1,,, +=+=+  

 

 

（9） ( ) ( ) ( ) akafakafakaf +=+=+ ,1,,1  

 

【說明】：如下圖，若矩形 ABCD 中， 1+=+= kaBEAEAB 、 aAD = ，則我們以較

短邊 AD 來做為正方形的邊長，故 AE可分成 等分，矩形 AEFD 可形成 kk
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個邊長為 的正方形，另外，還剩下矩形 EBCF，邊長分別為 1和 ，因此，

矩形ABCD=矩形AEFD+矩形EBCF，可得

a a
( ) ( ) ( ) akafakafakaf +=+=+ ,1,,1 。 

         

a

ka

a
aa

ka+1

1
a

........................

C

B

F

EA

D

 

( ) ( ) ( ) akafakafakaf +=+=+ ,1,,1  

 

 

 

 

（10） ( ) ( ) ( ) ( )aifkaifakafaikaf ,,,, +=+=+            （ ） ia ≥
 

【說明】：如下圖，若矩形 ABCD 中， ikaBEAEAB +=+= 、 aAD = ，則我們以較

短邊 AD 來做為正方形的邊長，故 AE可分成 等分，矩形 AEFD 可形成 個

邊長為 的正方形，另外，還剩下矩形 EBCF，邊長分別為 i和a，因此，矩
形 ABCD=矩形 AEFD+矩形 EBCF，可得到：

k k
a

( ) ( ) ( ) ( )aifkaifakafaikaf ,,,, +=+=+  

a

ka

a
aa

ka+i

i
a

........................

C

B

F

EA

D

 

 

( ) ( ) ( ) ( )aifkaifakafaikaf ,,,, +=+=+  

 

 

 

 

（11）    （ ） ( ) ( annfanf −= ,, ) an >

【說明】：如左下圖，若矩形 ABCD 中， nAB = ， aAD = ，所以我們可以利用較短邊

aAD = 來切割出一個正方形，還剩下一個矩形 EFCB，長分別為 和 a，

因矩形 ABCD=矩形 AEFD+矩形 EBCF，所以我們可以得到： 

an −
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( ) ( ) ( ) ( )aanfaanfaafanf ,1,,, −+=−+= …………………..…【3】 
 

同理：如右下圖，若矩形 中，''' CDBA nBA ='' ， anDA −='' ，所以我們可

以利用較短邊 anDA −='' 來切割出一個正方形，還剩下一個矩形 EFCB，長

分別為 和a an − ，因矩形 =矩形''' CDBA '''' DFEA +矩形 ，所以我

們可以得到： 

'''' FCBE

( ) ( ) ( )anafanafananfannf −+=−+−−=− ,1),(,,  ………….【4】 
 

由【3】、【4】我們可以知道： ( ) ( ) ),(,1, annfaanfanf −=−+=  

 

          

a

n-aa

a a

n-a

n-a

n-a

CD F C'
D'

F'

A' E'

EA

B'

B

n n

 

( ) ( )annfanf −= ,,  

 

 

 

 

（12）  ( ) abbaf ≤,
 

【說明】：在一個邊長為正整數a及 之矩形，最容易的分割方法是將長 等分及將寬

等分，可得 個單位正方形的分割，但這個報告中，所研究的函數

是考慮每次分割，都要分割出邊長為最大正方形，而且正方形的個數要最

少的方法和規則。所以，我們可知：

b a
b ab ( )baf ,

( ) abbaf ≤, 。 

 

 

（四）從二維空間推向三維空間：當我們研究完二維空間內的情形之後，我們想推廣

至三維空間內，是否也存在著類似的性質。首先，我們先從最簡單的性質驗證

起，因為三維空間是除了二維空間的長和寬之外，再多加了一個維度：高，所

構成的，因此我們先固定第三維度：高，讓它的長度和二維空間中最短的邊長

相同，來觀察一些簡易的性質。再藉由這些性質，來當作工具，進而探討三維

空間內更複雜的性質。 
首先，我們和二維空間的想法相同，在一個邊長為正整數 、b、c  之長方a
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體，分割成邊長亦為正整數之正方體，這種分法有很多，譬如成將長 等分，

將寬 等分，將高 等分，可得 個單位正方體的分割，如果考慮每次分割

都要分割出最大正方體，若依照此種分割出之正方形個數，記為函數 。 

a
b c abc

( )cbaf ,,
我們發現，從二維空間推向三維空間，有幾個性質可當作工具來使用： 

（1） ；( ) ( ) 11,1,11,1 == ff ( ) ( ) 1,,, == aaafaaf  
 
 

1

1

CB

DA

a

a

CB

DA

 
( ) 11,1 =f                   ( ) 1, =aaf  

 
 

1

1

1

F

C

G

HE

DA

B

a

a

a

F

C

G

HE

DA

B

 
( ) 11,1,1 =f                  ( ) 1,, =aaaf  

 
 
 

（2） ；( ) ( 1,1,1, afaf = ) ( ) ( ) akkkafkkaf == ,,,  
【說明】： ( ) ( ) aafaaf == 1,1,;1,  
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11
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( ) aaf =1,  

1

11

a
1 ........................

 
( ) aaf =1,1,  

 
 
 
 

k

k

k

ka

kk

........................

F

E

C

A B

D

 
( ) akkaf =,  

k

kk

ka
k ........................

 
( ) akkkaf =,,  

 

 

 

 

（四）給定一個邊長為正整數 、b、c  之長方體，分割成邊長亦為正整數a 之正方

體，這種分法有很多，譬如成將長 等分，將寬b等分，將高c等分，可得 個單a abc
 13



位正方體的分割，如果考慮每次分割都要分割出最大正方體，若依照此種分割出之正

方形個數，記為函數 ( )cbaf ,, 。 

我們發現有這個函數有下列幾個性質： 
（1） ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )bacfbacfcabfacbfbcafcbaf ,,,,,,,,,,,, =====  

【說明】：在邊長均為正整數 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )abcbacacbcabbcacba ,,、,,、,,、,,、,,,,& 的六

組長方體中，因為此六個長方體，它們的邊長只是排列順序上的差異，無

論是如何排列，我們要分割最大的正方體，都是要以三個邊長中的最短邊

來做切割，所以，我們可以把這六個長方體視成同一組數據，來進行研究。

因此，我們可得： 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )bacfbacfcabfacbfbcafcbaf ,,,,,,,,,,,, =====  

a
b

c

a
c

b

b

a

c

c

a

b

c
b

a

b
c

a

 
 （2） ；  ( ) 11,1,1 =f ( ) 1,, =aaaf
【說明】：在邊長三邊都是相同正整數 ( )1,1,1 的長方體中，本身即是一個正方體，所

以 ；同理，邊長是( ) 11,1,1 =f ( )aaa ,, 的長方體，也是同樣的結果，故

。 ( ) 1,, =aaaf

1

1

1

FE

B

GH

D C

A

    

a

a

a

FE

B

GH

D C

A

 
( ) 11,1,1 =f              ( ) 1,, =aaaf  

（3） ； ( ) aaf =1,1, ( ) akkkaf =,,  
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【說明】：如下圖，長方體 ABCDEFGH中，若 aAD = 、 1=AB 、 1=BF ，則我們會

以最短邊 AB = 1=BF 來當作正方體的邊長，則 AD可分成 等分，所以我

們可以得到最少的正方體個數= ×1×1（個），因此
a

a ( ) aaf =1,1, 。 
 

1

1

1

1

1

a

HE

GF

D

CB

A

 
 

( ) aaf =1,1,  
 

如下圖，長方體 ABCDEFGH中，若 kaAD = 、 kAB = 、 kBF = ，則我們

會以最短邊 AB = kBF = 來當作正方體的邊長，則 AD可分成 等分，所以

我們可以得到最少的正方體個數= ×1×1（個），因此，

a

a ( ) akkkaf =,, 。 
 

k

k

k

k

k

ka

HE

GF

D

CB

A

 
( ) akkkaf =,,  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

（4） ；( ) abbaf =1,, ( ) abkkbkaf =,,  
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【說明】：如下圖，長方體 ABCDEFGH中，若 aAD = 、 bAB = 、 1=BF ，則我們會

以最短邊 1=BF 來當作正方體的邊長，則 AD可分成 等分，a AB可分成b
等分，所以我們可以得到最少的正方體個數= 1××ba （個），因此 

。 ( ) abbaf =1,,
 

1

b

a

HE

D

GF

CB

A

 
( ) abbaf =1,,  

 

如下圖，長方體 ABCDEFGH中，若 kaAD = 、 kbAB = 、 kBF = ，則我

們會以最短邊 kBF = 來當作正方體的邊長，則 AD可分成 等分，a AB可

分成 等分，所以我們可以得到最少的正方體個數=b 1××ba （個），因此 
( ) abkkbkaf =,, 。 

 

k

kb

ka

HE

D

GF

CB

A

 
( ) abkkbkaf =,,  

 
（5）  ( ) ( cbafkckbkaf ,,,, = )
 
【說明】： 在這個題目中，經過平面以及前面幾個的討論，我們可以知道長方體的總

個數與每個商的總和有關。所以當邊長皆放大 倍的時候，經由等量公理，

我們可以知道其商的總和不變

k
。 

 
 
（6）  ( ) ( ) abbafbaf == 1,,2,2,2
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【說明】：如下圖，長方體 ABCDEFGH中，若 aAD 2= 、 bAB 2= 、 2=BF ，則我

們會以最短邊 2=BF 來當作正方體的邊長，則 AD可分成 等分，a AB可分
成 等分，所以我們可以得到最少的正方體個數b 1××= ba （個），因此 
( ) ( ) abbafbaf == 1,,2,2,2 。 

2

2b

2a

HE

D

GF

CB

A

 
( ) ( ) abbafbaf == 1,,2,2,2  

 
 

（7）  ( ) babbaf 42,2,12 +=+

【說明】：如下圖，長方體 AFDCHGKL中，若 12 += aAC ， bAF 2= ， 2=FG ， 

我們會以最短邊 2=FG ，當作正方體的邊長，可以將這個長方體分為兩個

小長方體而得到： 
整個長方體 AFDCHGKL=黃色長方體+藍色長方體 
即 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) babbfbafbfbafbaf 42,2,11,,2,2,12,2,22,2,12 +=+=+=+  

1

1

2

12a

2b

I

L

B

E

J

K

H

CA

F D

G

 
 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) babbfbafbfbafbaf 42,2,11,,2,2,12,2,22,2,12 +=+=+=+  

 
 
 
 
（8） ( ) 2442,12,12 +++=++ baabbaf  

 17



【說明】：如下圖，長方體 ACDFHGKJ中，若 12 += aAC ， 12 += bAF ， 2=GF ，

我們會以最短邊 2=FG ，當作正方體的邊長，可以將這個長方體分為三個

小的長方體，即長方體 ACDFHGKJ=黃色長方體+藍色長方體+紅色長方

體，其中 aAB 2= 、 bAM 2= 、 1=BC 、 1=FM ，因此即： 

( ) ( )2,2,2 baf=++ 2,12,12 baf + ( )2,12,1 +bf + ( )2,1,2af = 244 +++ baab  

1

2

12a
2b

I

L

B

E

J

K

H

CA

F D

G

M

 

( ) ( )2,2,2 baf=++ 2,12,12 baf + ( )2,12,1 +bf + ( )2,1,2af = 244 +++ baab  

（9）  ( ) ( ) ( ) 21,,1,,,,1 aaafaaafaaaf +=+=+

【說明】：如下圖，長方體 AFDCHGKJ中，若 1+= aAC ， aAF = ， aFG = ， 

我們會以最短邊 aFG = ，當作正方體的邊長，可以將這個長方體分為兩個

小的長方體而得到：長方體 AFDCHGKJ=黃色長方體+藍色長方體， 
即 ( ) ( ) ( ) 21,,1,,,,1 aaafaaafaaaf +=+=+                                     

1a

a

a

I

L

B

E

J

K

H

C
A

F D

G

 

( ) ( ) ( ) 21,,1,,,,1 aaafaaafaaaf +=+=+  
（10） ( ) ( ) ( ) ( )aaifaaifaaafaaiaf ,,1,,,,,, +=+=+    （ ） ia ≥
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【說明】：如下圖，長方體 AFDCHGKJ中，若 iaAC += ， aAF = ， aFG = ， 

我們會以最短邊 aFG = ，當作正方體的邊長，可以將這個長方體分為兩個

小的長方體而得到：長方體 AFDCHGKJ=黃色長方體+藍色長方體， 
即 ( ) ( ) ( ) ( )aaifaaifaaafaaiaf ,,1,,,,,, +=+=+  
 

ia

a

a

I

L

B

E

J

K

H

C
A

F D

G

 

( ) ( )aaifaaiaf ,,1,, +=+  
 
 
 

（11） ( ) ( ) ( ) 2,,1,,,,1 akaafaakafaakaf +=+=+  

【說明】：如下圖，長方體 AFDCHGKJ中，若 1+= kaAC ， aAF = ， aFG = ， 

我們會以最短邊 aFG = ，當作正方體的邊長，可以將這個長方體分為兩個

小的長方體而得到： 
長方體 AFDCHGKJ=黃色長方體+藍色長方體， 
即 ( ) ( ) ( ) 2,,1,,,,1 akaafaakafaakaf +=+=+                                     

1ka

a

a

I

L

B

E

J

K

H

C
A

F D

G

 
( ) 2,,1 akaakaf +=+  

 
 

（1２） ( ) ( ) ( ) 2,,1,,,,1 hakhahafahakafahakaf +=+=+  
 19



【說明】：如下圖，長方體 AFDCHGKJ中，若 1+= kaAC ， haAF = ， aFG = ， 

我們會以最短邊 aFG = ，當作正方體的邊長，則我們可以得到： 

長方體 AFDCHGKJ=黃色長方體+藍色長方體， 
即 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2,,11,,,,1,,,,1 hakhahafhkfahafahakafahakaf +=+=+=+  

1ka

a

ha

I

L

B

E

J

K

H

C
A

F D

G

 
( ) 2,,1 hakhahakaf +=+  

                       
 

（1３） ( ) ( ) ( ) ( )aaifkaaifaakafaaikaf ,,,,,,,, +=+=+    （ ） ia ≥

【說明】：如下圖，長方體 AFDCHGKJ中，若 ikaAC += ， aAF = ， aFG = ， 

我們會以最短邊 aFG = ，當作正方體的邊長，可以將這個長方體分為兩個

小的長方體而得到：長方體 AFDCHGKJ=黃色長方體+藍色長方體， 
即 ( ) ( ) ( ) ( )aaifkaaifaakafaaikaf ,,,,,,,, +=+=+  

         

ika

a

a

I

L

B

E

J

K

H

C
A

F D

G

 
( ) ( ) ( ) ( )aaifkaaifaakafaaikaf ,,,,,,,, +=+=+  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
（1４） ( ) ( ) ( ) ( )ahaifhkahaifahakafahaikaf ,,,,,,,, +=+=+  
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【說明】：如下圖，長方體 AFDCHGKJ中，若 ikaAC += ， haAF = ， aFG = ， 

我們會以最短邊 aFG = ，當作正方體的邊長，則我們可以得到： 

長方體 AFDCHGKJ=黃色長方體+藍色長方體， 
即 ( ) ( ) ( ) ( )ahaifhkahaifahakafahaikaf ,,,,,,,, +=+=+  

ika

a

ha

I

L

B

E

J

K

H

C
A

F D

G

 
( ) ( )ahaifhkahaikaf ,,,, +=+  

          
（１５） ( ) ( ) ( ) ( ) 221,1,,1,1,,,1,1 aaaafaafaaafaaaf ++=+++=++  

【說明】：如下圖，長方體 AFDCHGKJ中，若 1+= aAC ， 1+= aAF ， aFG = ， 

我們會以最短邊 aFG = ，當作正方體的邊長，可以將這個長方體分為三個

小的長方體，即：長方體 AFDCHGKJ=黃色正立方體+藍色長方體+紅色長
方形，即 ( ) ( ) ( ) ( ) 221,1,,1,1,,,1,1 aaaafaafaaafaaaf ++=+++=++  

q

a
a+11

a

1a

a

I

L

B

E

J

K

H

CA

F D

G

M

 
( ) 221,1,1 aaaaaf ++=++  
 
 
 
 
 

（１６） ( ) ( ) ( ) ( ) 22,1,,1,1,,,1,1 kaaakakafaafaakafaakaf +++=+++=++  
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【說明】：如下圖，長方體 AFDCHGKJ中，若 1+= aAC ， 1+= aAF ， aFG = ，

以最短邊 aFG = ，當作正方體的邊長，可以將這個長方體分為三個小的長

方體，即：長方體 AFDCHGKJ=黃色長方體+藍色長方體+紅色長方形，即：

( ) ( ) ( ) ( ) 22,1,,1,1,,,1,1 kaaakakafaafaakafaakaf +++=+++=++  

q

aa+11

a

1ka

a

I

L
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J

K

H

CA

F D

G

M

( ) 22,1,1 kaaakaakaf +++=++  

 

（１７） ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2,1,,1,,1,,,,1, kaaaifkakafaaifaakafaaikaf +++=+++=++  

【說明】：如下圖，長方體 AFDCHGKJ中，若 iaAC += ， 1+= aAF ， aFG = ，

以最短邊 aFG = ，當作正方體的邊長，可以將這個長方體分為三個小的長

方體，即：長方體 AFDCHGKJ=黃色長方體+藍色長方體+紅色長方形，即：
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2,1,,1,,1,,,,1, kaaaifkakafaaifaakafaaikaf +++=+++=++  

 

 

q

a
a+11

a

ika

a

I

L
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J

K

H

CA

F D

G

M

 
( ) ( ) 2,1,,1, kaaaifkaaikaf +++=++  

 
 

（１８） ( ) ( ) ( ) ( ) 22,1,,1,1,,,1,1 kahaahkakafahafahakafahakaf +++=+++=++  
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【說明】：如下圖，長方體 AFDCHGKJ中，若 1+= kaAC ， 1+= haAF ， aFG = ，

以最短邊 aFG = ，當作正方體的邊長，可以將這個長方體分為三個小的長

方體，即：長方體 AFDCHGKJ=黃色長方體+藍色長方體+紅色長方形，即： 

( ) ( ) ( ) ( ) 22,1,,1,1,,,1,1 kahaahkakafahafahakafahakaf +++=+++=++

q
1

1
a

ha+1

a

ka
ha
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M

 
( ) 22,1,1 kahaahkahakaf +++=++  

（１９）

( ) ( ) ( ) ( )akafahaifahakafahaikaf ,1,,1,,,,1, +++=++ = ( ) 2,1, kaahaifhk +++  

【說明】：如下圖，長方體 AFDCHGKJ中，若 ikaAC += ， 1+= haAF ， aFG = ，

以最短邊 aFG = ，當作正方體的邊長，可以將這個長方體分為三個小的長

方體，即：長方體 AFDCHGKJ=黃色長方體+藍色長方體+紅色長方形，即：
( ) ( ) ( ) ( )akafahaifahakafahaikaf ,1,,1,,,,1, +++=++  
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M

 
( ) ( ) ( ) ( )akafahaifahakafahaikaf ,1,,1,,,,1, +++=++ = ( ) 2,1, kaahaifhk +++  

（20） ( ) ( ) ( ) ( )ajafajaifaaafajaiaf ,,,,,,,, +++=++  
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=1+ ( ) ( )ajafajaif ,,,, ++  

【說明】：如下圖，長方體 AFDCHGKJ中，若 iaAC += ， jaAF += ， aFG = ， 

我們會以最短邊 aFG = ，當作正方體的邊長，可以將這個長方體分為三個

小的長方體，即：長方體 AFDCHGKJ=黃色正立方體+藍色長方體+紅色長
方形，即 ( ) ( ) ( ) ( )ajafajaifaaafajaiaf ,,,,,,,, +++=++  

q

aa+jj
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( ) =++ ajaiaf ,, 1+ ( ) ( )ajafajaif ,,,, ++  

（21）
( ) ( ) ( ) ( )ajkafajaifaakafajaikaf ,,,,,,,, +++=++ = ( ) ( ajkafajaifk ,,,, )+++  

【說明】：如下圖，長方體 AFDCHGKJ中，若 ikaAC += ， jaAF += ， aFG = ，

我們會以最短邊 aFG = ，當作正方體的邊長，可以將這個長方體分為三個

小的長方體，即：長方體 AFDCHGKJ=黃色正立方體+藍色長方體+紅色長

方形，即 ( ) ( ) ( ) ( )ajkafajaifaakafajaikaf ,,,,,,,, +++=++  
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M

 
( ) ( ) ( ) ( )ajkafajaifaakafajaikaf ,,,,,,,, +++=++  

（22） ( ) ( ) ( ) ( )ajkafajhaifahakafajhaikaf ,,,,,,,, +++=++  
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【說明】：如下圖，長方體 AFDCHGKJ中，若 ikaAC += ， jhaAF += ， aFG = ，

我們會以最短邊 aFG = ，當作正方體的邊長，可以將這個長方體分為三個

小的長方體，即：長方體 AFDCHGKJ=黃色正立方體+藍色長方體+紅色長
方形，即 ( ) ( ) ( ) ( )ajkafajhaifahakafajhaikaf ,,,,,,,, +++=++  
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( ) ( ) ( ) ( )ajkafajhaifahakafajhaikaf ,,,,,,,, +++=++  

 
（23）  ( ) abccbaf ≤,,
【說明】：在一個邊長為正整數 、b、c之長方體中，最容易的分割方法是將長 等

分，將寬 等分及將高c等分，所以可得 個單位正方形的分割，但這個

報告中，所研究的函數 是考慮每次分割，都要分割出邊長最大正

立方體，而且正立方體的個數要最少的方法和規則。所以，我們可知：

。 

a a
b abc

( )b,,

) )

caf

( ) abccbaf ≤,,
（五）為了簡化上列各式，我們定義： 
 

( ) ( dcfbaf
dc
ba

f ,, +=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
；  ( ) ( ) ( ihgffedfcbaf

ihg
fed
cba

f ,,,,,, ++=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

則 

（1）         ；                               ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+

ai
aa

faiaf , ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+

ai
aka

faikaf ,

（2）  ；    ( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+=++

aja
ajai
aaa

fajaiaf ,, ( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+=++

ajka
ajhai
ahaka

fajhaikaf ,,

（ ， 、 ，皆為正整數） jia ≥≥ h k
（六）二維空間和三維空間的連結：研究過二維空間和三維空間的規則和性質之後，
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我們更進一步，想探討二維空間和三維空間之間的關係，進而推廣至更高維度的空間。 
 
（1） ；( ) ( ) 11,1,11,1 == ff ( ) ( ) 1,,, == aaafaaf  
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( ) 11,1 =f                   ( ) 1, =aaf  
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( ) 11,1,1 =f                  ( ) 1,, =aaaf  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

（2） ；( ) ( 1,1,1, afaf = ) ( ) ( ) akkkafkkaf == ,,,  
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【說明】： ( ) ( ) aafaaf == 1,1,;1,  

1

1

1
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( ) aaf =1,  

1
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( ) aaf =1,1,  
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ka
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F
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( ) akkaf =,  

k

kk

ka
k ........................

 
( ) akkkaf =,,  

 
 
 
 
 
 
（3） ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )aafaaafaaaf ,,1,,,,1 +=+afaafaaf ,1,,1 +=+  ；
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【說明】：從下圖我們可以觀察到切割痕跡相同，但兩個函數切割出的總個數不同。 
因為： ( ) =+ aaf ,1 a+1 ≠ ( )aaaf ,,1+ =  21 a+

a

a

1

 
( ) ( ) ( )afaafaaf ,1,,1 +=+  

1a
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a

I

L
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J
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G

 
( ) ( ) ( )aafaaafaaaf ,,1,,,,1 +=+  

 
 

（4） ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )aaifaaafaaiaf ,,,,,, +=+aifaafaiaf ,,, +=+  ；

【說明】：同理，我們可以觀察到切割痕跡相同，但兩個函數切割出的總個數不同。 
因為： ( ) =+ aiaf , ( )aif ,1+ ≠ ( )aaiaf ,,+ = ( )aaif ,,1+  

a

a

i

 
( ) ( ) ( )aifaafaiaf ,,, +=+  

ia

a

a

I

L

B

E

J

K

H

C
A

F D

G

 

( ) ( ) ( )aaifaaafaaiaf ,,,,,, +=+  
（5） ；( ) ( ) ( )afakafakaf ,1,,1 +=+ ( ) ( ) ( )aafaakafaakaf ,,1,,,,1 +=+  
【說明】：同理，我們可以觀察到切割痕跡相同，但兩個函數切割出的總個數不同。 
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因為： ( ) akakaf +=+ ,1 ≠ ( ) 2,,1 akaakaf +=+  

1

a

ka

 
( ) ( ) ( )afakafakaf ,1,,1 +=+  

1ka

a

a

I

L

B

E

J

K

H

C
A

F D

G

 
( ) ( ) ( )aafaakafaakaf ,,1,,,,1 +=+  

（6） ；( ) ( ) ( )aifakafaikaf ,,, +=+ ( ) ( ) ( )aaifaakafaaikaf ,,,,,, +=+  
【說明】：同理，我們可以觀察到切割痕跡相同，但兩個函數切割出的總個數不同。 

因為： ( ) ( )aifkaikaf ,, +=+ ≠ ( ) ( )aaifkaaikaf ,,,, +=+  

i

a

ka

 
( ) ( ) ( )aifakafaikaf ,,, +=+  

ika

a

a

I

L

B

E

J

K

H

C
A

F D

G

 
( ) ( ) ( )aaifaakafaaikaf ,,,,,, +=+  

（7）    （設 ） ( ) ( 1,,, bafbaf ≤ ) ba ≥
【說明】：從二維空間的討論（12），我們可以知道 ( ) abbaf ≤, ；又 ( ) abbaf =1,, ，所

以可得：  ( ) ( 1,,, bafbaf ≤ )

)
 
（8）    （設 ） ( ) ( bbafbaf ,,, ≤ ba ≥
【說明】：從以上的討論中：我們可以觀察到在邊長為 、b、b的長方體中，若在切

割正立方體時，若只鳥瞰一個平面”
a

時，我們可以發現：我們可以觀察到切

割痕跡相同，但兩個函數切割出的總個數不同。 
（六）推廣至高維度空間：從上面的討論結果，我們知道如果要推廣至高維度空間（如

四維空間），我們可以利用上述的方法： 
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固定住四個維度，可得： ( ) ( ) ( ) 11,11,1,11,1,1,1 === fff  
固定住三個維度，可得： ( ) ( ) ( ) aafafaf === 1,1,1,1,1,1, （相當於二維空間切割） 
固定住二個維度，可得： ( ) ( ) abbafbaf == 1,,1,1,,      （相當於三維空間切割） 

伍、研究結論： 
（一）在二維空間中，將給定一個邊長為整數a及 之矩形，分割成邊長亦為整數之

正方形，如果考慮每次分割都要分割出最大正方形，利用轉輾相除法的原理所

分割出之正方形個數，記為函數：

b

( )b,af
)

。 

( baf , 之性質主要有:（ 、b、 、 i、 皆為正整數，且 ； ） a k n ia ≥ an >
（1） =  ( )baf , ( )abf ,
（2） ；  ( ) 11,1 =f ( ) 1, =aaf
（3） ；  ( ) aaf =1, ( ) akkaf =,
（4） ( ) ( )bafkbkaf ,, =  

（5）  ( ) aaf =2,2
（6） ( ) 22,12 +=+ aaf  

（7）  ( ) ( ) aafaaf +=+=+ 1,11,1
（8）  ( ) ( aifaiaf ,1, +=+ )
（9） ( ) ( ) ( ) akafakafakaf +=+=+ ,1,,1  

（10） ( ) ( ) ( ) ( )aifkaifakafaikaf ,,,, +=+=+  

（11） ( ) ( )annfanf −= ,,  

（12）  ( ) abbaf ≤,
（二）從二維空間推廣至三維空間： 

（1） = =1；( )1,1f ( 1,1,1f ) ( ) ( ) 1,,, == aaafaaf  

（2） ( ) ( ) aafaf == 1,1,1, ； ( ) ( ) akkkafkkaf == ,,,  

（三）在三維空間中，給定邊長為整數 、b、c的長方體，分割成邊長亦是整數的

正方體，如果考慮每次都要分割出最大的正方體，利用這個方法所分出的正方

體個數，記作

a

( )cbaf ,, 。 
函數 主要的性質有： （a、b、c、h、k、i、 皆為正整數，且 ） ( cbaf ,, ) j jia ≥≥
（1） ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )abcfbacfacbfcabfbcafcbaf ,,,,,,,,,,,, =====  
（2） ；  ( ) 11,1,1 =f ( ) 1,, =aaaf
（3） ；( ) aaf =1,1, ( ) akkkaf =,,  
（4） ；( ) abbaf =1,, ( ) abkkbkaf =,,  
（5）  ( ) ( cbafkckbkaf ,,,, = )
（6） ( ) abbaf =2,2,2  
（7）  ( ) babbaf 42,2,12 +=+
（8） ( ) 2442,12,12 +++=++ baabbaf  
（9） ( ) ( ) ( ) 21,,1,,,,1 aaafaaafaaaf +=+=+  
（10） ( ) ( ) ( ) ( )aaifaaifaaafaaiaf ,,1,,,,,, +=+=+  
（11） ( ) ( ) ( ) 2,,1,,,,1 akaafaakafaakaf +=+=+  
（12） ( ) ( ) ( ) 2,,1,,,,1 hahkahafahakafahakaf +=+=+  
（13） ( ) ( ) ( ) ( )aaifkaaifaakafaaikaf ,,,,,,,, +=+=+  
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（14） ( ) ( ) ( ) ( )ahaifhkahaifahakafahaikaf ,,,,,,,, +=+=+  
（15） ( ) ( ) ( ) 221,1,),1,1(,,,1,1 aaaafaafaaafaaaf ++=+++=++  
（16） ( ) ( ) ( ) ( ) 22,1,,1,1,,,1,1 kaaakakafaafaakafaakaf +++=+++=++  
（17） ( ) ( ) ( ) ( )akafaaifaakafaaikaf ,1,,1,,,,1, +++=++  

= ( ) 2,1, kaaaifk +++  
（18） ( ) ( ) ( ) ( )akafahafahakafahakaf ,1,,1,1,,,1,1 +++=++  

=  22 kahaahk +++
（19） ( ) ( ) ( ) ( )akafahaifaakafahaikaf ,1,,1,,,,1, +++=++  

= ( ) 2,1, kaahaifhk +++  
（20） ( ) ( ) ( ) ( )ajafajaifaaafajaiaf ,,,,,,,, +++=++  
（21） ( ) ( ) ( ) ( )ajkafajaifaakafajaikaf ,,,,,,,, +++=++  
（22） ( ) ( ) ( ) ( )ajkafajhaifahakafajhaikaf ,,,,,,,, +++=++  
（23） ( ) abccbaf ≤,,  

（四）簡化上述性質： 

若定義： ；  ( ) ( dcfbaf
dc
ba

f ,, +=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ) )( ) ( ) ( ihgffedfcbaf
ihg
fed
cba

f ,,,,,, ++=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

則我們將上述的性質，簡化成下列的結果：（ ， 、k，皆為正整數） jia ≥≥ h

（1）     ；                              ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+

ai
aa

faiaf , ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+

ai
aka

faikaf ,

 

（2）  ；  ( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+=++

aja
ajai
aaa

fajaiaf ,, ( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+=++

ajka
ajhai
ahaka

fajhaikaf ,,

                                    
（五）二維空間和三維空間的連結：（ 、 、 i皆為正整數，且 ） a k ia ≥

 
 二維空間 三維空間 
（1） ( )1,1f =1 ( 1,1,1f )=1 
（2） ( ) 1, =aaf  ( ) 1,, =aaaf  
（3） ( ) aaf =1,  ( ) aaf =1,1,  
（4） ( ) akkaf =,  ( ) akkkaf =,,  
（5） ( ) ( ) ( )afaafaaf ,1,,1 +=+  ( ) ( ) ( aafaaafaaaf ,,1,,,,1 + )=+  
（6） ( ) ( ) ( )aifaafaiaf ,,, +=+  ( ) ( ) ( aaifaaafaaiaf ,,,,,, + )=+  
（7） ( ) ( ) ( )afakafakaf ,1,,1 +=+  ( ) ( ) ( )aafaakafaakaf ,,1,,,,1 +=+  
（8） ( ) ( ) ( )aifakafaikaf ,,, +=+  ( ) ( ) ( )aaifaakafaaikaf ,,,,,, +=+  

（9） ( ) ( )1,,, bafbaf ≤  
（10） ( ) ( )bbafbaf ,,, ≤  
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（六）推廣至更高維度空間：（如四維空間） 
（1） ( ) ( ) ( ) 11,11,1,11,1,1,1 === fff  
（2） ( ) ( ) ( ) aafafaf === 1,1,1,1,1,1,  （相當於在二維空間切割） 
（3）       （相當於在三維空間切割） ( ) ( ) abbafbaf == 1,,1,1,,

 
陸、參考資料及其他： 
（一）輾轉相除法的連結（台灣師範大學數學系 黃文達教授） 
（二）正方形切割和輾轉相除法（至善國中 李永貞老師） 
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m≥≥ ik ( ) ( ) ( )ihgffedfcbaf
ihg
fed
cba

f ,,,,,, ++=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

ai
aa

f ( ) ( )3,21
32
33

3,23 fff +=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ai
aka

f ( ) ( )3,22
32
36

3,26 fff +=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞
+

aja
ajai
aaa

( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=++=

313
342
333

3,13,233,4, ff

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+=++
jak

jaki
akak

fajakiakf

1

2

21

21 ,, ( ) ( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=++=

3112
3102
3912

3,19,2123,10,14 fff

0=j ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=++=

332
333

305
332
333

3,03,23 fff

( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+=

32
33

3,233,5 fff

0=j ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=++

332
336

306
332
336

3,03,26 fff

( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+=

32
36

3,263,8 fff

ljia ≥≥ ， ，以上各未知數皆為正整數，若定義 ； ，以下類推。 ( ) ( )dcfbaf
dc
ba

f ,, +=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

 

1.                                   ex：   ( )+ aiaf , ( )3,5f

2.                              ex：  ( ) =+ aikaf , ( )3,8f

3. 

                   ex：

 

( )
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=++ fajaiaf ,, ( )5f

4. 

           ex：

 

( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

a
a
a

如果當  時，第 3點的切法就相當於於第 1點的切法                      ex：  ( )3,3,5f

                                                                               

5. 如果當  時，第 4點的切法就相當於於第 2點的切法                  ex：   ( ) =3,3,8f

                                                                            



n 維猜想 
m≥≥ ik ,, +=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ( ) ( ) ( )ihgffedfcbaf
ihg
fed
cba

f ,,,,,, ++=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ai
aa

f ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+

ai
aka

faikaf ,

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞
+

aj
ajai
aa

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+=++

ajak
ajaki
aakak

fajakia

1

2

21

2 ,,

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

+
++

ala
alaj
alaja
aaa

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
++

=+

alakak
alakjak
alakjaki
aakakak

falakj

21

31

32

321

3 ,,

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
++

=++++

aaa
alaa
alaja
alajai

aaa

famalajaiaf ,,,, ( )

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
++
+++

=++++

amakakak
amaklakak
amaklakjak
amaklakjaki
aakakakak

famaklakjakiakf

321

421

431

432

4321

4321 ,,,,

ljia ≥≥ ， ，以上各未知數皆為正整數，若定義 ； ，以下類推。 ( ) ( )dcfbaf
dc
ba

f

 

( ) =+ aiaf ,                                                       

 

( )
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=++

a

a
fajaiaf ,,                                           ( )kf 1

 

( )
⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=+++

a
a
i
a

falajaiaf ,,,                               ( )++ akiakf 21 ,

 

( )

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

+
+
+

am
am
am
am
aa

                 



 

m≥≥ ik ,, +=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ( ) ( ) ( )ihgffedfcbaf
ihg
fed
cba

f ,,,,,, ++=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

ljia ≥≥ ， ，以上各未知數皆為正整數，若定義 ； ，以下類推。 ( ) ( )dcfbaf
dc
ba

f

⎠

⎞

1. ( )
⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=+++

a
a
i
a

falajaiaf ,,,
+
++

ala
alaj
alaja
aaa

( )
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=+++=

7177
7827
7893
7777

7,17,27,377,8,9,10 ff

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

+
++

alak
alakj
alakjak
aakak

2

3

32

32

( )
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=+×+×+×=

713535
736235
736373
7353535

7,175,275,3757 ff

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
++
+++

=++++

amaaa
amalaa
amalaja
amalajai
aaaaa

famalajaiaf ,,,, ( ) ( )

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=++++=

71777
78277
78937
789104
77777

7,17,27,37,477,8,9,10,11 fff

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
++

=++++

akakak
lakak

akjak
akjaki

akakak

famaklakjakiakf

321

21

31

32

321

4321 ,,,, ( ) ( )

⎟
⎟

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=+×+×+×+×=

71353535
73623535
73637335
73637384
735353535

7,175,275,375,4757,36,37,38,39 fff

                                     ex：  ( )f

2.                           ex：  ( )
⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=+++

ak
ak

i
ak

falakjakiakf

1

1

1

321 ,,, ( ),36,37,38f

3.                         ex：  ( )

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

4.          ex： ⎟ ( )

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

+
+
+

am
amak
amakl
amakl
aak

4

4

4

4
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