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本研究所探討的遞迴關係並不尋常。徹底的解決該問題似乎

超過中學生的能力。 



作者介紹 
我是范宜安，目前就讀台南一中二年級，從小便對數學充滿興趣，尤其是在空間

幾何、代數以及機率方面。常常獨自抱著幾題數學題目思考，享受解出困難題目

的喜悅，對於數學題目也抱有極大的興趣，曾經花上數小時解九連環，花數日摸

索魔術方塊，也會自己製作遊戲，自己分析，以及與身邊的人分享。只要遇到有

關數學的競賽都盡量參加，我國三時曾參加南區科展。 

 
我的名字叫周子翔，目前就讀台南一中一年級，興趣是上網、看書，在學校雖然

我是自然組的。但是我對史地還是很有興趣，而自然科中我最喜歡的是生物。 
這次會參加數學科科展，實在是一個偶然的機會，當初原本只是想應付一下專題

研究的成績，以免被當掉但是投入後發覺還漫好玩的，不過有一點辛苦就是了，

剛一開始甚至每個星期都要去找教授一次，有時候和同學一討論就是數個小時，

不過我們的努力現在總算是有一點小小的成果了。 
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研究動機： 

記得小時候常玩大富翁，在走步數之前常要由擲骰子來決定。又在上

國中之後學到了有關機率的問題，所以讓我想起此事，想藉由此次的

科展對大富翁內的機率做一番徹底的研究與了解。 

 

目的： 

壹、研究棋子踩到棋盤上某一點的或然率(不限次數)，內容包括遞迴

以及非遞迴表示法。 



貳、研究在遊戲中一次投擲不只一個骰子時的狀況。(僅討論遞迴表示

法) 

 

研究方法：在求機率中，若只由一個一個來計算的話，不容易求得，

所以我們要利用前幾個簡單的機率來推導以後的機率。 

 

研究內容： 

壹、 預備定義： 

一、x為要向前走的格數，  Nx∈

二、 是 q個 p 面的骰子一次擲出，點數和為 x的機率 ( )xg p

q

三、 是 q個 p 面的骰子不限次數擲出，點數和為 x的機率 ( )xf p

q

貳、討論使用一顆六面的骰子及沒有終點(類似數線不循環)的棋盤，

踩到第 x格的機率(不限擲骰子次數)，遞迴表示部分： 

例：以下 5行的 代表 表示第一次擲骰子要擲出點數為 x的機率， 代表

表示不限擲骰子次數要擲出點數和為 x的機率 

)(xg ( )xg6

1
)(xf

( )xf 6

1

)0()1()1( fgf =  

)0()2()1()1()2( fgfgf +=  

)0()3()1()2()2()1()3( fgfgfgf ++=  

)0()4()1()3()2()2()3()1()4( fgfgfgfgf +++=  

)0()5()1()4()2()3()3()2()4()1()5( fgfgfgfgfgf ++++=  

⋯⋯ 

說明： 

以上圖為的 為例：第一步若擲出 1，而後不限次數擲出點數和得 3的機率由乘法

原理得知為

)4(f
)3()1( fg × ，同理，若第一次擲出 2,3 或 4，但最後點數和都為 4時分別得

到機率為 , ,)2()2( fg × )1()3( fg × )0()4( fg × 。又以上 4種狀況互為獨立事件(像是算出

第一步若擲出 1所得的機率後，不會影響第一步若擲出 2所得的機率)，而且要擲出點
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數和為 4的狀況中，第一次擲出的點數必在 1,2,3,4 此 4數之中，因此由加法原理得知

)0()4()1()3()2()2()3()1()4( fgfgfgfgf +++= 。 

我們可以知道格數在 6以下的數可以分成一次走到及二次以上走到,可以寫成

 (且∑
=

−=
x

n
nxfngxf

1

6

1
)()()( 1)0( =f )，而且格數在 7(含)以上格數只要能算出前一個的

機率就能由遞迴關係算出，寫成 ，由於根據定義， 代表回

頭走，這是不可能的事，因此定義

∑
=

−=
6

1
)()()(

n
nxfngxf 0<x

0<x 時 0)( =xf ，就可得一通式

，∑
=

−=
6

1

6

1

6

1

6

1
)()()(

n
nxnx fgf Nx∈∀ 。 

若是 p面的骰子，只要將式中的 6改為 p即可 

參、接著討論使用一顆六面的骰子及沒有終點(類似數線不循環)的棋

盤，踩到第x格的機率(不限擲骰子次數)，非遞迴表示部分： 

由於 6面骰子較為複雜，所以為了釐清觀念，先作兩面的骰子(可視為一枚 2面均質的硬

幣，一面為點數 1，另一面為點數 2)的討論，在以下 5行中， 代表 ，右式中

的每一項皆可表為m×

)(xf ( )xf 2

1

n2
1
，意思是 n次走到的可能性有m種 

)0(f =1×1 

)1(f =    1×
2
1
 

)2(f =    1×
2
1
+1×

4
1
 

)3(f =          2×
4
1
+1×

8
1
 

)4(f =          1×
4
1
+3×

8
1
+1×

16
1
 

)5(f =               3×
8
1
+4×

16
1
+1×

32
1
 

⋯⋯ 

說明： 

一、以 為例，4格最少要花 2次走到，最多要花 4次走到 )4(f
2 次走到即 2+2=4 一種可能，如下 

    

3 次走到即 1+1+2=4，1+2+1=4，2+1+1=4 三種可能，如下 

    及     及     
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4 次走到即 1+1+1+1=4 一種可能，如下 

    

二、由其中可看出不盡相異物的性質，像以上 3次走到的部分可看塑一個 4格的空格

用 2個一格的拼圖和 1個 2 格的拼圖所拼成，有 3
!1!2
)!12(
=

×
+

種可能。不論擲出的點

數為 1或 2，機率都是
2
1
，這 3種可能性都是投擲 3次而走到的狀況，所以投擲 3

次，點數和為 4的機率是 32
13× 。 

其中，第一行表示 0次走到(必然成立) ，第二行表示 1次走到，第三行表示 2次走到⋯⋯。

圖中各項係數(m)還有＂不盡相異物排列＂的性質，可用C 的形式表示(像是上面的
α

β

3
!1!2
)!12(
=

×
+

可表為C3

1
)，如此一來，上列各式可以表為： 

 

)0(f =C ×1 
0

0

)1(f =      ×C1

0 2
1
 

)2(f =      C1

1
×

2
1
+C 2

0
×

4
1
 

)3(f =              C 2

1
×

4
1
+C 3

0
×

8
1
 

)4(f =              C 2

2
×

4
1
+C 3

1
×

8
1
+C 4

0
×

16
1
 

)5(f =                      C 3

2
×

8
1
+C 4

1
×

16
1
+C 5

0
×

32
1
 

⋯⋯依此類推，可以得到下列公式： 

( ) n
x

n xnnx
nxf )

2
1(

)!2()!(
!

0

2

1
×

−−
= ∑

=

 (若 r＜0 則 r!=0) 

接下來，討論多面骰子的狀況(以 6 面的正常骰子為例)。將上列公式中， 代表擲骰子

總次數， 以及 代表擲出點數為 1或點數為 2的次數。此時，令 a,b,c,d,e,f 分別

是擲出點數為 6,5,4,3,2,1 那一面的次數。由定義可以知道

n
nx − xn −2

fedcbax +++++= 23456 使

用不盡相異物排列公式，將 a,b,c,d,e,f 視為不同的物件即可列出以下式子： 

( )
)(

23456
}0{,,,,,

6

1
)

2
1(

!!!!!!
)!( fedcba

fedcbax
Nfedcba fedcba

fedcbaxf
+++++

+++++=
∪∈

∑ +++++
=  

同理，多面的骰子也可以依照此方法列出公式 
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肆、研究在遊戲中一次投擲不只一個骰子時的狀況。 

一、討論兩個骰子的狀況： 

1.先討論 6 面的骰子 

 1 2 3 4 5 6 

1 2 3 4 5 6 7 

2 3 4 5 6 7 8 

3 4 5 6 7 8 9 

4 5 6 7 8 9 10 

5 6 7 8 9 10 11 

6 7 8 9 10 11 12 

上圖中，第一行與第一列分別代表第一個及第二個骰子擲出的數字，其它為數

字總合，作圖如下： 

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

( )xg6

2
 
0 

36
1
 

36
2

36
3

36
4

36
5

36
6

36
5
 

36
4
 

36
3
 

36
2

36
1

2.再討論 p 面的骰子(一般化) 

 1 2 ⋯ p-1 P 

1 2 3 ⋯ P P+1 

2 3 4 ⋯ P+1 P+2 

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 

p-1 P P+1 ⋯ 2p-2 2p-1 

P P+1 P+2 ⋯ 2p-1 2p 

觀察上圖，可列出 的表格： ( )xgm

2

x 1 2 3 ⋯⋯ p p +1 ⋯⋯ 2p-1 2p 

( )xg p

2
 
0 

2

1
p
 2

2
p

⋯⋯ 
2

1
p

p −
2p

p
 

⋯⋯ 
2

2
p 2

1
p

再觀察以上表格，可列出以下公式： 

∑
=

−=
p

n

ppp
nxnx fgf

2

2
222

)()()( 此時 ( ) ])1([1
22

+−−= pxp
p

xg p
 

二、討論 q 個骰子的狀況(一般化)： 

若一次擲出 3個以上的骰子所要算的機率仍用以上的方法來計算會過於複雜，

所以，我們使用另一種方法如下： 

由於第一個骰子投出與否並不影響其它未投出骰子擲出各面的機率(獨立事
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件)，因此，q個骰子一次擲出的機率，等同於第 1個骰子一次擲出的機率乘上其

餘q-1 個骰子一次擲出的機率(乘法原理)，因此列出以下遞迴表示的公式： 

( ) ( ) ( )nxnx fgf p

q

qp

n

pp

q
−=

−

×

=
∑ 1

0
1

 

結論： 

壹、在遊戲中一次投擲一顆六面的骰子及沒有終點(類似數線不循環)

的棋盤，踩到第 x格的機率(不限擲骰子次數)，用遞迴表示的公

式： ，∑
=

−=
6

1

6

1

6

1

6

1
)()()(

n
nxnx fgf Nx∈∀ 。 

貳、在遊戲中一次投擲一顆六面的骰子及沒有終點(同上)的棋盤，踩

到第 x格的機率(不限擲骰子次數)，非遞迴表示的公式：

( )
)(

23456
}0{,,,,,

6

1
)

2
1(

!!!!!!
)!( fedcba

fedcbax
Nfedcba fedcba

fedcbaxf
+++++

+++++=
∪∈

∑ +++++
=  

參、在遊戲中一次投擲兩個 p面的骰子時，踩到第 x格的機率(不限擲

骰子次數)為： 此時∑
=

−=
p

n

ppp
nxnx fgf

2

2
222

)()()( ( ) ])1([1
22

+−−= pxp
p

xg p
 

肆、在遊戲中一次投擲 q個 p面的骰子時，踩到第 x格的機率(不限擲

骰子次數)為：  ( ) ( ) ( )nxnx fgf p

q

qp

n

pp

q
−=

−

×

=
∑ 1

0
1
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