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三角形之相似四分割 

壹、摘要： 

任意一個三角形要如何分割成四個彼此相似的組成三角形呢？我們透過嚴謹的數學

推理，先對三角形作二、三分割的可能情形進行驗證，並藉由已完成相似二、三分割的

三角形，運用「內分」和「外加」的觀念，使相似四分割的討論變得明快，並得以將各

式三角形的所有相似四分割的圖示作完整而有系統的呈現。 

我們也對「比例四分割」的作圖法與其相關幾何性質，進行猜想與討論，並驗證得

出一些結果。尤其對「黃金三角形」經比例四分割後，組成三角形之對應邊長的比值也

是「黃金值」，以及使用五條摺痕線的摺紙方式，可以摺出一張黃金三角形紙張的比例四

分割，這些研究結果都令我們感到獲益良多。 

 

 

                      Four Similar Divisions from A Triangle 
 

How to divide a triangle into four similar little triangles？ Possible situations of 

dividing a triangle into two or three parts could be testified by strict mathematical 

inferences, and then the concepts of “internal division” and “external addition” could be 

applied to make our discussion clearly and briefly. With above discussions, figures 

about four similar divisions of all kinds of triangles could be presented completely and 

systematically. 

 Some results were come up after making some conjectures and discussions 

about the geometric constructions and geometric properties of “four proportional 

divisions”. We learn a lot by these researches especially on the discoveries that the 

ratio of those corresponding sides in each four similar triangles which form a golden 

triangle, is also golden ratio; and that we could divide a golden triangle into four similar 

triangles by using five folding lines. 
 

 1



貳、研究動機與目的： 

若將任意三角形的三邊中點連接，就會得到四個全等三角形。那麼是否可將任意一

個三角形分成四個彼此相似的組成三角形呢？如果可以的話，怎麼找出各式三角形之「相

似四分割」的所有分割方式？以下就是本篇報告的研究目的： 

一、使用嚴謹有效率的討論流程，確立各種三角形所有相似四分割的分割方式。 

二、找出所有三角形「相似四分割」(包含「比例四分割」)的簡易作圖法。 

三、探討並驗證「比例四分割」的相關幾何性質。 

四、探討黃金三角形的「比例四分割」性質，並藉由較少摺痕線的摺紙程序，摺出黃金

三角形紙張的「比例四分割」。 

參、詞彙界定及說明： 

一、相似 n分割：將一個三角形分割成 n個（ ）組成三角形（不含原三角形），且 n

個三角形均彼此相似。 

1>n

二、點完全分割（線）：分割三角形時，若分割線段的一個端點為原三角形頂點，且另一

個端點在此頂點的對邊，此分割線段稱「點完全分割線」，分割

方式稱「點完全分割」。 

三、點部分分割（線）：分割三角形時，若分割線段的一個端點為原三角形頂點，而分割

線段的另一個端點在三角形的內部，此分割線段稱「點部分分割

線」，分割方式稱「點部分分割」。 

四、邊完全分割（線）：分割三角形時，若分割線段的兩個端點各在原三角形的不同兩個

邊上（不含頂點），此分割線段稱「邊完全分割線」，分割方式稱

「邊完全分割」。 

五、邊部分分割（線）：分割三角形時，若分割線段的一個端點在原三角形的一邊上（不

含頂點），且另一個端點在此三角形的內部，此分割線段稱「邊

部分分割線」，分割方式稱「邊部分分割」。 

六、比例四分割：若用三條邊完全分割線可將一個三角形相似四分割(四個組成三角形並

未全部全等的情形)，則四個組成三角形的面積會成比例，我們特別稱

此種相似四分割為「比例四分割」。 

七、外加法：在一個完成相似分割的三角形外部，附加更多三角形，使最大三角形的組

成三角形皆彼此相似的思考做法。 
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八、內分法：在一個完成相似分割的三角形內部，細分出更多三角形，使最大三角形的

組成三角形皆彼此相似的思考做法。 

九、以上二~五的說明如下圖: 

 

  1. AD：點完全分割線。 

  2. BF：點部分分割線。 

  3. DE：邊完全分割線。 

  4. EF：邊部分分割線。 

F 
E 

D C B 

A  

 

 

 

 

 

肆、研究過程： 

一、相似四分割的預備定理證明： 

(一)相似二分割： 

定理 2-1若一個三角形可以二分割成兩個相似三角形，則原三角形必為等腰或直角三

角形，且分割線必垂直原三角形之一邊。 

【證明】(1)二分割只能作點完全分割。 

2 1 

CB

A 

3 4 
D 

(2)設 AD為點完全分割線，且 ACDABD ∆∆ ~  

433,23 ∠=∠∴∠>∠∠>∠ CQ  

BCAD ⊥∴°=∠=∠⇒ 9043  

若 為等腰三角形。 ABCCB ∆⇒∠=∠

若 ABCCB ∆⇒°=∠+∠⇒∠=∠⇒∠=∠ 902112 為直角三角形。 

(3)所以一個三角形可以相似二分割的情況有圖 2-1-2（等腰△），圖 2-1-2（直

角△）兩種： 

 

°a 

°a

°b

°b

C 

A

°90
D

°90
B

°a  °a

°b  °b C

A 

B 
°90  

D 
°90  

 

 

 

 

圖 2-1-1 圖 2-1-2  
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(二)相似三分割： 

定理 3-1 任意三角形，不可能由同一頂點作兩次點完全分割而成三個相似三角形。 

【證明】設 ，ABD∆ ADE∆ ， 相似，由定理 2-1 推得 AEC∆

BCAD ⊥ ， BCAE ⊥ ，但此與過線外一點恰可作唯一直線 

E D CB

A 

垂直已知直線的事實不合，故此定理成立。 

 

定理 3-1 之推廣任意三角形，不可能由同一頂點作 n次（ ）點完全分割而成(n+1)1>n

個相似三角形。 

定理 3-2 任意三角形，由其中一個頂點作一次點完全分割，再由另一個頂點作一次的

點部分分割，不可能成為三個相似三角形。 

【證明】設 ， ， 相似，由定理 2-1 推得 ABD∆ CDE∆ AEC∆

E 

D CB 

A 

2 
1 

3

°=∠=∠ 9021 ，但 °>∠+∠=∠ 9032ADB  

ADB∆⇒ 必與 及 不相似， ACE∆ CDE∆

故此定理成立。 

 

定理 3-3 若一個三角形，可由三個頂點各作一次點部分分割而成三個相似三角形，則

原三角形必為正三角形，且分割成之三個相似三角形皆為三內角度數為

°−°−° 1203030 的全等三角形。 

【證明】若 ， ， 相似 ABD∆ BCD∆ ACD∆

89453 ∠+∠+∠+∠=∠Q 53 ∠≠∠∴ ， 43 ∠≠∠  

5
6

CB

A 

1 
3 D 
2 

8

9 

7

4 93 ∠≠∠ ，  83 ∠≠∠ 2313 ∠=∠∠=∠⇒ 且  

°=∠=∠=∠∴ 120321  

(1)假設 94 ∠≠∠  84 ∠=∠⇒  

○1 若 847 ∠=∠=∠ BCDACD ∆≅∆⇒  

BDAD =⇒ °=∠=∠⇒ 3054 ⇒ =∠8 °=∠ 309  

94 ∠=∠∴ (不合)。 

○2 若 846 ∠=∠=∠ 975 ∠=∠=∠⇒  

由相似形之對應邊成比例 1=
++
++

===⇒
ADCDBD
CDBDAD

AD
CD

CD
BD

BD
AD

 

°=∠=∠=∠=∠=∠=∠⇒==⇒ 30987654CDBDAD (不合) 
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由○1 ，○2 推得 94 ∠≠∠ 不成立。 

(2)由(1)⇒若 °=∠=∠⇒=⇒∆≅∆⇒∠=∠ 307694 CDBDADCADB  

°=∠=∠=∠=∠∴ 309854 ABC∆∴ 為正三角形。 

由(1)，(2)證得本定理成立。 

(3)若一個三角形，可由三個頂點各作一次點部分分割而分成三個相似三角

形，則此三角形與其分割方式必為圖 3-3-1。 

 

圖 3-3-1 
°120

°120
°30
°30°30  

°30

°30°30

D

C

A

B 

 

 

 

 

 

定理 3-4若一個三角形，作一次點完全分割與一次邊完全分割，可分割成三個相似三

角形，則原三角形之種類與其分割方式，共計有圖 3-4-1，圖 3-4-2，圖 3-4-4，

圖 3-4-5 四種情形。(圖 3-4-3 的分割方式包含於圖 3-4-5) 

【證明】若 ，AED∆ BDE∆ ， 相似，由定理 2-1 推得BCD∆ °=∠=∠ 9021  

D 

C 

A

8 

76

2
E 4

3 

5

9 

1

(1) 43 ∠=∠ ， 的情況： 65 ∠=∠

若  438 ∠=∠=∠

°=∠=∠=∠⇒ 60438  

°=∠=∠⇒ 3065  

其情況又有 B
圖 3-4-1( °−°−° 906030 直角△)和 

圖 3-4-2( 等腰△)兩種分割方式： °°−° 1203030

圖 3-4-2 

°90  

°90  
°30  

°30  

°30  

°60  °60  °90
°60  

圖 3-4-1 

°90  

°90  °30  
°30  

°30  

°60  
°60  
°60  

°90  E 

D

CB 

A

E 

D

C
B 

A 

 

圖 3-4-3 

°45  

°45  

°90  °90  

°90  °45  

°45  

°45

°45  

D 

C

A 

 

 
E

 

 

B 
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若 48 ∠≠∠   °=∠=∠∴∠>∠ 902868Q ⇒只有上圖 3-4-3 等腰直角三

角形這種分割方式(此情況也將包含於以下所討論之圖 3-4-5)。 

(2) 63 ∠=∠ ， 即54 ∠=∠ °=∠ 90ADB 的情況 °=∠⇒ 908 其情況分為兩種： 

圖 3-4-4： ，67 ∠=∠ 49 ∠=∠ 的情形(等腰三角形)。 

圖 3-4-5： ，47 ∠=∠ 69 ∠=∠ 的情形(直角三角形)。 

(圖 3-4-4 和 3-4-5 實際分割時，可以是 ABDE ⊥ 或 BCDE ⊥ ) 

A

°a  

°a  
°a  

°b  

°b  

°b  
°90  
°90  °90  

D 

C 

圖 3-4-5 

 A 

圖 3-4-4 

°b  

°90  

°b  

°90  
°b  
°a  

°a  

°90  

°a  

D 

E 

CB 

 

 

 E
 

 
B

 

二、相似四分割的相關定理與作圖證明： 

以下定理 4-1~定理 4-7，主要針對無點完全分割線的分割方式進行討論： 

定理 4-1若一個三角形被四條點部分分割線分成四個組成三角形，則不可能分割成四

個相似△。 

A 【證明】若△ABE，△ADE，△ACD，△BCD 相似 

由定理 2-1 °∠=∠=∠⇒ 9021  

°∠<∠⇒ 903   °=∠+∠+∠ 360543Q  4 3 2 

B 
C 

D 
E 

1 5 4∠⇒ ， 皆為鈍角 5∠

∴△ACD，△BCD 為鈍角△ 

故與△ABE，△ADE 為直角三角形必不相似，故此定理成立。 

定理 4-2若一個三角形有三條點部分分割線與一條邊部分分割線，則不可能分割成四

個相似三角形。 

【證明】若△ADE，△BDE，△ACD，△BCD 相似， 

由定理 2-1 °=∠=∠⇒ 9021 °<∠∴ 903 ， °<∠ 904  

18043 <∠+∠⇒   但 °=∠+∠+∠+∠ 3606543   

C B 

E 
2 

1 

A 

4 
D6 
5 3 

 °>∠+∠∴ 18065 5∠⇒ ， 6∠ 至少有一個鈍角 

∴△ACD 與△BCD 中至少有一個鈍角△，而 
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這一個三角形必與直角△不相似，故此定理成立。 

定理 4-3若一個三角形有兩條點部分分割線，與一條邊完全分割線，則不可能分割成

四個相似三角形。 

E 

F 
D 

C B 

A 

9 
8 

7 

6 
5 
4 

3 
2 
1 

【證明】若△AEF，△BDE，△BCD，△DCF 相似， 
A 

31431 ∠>∠⇒∠+∠=∠Q ， 41 ∠>∠  1 E D 5 2 3 F 21 ∠=∠∴    又 °=∠+∠ 18021Q  6 
4 

°=∠=∠⇒ 9021   

同理 °=∠=∠    9065 B C 

°=∠+∠∴ 18051 與三角形內角和等於180 的性質不合，故此定理成立。 °

定理 4-4若一個三角形只有三條點部分分割線，則不可能分割成四個相似三角形。 

【證明】(1)若 DEF∆ 的三內角都是銳角，則 1∠ ， 2∠ ， 3∠ 都是鈍角 

⇒四個組成三角形不可能全部都相似。 

(2)若令 DEF∆ 的三內角中的 EDF∠ 為直角或鈍角 

則 ， 都是鈍角，且不等於2∠ 3∠ EDF∠ 的度數 

⇒四個組成三角形不可能全部都相似。 

(3)由(1)，(2)推得本定理成立。 

定理 4-5若一個三角形作三條邊完全分割線，且三條分割線皆不與原三角形的各邊平

行，則無法作成相似四分割。 

【證明】我們分三種情形討論： 

(1)正△： °=∠=∠=∠ 60CBA  

DFQ 不平行於 BC，DE 不平行於 AC， 

EF 不平行 AB    °≠∠≠∠∴ 6041  

若△ADF，△DEF，△BDE，△CEF 相似， 

則 ， ， 恰有一個角等於 。 2∠ 5∠ 8∠ °60

設   °=∠ 602 51 ∠≠∠Q   54 ∠=∠∴    

又 59 ∠≠∠   56 ∠=∠∴  

°=∠=∠=∠∴ 60654 (不合) ，推得四個三角形必不相似。 

也就是說正△的情況時，此定理成立。 

(2)等腰△： ACB ∠≠∠=∠  

設 °=∠=∠ xCB   

C B 

A 

D 1 

3 
F 

E 
2 
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DFQ 不平行於 BC  °≠∠≠∠∴ x21  

C 

2 F 

E 

D 

B 

A 

1 

°x°x

°≠∠ xAQ  ∴△ADF 沒有一個角等於  °x

即△ADF 與△BDE 必不相似， 

結果符合定理推論。 

 

ACBA ∠≠∠≠∠≠∠  (3)△ABC 三內角均不相等：

設∠ ， ，°= aA °=∠ bB °=∠ cC ，且 acba ≠≠≠  

若△ADF、△DEF、△BDE、△CEF 相似，則此四個三角形的三內角度數均為  °a

、b 、 c 。由° ° DF 不平行於BC 01 c=∠⇒ ，  04 b=∠

由DE 不平行於 AC 03 c=∠⇒ ， °=∠ a7  

由EF 不平行於 AB °=∠⇒ b6 ， °=∠ a9  

°=∠≠∠ b42Q ， °=∠≠∠ a72  °=∠∴ c2  

°c  

°a

°b
B 

1 

A 

C 

D 

E 

F 3 2 4 
5 6 

7 8 9 
°=∠+∠+∠ 180321Q  °=°⇒ 1803c  

°=∠⇒°=°⇒ 60260c  

同理 °=∠ b5 ， °=∠ a8 °=°⇒ 60b ， °=° 60c  

此結果與事實不合  ∴必不相似。 

(4)由(1)，(2)，(3)討論，可推得本定理成立。 

2 

A 

定理 4-6若一個三角形作三條邊完全分割線，且三條線中只有一條與一邊平行，另兩

條線皆不與邊平行，則無法作成相似四分割。 

【證明】我們分三種情形討論： 

1 F (1)正△： °=∠=∠=∠ 60CBA  D 

且DF∥BC，DE 不平行於 AC， 
C EF 不平行於 AB °∠=∠⇒ 601  B E 

則△ADF 為正△，但△BDE不為正△∴必不相似。 

(2)等腰△： 

○1 CB ∠=∠ A∠≠ ，且DF∥BC，DE 不平行於 AC，EF 不平行於 AB。

設 °=∠=∠=∠=∠ xCB41  °=∠∴ x3  

°=∠=∠=∠=∠⇒ x6431  52 ∠=∠∴  

Q四個組成三角形相似  °=∠=∠∴ x52    
6 

F 
5 

E 

D 

C B 

A 

4 
3 2 

1 

°x°x
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°=°=∠+∠+∠ 1803321 xQ  

°=∠=∠=∠⇒ 60321  

°=∠=∠⇒ 6052  (不合)  ∴必不相似。 

°x  °x

2 
1 

B 

A 

D 

E 

F 

○2若 ，且ACB ∠≠∠=∠ EF∥ AB， 

DF 不平行於BC，DE 不平行於 AC  

∵ °≠∠ x1 ，  ∴°≠∠ x2 °=∠ xA  

C CBA ∠=∠=∠⇒ (不合) 

∴必不相似。 

(3)△ABC 三內角均不相等： CBA ∠≠∠≠∠Q  

設 ， ，°=∠ aA °=∠ bB °=∠ cC ，且 cba ≠≠  

若DF∥BC，DE 不平行於 AC， 

EF 不平行於 AB， 

設 °=∠=∠ bB1 ， °=∠=∠ cC4  

若△ADF、△DEF、△BDE、△CEF 相似，則此四個相似△的三內角必為 、

、    ∵

°a

°b °c DE 不平行於 AC  ∴ °=∠ c3 ，又 °=∠⇒°=∠ ab 21   

又EF 不平行於 AB  ∴ °=∠ b6 ，又 °=∠⇒°=∠ ac 54 52 ∠=∠⇒  

∴△DEF 為等腰△⇒△DEF 與△ADF 必不相似。 

(4)由(1)、(2)、(3)推得本定理成立。 

定理 4-7 對不等邊 ABC∆ 而言( ACBA ∠≠∠≠∠≠∠ )作三條邊完全分割線，且其中兩

條與原三角形的邊平行，而另一條與原三角形的邊不平行，這種相似四分割

的可能分割方式有以下三種： 

(1)DE∥ AC，EF∥ AB，DF 不平行於BC。(如圖 4-7-1) 

(2)DE∥ AC，DF∥BC，EF 不平行於 AB。(如圖 4-7-2) 

(3)EF∥ AB，DF∥BC，DE 不平行於 AC。(如圖 4-7-3) 

°c°b

°a  

C 

A 

F 

E B 

D 
6 5 

4 

3 
2 
1 

B 

F 

E 

D 

C 

A 

B C 

F 

E 

D 

A  

F 

E 

D 

C 

A 

B 

 

 

 

 圖 4-7-1             圖 4-7-2             圖 4-7-3 
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以上這種相似四分割的方式，由於四個組成三角形的面積中，有兩個會

相等，而且是另外兩個一大一小的三角形面積的比例中項（將在後文中加以

證明）。為了便於說明起見，我們特別將這種相似四分割的分割方式，稱為「比

例四分割」，由於研究發現，一般的相似四分割的尺規作圖其實很容易(主要

作中點或分角線或垂直線)，所以我們也試圖找到「比例四分割」的簡易尺規

作圖法，同時探討「比例四分割」的幾何性質並給予證明。 

三、比例四分割之尺規作圖： 

(一)如何利用尺規完成一個不等邊三角形 ABC∆ 之一種比例四分割的作圖法，經由

我們不斷努力試驗，終於發現以下很簡單的第三或第四種作法。 

【法一】(1)過B作 ∥1L AC，過C作 ∥2L AB，且 交L1L 2於D。 
3L

E
(2)過 A 作 分別交 於 E，交 於 F， 3L 2L 1L A

1L

B C 

D 

F 
且使∠ ABCEAC ∠= ACBFAB ∠=∠⇒ 。 PR

(3)連 BE交 AC於 P。 
Q 

(4)作PQ∥ AB交BC於 Q。 

2L  (5)作QR∥ AC交 AB於 R。 

(6)連 PR。(7) ARP∆ ， RQB∆ ， PCQ∆ ， QPR∆ 為相似△。 

【證明】 PQQ ∥ AB，QR∥ AC  
AR
BR

CQ
BQ

CP
AP

==∴  又 AB∥DE  

∴△ABP~△CEP
EP
BP

CP
AP

=⇒
AR
BR

EP
BP

=∴ PR⇒ ∥ AE PR⇒ ∥EF  

⇒ ARP∆ ， RQB∆ ， ，PCQ∆ QPR∆ 的三個內角度數皆對應相等，故此四個三

角形相似。 

【法二】(1)作任一條直線 //DF AC，且分別交BC， AB於 ， 。 D F

(2)過 作D ABDE // ，過F作 FE，並使 CAFE ∠=∠ ，令DE和 FE相交於E。 

P 

E 

D 

F 
R

Q C 

A

B 

(3)作BE交 AC於P  

(4)作 ABPQ // ，且PQ交 BC於Q。 

(5)作 ACQR // ，且QR交 AB於R。 
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(6)連PR。 

(7) ARP∆ ， RQB∆ ， ，PCQ∆ QPR∆ 即為所求。 

【證明】 DEABPQ ////Q    EPBEDQBD :: =∴ ⋯⋯○1  

又 DFACQR ////     FRBFDQBD :: =∴ ⋯⋯○2  

由○1 、○2 PREFFRBFEPBE //:: ⇒=⇒  

⇒∠=∠=∠∴ CAFEARP ARP∆ ， RQB∆ ， PCQ∆ ， QPR∆ 的三個內角對應相 

等，故四個三角形相似。 

【法三】(1)作 ，ACBAMN ∠=∠ M ， 分別在N ACAB, 上。 

(2)取MN中點T。  (3)作 QBCAT 於交 。 
T 

N 
P M 

R

C 

A

(4)作 於交ACABQP // P。 

(5)在 AB上取一點R，使 PQAR =  B Q

(6)連PR、RQ，則 ARP∆ ， RQB∆ ， PCQ∆ ， QPR∆ 即為所求。 

【證明】假設 ABDE // ， ACEF // ，FD不平行於BC，且DE，EF，DF將 相似

四分割，令

ABC∆

AT交 FD於 。 S

S 
T 

N 
D M 

F

C 

A

TNMT =Q ， FDMN //  

SDTNASATFSMT ::: ==⇒  
BSDFS =⇒   E

也就是說 AEAT與 是同一條直線，故作法成立。 

【法四】(1)令 (不失一般性)，取CADBAD ∠>∠ BC中點 ，連D AD。 

(2)作 ，使BAQ∠ CADBAQ ∠=∠ ，且 AQ交BC於Q。 

P 
R 

CB

A 

Q 

(3)作 ABQP // 交 PAC於 。 

(4)在 AB上取R，使 PQAR = 。 
D 
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(5)連RQ，PR，則 ARP∆ ， RQB∆ ， PCQ∆ ， QPR∆ 即為所求。 

【證明】(1)延長 AD，在 AD上取一點E，使得 ADDE = 。 

(2)連BE，EC，令 AQ，PR交於 。 O

A (3) CDBD =Q ， AD DE=  ABEC∴ 為平行四邊形 

P 
BAQCADAEB ∠=∠=∠⇒   又 BEACQR ////  

R O 
ARQABE ∠=∠∴ QRAABE ∆∆⇒ ~  

CD B Q 

AR
BE

AQ
AE

=⇒
AR
BE

AQ

AE
=⇒

2
1
2
1

AR
BE

AO
DE

=⇒  

E 又 RAOBED ∠=∠   ROABDE ∆∆∴ ~  EBDARP ∠=∠⇒  
ACBEBD ∠=∠Q  ACBARP ∠=∠∴ ACBARP ∆∆⇒ ~  

得證： QPRPCQRQBARP ∆∆∆∆ ~~~ 。 
(二)由定理 4-7 以及比例四分割的尺規作圖，容易推論得知： 

1.原三角形為不等邊三角形，則比例四分割有三種不同的分割方式。 

2.原三角形為一般的等腰三角形，則比例四分割的分割方式有兩種(對任何已畫定位置

的三角形，只要分割線的位置不同，就視為不同的分割方式)。 

3.原三角形為正三角形，並不存在比例四分割的相似分割作法。 

定理 4-8 作任意三角形的三條邊完全分割線，若此三條分割線與三角形的三邊皆分別平

行，則分割出的四個組成三角形必全等。 

【證明】若 D，E，F 為中點，則DF∥ BC，DE∥ AC，EF∥ AB ⇒△ADF，△BDE，△

CEF，△DEF 為全等△。 

如圖 4-8-1，假設將DF向 BC平移成 FD ′，′ DE平移成 ED ′′ ，且 FD ′′ ∥BC， ED ′′

∥ AC，連 FE ′′ 。由圖可看出 EF與 FE ′′ 交於 P，但過 P僅有一條直線 EF平行

AB，故 FE ′′ 不平行於 AB。由此可推論得知：任意三角形作三條邊完全分割線

分別與原三角形的三邊平行，此相似四分割必為全等四分割。 

圖 4-8-1 

F 

E 

D 

C 

A 

B 

D ′

E ′

′  F
F 

E 

D 

C 

A 

B 
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四、比例四分割的相關幾何性質及其證明： 

定理 5-1如圖 5-1-1之 中，ABC∆ ABPQ // ， ACRQ // ，PR不平行於 BC，且 PQ，RQ，

PR使 比例四分割。令ABC∆ BRQ∆ 面積為 X ， APR∆ 面積為Y， 面積為PCQ∆

Z，則(1) CQBQPR ×=
2

  (2) XZY =2   (3) ABC∆ 面積 2)( ZX +=  

【證明】(1)由 BQPRRQBQPR :~ ⇒∆∆ RQPQ := ⋯⋯○1  

P 
R 

CB

A 

Q 
圖 5-1-1 

由 QRPQQPRPCQ :~ ⇒∆∆ PRCQ := ⋯⋯○2  

由○1 ，○2 PRCQBQPR :: =⇒ CQBQPR ×=⇒
2

 

(2)
22

:: PRBQYX =Q ，
22

:: CQPRZY =  

又 CQPRPRBQ :: =
2222

:: CQPRPRBQ =⇒  XZYZYYX =⇒=∴ 2::  

(3) 面積ABC∆ ZYX ++= 2 2)(2 ZXZXZX +=++=  

定理 5-2 中，ABC∆ ABPQ // ， ACRQ // ，PR不平行於 BC，且 PQ，RQ，PR使 ABC∆

比例四分割，圓 ，圓 ，圓 分別為1O 2O 3O BRQ∆ ， APR∆ ， 的外接圓。

則(1)

PCQ∆

PR為圓 ，圓 的公切線(如圖 5-2-1)。 (2)設圓 ，圓 相交於O，Q

兩點，則

1O 3O 1O 3O

AQ、圓 1、圓 2、圓 共點於 點(如圖 5-2-2)。 (3)連O O 3O O 21OO ， 31OO ，

32OO ，作 OO2 交 31OO 於 ，作1Q 2111 // OOQP ， 3211 // OORQ ，連 11RP ，則 11QP ，

11RQ ， 11RP 將 比例四分割(如圖 5-2-3)。 (4)若圓 ，圓 ，圓 分

別為 ， ，

321 OOO∆ 4O 5O 6O

111 QOR∆ 121 POR∆ 131 QOP∆ 的外接圓，則圓 ，圓 ，圓 必交於點

(如圖 5-2-4)。 
4O 5O 6O

O

【證明】(1)Q
2
1

=∠RBQ RQ弧的度數，又 RQPRQRBQPRQ
2
1

=∠⇒∠=∠ 弧的度數 

PR∴ 為圓 的切線。同理可證1O PR為圓 的切線，可推得3O PR為圓O 與圓O

的公切線。 

1 3

(2)連OA，OP，OQ，OR  
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)( BACACBABC ∠+∠+∠Q )( POQROQPOR ∠+∠+∠+   
°=°+°= 540360180  

又 °=∠+∠ 180ROQABC ， 
°=+∠ 180POQACB  

°=∠+∠∴ 180ROPBAC  
⇒圓 經過O點 2O

ARAPRAOR
2
1

=∠=∠Q 弧度數。 

又 ABQAPR ∠=∠     ABQAOR ∠=∠∴  

R

B

A 

C Q

P 

1O

2O

3O

 

圖 5-2-1 

°=∠+∠ 180ROQABQQ   °=∠+∠∴ 180ROQAOR A⇒ ，O，Q三點共線。 

得證： AQ，圓 ，圓 ，圓 共點於O點。 1O 2O 3O

3O  

R

CB

A 

P 

1O  

2O  

O

Q 

(3)Q四邊形 ， 為鳶形 OROO 12 31QOOO

ROOOOO 112 2
1
∠=∠∴ ， 

QOOOOO 113 2
1
∠=∠  

)(
2
1

11312 QOOROOOOO ∠+∠=∠∴  

RBQQRO ∠=∠= 12
1  

同理可證： ACBOOO ∠=∠ 132 ， 
BACOOO ∠=∠ 321   

ABCOOO ∆∆∴ ~312  

設 32OO 交OP弧於  N

⇒ PNOOAP
2
1

=∠ 弧的度數 

又四邊形 為鳶形  POOO 32

ONNOO =∠∴ 2 弧度數 PNO
2
1

= 弧度數 

圖 5-2-2 

圖 5-2-3 

N 1R

1Q

1P

O

3O  

2O  

1O  

P 

R

C
B

A 

Q

QACOAPOOQ ∠=∠=∠⇒ 321  

11QP∴ ， 11RQ ， 11RP 將 321 OOO∆ 比例四分割。 

(4)Q四邊形 為鳶形    31QOOO 31OO∴ 為OQ的中垂線 

OQQQQOQ 111 ∆⇒=∴ 為等腰∆  

又 OAOOOAO 222 ∆⇒= 為等腰∆  

OQQOAO 12 ∠=∠Q   OQQOAO 12 ~ ∆∆∴  
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OQAOOQOO :: 12 =⇒  ，故 點為兩相似O ABC∆ ， 312 OOO∆ 的對應點。 

111 QOR∆∴ ， 112 PRO∆ ， 的外接圓 ， ， 必會交於點 。 131 QOP∆ 4O 5O 6O O

圖 5-2-4 

R 

B 

A 

Q C

P 

1O

2O

3O  

N 1R  

1Q

1P

O

 

 

 

 

 

 

 

 
五、黃金三角形之比例四分割： 

(一)黃金三角形：頂角為 的等腰三角形的底和腰之比等於黃金數°36 )618.0
2

15( ≈
−

；頂

角為 的等腰三角形的腰與底之比等於黃金數，我們把這 °108

B C

A 

R

D 

E

F 

P

Q 

兩種等腰三角形稱為「黃金三角形」。 
(二)黃金三角形的比例四分割性質(以 °−°−° 727236 的三角形為例)： 

ARPRPRPQ :: =Q
2

15 −
=  

RPQ∆∴ ， ARP∆ 兩個黃金三角形的對應邊長的比值為
2

15 −
；同理可得 ，

兩個黃金三角形的對應邊長的比值也是

PCQ∆

RPQ∆
2

15 −
。 

Q 

P R 

A 

C B 

⇒黃金三角形經比例四分割後，三個不同大小的組成三角形，若將對應邊長由大到小

排列，將成為公比為黃金數的等比數列。 
(三)如何利用簡易的摺紙，找出將黃金三角形 比例四分割的摺痕線： ABC

1.三內角為 的黃金三角形： °−°−° 727236

【作法】(1)作 BCAD ⊥ ，交BC於 。 D

(2)作 ABCE ⊥ 交 AB於E，令CE交 AD於F。 

(3)作CF的中垂線PQ，而PQ分別交 AC， 

BC於 ，Q。 P

(4)作 BCPR // 交 AB於R。 

(5)連RQ，則PQ，RQ，PR比例四分割 ABC∆ 。 
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A 
【證明】(1)連FQ，FR。 

(2)Q PQ為CF的中垂線  °=∠=∠∴ 72QCPQFP  

(3) ABPQABCE //∴⊥Q ，又 BCPR //  

FPQCABCPQ ∠=°=∠=∠⇒ 36  P R
E°=°−°=∠−∠=∠∴ 3672108CPFCPRFPR  

 F 
(4)Q AD為PR的中垂線  FPFR =∴  CB Q D 

°=∠=∠⇒ 36FPRFRP ， °=×°−°=∠ 108236180RFP  
(5) °=°+°=∠+∠ 18072108QFPRFPQ  Q∴ ，F，R共線 

RPQ∆⇒ 之三內角皆為 °−°−° 727236  

故得證PQ，RQ，PR比例四分割 ABC∆ 。 

【摺紙】以上的尺規作圖法，使 °−°−° 727236 的黃金三角形紙張，只要摺出五條摺痕線，

就可找到比例四分割的三條分割線。 
 

○4

○5

○3  

○2○1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.三內角為 的黃金三角形： °−°−° 3636108
(前一種尺規作圖法，雖然也可以將此種黃金三角形比例四分割，但由於實際摺紙

時，有些摺痕線的交點會落在紙張外部，所以才會改採以下另一種作法。) 

A【作法】(1)作 BCAD ⊥ ，且交BC於 。 D
P R

E(2)作 的分角線ACB∠ CE分別交 AD， M
F

AB於 ，F E。 B Q D C

(3)作 AF的中垂線PR，而PR分別交 AB， AC於R，P。 
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(4)過R作 CERQ ⊥ ，分別交CE，BC於M ，Q。 

(5)連PQ，則PQ，RQ，PR比例四分割 ABC∆ 。 

Q

E

D

R

A

F

P

M

N  

CB

【證明】(1)連FQ，FP。 

(2)Q PR為 AF的中垂線 

PFPA =⇒ ， RFRA =  

又 APARARPABCACBAPRBCPR =⇒°=∠=∠=∠=∠⇒ 36//  
∴四邊形 APFR為菱形。 

(3) °=°−°−°=∠−∠−°=∠ 5418108180180 ACEEACCEAQ  
°=×°−°=∠⇒°=∠⇒ 7233618036 MRFERM  

(4)作 ACFN ⊥ ，令垂足為 。N °=∠=∠ 90FNPFMRQ ， FPFR =  

又 °=∠=∠ 72NPFMRF   FNFMFNPFMR =⇒∆≅∆∴  

(5) CEQ 平分 ，ACB∠ FNFDBCFD =∴⊥ ⇒ DQFMQFFMFD ∠=∠⇒=  
(6) °=∠∴°=°−°−°=∠ 721083636180 RQDBQRQ °=∠=∠⇒ 36FQDMQF  

72RFQ⇒∠ = °   °=°+°=∠+∠∴ 18072108RFQPFR  P∴ ， ，Q共線 F

RPQ∆⇒ 的三內角度數為 ， ， ，故得證°108 °36 °36 PQ，RQ，PR比例四分

割 。 ABC∆
【摺紙】以上的尺規作圖法，使 °−°−° 3636108 的黃金三角形紙張，只要摺出五條摺痕

線，就可找到比例四分割的三條分割線。 
 

○5○4  

○3○2  

○1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
伍、討論： 

一、由以上對三角形相似四分割的定理研究，可得知：(1)除了由三邊中點連線段所作的

全等四分割，以及(2)三條邊完全分割線所作的比例四分割外，其它的相似四分割至
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少必須包含一條點完全分割線。 

二、由前項的說明，讓我們思考到含點完全分割線的相似四分割，在點完全分割線兩側的

組成三角形必是以下兩種情形之一：(1)一側為三個，另一側為一個組成的相似三角

形；或是(2)兩側皆各為兩個組成的相似三角形。既然如此，我們就可將研究過程中

找出的相似三分割的各式三角形，從各邊外再附加一個相似三角形，進而討論出一

些三角形相似四分割的情形。同時，也可以將已完成相似二分割的兩個三角形，以

彼此外加的方式再討論出一些三角形相似四分割的情形，如此就可以討論出含點完

全分割線的各式三角形的所有相似四分割。 

三、上面的思考作法，我們稱之為「外加法」。或許有人會如此想，所有包含點完全分割

線的相似三分割的三角形，在點完全分割線某一側必定只有一個組成三角形，只要

再以一條分割線將它分割成兩個相似三角形(我們稱之為「內分法」)，不就可以討論

出上面二之(2)的情形了。其實，這樣的想法，聽起來好像頗有道理，我們一開始也

認為好像無誤，但是仔細推敲後才發現，對於可以「母子相似」的直角三角形它是

沒問題，可是沒有「母子相似」的三角形，這種以偏概全的想法會有「漏網之魚」

的危險。 

四、由於以「母子相似」的「內分法」輔助討論出相似四分割的做法，是頗有效率的方法。

於是我們便決定對相似三分割的所有三角形(如圖 3-3-1以及圖 3-4-1~3-4-5)，先進行

「外加法」和「內分法」(組成三角形為直角三角形)的討論與作圖，至於少數的「漏

網之魚」，只要再以相似二分割的兩個三角形，以彼此外加的方式進行討論，至此就

可以將全部的相似四分割一網打盡(如以下的討論內容)： 

1.由三分割造四分割的作法：(以下針對某一已相似三分割的三角形(見圖 3-3-1、圖

3-4-1、圖 3-4-2、圖 3-4-4、圖 3-4-5)進行討論，圖形中塗色部分表示內分或外

加的部分，而「◎」表示 90度角，「○」表示 30度角)。 

(1)等腰△(非 )使用內分法： °−°−° 1203030

 ○1                   ○2                   ○3  
 

 

 

※外加法討論的情況已包含於內分法所討論的內容中。 

(2)直角△(非 )使用內分法： °−°−° 906030
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○1                  ○2                  ○3  

 

 

 

※外加法討論出的情形將與直角三角形內分法或等腰三角形的內分法所討論的

內容重覆。 

(3)正△使用外加法： 

 

 

 

 

(4)30 等腰△： °−°−° 12030

【1】使用內分法： 

 

 ○1                      ○2                      ○3   

 

 

【2】使用外加法： 
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           ○1                                ○2   

 

 

 

    ○3                                         ○4       

 

 

 

 

 

(5) 直角△： °−°−° 906030

【1】使用內分法： 



 ○1                   ○2                    ○3     
 

 

 

【2】：使用外加法： 

 
○4  

○2  

○3  

○1  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.由兩個二分割彼此外加造四分割的作法(點完全分割線的兩側各有一個相似二分

割)： 

(1)若兩個相似二分割的三角形皆為直角三角形的情形，或者其中有一為直角三角

形，另一為等腰三角形(非直角)，它們都會包含於相似三分割的內分法討論內

容，這是因為其中的直角三角形內分後的相似二分割會「母子相似」，也就是說

這個直角三角形未內分前必與另一個已相似二分割的直角或等腰三角形合成相

似三分割，所以只要以相似三分割的內分法討論，就必定可以討論出這些相似

四分割的圖形。 

例如：兩個相似二分割的三角形其中一為直角三角形，另一為等腰三角形(非直

角)，若將直角三角形的斜邊與等腰三角形的一腰接合在一起，就可討論出

的一種相似四分割的情形(如下頁圖)，但實際上這個相似四分割

的圖形，在 以相似三分割再進行內分時，就會被討論到。 

°−°−° 906030

°−°−° 906030
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°a  

°b

°a  

°b  

°a  °b

 

 

 

 

(2)我們只需討論兩個相似二分割的三角形皆為等腰三角形(非直角)的情形：(再扣

除相似三分割已經討論出來的部份) 

○1 一底接一腰：討論出 °−°−° 90603 角形的一種相似四分割方式，其中 P
為斜邊中點。 

0 三 

 

°a  

°b  
°a  

°b

°b

°a  °a  

°b

P 
 

 

 

 ○2 一腰接一腰：討論出一般直角三角形的一種相似四分割方式，其中 P為斜 
邊中點。  

 

°b
°a  °a

°b  

P 
°a  

°a  

°b  
°b  

 

 

 

陸、結論： 

一、任意三角形作相似四分割時，由三邊中點連線段所作的全等四分割；以及三條邊完全

分割線所作的比例四分割，組成三角形與原三角形必定會「母子相似」。 

二、任意三角形作相似四分割時，除了由三邊中點連線段所作的全等四分割；以及三條邊

完全分割線所作的比例四分割外，其它的相似四分割至少包含一條點完全分割線。 

三、三角形比例四分割的分割方式： 

(一)若原三角形為不等邊三角形，則比例四分割共可產生三種不同的分割方式。 

(二)若原三角形為一般等腰三角形，則比例四分割的分割方式只有兩種。 

(三)若原三角形為正三角形，則不存在比例四分割的相似分割作法。 

四、 中，ABC∆ ABPQ // ， ACRQ // ，PR不平行於BC，且PQ，RQ，PR使 比例

四分割。令 面積為

ABC∆

BRQ∆ X， 面積為APR∆ Y， PCQ∆ 面積為Z，則(1) CQBQPR ×=
2

 

(2) XZY =2   (3) ABC∆ 面積 2)( ZX += 。(參考圖 5-1-1) 
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五、 中，ABC∆ ABPQ // ， ACRQ // ，PR不平行於BC，且PQ，RQ，PR使 比例

四分割，圓 ，圓 ，圓 分別為

ABC∆

1O 2O 3O BRQ∆ ， APR∆ ， PCQ∆ 的外接圓。則(1) PR為

圓 ，圓 的公切線。 (2)設圓 ，圓 相交於O，Q兩點，則1O 3O 1O 3O AQ，圓 ，圓 ，

圓 共點於 點。 (3)連

1O 2O

3O O 21OO ， 31OO ， 32OO ，作 OO2 交 31OO 於 ，作1Q 2111 // OOQP ，

3211 // OORQ ，連 11RP ，則 11QP ， 11RQ ， 11RP 將 321 OOO∆ 比例四分割。 (4)若圓 ，

圓 ，圓 分別為 ，

4O

5O 6O 111 QOR∆ 121 POR∆ ， 131 QOP∆ 的外接圓，則圓 ，圓 ，圓 必

交於點 。(參考圖 5-2-1~圖 5-2-4) 

4O 5O 6O

O

六、兩種黃金三角形，若運用摺紙的方式，皆只需五條摺痕線就可完成比例四分割，而且

分割後三個大小不同的組成三角形，將對應邊長(或周長)由大到小排列，會形成公

比也恰為黃金數 )618.0
2

15( ≈
−

的等比數列。 

七、三角形進行相似四分割時，可依下列流程考慮其分割方式(如下頁起的分割總圖，圖

中的「◎」表示 90度角，「●」表示 60度角，「○」表示 30度角，「＊」表示 45度

角，而且對任何一個已畫定位置的三角形，只要分割線的位置不同，就視為不同的分

割方式)： 

1.若為正三角形，可作 22 種不同方式的相似四分割(如附件(一))。 

2.若是 等腰三角形，可作 18 種不同方式的相似四分割(如附件(二))。 °−°−° 1203030

3.若是 直角三角形，可作 19 種不同方式的相似四分割(如附件(三))。 °−°−° 906030

4.若是 °−°−° 904545 等腰直角三角形，可作 8 種不同方式的相似四分割(如附件

(四))。 

5.若是其它的直角三角形，可作 10 種不同方式的相似四分割(如附件(五))。 

6.若是其它的等腰三角形，可作 8種不同方式的相似四分割(如附件(六))。 

7.非以上 1~6 項的三角形，只可作 4種不同方式的相似四分割(如附件(七))。 

捌、參考資料： 

一、李恭晴、陳昭地等編著「國中數學第五冊」；台北市：國立編譯館。(民 92.8) 

二、李恭晴、陳昭地等編著「國中數學第四冊」；台北市：國立編譯館。(民 92.1) 

三、徐澤州等編著「國中數學奧林匹克讀本(二年級)」初版；新竹市：凡異出版社，P224。

(民 90.6) 
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附件(一) 

 

1.正三角形：共有 22種相似四分割的分割方式。  

 

(2) (1)  

 

 

 三邊中點連線段 
的全等四分割 

等腰三分割內分 

 

(4)  (3) 

 

 

 

等腰三分割內分 等腰三分割內分 
 

 
(6) (5) 

 

 

 

 等腰三分割內分 等腰三分割內分 

 

(8)  (7) 

 

 

 
30-60-90 三分割外加 30-60-90 三分割外加 

 

(2)~(8)七種分割方式的任一種經由旋轉，都有三種變化，所以有 21種分割方式。  
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附件(二)  

 

2.30-30-120等腰三角形：共有 18種相似四分割的分割方式。 

 

 

兩種比例四分割 

三邊中點連線段 
的全等四分割 

等腰三分割內分 等腰三分割內分 

(1)                 (2)  

 

 

(3)                   (4)                  (5)  
 

 

 

(6)                   (7)                  (8)  
 

 
等腰三分割內分 等腰三分割內分 等腰三分割內分 

 

(9)                   (10)                  (11)  
 

 30-30-120 三分割內分 30-30-120 三分割內分 30-30-120 三分割內分 

 
(12)                   (13)                  (14)  

 

30-30-120 三分割內分 30-30-120三分割內分 30-30-120 三分割內分  

 
(15)                 (16) 

 

 30-30-120 三分割外加 30-30-120 三分割外加 

 (17)                 (18) 
 

30-30-120 三分割外加 30-30-120 三分割外加  
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附件(三) 
 

3.30-60-90直角三角形：共有 19種相似四分割的分割方式。 

 

 (1)                (2)                (3)  

 

 
三種比例四分割 

 

正三角形三分割外加 30-60-90 三分割內分 30-60-90三分割內分 

(4)                (5)                (6)  
 

 
直角三分割內分 直角三分割內分 三邊中點連線段 

的全等四分割  

直角三分割內分 直角三分割內分 

(7)                (8)                (9)  (7)                (8)                (9)   

 

直角三分割內分  

(10)               (11)               (12)   

 

 

30-60-90 三分割內分 30-60-90 三分割外加 

(13)               (14)               (15)   

 

30-60-90 三分割外加  

 

30-30-120 三分割外加 30-30-120 三分割外加 

(16)                    (17)     
 

 

 

等腰二分割彼此外加 

(18)                    (19)     

 

 等腰二分割彼此外加 
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 附件(四) 

 
4.等腰直角三角形：共有 8種相似四分割的分割方式。 

 

 

 (1)                      (2)     
＊ ＊

 

(3)                      (4)     

(5)                      (6)     

(7)                      (8)     

兩種比例四分割 

三邊中點連線段 
的全等四分割 

直角三分割內分 

直角三分割內分 直角三分割內分 

直角三分割內分 直角三分割內分 

＊ ＊

＊ ＊

＊

＊ 
 

＊
＊ 

 

 

 

 

＊ ＊ 

＊  

 

 

 
＊ 

＊
 

＊ 

 

 

 

＊ ＊ 
＊

＊ ＊ 
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附件(五) 

 

5.一般直角三角形：共有 10種相似四分割的分割方式。 
 

 

 

(1)                (2)                 (3)   

 

 

三種比例四分割 
 

 (4)                (5)                 (6)  

 

 

直角三分割內分 三邊中點連線段 
的全等四分割 

直角三分割內分  

 

 
(7)                 (8)                 (9)  

 

 

 直角三分割內分 直角三分割內分 直角三分割內分 

 

(10) 
 

 

 等腰二分割彼此外加 
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 附件(六) 

 
6.一般等腰三角形：共有 8種相似四分割的分割方式。 

 

(1)                           (2)      

 

 

兩種比例四分割  

(3)                           (4)      

 

 
等腰三分割內分 三邊中點連線段 

的全等四分割  

 (5)                            (6)     

 

 

 
等腰三分割內分 等腰三分割內分 

 
(7)                            (8)     

 

 

 等腰三分割內分 等腰三分割內分 

 附件(七) 

 7.其它三角形(非 1~6項)：共有 4種相似四分割的分割方式。
 

(1)             (2)              (3)              (4)         
 

 

 

三邊中點連線段 
的全等四分割 

三種比例四分割  
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