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完全圖立方乘積之最小控制 
 

中文摘要： 

完全圖Kn是指一個圖中有n個點，且任意一個點都跟其它的點有邊相連。兩個圖G

和H的卡氏乘積G□H的點集V(G□H)＝{(g,h)| g∈V(G),h∈V(H)}，兩個點(g1,h1)和(g2,h2)有邊

相連若且為若g1=g2 且h1~h2，或g1~g2且h1=h2。 

三個完全圖Ka、Kb、Kc的立方乘積是指Ka□Kb□Kc。一個圖G中的一點v所連的其它點稱

為這個點v的鄰居，也就是N(v)={x | x~v}。一個點集S中的所有點的鄰居的聯集稱為這

個點集的鄰居，也就是N(S)=∪v∈S N(v)。如果一個點集S和它的鄰居N(S)包含了一個圖G

的所有的點，也就是S∪N(S)＝V(G)稱這個點集S是這個圖G的一個控制集。我們把圖G

的所有控制集中點數最少的稱為最小控制集，並定最小控制集的點數為最小控制數

)(Gγ ，也就是 )(Gγ ＝min { | S |, S是G的控制}。 

 

 本文的目的在於研究完全圖立方乘積的最小控制，也就是要給γ(Ka□Kb□Kc)一個上界。 

      特別當 a = b = c = n時，γ(Ka□Kb□Kc) =
22

22 ⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢+⎥⎥

⎤
⎢⎢
⎡ nn

。 
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英文摘要（Abstract）： 

A complete graph Kn is a graph with n vertices, which any vertex is adjacency to every other 

vertices. The Cartesian product of two graph G and H which is denoted G□H is define as follow: the 

vertex set V(G□H)＝{(g,h)| g∈V(G),h∈V(H)}，and two vertices (g1,h1) and (g2,h2) is adjacent if and only 

if g1=g2 and h1~h2 or g1~g2 and h1=h2. The Cartesian product of  three complete graph Ka,Kb,Kc is 

Ka□Kb□Kc,which is the same with (Ka□Kb)□Kc. 

 

In a graph G, the neighbor of a vertex v N(v) is the set of the vertices adjacent to the vertex v, that 

is N(v)={x | x~v}。 The neighbor of a vertex set S is N(S), which is the union of the neighbors of vertex 

v over S, that is N(S)=∪v∈S N(v). For a graph G, if a vertex set S unions its neighbor N(S) equal to the 

vertex set of G, that is S∪N(S)＝V(G), we say that S is a dominating set of G. The domination number 

of a graph G will be denoted as )(Gγ , which is the minimum size of all dominating set of G.. 

We give an upper bound to γ(Ka□Kb□Kc). And when a=b=c, γ(Ka□Kb□Kc) ≦
22

22 ⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢+⎥⎥

⎤
⎢⎢
⎡ aa

.   
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一、前言： 

1988年國際奧林匹克數學競賽，東德提供了一題預選題題目如下：一個保險櫃上的鎖由

三個旋鈕組成，每個旋鈕有 8種不同的位置(號碼)。由於保險櫃構造上的缺點，三個旋鈕中只

要有兩個在正確位置時，櫃門即被打開。問至少嘗試多少次組合，才能保證門一定被打開(假

定不知道“正確的組合”)。書中證明了如果要保證能打開鎖，至少要試 32 次，也就是只試 31

次，無法保證可以打開鎖。一種試 32 次保證打開的解為：{ (1,1,1), (1,2,4), (1,3,3), (1,4,2), (2,1,2), 

(2,2,1), (2,3,4), (2,4,3), (3,1,3), (3,2,2), (3,3,1), (3,4,4), (4,1,4), (4,2,3), (4,3,2), (4,4,1); (5,5,5), (5,6,8), 

(5,7,7), (5,8,6), (6,5,6), (6,6,5), (6,7,8), (6,8,7), (7,5,7), (7,6,6), (7,7,5), (7,8,8), (8,5,8), (8,6,7), (8,7,6), 

(8,8,5)}。 

若有一個密碼鎖有三個旋鈕，每個位置的號碼分別為 1~a、1~b、1~c，其中a, b, c∈N，若

用Ka□Kb□Kc代表這一個鎖，則這個鎖所有可能號碼組合L＝{ (x, y, z) | 1≦x≦a, 1≦y≦b, 1≦z

≦c；x, y, z∈N }。也因為如此，這個鎖也可看成一個邊長分別a, b, c之長方體被切割成a× b× c

個單位正方體，每一個單位正方體的座標為(x, y z)，恰對應了一種密碼鎖可能的號碼。明顯

知，| L |＝a×b×c。 

 

當我們試了某個號碼，不失一般性的假設試的號碼為(1,1,1)，若原先的密碼為(1,1,t)、(1, t,1) 

或 (t,1,1)，都是可被打開的。從 L的幾何圖形來看，當成先把座標(1,1,1)的正方體塗成黑格，

再從(1,1,1)這個黑格往 X、Y、Z 三個方向各延伸出一條線段，這三條線所覆蓋的正方體的座

標恰是猜(1,1,1)可以打的開號碼。我們的目標就是找出如何放最少個黑格，使得這些黑格及及

延伸的直線可完全覆蓋大長方體。 

 

這樣的問題恰恰與求完全圖立方乘積的最小控制是等價的。所謂的完全圖Kn是指一個圖

中有n個點{1,2,…,n}，且任意一個點都跟其它的點有邊相連。兩個圖G和H的卡氏乘積G□H的

點集V(G□H)＝{ (g,h) | g∈V(G),h∈V(H)}，兩個點(g1,h1)和(g2,h2)有邊相連若且為若g1=g2 且h1~h2，

或g1~g2且h1=h2。 
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一個圖G中的一點v所連的其它點稱為這個點v的鄰居，也就是N(v)={ x | x~v}。我們說一

個點v可以控制的點為v∪N(v)，也就是一個警衛可以在某一個位置v，可以看守到的點就是v

還有和v相鄰的點。一個點集S中的所有點的鄰居的聯集稱為這個點集的鄰居，也就是N(S)=∪

v∈S N(v)。如果一個點集S和它的鄰居N(S)包含了一個圖G的所有的點，也就是S∪N(S)＝V(G)稱

這個點集S是這個圖G的一個控制集，本文中的S，就是指圖G的一個控制。我們把圖G的所有

控制集中點數最少的稱為最小控制集，並定最小控制集的點數為最小控制數 )(Gγ ，也就是

)(Gγ ＝min { | S | | S∪N(S)＝V(G), S⊆V(G)}。 

 

完全圖的立方乘積是指三個完全圖Ka、Kb、Kc的卡氏乘積Ka□Kb□Kc，跟(Ka□Kb)□Kc或-

Ka□(Kb□Kc)是一樣的。在圖G=Ka□Kb□Kc中，V(G)={ (x, y, z) | 1≦x≦a, 1≦y≦b, 1≦z≦c；x, y, 

z N }，點(x, y, z)跟點(t,u,v)有邊相聯若且為若x=t, y=u且z和v在K∈ c中有邊相連，或x=t, z=v且y

和u在Kb中有邊相連或y=u, z=v且x和t在Ka中有邊相連。跟原先的圖L，對於給定的a, b, c，

V(L)={ (x, y, z) | 1≦x≦a, 1≦y≦b, 1≦z≦c；x, y, z∈N }，點(t,u,v)和同一行和同一列和同一排

的所有點相連是一樣的。因此，對有缺陷的密碼鎖找最快的開鎖法，跟對圖G = Ka□Kb□Kc找最

小控制是等價的問題。我們也把圖Ka□Kb□Kc看成是一個a×b×c的長方體。 

 

本文將針對a＝b＝c＝n、a＝b＜c，a＝b＞c和a＞b＞c四個部份，去給 γ(Ka□Kb□Kc)一個上

界。以下的討論，任何一個變數若沒有特別說明，都是自然數。 

 

二、研究過程與結果 

二之一 第一個部份是先解決三個位置都相同，即a＝b＝c＝n的情況。可

以將將邊長為n的正方體切成兩個立體物件，每一個立體物件都像圖一那

樣。再對每個一立體物件找到最小控制。像這樣由四個邊長為r的正方體

組合成的立體物件，我們稱為邊長為r的三叉體。對於邊長為r的三叉體，

可以很容易得到一個大小為r2的控制。給定邊長為n的正方體，把它分成兩個邊長分別為s和t
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的三叉體，在s＋t＝n的條件下，s2＋t2的最小值在s和t分別是 ⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢
2
n
和 ⎥⎥

⎤
⎢⎢
⎡
2
n
的時候。 

 

定理一 對於給定的n，完全圖Kn自己的卡氏立方乘積的最小控制數  γ(Kn□Kn□Kn) ≦ 

22

22 ⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡+⎥⎦

⎥
⎢⎣
⎢ nn

。 

 

設 s= ⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢
2
n
，t= ⎥⎥

⎤
⎢⎢
⎡
2
n
，且選取 1,2,3,…,s 為模 s 下的一組剩餘系，選取 s+1, s+2, s+3, ……,n 為模

下的一組剩餘系，很明顯的知A={(i, j, i+j-1 ) | 1≦i≦s, 1≦j≦s,  其中 i+j-1 為模 s 下的數}及

B={(n-i, n-j, n-i-j) |0≦i≦h-1, 0≦j≦h-1, 其中 n-i- 為模 下的數 }，A∪B可以做為圖 G的一組

控制。像A集合中的點的分佈方式，我們稱為轉格。 

t

j t

 

二之二 當a＝b＝n，c＝n＋k時，圖G＝Kn□Kn□Kn+k的控制是跟Kn□Kn□Kn的控制是有關的。 

從前一小節我們知道，當 ，一個nts =+ nnn ×× 的正方體，可由兩個邊長分別為s、t的

三叉體組合而成 (這邊我們假設s≦t )。 而這個正方體往某一方向(就說是z方向)多了k層變成

的長方體。若只往Z方向延伸一層，有s)( knnn +×× 2＋t2的點依然被控制，只需要再加上s個守

衛就可以控制所有增加的點，故延伸k層只需加s×k個點，即可成為Kn□Kn□Kn+k的一個控制，就

是γ(Kn□Kn□Kn+k) ≦s2＋t2＋sk。 

 

定理二   γ(Kn□Kn□Kn+k)≦min {s2+t2+sk | s＋t＝n;  ≥s≥0; s, t  t ∈Z}，特別當k≧2n－2 時，也就是

當c≧3a－2 時，γ(Ka□Ka□Kc)＝a2。 

 

 透過簡單的計算，可以知道在s＋t＝n; ≥s≥0; s, t t ∈Z的條件下，當s＝round(
4

2 kn −
)＝

round(
4

3 ca −
)時，s2+t2+sk會有極小值。選取 1,2,3,…,s為模s下的一組剩餘系，選取s+1, s+2, 

s+3, ……,n為模t下的一組剩餘系，可以得到A={(i, j, i+j-1 ) | 1≦ i≦s, 1≦j≦s, 其中i+j-1 為模 s
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下的數}、B={(n-i, n-j, n-i-j) | 0≦i≦t-1, 0≦j≦t-1, 其中n-i-j為模t下的數}、C＝{(i, i, n+j) | 1≦i≦

s, 1≦j≦k}, 則A∪B∪C可以做為圖G的一組控制。 

 

二之三 當 a＝b＝n＞c 的情況 

 在這個條件下，我們完成了一些case的證明。透過這些例子的研究，我們找到了一個可以

找圖G＝Kn□Kn□Kc的一組控制的方法。另外，我們也發現了一個簡單的性質。 

 

引理三 兩個完全圖的卡氏立方乘積Kn□Kn□Kc和Kn+1□Kn+1□Kc的最小控制有以下的關係：

γ(Kn+1□Kn+1□Kc) ≦γ(Kn□Kn□Kc)＋c。 

 

證明： 令S是圖Kn□Kn□Kc的最小控制，令S’＝{ (n+1, n+1, i) | 1≦i≦c}，則S∪S’可以是圖

Kn+1□Kn+1□Kc的一個控制。如此就證明了γ(Kn+1□Kn+1□Kc) ≦γ(Kn□Kn□Kc)＋c。 

 

引理四 當c＝2 時，圖Kn□Kn□K2的最小控制γ(Kn□Kn□K2)＝2(n－1)。 

 

證明 為了方便，在以下的證明及以後的討論中，Xi用來表示{i}□Kb□Kc，Yi表示Ka□{i}□Kc，

Zi用來表示Ka□Kb□{i}。令S={(i+j-1, i+j-1, j) | 1≦i≦n-1, j=1,2}，則S可為圖Kn□Kn□K2的一組控制。

現在令T是一個大小為 2n－3 的點集，令T1＝T∩Z1，T2＝T∩Z2為T的兩個互斥的子集，因

2
2

32
−=⎥⎦

⎥
⎢⎣
⎢ − nn

，也就是說T1和T2中較小的集合只有n－2 個點。不失一般性的設T1只有n－2

個點，則Z1中有 4個點需要T2中的 4個點來控制。此時只剩下n－5 個點，不可能完全控制Z2的

所有點，因此γ(Kn□Kn□K2)＝2(n－1)。 

 

引理五 當c＝3 時，圖K4□K4□K3的最小控制 γ(K4□K4□K3)＝8，圖K5□K5□K3的最小控制

γ(K5□K5□K3)＝10，當n≧6 時，圖Kn□Kn□K3的最小控制γ(Kn□Kn□K3)＝3(n－2)。 
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引理五的證明跟引理四的證明很類似，也是用鴿籠原理加上一些仔細的計數，就可以完成證

明。透過引理四與引理五，我們提出了以下的猜想。 

 

猜想六 當n≧c(c－1)時，圖Kn□Kn□Kc的最小控制γ(Kn□Kn□Kc)＝c(n－c＋1)。 

 

當 n≧c(c－1)時，我們提供一個方法去找到一組盡量小的控制。先把

n×n×c 的長方體切成 c層，每一層都是邊長 n的正方形。再把這邊長為 n

的正方形切成 s個小正方形(區塊)如圖 2一樣，設這些小正方形的邊長分

別是 、 、…、 。一個邊長 的區塊如完全靠上下控制，則需要

個黑格。我們只需要照著如前文中所題到的轉格的方式排列，在每一層

都放置 個點。除了這 層之外的

1x 2x sx ix 2
ix

ix ix ixc − 層，各層在這邊長 的區塊 

都已被控制，只要妥善的選取 個點，就可以完全覆蓋這些層。 

ix

ixn −

圖2

如此，每一層可以在一個區塊完全沒有點，故我們計算在 這幾個區塊中，共

有 這麼多層已經有在某一個區塊沒有選取點，所以在最後一個區

塊 中，有 層各層都有 個黑格。如此我們就有以下定理。 

121 ,..., −sxxx

121 .. −−++−+−= sxcxcxct

ix t ix

定理七 當n≦c(c－1)時，圖Kn□Kn□Kc的最小控制γ(Kn□Kn□Kc)  

min{ | xss xtxxx ++++ −
2
1

2
2

2
1 ...... 1 ≦x2 ≦x3 ≦ …≦ xs-1≦xs ,  x1＋x2＋x3＋…＋xs-1＋xs＝n, 

t＝(s-1)c－(x1＋x2＋x3＋…＋xs-1) } 

 

二之四 最後是 a＞b＞c 的情況 

令S是圖G＝Ka□Kb□Kc的一個控制，也而Si＝S∩Zi為S的一組分割，不失

一般性的設S1為最小的子集且| S1|＝x，0＜x≦b，則長方體a×b×c就如圖

3 一樣的被分成A、B、C、D四區。其中Z1在D區還有(a－x)(b－x)個點

需要被其它在Zi，i≠1 的點來控制，S就至少在D區需要 

(a－x)(b－x)個點。我們假設這些點平均的分配在Zj，j＝2,3,4,..b－x+1，都有a－x個。 

A C

B D
圖3
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做為一組控制的 S 在 D 區是沒有點共有 c－(b－x)層(包括第一層)，這些層在 A 區都要 x

個點，共需 x(c＋x－b) 個點。因為至少有第一層在D區是沒有點落在 S中，且 b＞c，因此我

們知道 0＜(c＋x－b)＜x。 

S 在 D 區有選到點的的層數是 b－x 層，再考慮這些層在 A 區的情況，因為 S 在 A 區有

選到 x個點的已經有(c＋x－b)層了，這些在A區的點至少能形成一個邊長(c＋x－b)的正方形，

如此在這 b－x 層中，每層只需要再選到 x－(c＋x－b)個點就能完全被控制。因此 S 還需要(b

－x)(b－c)個點。 

把這三類的點加起來共有 2x2－(a＋3b－2c)x＋b(a＋b－c)個點。經過配方後，知道當x是在

0＜x≦b這範圍中離
4

23 cba −+
最近的整數時，能到到一組盡量小的控制。我們只要把給定的

a、b、c代進去算出x，就可以得到最小控制數的上界。 

而當x＝b時，，此時
2
1

4
23

−≥
−+ bcba

，即a≧b＋2c－2，時，函數值會等於bc。這跟b

＝c的情況，a≧3c－2 時只要試c2次就好的結果是一致的。但當a＝b時，這個方法得到的最小

控制數會比貳之三節所提供方法來的大，但我們仍然不太清楚是什麼原因。 

定理八  當a>b>c時，圖Kn□Kn□Kc的最小控制γ(Kn□Kn□Kc) ≦2x 2－(a＋3b－2c)x＋b(a＋b－c),  

if 
4

23 cba −+
≧b, x=b， eles  x=round(

4
23 cba −+
)。 

三、結論與應用 

定理一 對於給定的n，完全圖Kn自己的卡氏立方乘積的最小控制數  γ(Kn□Kn□Kn) ≦ 

22

22 ⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡+⎥⎦

⎥
⎢⎣
⎢ nn

。 

定理二   γ(Kn□Kn□Kn+k)≦min {s2+t2+sk | s＋t＝n;  ≥s≥0; s, t  t ∈Z}，特別當k≧2n－2 時，也就是

當c≧3a－2 時，γ(Ka□Ka□Kc)＝a2。 

引理三 兩個完全圖的卡氏立方乘積Kn□Kn□Kc和Kn+1□Kn+1□Kc的最小控制有以下的關係：

γ(Kn+1□Kn+1□Kc) ≦γ(Kn□Kn□Kc)＋c。 

引理四 當c＝2 時，圖Kn□Kn□K2的最小控制γ(Kn□Kn□K2)＝2(n－1)。 
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引理五 當c＝3 時，圖K4□K4□K3的最小控制 γ(K4□K4□K3)＝8，圖K5□K5□K3的最小控制

γ(K5□K5□K3)＝10，當n≧6 時，圖Kn□Kn□K3的最小控制γ(Kn□Kn□K3)＝3(n－2)。 

猜想六 當n≧c(c－1)時，圖Kn□Kn□Kc的最小控制γ(Kn□Kn□Kc)＝c(n－c＋1)。 

定理七 當n≦c(c－1)時，圖Kn□Kn□Kc的最小控制γ(Kn□Kn□Kc) 

min{ | xss xtxxx ++++ −
2
1

2
2

2
1 ...... 1 ≦x2 ≦x3 ≦ …≦ xs-1≦xs ,  x1＋x2＋x3＋…＋xs-1＋xs＝n, 

t＝(s-1)c－(x1＋x2＋x3＋…＋xs-1) } 

定理八  當a>b>c時，圖Kn□Kn□Kc的最小控制γ(Kn□Kn□Kc) ≦2x 2－(a＋3b－2c)x＋b(a＋b－c),  

if 
4

23 cba −+
≧b, x=b， eles  x=round(

4
23 cba −+
)。 

 我們一直很希望能夠證明我們所提供的方法所找到的一組控制，就是圖Ka□Kb□Kc的最小

控制，但總有一些情況不能克服。不過我們有信心相信，在a＝b＝c時的確是最佳解，也就是

我們猜想 γ(Kn□Kn□Kn)＝ 
22

22 ⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡+⎥⎦

⎥
⎢⎣
⎢ nn

應該是對的。希望在不久的將來我們能加以突破，或是

進一步去找圖Ka□Kb□Kc□Kd的最小控制。 

 

四、參考資料 

單墫、胡大同  數學奧林匹克第 28、29 屆國際數學競賽預選題 九章出版社 

p.42，p.73~p.75 
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