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摘   要 
壹、研究目的： 

培養建構式思考方式，提高解決問題的能力。 

貳、研究過程： 
一先查數學辭典，確定 ..SF 之定義。 

二以文字敘述替代數字敘述 ..SF ，並分析歸納規律性。 

三將發表過的有關關係式，挑選適合以代數分析研究者，研究採逆命題角度處理，共 

有下列七種關係式採論之。 
1. 11   +−+ += mnmnnm aaaaa  

2. n
nnm aaa )1( 2

11 −=−−+  
3. =−−− mnkmkn aaaa   kknm

n aa  )1( −−−  

4. 12
2

1
2

++ =+ nnn aaa  

5. nnn aaa 2
2

1
2

1 =− −+  

6. nnnn aaaa 3
3

1
33

1 =−+ −+  

7. 
2121   

1111
++++

++=
nnnnnn aaaaaa

 

參、研究結果、結論及應用： 
一定義與首項有關連，數字定義有三種，彼此為衍生關係，文字定義僅一種。 

二採論之七種關係式相對應之方程式與解答如下： 

① ..SF 係數題群， 022 =−−++ EcDbCcBbcAb ，定義Ⅰ完全符合，特定 nma + 與 

21  , aa 局部符合，③可有 cb ≠ 之廣義 ..SF 符合。 

② 122 =−+ cbcb ，定義Ⅰ之衍生群符合，惟首項須落在定義Ⅰ之奇數項數上。 

③ 有錯誤，應修正為 =k 奇數時， =−−− mnkmkn aaaa   kknm
n aa  )1( +−−  

=k 偶數時， =−−− mnkmkn aaaa   kknm
n aa  )1( 1

+−
−− ， 

..SF 係數題群： 022 =−+ CcBbcAb ， cb = or C
a
a

knm

knm ×
−

−+−

+−

12

2  前者全部適用， 

後者局部適用。 

④ 與⑤為①中分成 =+ nm 奇與偶時之狀況 ∴為間一型係數題群。 

⑤ 間二型係數題群 03223 =−−+++ FcEbDcCbccBbAb ，大膽推論 1 ±== cb  

符合而已。 

⑥ 1 22 −=−+ cbcb ，與②中者僅常數項異號而已，即與②中“互補”。 

三找出一新的關係式 11
2

1
2

1   +−−+ +=− nnnnnn aaaaaa ，完全無條件限制皆符合之。 
 
 
 
 
 
 
 



Abstract 
壹、Motivation and Purpose 

In this study, we expect to know something about Fibonacci Sequence (F.S.) that 
we 
can understand and enjoy as a high school student. 

貳、Procedure 
一.Make sure the definition of F.S. 
二.Use algebra instead of numerical to state F.S. 
三.Select the related formulas and discuss by fundamental algebra. We get 7 types 

as follows 

1. 11   +−+ += mnmnnm aaaaa  

2. n
nnn aaa )1( 2

11 −=−−+  
3. =−−− mnkmkn aaaa   kknm

n aa  )1( −−− , this seem have error by hand need correct. 

4. 12
2

1
2

++ =+ nnn aaa  

5. nnn aaa 2
2

1
2

1 =− −+  

6. nnnn aaaa 3
3

1
33

1 =−+ −+  

7. 
2121   

1111
++++

++=
nnnnnn aaaaaa

 

參、Results and conclusions 
一. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
二.A new formula is found, 11

2
1

2
1   +−−+ +=− nnnnnn aaaaaa , for all the F.S. is O.K.！ 

equation is 00 =  
 

 
 
 

formula kind correspondent equation type solution set 

 ①  F.S. coefficient 
 022 =−−++ EcDbCcBbcAb  

definitionⅠand other

 ②  122 =−+ cbcb  definitionⅠgroup 

 ③  F.S. coefficient 022 =−+ CcBbcAb  c
a
ab

knm

knm ×=
−+−

+−

12

2  

 ④ meta l F.S. coefficient the same as in □　  same as in □　 

 ⑤ meta 1 F.S. coefficient the same as in □  same as in □　 

 ⑥ meta 2 F.S. coefficient 
03223 =−−+++ FcEbDcCbccBbAb  

 may be only 
1 ±==cb  

 ⑦ 122 −=−+ cbcb   definitionⅠgroup 



 －1－

初等代數鏡頭下的 Fibonacci Sequence (F.S.) 
壹、研究動機： 

因緣知道數學世界的“數列樂園”裏有一迷人的費氏數列專區，且自1963年起就有一 

本季刊 Fibonacci Quarterly，供所有費迷們能共享新發掘出來的驚喜，惜此群迷父迷 

母們，都是“數功”高手，我等那看得懂，但由於此數列基本架構為：前兩項之和等 

於第三項， 11 −+ += nnn aaa ，實在是有夠簡單四則運算裏的加法而已，故打算由初等代 

數的觀點，依逆命題的角度來炒這盤冷飯，希望能有我們看得懂可陶醉其中的美景呈現。 

貳、研究目的： 
培養建構式的思考法，提高解決問題的能力。 

參、研究過程： 
一.首先自簡明數學百科全書，找出 ..SF 的定義，卻發現有兩類： 

Ⅰ： 11 =a , 12 =a , 11 −+ += nnn aaa ，如：1 , 1 , 2 , 3 , 5 , 8 , …… 

Ⅱ： 01 =a , 12 =a , 11 −+ += nnn aaa ，如：0 , 1 , 1 , 2 , 3 , 5 , …… 

顯然兩者僅 1a 與 2a 有所不同而已，這麼一丁點的不一致，不知有無隱含重大訊息？ 

而一起頭就不能“確定化”，真讓我們憂心。 

二.改以代數觀點描述即文字定義，狀況應如下： 

Ⅰ： aaaaaa  8  ,  5  ,  3  ,  2  ,   , ………… 

Ⅱ： aaaaa  5  ,  3  ,  2  ,      ,   , 0 ………… 

∴若 1=a ，就是其前述的數字定義，但a非必為1不可嗎？您說呢？ 

三.而由基本架構描述的基本通式應為： cbcbcbcbcbcb 85 , 53 , 32 , 2 ,  ,  , +++++ ……, 

您看出奇妙處了嗎？將每一項中隔離出含b項所成數列為 bbbbbb  5 , 3 ,  2 ,  ,  , 0 , ……, 

含 c項者為 cccccc  8 ,  5 ,  3 ,  2 ,  ,  , 0 ,……，顯然由b構成者，只不過是首項再向左移動 

一項的定義Ⅱ，且稱定義Ⅲ，由 c構成者即定義Ⅱ囉！同時也可體會到：兩 ..SF 之和 

仍為一 ..SF 的廣義 ..SF 特性的存在。因此接下來準備逆向，向左前進看看。當然三個 

定義均可視為以其中一個為母體，餘二個為其衍生群：各項乘一倍數且首項調整。 

四.向左齊步走： 

1. ………, , 5 , 3 , 2  , 1 , 1  , 0 , 1 , 1 , 2 , 3 , 5 , 8 −−− ……… 

2. ………,  ,  5   3 ,  2  ,  ,   , 0 ,  ,  ,  2 ,  3 ,  5 ,  8 aaaaaaaaaaa −−− ……… 

3. ………, , 2 ,   ,  ,   ,  , 2 , 23 , 35 , 58 , 813 cbcbcbcbcbcbcbcbcb +++−−+−−+−−  

, 53 , 32 cbcb ++ ……… 

  ⇒  




−−−
−−−

  5 , 3 , 2  ,  ,   , 0 ,  ,  , 2 , 3 , 5 , 8  , 
       ,3 ,2  ,  ,   , 0 ,  ,  , 2 , 35 , 8 , 13 ,  
ccccccccccc

bbbbbbbbbbb
LLLLLL

LLLL  

 

心得：a.1與2中，為全體以“0”項做中心，左右兩側相對應的奇數項為等值同號， 

……… 
,……… 



但偶數項為等值異號，換言之，定義Ⅰ為正整數系 ..SF ，定義Ⅲ為非負整 

數系 ..SF ，而定義Ⅱ為“右全” ..SF 。設若將每一項乘以“ 1− ”，則定義 

Ⅰ為負整數系 ..SF ，定義Ⅲ為非正整數系 ..SF ，至於定義Ⅱ就無以名之， 

“左全”絕對不適用。 

b. 3中，顯然若改以 )  ,  ( cb  對為中心，左右兩側相對應項之關係為奇數項 

(左,右) )  ,  ( ncmbmcnb ++−= ，偶數項則為 )  ,  ( ncmbmcnb +−= 。亦即相 

對應項裏b與 c之係數m與 n要對調，而數列右側為互加 )( ncmb + ，左側 

為 cb  , 互減，若奇數項為 )( mcnb +− ，偶數項為 )( mcnb − 。 

五.在數學第一冊教師手冊與世界名題欣賞「斐波那契數列」一書，我們找到一些同樣 

可換成初等代數基本架構觀點來研討的資訊。 

1. ..SF 基本架構的更一般關係式為 11   +−+ += mnmnnm aaaaa 。 

a.我們決定取前九項為例來研究： 

項數 1 , 2 ,  3  ,  4  ,   5   ,  6   ,   7  ,   8   ,    9 

通式 cbcbcbcbcbcbcbcb 2113 , 138 , 85 , 53 , 32 , 2 ,   ,   , +++++++  

b.設取 9=+ nm   ∴有下述四種狀況 

82719 aaaaa += ⇒ )  13 8 ( ) 8 5 (  21 13 cbccbbcb +++=+  

7362 aaaa += ⇒         )  8 5 ( )()  5 3 ( cbcbcbc ++++=  

6453 aaaa += ⇒          ) 5 3( ) 2() 3 2( )( cbcbcbcb +++++=  
2
4a=   + 2

5a  ⇒          
22 ) 3 2() 2( cbcb +++=  

整理之，均獲同一方程式： 0 21 13 13 16 5 22 =−−++ cbcbcb  

c.求解 0 21 13 13 16 5 22 =−−++ cbcbcb  

A. 若 cb = ，原式 0)1(  34 34 34 2 =−=−= bbbb  即 0== cb or 1== cb ，而前

者為全“0”數列，可以會心知道成立但無意義。而後者即為數字定義Ⅰ，換

言之，此關係式的適用，首項要“確定”為 1=b 者，馬上例證如下： 

項數   1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 ,  7 ,  8 ,  9    
定義Ⅰ 1 , 1 , 2 , 3 , 5 , 8 , 13 , 21 , 34         

定義Ⅱ 0 , 1 , 1 , 2 , 3 , 5 ,  8 , 13 , 21          

∴ 13281211131349 ×+×=×+×==a  22 538352 +=×+×=  

21= 80×≠ 131×+ 133252318151 22 ≡+=×+×=×+×=  

∴ 433252416 aaaaaaaaa +=+=  

  




≡×+×=×+×≠
×+×=×+×=

3211131205
     322151318  ，得證。 

   心得：此關係式當時一定是由定義Ⅰ推論而得，若當時是參考定義Ⅱ，則關 
係式要為 111   +−−+ += mnmnnm aaaaa  方成立。 

 

B. 若 cb ≠ ，∵ Zcb ∈ , ，故原式看成對b的一元二次方程式時，其判別式 0≥D  

且 2kD = , Zk ∈ 。 
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今 ) 21 (13 54)13 16( 22 cccD −××−−= 22 169 4 4 kcc =++−=  

 ⇒  016944 22 =−+− kcc  

故同理，對 c而言，此 016944 22 =−+− kcc 的 0≥′D 且 2kD ′=′ 。 

∴ =−××−−=′ )169(44)4 ( 22 kD 0)170(4 22 ≥− k ⇒ 170  ≒ k≥04.13  

今          

 

 

 

 

於是 0)6( )7( 4169144 22 =+−=−+− cccc  ⇒  7=c or 6−  

 0)5( )6( 4169744 22 =+−=−+− cccc        6 or 5−  

 0)3( )4( 41691144 22 =+−=−+− cccc       4 or 3−  

 0 )1( 41691344 22 =−=−+− cccc            0 or   1 

而當  

 

 

 

 

 

 

 

 

啊哈！共有八組 ) ,( cb 整數解，內含 cb = 之兩組解在內，亦即 cb ≠ 有六組解 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

k  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 
2k  0 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100 121 144 169

2170 k−  170  
13
169

=
 166 161  154  145 134 11

121
=

106 89 70
7  

49
=

 26  
1  

1 
=

6−=c  
 原式 5941095 2 +−= bb  

 )11)(545( −−= bb  

 11    
5

54 orb =  

     5−=c  
 原式 )10)(435( −−= bb  

   10    
5
43 orb =  

     3−=c  
 原式 )5)(365( −−= bb  

   5     
5

36 orb =  

0=c  
原式 )135( −= bb  

   0    
5

13 orb =  

     1=c  
 原式 )1)(85( −+= bb  

   1  
5
8 orb =  

     4=c  
 原式 )4)(315( ++= bb  

   4  
5
31 −−= orb  

6=c  
 原式 )9)(85( ++= bb  

9  
5
38 −−= orb  

  7=c  
 原式 )10)(495( ++= bb  

10  
5
49 −−= or  
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d. ∴ cb ≠ 之 ..SF 成立者如下： 

項數 
一 
二 
三 
四 
五 
六 

 

  說明：a. 二、三、四與五皆亦可視為 cb = 之狀況，只是數列之首項要調整或 

各項要倍數放大，即原 ..SF 特性之一的 1) ,( 1 =+nn aa 要修改成 

l=+ ) , ( 1nn aa , Z∈l 。 

b. 僅 9=+ nm 成立，例證如下： 

7)1(5 222
4

2
37 ≠−+=+= aaa ； 1005 22 ≠+ ； 1)1(2 22 ≠−+ ； 

1240 22 ≠+ ； 33)3( 22 ≠+− ； 64)3( 22 ≠+−  

72618 aaaaa += 107)6(311 ≠×−+×= ； 1510)5(510 ≠×−+× ； 

11)3(05 ≠×−+× ； 2012484 ≠×+×− ； 63639 ≠×+×− ； 

11675)10( ≠×+×−  

心得：1.當 =+ nm 奇數 12 +k 時，選擇 2
11

2
−+ += kknm aaa  為觀察式最利便。 

2.只有定義Ⅰ，完全符合關係式 11   +−+ += nmmnnm aaaaa ，亦即此關係式 

的普遍性欠佳。 

e.且再以代數角度觀察其他 nm + 狀況來更確認一番 

8=+ nm 時， 72618 aaaaa +=   ∴ )85(  )53(138 cbccbbcb +++=+  

⇒ 01388103 22 =−+−+ ccbbcb  

=+ nm 7時， 2
4

2
37 aaa +=      ∴ 22 )2()(85 cbcbcb +++=+  

   ⇒ 085562 22 =−+−+ ccbbcb  

=+ nm 6時， 52416 aaaaa +=   ∴ )32( )2( 53 cbccbbcb +++=+  

⇒ 05334 22 =−+−+ ccbbcb  

=+ nm 5時， 2
3

2
25 aaa +=      ∴ 22 )(32 cbccb ++=+   

                  ⇒ 03222 22 =−+−+ ccbbcb  

=+ nm 4時， 32214 aaaaa +=   ∴ )( 2 cbcbccb ++=+  

⇒ 022 2 =−+− ccbbc  

=+ nm 3時， 2
2

2
13 aaa +=     ∴ 22 cbcb +=+  ⇒ 022 =−+− ccbb  

 

 

 

1 
11 
10 
5 
4−  
9−  

10−  

2 
6−
5−
3−

4 
6 
7 

3 
5 
5 
2 
0 
3−  
3−  

4 
1−  

0 
1−  

4 
3 
4 

5 
4 
5 
1 
4 
0 
1 

6 
3 
5 
0 
8 
3 
5 

7 
7 
10
1 
12
3 
6 

8 
10
15
1 
20
6 
11

9 
17
25
2 
32
9 
17
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果然，不同 nm + ，有不同的 cb  , 方程式 

Ⅰ 以 3=+ nm 為例，求解佐證。 

方程式為 022 =−+− ccbb , 

  ∵ Zb∈  ∴ 222 )(14)1( kccD =−××−−= ⇒  0144 22 =−+− kcc  

 ∵ Zc∈  ∴ )1(44)4( 22 −××−−=′ kD )2( 4 22 k−= ⇒ 2  ≒ k≥41.1  

令 0=k 時， 22 2 =− k  (不合) 

1=k 時，         11 ==  (合) 

故 1=k 時， 0)1( 41144 22 =−=−+− cccc  ⇒  1     0 orc =  

而 1    0 orc =  時， 0)1( 2 =−=− bbbb  ⇒  1     0 orb =  

於是可得四數列 

項數 

 

 

 

 
 
而全0與定義Ⅰ完全符合關係式，至於定義Ⅱ與非負整數 ..SF ，僅 3=+ nm  

符合成立。 

Ⅱ 再以 4=+ nm 為例， 022 2 =−+− ccbbc  

∵ Zc∈ ∴ 2)]1( 2 [ −= bD 22 3)12()(14 kbb =+−=−××−  

          ⇒  3)12( )12()12( 22 =+−−+=−− bkbkbk  

即 




=+−
=−+

112
312

 
bk
bk

3 , 3 , 1   ,
1 , 1 , 3 ,

−−
−−

　

　

LL

LL
 

∴a＋b 4 , 4 , 4 , 42 −−=k  (顯然正、負各選一討論即可) 
  ⇒  2 ±=k ， 0    1 orb = ， 1    1 −= orc ； 2    0 or  
於是亦可得四數列 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
而又是全0與定義Ⅰ完全符合，餘兩者僅 4=+ nm 符合成立 

決定 8 ~ 5=+ nm  均求解觀察整理歸納之。 
 
 

 

1 
0 
0 
1 
1 

2 
0 
1 
0 
1 

3 
0 
1 
1 
2 

4 
0 
2 
1 
3 

5 
0 
3 
2 
5 

6 
0 
5 
3 
8 

7 
0 
8 
5 
13

8 
0 
13
8 
21

9 
0 
21
13
34

  

⇒  全 0 
⇒  定義Ⅱ 
⇒  定義Ⅲ 
⇒  定義Ⅰ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 2 2 4 6 10 16 26 42

1 1 2 3 5 8 13 21 34
1 1−  0 1−  1−  2− 3− 5− 8−

  

⇒  全 0 
⇒  定義Ⅱ 2×  
⇒  定義Ⅰ 
⇒  定義Ⅰ )1(−× 且調整首項

① 

② 



Ⅲ A. 5=+ nm ， 03222 22 =−+−+ ccbbcb  

∵ Zb∈  ∴ 222 )32(14)22( kcccD =−××−−= ⇒ 0444 22 =−+− kcc  

∵ Zc∈  ∴ 0)5(4)4(44)4( 2222 ≥−=−××−−=′ kkD ⇒ k≥= 24.25  

令 0=k 時， 55 2 =− k  (不合) 

1=k 時，        24 ==  (合)⇒  0)32)(12(344 2 =−+=−− cccc  

                 ∴
2
3    

2
1 orc −=  (不合) 

2=k 時，        11 ==  (合)⇒  044 2 =− cc  ∴ 1    0 orc =  (合) 

而 0=c 時， 0)2( 22 =−=− bbbb   ∴ 2    0 orb =  

1=c 時， 012 =−b    ∴ 1  ±=b  

於是可得又含有全0與定義Ⅰ之四數列，另二者為 

 1 ,  2 ,  3 ,  4 ,  5 ,  6 ,  7  ,  8  ,  9 

 2 ,  0 ,  2 ,  2 ,  4 ,  6 ,  10 ,  16 ,  26  ⇒  定義Ⅲ 2×  

1−  , 1 ,  0 ,  1 ,  1 ,  2 ,  3  ,  5  ,  8   ⇒  定義Ⅰ但調整 

B. 6=+ nm ， 05334 22 =−+−+ ccbbcb  

∵ Zb∈ ∴ 222 )53(14)34( kcccD =−××−−=  

⇒ 8)12( )12()12( 22 =−++−=−− ckckck  

即 




=+−
=−+

 112
812

 
ck
ck

4  , 4  , 1  ,
2  , 2  , 8  ,

−−
−−

 
4
5 , 

4
9 −=c (不合) , 0 , 1 (合) 

而 0=c 時， 3    0 orb =  
1=c 時， 1    2 orb −=  

於是另二者為 
5 ,3 ,2 ,1 ,1 ,0 ,1 ,1 ,2

39 ,24 ,15 ,9 ,6 ,3 ,3 ,0 ,3
−−−−−−−

 

 
C. 7=+ nm , 085562 22 =−+−+ ccbbcb  

∵ Zb∈ , 222 ) 8(5 24)56( kcccD =−××−−=  ⇒  02544 22 =−+− kcc  

Zc∈ , =−××−−=′ )25(44)4( 22 kD 0)26(4 22 ≥− k  ∴ 26  ≒ k≥10.5  

今 5 , 1=k (合), 1=k , 0)2( )3( 42444 2 =+−=−− cccc  ∴ 2    3 −= orc (合) 

5=k , 044 2 =− cc  ∴ 1    0 orc =  (合) 

而 0=c , 0=b (合)or
2
5 (不合) 

1=c , 1=b   or
2
3−  

3=c , 3−=b  or
2
7−  

2 −=c , 4=b or
2
9  

D. 8=+ nm , 01388103 22 =−+−+ ccbbcb  

定義Ⅲ 3×  
   Ⅰ )1(−× 且調整

⇒  
10 ,6 ,4 ,2 ,2 ,0 ,2 ,2 ,4
24 ,15 ,9 ,6 ,3 ,3 ,0 ,3 ,3

−
−

 
⇒Ⅰ 3× 且調

⇒Ⅰ 2× 且調



∵ Zb∈ , 222 )138(34)810( kcccD =−××−−=  

⇒ )12( )12()12( 22 +−−+=−− ckckck 63=  

∴




=+−
=−+

12
12

 
ck
ck

9 ,9 ,21 ,21 ,63 ,63
7 ,7 ,3 ,3 ,1 ,1

−−−
−−−

 ⇒  1 , 0 , 5 , 4 , 16 , 15 −−=c  

今 , 15−=c  21=b  or
3

95  ， 1=c   ,  1=b    or
3
5−  

4 −=c ,  6=b   or 10   ， 5=c   ,  5 −=b or 9−  

0=c   ,  0=b   or
3
8   ， 16=c  ,  2 −=b or

3
92−   

 

於是 
 

 

 

 

 

 

 

 

心得：1.與預測吻合，這不就是“題群”現象嗎？共同都有的解為“全 0 ” 

與“定義Ⅰ”，真想知道在幾何學上，它們的含意模樣？ ..SF 係 

數題群，且如此稱呼之。 

2. korknm 2    12 +=+ 時之解法不盡相同，蠻有趣的。 

f.分析“ ..SF 係數題群”規律狀況。 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

21 
10 
6 
5−  
9−  

20−  

15−  
4−  
4−  

5 
5 
16 

6 
6 
2 
0 
4−
4−

9−
2 
2−

5 
1 
12

3−
8 
0 
5 
3−

8 

12−
10

2−
10

2−
20

15−
18

2−
16

5−
28

27−
28

4−
25

7−
48

42−  
46

6−  
40
12−  

76

     cb≠  
     cb≠  
 Ⅰ )2 (−× 且調 
 Ⅰ 5×  且調 
      cb≠  
     cb≠  



 
    nm+  
   
 項名 

3 4 5 6 7 8 9 ..SF 狀況 

2b  1 0 1 1 2 3 5 Ⅰ且調 

b  1−  1−  2−  3−  5−  8−  13−  Ⅰ )1(−×  
2c  1 1 2 3 5 8 13 Ⅰ 

c  1−  2−  3−  5−  8−  13−  21−  Ⅰ )1(−× 且調

bc  0 2 2 4 6 10 16 Ⅱ 2×   

常數 0 0 0 0 0 0 0 全0 

答案數 四 四 四 四 四 八 八 
)0 , 0(  )0 , 0( )0 , 0( )0 , 0( )0 , 0( )0 , 0( )0 , 0(  

) 1 , 1 (  ) 1 , 1 ( ) 1 , 1 ( ) 1 , 1 ( ) 1 , 1 ( ) 1 , 1 ( ) 1 , 1 (  

)1 , 0(  )2 , 0( 0) , 2( 0) , 3( )2 ,4( − )4  ,6( − )3 ,5( −  

0) , 1(  )1 ,1( − )1 , 1(− )1 , 2(− )3 , 3(− )4 ,10( − )5 ,10( −  

     )15,21( − )6,11( −  

     )5 ,5(− )4 ,4(−  

     )5 ,9(− 6) ,9(−  

答案面自 

),( cb  

     )16,20(− )7,10(−  

 

 
心得：a. 各項係數均為定義Ⅰ或廣義定義Ⅰ ..SF ，且 2c 與b兩項係數等值異號。 

b. 答案數則因樣本不足，尚無法歸納出規律，預估還得研究至 13=+ nm ， 

方可有端倪出現。 

c. 答案面目則均必有 ) 1 , 1 ( , ) 0 , 0 ( ，至於規律尋找，看不出有蹤跡追溯， 

也許由這些方程式所對應的幾何曲線著手，或有希望。 

d. 答案數≥八以上有 cb ≠ 之 ..SF 出現。 

2. 1680年卡西尼發現之關係式 n
nnn aaa )1( 2

11 −=−−+  

a. na 可有 82 ~ aa ， 7128 =+− 種狀況 

即 =−+=− 22
213  )( cbcbaaa 1)1( 222 =−=−+ cbcb  

=+−+=− 22
324 )( )2( cbccbaaa 1 )1( 322 −=−=+−− cbcb  

22
435 )2()( )32( cbcbcbaaa +−++=−        1)1( 4 =−=  

=− 2
546 aaa 2)32()2( )53( cbcbcb +−++      1 )1( 5 −=−=  

22
657 )53()32( )85( cbcbcbaaa +−++=−      1)1( 6 =−=  

=− 2
768 aaa 2)85()53( )138( cbcbcb +−++     1)1( 7 −=−=  

=− 2
879 aaa 2)138()85( )2113( cbcbcb +−++    1)1( 8 =−=  

故均為 122 =−+ cbcb ， Zcb ∈ , 。 

b. A. 若 cb = ，∴ 1    ±== cb ，即定義Ⅰ與Ⅰ )1(−×  

B. 若 cb ≠ ，∴ )1(14 22 −−××−= ccD 22 45 kc =+= ⇒ 45 22 −= kc ，於是 

係 
數 



 －9－

∵ 4  | 5 2 −k ，故可能成立的 k，其個位數限 2 , 3 , 7 , 8 四種 
(∵5之倍數的個位數為 0 or  5。) 

今 2  =k ， 0     5 2 =c  205  0  5 ×=×=  ∴ 0=c ⇒ 1=b or 1−   ∵ 12 =b  

 3         5  =    1     21      1 ±    




−
−

1  2
1  2 or

or   




=−−
=−+

11
11 2

2

bb
bb  

 7        45  =    9     23      3  ±    




−
−

2  5
2  5 or

or   




=−−
=−+

193
193 2

2

bb
bb  

 8        60  =   12 
12       140  =   28 
13       165  =   33 
17       285  =   37 

18       320  =   64     28     8  ±    


 −

5    13   
5    13 or

or  




=−−
=−+

1648
1648 2

2

bb
bb  

22       480  =   96 
23       525  =  105 
27       725  =  145 
28       780  =  156 
32      1020  =  204 
33      1085  =  217 
37      1365  =  273 
38      1440  =  288 
42      1760  =  352 
43      1845  =  369 

47      2205  =  441    221     21±   




−
−

13  34
13  34 

or
or  





=−−
=−+

144121
144121 2

2

bb
bb  

48      2300  =  460 

於是看來有無窮多組解，且由解b所成之數列，可預測出下一組解b中亦有 
34 ±=b 者，而其對應之解 21 ±=c 與 x± ，此 x可推論而得為55。 

∵ 34=b  ∴ 13434 22 =−+ cc ⇒ =−− 1155342 cc 0)55( )21( =−+ cc  

⇒ 55    21 orc −=  

於是必也有 55    21 −= orc  

c. 若將解b與 c之數列排列如下： 

    
LLLmm

mm

 55,21,8,3,1,0

 34,13,5,2,1

±±±

±±±
 

∴將 0=c 除外，其餘對應關係為 

=b  - NM       or     Y  

=c    X        Q−  R  

 

 

 

 

………  =b   
=c   



d.將解b與 c取絕對值來看，解b之數列不就是定義Ⅱ之偶數項，解 c之數列為Ⅱ 
之奇數項，真妙啊！對不！ 

e.且任舉五種數列為實證： 

13    , 8      , 5     , 3     , 2     , 1     , 1     , 0    , 1  

34    , 21    , 13    , 8      , 5     , 3    , 2     , 1    , 1  

5   , 3   , 2   , 1   , 1   , 0    , 1  , 1    , 2 −−−−−−−  

89 , 55 , 34 , 21 , 13 , 8 , 5 , 3 , 2 , 1 , 1 −−−−−−−−−−−  

2      , 1       , 1      , 0      , 1      , 1  , 2    , 3 , 5 −−  

2112 −×  

∴ =− 2
435 aaa 2325 −×         4)1(1 −== ,均合 

 20) 1(   ) 1  ( −−×−  

 2)8()5()13( −−−×−  

    2)1(2   1 −−×  

心得：〈一〉均可視為定義Ⅰ之衍生群，惟其首項須均落在奇數項數上方可。 
〈二〉絕無 cb ≠ 之廣義 ..SF 適用，∴比較單純 
〈三〉蠻新鮮的解題過程與結果。 

3.上〈二〉的推廣式 kknm
n

mnkmkm aaaaaa   )1( −−+− −=−  

a.先分析可成立之狀況： 

∵ 9 ,  , 1 ≤≤ kmn ……① 

又∵ 91 ≤−≤ kn ⇒ knk +≤≤+ 91  ∴ k取最小 1=  代入可得 102 ≤≤ n ，將之 

與①綜合得 92 ≤≤ n ……② 

又∵ 91 ≤+≤ km ⇒  hmk −≤≤− 91  ∴ k最小 1=  代入可得 80 ≤≤ m ，與① 

綜合得 81 ≤≤ m ……③ 

今又∵ 91 ≤−−≤ knm  ⇒  knmkn ++≤≤++ 91  

∴ kn  , 各取最小 1 , 2=  代入可得 124 ≤≤ m ， 

將之與③綜合，可得 84 ≤≤ m  

⇒  19 −−≤≤−− kmnkm  

∴ k最小 1= ，m最大 8=  代入可得 62 ≤≤− n  

將之與②綜合，可得 62 ≤≤ n  

同理 k之分析： 91 ≤−≤ kn ⇒ nkn −≤−≤− 91 ⇒ 91 −≥≥− nkn ， 6=n 代入得 

4 5 −≥≥ k  

91 ≤+≤ km ⇒ mkm −≤≤− 91 ， 4=m 代入得 53 ≤≤− k  

91 ≤−−≤ knm ⇒ nmknm +−≤−≤+− 91  

⇒ 91 −−≥≥−− nmknm ， 8=m ， 2=n 代入得 

  35 −≥≥ k ，將三者與①綜合 故 15 ≥≥ k  

 

 



於是 

 

 

 

共有十八種。果然 84 ≤≤ m ， 62 ≤≤ n ，但 21 ≤≤ k  不全然符合分析結果。 

b. 6
861816 )1(  −=−+− aaaa 168 −−a 1a ⇒ )138)(53()2113)(32( cbcbcbcb ++−++ 26)1( b−=  

          ⇒ 022 22 =−+ cbcb ˇ 
5

851815 )1(  −=−+− aaaa 158 −−a 1a ⇒ )138)(32()2113)(2( cbcbcbcb ++−++ cb5)1(−=  

   ⇒ ∆=−−  0323 22 bbcc  

841814   aaaa −+− 148
4)1( −−−= a 1a ⇒ )138)(2()2113)(( cbcbcbcb ++−++  

bcb  )()1( 4 ≠−=    ⇒ 0544 22 =−+ cbcb ＊  
3

831813 )1(  −=−+− aaaa 138 −−a 1a ⇒ )138)(()21(13 cbcbcbc ++−+  

bcb  )2()1( 3 +−=    ⇒ 0768 22 =−− bbcc ∇  
2

821812 )1(  −=−+− aaaa 128 −−a 1a ⇒ )13(8 )2113( cbccbb +−+ bcb  )3(2 )1( 2 +−=  

      ⇒ 0131011 22 =−+ cbcb  
4

742724 )1(  −=−+− aaaa 247 −−a 2a ⇒ )85)(2()2113( cbcbcbc ++−+ bc4)1(−=  

          ⇒ 0565 22 =−− bbcc □  
3

732723 )1(  −=−+− aaaa 237 −−a 2a ⇒ )85)(()2113( cbcbcbb ++−+ 23)1( c−=  

          ⇒ 0788 22 =−+ cbcb  
5

751715 )1(  −=−+− aaaa 157 −−a 1a ⇒ )85)(32()138)(2( cbcbcbcb ++−++ 25)1( b−=  

          ⇒ 022 22 =−− bbcc ˇ 
4

741714 )1(  −=−+− aaaa 147 −−a 1a ⇒ )85)(2()138)(( cbcbcbcb ++−++ cb4)1(−=  

          ⇒ 0323 22 =−+ cbcb ∆  
3

731713 )1(  −=−+− aaaa 137 −−a 1a ⇒ )85( )()138( cbcbcbc ++−+ bcb  )()1( 3 +−=  

          ⇒ 0445 22 =−− bbcc ＊  
2

721712 )1(  −=−+− aaaa 127 −−a 1a ⇒ )85( )138( cbccbb +−+ bcb  )2()1( 2 +−=  

          ⇒ 0867 22 =−+ cbcb ∇  
3

632623 )3(  −=−+− aaaa 236 −−a 2a ⇒ )53( )()13(8 cbcbcbb ++−+ bc3)1(−=  

          ⇒ 0565 22 =−+ cbcb □  
4

641614 )1(  −=−+− aaaa 146 −−a 1a ⇒ )53( )2()85( )( cbcbcbcb ++−++ 24)1( b⋅−=  

          ⇒ 022 22 =−+ cbcb ˇ 
3

631613 )1(  −=−+− aaaa 136 −−a 1a ⇒ )53( )()85( cbcbcbc ++−+ cb3)1(−=  

          ⇒ 0323 22 =−− bbcc ∆  
2

621612 )1(  −=−+− aaaa 126 −−a 1a ⇒ )53( )85( cbccbb +−+ bcb  )()1( 2 +−=  

          ⇒ 0544 22 =−+ cbcb ＊  
3

531513 )1(  −=−+− aaaa 135 −−a 1a ⇒ )32( )()53( cbcbcbc ++−+ 23)1( b⋅−=  

          ⇒ 022 22 =−− bcbc ˇ 

m  
n  
k

8
6
1

8 
5 
1

8 
4 
1

8 
3 
1

8
2
1

7
4
2

7
3
2

7
5
1

7
4
1

7
3
1

7
2
1

6
3
2

6
4
1

6
3
1

6 
2 
1

5 
3 
1

5 
2 
1

4 
2 
1



2
521512 )1(  −=−+− aaaa 125 −−a 1a ⇒ )32( ) 53( cbccbb +−+ bc ⋅⋅−=   )1( 2  

          ⇒ 0323 22 =−+ cbcb ∆  
2

421412 )1(  −=−+− aaaa 124 −−a 1a ⇒ )2( ) 32( cbccbb +−+ 22  )1( b⋅−=  

          ⇒ 022 22 =−+ cbcb ˇ 

整理結果有七類，這可與前兩者大不同，前兩者有一為題群，有一為恒一方程式。 

ˇ五個, 022 22 =−+ cbcb    2212 kcD ==  

△四個, 0323 22 =−+ cbcb     2228 kc ==  

＊三個, 0544 22 =−+ cbcb     2286 kc ==  

▽二個, 0867 22 =−+ cbcb     22360 kc ==  

□二個, 0565 22 =−+ cbcb     22136 kc ==  

一個, 0131011 22 =−+ cbcb   22672 kc ==  

一個, 0788 22 =−+ cbcb      22288 kc ==  

∴均有惟一解 0== cb 之全0數列，即此無實例可成立，真是怪哉！莫非印刷之 

時手民之誤的錯誤規則。 

c.實例佐證， 

 
 

∴ 421412   aaaa −+− =




=××−≠−=×−×
=××−=−≠=×−× −−

                      000)1( 2 2130
111)1(  )1( 23151

 2

2
1124

2 aa
 

果然完全不對味，而由例證Ⅰ之狀況，大膽推測手民之誤情形而修正為 

kknm
n

mnkmkn aaaaaa  )1(  +−+− −=−  

心得：真是有貴人相助，所選例證蠻明確點醒手民之誤處也，神來之筆選了 
1  , 4  , 2 === kmn 。 

d.就先再以Ⅰ之前九項的實例來驗證吧！ 

A.先分析可成立之狀況： nk < (∵ )kn − , 9≤+ km , nkm −+≤1  

故 

 

 
 

 
2
3
6
  

2
4
6
  

2
5
6
  

2
6
6
  

2
7
6
 ,  

3
4
6
  

3
5
6
  

3
6
6
  

3
7
6
  

3
8
6
 ,  2  3  4  

1
5
5
 ,  3  4  5  

2
6
5
 ,  4  5  6  

3
7
5
 ,  5  6  7  

4
8
5
 , 

 

 2  3  
1
4
4
 ,  3  4  

2
5
4
 ,  4  5  

3
6
4
 ,  5  6  

4
7
4
 ,  6  7  

5
8
4
 ,  2  

1
3
3
 ,  3  

2
4
3
 ,  4  

3
5
3
 ,  5  

4
6
3
 , 





   21  , 13   , 8   , 5  , 3  , 2  1,  , 1  , 0  ; 
   34  , 21  , 13  , 8  , 5  , 3  , 2  , 1  , 1   ;  

 
Ⅱ

Ⅰ

 
k
n
m

 
1
8
8

 
1
7
8

 
1
6
8

 
1
5
8

 
1
4
8

 
1
3
8

 
1
2
8

,  
1
7
7
  

1
6
7

 
1
5
7

 
1
4
7

 
1
3
7

 
1
2
7

,  
2
8
7
  

2
3
7
  

2
4
7
  

2
5
7
  

2
6
7
  

2
7
7

,  
1
2
6
  

1
3
6
  

1
4
6
  

1
5
6
  

1
6
6
 ,  



 6  
5
7
3
 ,  7  

6
8
3
 ,  

1
2
2
  

2
3
2
  

3
4
2
  

4
5
2
  

5
6
2
  

6
7
2
  

7
8
2
  

 
∴共有 5344352617 ×+×+×+×+× 847162 =×+×+ 種 

B. 2
81818  aaa −+−   1213413 2 =−×=    1111 )1( 1188

8 =××=−= +− aa  

=−+− 871817  aaaa 1 11)1(  )1(12113348 1178
7 −=××−=−=−=×−× +− aa  

2121  )1(     2218345 1168
6

861816 =××=−==×−×=− +−+− aaaaaa  

=−+− 851815  aaaa 3 13)1(  )1(   3215343 1158
5 −=××−=−=−=×−× +− aa  

5151  )1(     5212342 1148
4

841814 =××=−==×−×=− +−+− aaaaaa  

=−+− 831813  aaaa 8 211341 −=×−×  138
3 )1( +−−= a 8 18)1(1 −=××−=a  

821812  aaaa −+− 13211341 =×−×=   128
2  )1( +−−= a 1311311 =××=a  

2
71717  aaa −+−   113218 2 −=−×=    177

7  )1( ++−= a 111)1(1 −=××−=a  

=−+− 761716  aaaa 1138215 =×−×   167
6  )1( +−−= a 1111 =×=a  

751715  aaaa −+− 2 135213 −=×−×=  157
5  )1( +−−= a 2 12)1(1 −=××−=a  

741714  aaaa −+− 3133212 =×−×=   147
4  )1( +−−= a 3131 =×=a  

731713  aaaa −+− 5 132211 −=×−×=  137
3 )1( +−−= a 5 15)1(1 −=××−=a  

721712  aaaa −+− 8131211 =×−×=   127
2  )1( +−−= a 8181 =×=a  

782728 aaaa −+− 11321348 −=×−×= 287
8)1( +−−≠ a 11112 =××=a  

2
72727 aaa −+−   113345 2 =−×=    277

7)1( +−−≠ a 111)1(2 −=××−=a  

762726 aaaa −+− 2 138343 −=×−×= 267
6)1( +−−≠ a 2122 =×=a  

752725 aaaa −+− 3135342 =×−×=   257
5)1( +−−≠ a 313)1(2 −=××−=a  

742724 aaaa −+− 5 133341 −=×−×=  247
4)1( +−−≠ a 5152 =×=a  

 













  



=−+− 732723 aaaa 8132341 =×−×   237
3)1( +−−≠ a 8 18)1(2 −=××−=a  

   
 
此組六者均不合，但僅差符號而已，大膽假設建議再修正如后就一切 OK！ 

當 =k 偶數時 mnkmkn aaaa −+− kknm
nm aa +−

−−= )1(  

2
61616  aaa −+−   

28135 −×=     1=  6)1(−=  166 +−a  1111 =×=a  

651615  aaaa −+− 85133 ×−×=   1−= 5)1(−=  156 +−a  1 1111 −=××−=a  

641614  aaaa −+− 83132 ×−×=   2=  4)1(−=  146 +−a  2121 =×=a  

631613  aaaa −+− 82131 ×−×=   3 −= 3)1(−=  136 +−a  31311 −=××−=a  

621612  aaaa −+− 81131 ×−×=   5=  2)1(−=  126 +−a  5151 =×=a  

2627  +− aa 67aa− 813215 ×−×= 1=  1 ) 1( −−≠  276 +−a  1 1112 −=××−=a  

2626  +− aa 2
6a−   

28213 −×=   1−= 0) 1( −≠  266 +−a  1112 =×=a  

652625  aaaa −+− 85212 ×−×=  2= 1)1( −≠   256 +−a  2 1212 −=××−=a  

642624  aaaa −+− 83211 ×−×=  3−= 2)1(−≠  246 +−a  3132 =×=a  

632623  aaaa −+− 82211 ×−×=  5=  3)1(−≠  236 +−a  5 1512 −=××−=a  

此組五者又是僅差符號，於是得再度修正就一切OK！ 

=k 偶數時， kknm
n

mnkmkn aaaaaa +−
−

+− −=− 1)1(  

心得：前次修正未能正確中的，真是有夠不聰明，看來得需再例證的就是 

=k 偶數時者，就再選兩組看看吧！ 

562526  aaaa −+− 58133 ×−×= 1−=   
5)1(−= 265 +−a 11112 −=××−=a  

2
52525  aaa −+−   55132 ×−×= 1=   4)1(−= 255 +−a 11112 =××=a  

542524  aaaa −+− 53131 ×−×= 2−=  3)1(−= 245 +−a 2 1212 −=××−=a  

532523  aaaa −+− 52131 ×−×= 3=   2)1(−= 235 +−a 31312 =××=a  












  



584548  aaaa −+− 521343 ×−×= 3 −= 7)1(−= 485 +−a 33114 −=××−=a  

574547  aaaa −+− 513342 ×−×= 3=  6)1(−= 475 +−a 33114 =××=a  

564546  aaaa −+− 58341 ×−×=  6−= 5)1(−= 465 +−a 63214 −=××−=a  

2
54545  aaa −+−  25341 −×=    9=  4)1(−= 455 +−a 93314 =××=a  

e.現在換換用初等代數鏡頭瞧瞧！ 

A.先看 =k 奇數者 

=−+−
2
81818  aaa bbaacbcbcb ×=−=+−++ +− 1188

82  )1()138()2113)(85(  

 ⇒ 0)( 2 =−=− cbccbc   ∴ 0=c or cb =  

=−+− 871817  aaaa bcaacbcbcbcb ××−=−=++−++ +− 1 )1()138)(85()2113)(53( 1178
7  

 ⇒ 0)( )(22 =−+=− cbcbcb   ∴ cb  ±=  

861816  aaaa −+− )138)(53()2113)(32( cbcbcbcb ++−++= 1168
6  )1( aa +−−= bcb ×+= )(  

 ⇒ 0))(2(2 22 =−+=−+ cbcbcbcb   ∴ cb 2 −= or cb=  

=−+− 851815  aaaa )138)(32()213)(2( cbcbcbcb ++−++ 1158
5  )1( aa +−−=  

bcb ×+×−= )2()1(  

 ⇒ 0))(32(32 22 =−+=−+ cbcbcbcb  ∴ cb
2
3−= or cb=  

=−+− 841814  aaaa )138)(2()2113)(( cbcbcbcb ++−++ 1148
4)1( aa +−−= bcb ×+= )32(  

 ⇒ 0))(53(523 22 =−+=−+ cbcbcbcb  ∴ cb
3
5−= or cb=  

 

=−+− 831813  aaaa )138)(()2113( cbcbcbc ++−+× 1138
3  )1( aa +−−= bcb ×+×−= )53()1(  

 ⇒ 0))(85(835 22 =−+=−+ cbcbcbcb   ∴ cb
5
8−= or cb=  

821812  aaaa −+− )138()213( cbccbbc +−+= 128
2)1( +−−= a bcba ×+= )85(1  

 ⇒ 0))(138(1358 22 =−+=−+ cbcbcbcb  ∴ cb
8
13−= or cb=  

心得：1.也是 ..SF 係數題群現象，均有 cb= 之解，但並非一定為 1== cb ，另 

一解為 cb ≠ 者，真不知它們的幾何圖形意義又會是何款？ 
2.本題群之解為文字解，而前面討論之題群則為數字解，真是風味另有 
  一番且以實例驗證一下，均取 3=b 為例。 



 1188
82

81818  )1( aaaaa +−+− −=− ； 

 1158
5

851815  )1( aaaaaa +−+− −=−  

cb =     102 , 63 , 39 , 24 , 15 , 9 , 6  , 3 , 3  93396310239 2 =×==−× ； 

27392763151029 =×==×−×  

0=c     39 , 24 , 15 , 9 , 6  , 3 , 3  , 0 , 3    9339243915 2 =×==−× ； 

 93327246393 =×≠−=×−×  

cb
2
3−=    3 , 2   , 1 , 1  , 0 , 1 , 1 , 2 , 3 −−−−−− 9331)2()3()1( 2 =×≠−=−−−×− ； 

3)2(0)3()1( =−×−−×−  
 33)1()1( =×−×−=  

O.K.！沒錯，但您發現了嗎？並非是真正的 .. SFcb ≠ ，而是廣義的定義Ⅰ： 
倍數且調整，而 cb = 的確全部適合， cb ≠ 為有限適合。 
 

B. =k 偶數者 

=−+− 584548 aaaa )32)(138()2113)(2( cbcbcbcb ++−++ 4485
7)1( aa +−−=  

)2( cbb +×−=  

 ⇒ 0))(32(32 22 =−+=−+ cbcbcbcb  ∴ cb
2
3−= or c  

574547 aaaa −+− )32)(85()2113)(( cbcbcbcb ++−++= 4475
6)1( aa +−−= )2( cbc +×=  

 ⇒ 0))(53(523 22 =−+=−+ cbcbcbcb   ∴ cb
3
5−= or c  

564546 aaaa −+− )32)(53()21(13 cbcbcbc ++−+= 4465
5)1( aa +−−= )2)(( cbcb ++−=  

 ⇒ 0))(85(835 22 =−+=−+ cbcbcbcb   ∴ cb
5
8−= or c  

22
54545 )32()2113( cbcbbaaa +−+=−+− 455

4)1( +−−= a 2
4 )2( cba +=  

 ⇒ 0))(138(1358 22 =−+=−+ cbcbcbcb  ∴ cb
8
13−= or c  

ya！the same as =k 奇者 
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f.尋找一下有限適用的通解吧！ 

=k 奇者； 8≡m , 1≡k ,  
 
 
 
 
 
 
 
 
=k 偶者： 5≡m , 4≡k ,  

 
 

 

 

 

 

∴通解式為
knm

knm

a
ac

2

12

+−

−+−−
= b ⇒  c

a
ab

knm

knm  
12

2

−+−

+−−
=  

  而分子、分母之 xa 表數字定義Ⅱ之項數 x，將其數字值代入即可，數定Ⅱ為 

   0 , 1 , 1 , 2 , 3 , 5 , 8 , 13 , 21 , …… 

且再以實例驗證：設取 =−+−
2
63636 aaa 6)1(− 3366 aa +−  ⇒  3 , 6 , 6 === knm  

∴通解式告知解為 cb = or
12

2

−+−

+−−
=

knm

knm

a
ab =c c3

5−  

代數處理： 22 )()53()2113)(( cbcbcbcb +=+−++  

      ⇒  0))(53(523 22 =−+=−+ cbcbcbcb  

∴ cb = or c
3
5− ，得證。 

 4. 12
2

1
2

++ =+ nnn aaa ，此實與前1中討論之 11   +−+ += mnmnnm aaaaa 的 =+ nm 奇數，且 1=−mn  

時為相同狀況，即 1−= nm 代入1中之式可得，右 === −+− 12)1( nnn aa 左 += −− )1(1 nn aa 1)1( +−nn aa  

22
1 nn aa += − 。而方程式為間一型 ..SF 係數題群。 

 5. nnn aaa 2
2

1
2

1 =− −+ ，∵ 11≥−n ⇒  2≥n  ∴有 4682   ,  , aaaa n = 三狀況可論， 

∴ 8
2

14
2

14 aaa =− −+  ⇒  cbcbcb 138)()32( 22 +=+−+ ⇒ 01388103 22 =−+−+ ccbbcb  

  6
2

13
2

13 aaa =− −+  ⇒  cbccb 53)2( 22 +=−+  ⇒  05334 22 =−+−+ ccbbcb  

  4
2

12
2

12 aaa =− −+  ⇒  cbbcb 2)( 22 +=−+  ⇒  022 2 =−+− ccbbc  

心得：①又是 ..SF 係數題群，亦為“間一”型而非前面之“連續”型係數關係。 

在前② 1中，以 8=+ nm , 6 , 4代入 11   +−+ += mnmnnm aaaaa 中所得式子就是這些， 

  ∴為裏子一樣，外觀不同而已，若以 nm = 代入1中式子，則成 nnn aaa  12 −= +  

=n  8 7 6 5 4 3 2 

=b  c
0
1−  c

1
1− c

1
2− c

2
3− c

3
5− c

5
8−  c

8
13−  

=c  b
1
0−  b

1
1− b

2
1− b

3
2− b

5
3− b

8
5−  b

13
8−  

=n  8 7 6 5 

=b  c
2
3−  c

3
5− c

5
8− c

8
13−

=c  b
3
2−  b

5
3− b

8
5− b

13
8−

 



1 +nn aa ，難不成有關係式 2
1

2
111 −++− −≡+ nnnnnn aaaaaa ，這式倒未見有人提出， 

其導證如下： 

a.已知 11 −+ += nnn aaa  ⇒  11 −+ −= nnn aaa  ……① 
b.今 )(   1111 +−+− +=+ nnnnnnn aaaaaaa ，將①代入， 

∴右 )( 11 −+ −= nn aa × 2
1

2
111 )( −++− −=+ nnnn aaaa ，得證。 

i. 先以實例佐證之： 
Ⅰ      1 , 1 ,  2 ,  3 ,  5 ,  8 ,  13 ,  21 ,  34 

Ⅱ      0 , 1 ,  1 ,  2 ,  3 ,  5 ,   8 ,  13 ,  21 

cb ≠  9− , 5 , 4− ,  1 , 3− , 2− , 5− , 7− , 12−  

11   +− + nnnn aaaa ：  3 ,    8 ,  21 , 55 , 144 , 377 , 987 

  1 ,    3 ,   8 , 21 ,  55 , 144 , 377 

119  , 45    , 16     , 3   , 7  , 24 , 65 −−−  

  2
1+na

2
1−− na ：完全同上。 

故 cb = 與 cb ≠ 都合，是最完整無條件限制的關係式也。 

ii. 代數討論： 22)()(    bcbcbccb −+=+= ⋅⋅ ⇒ 00 =          為 2
1

2
33221 aaaaaa −=+  

22)2()2)(()( ccbcbcbcbc −+=++++ ⇒ 00 =  為 2
2

2
44332 aaaaaa −=+  

完全了解為無條件限制均成立的關係式。 

 6. nnnn aaaa 3
3

1
33

1 =−+ −+  

∴ =−++=−+ 3333
1

3
2

3
3 )( bccbaaa cba 536 += ⇒ 053332 223 =−−++ cbcbbcc  

  cbaccbcbaaa 2113)()2( 9
3333

2
3
3

3
4 +==−+++=−+  

   ⇒ 0211329158 3223 =−−+++ cbbcbbcc  
怪！怪！為二元三次方程式，應該不是初等代數範疇，才疏學淺探討前進不了，但仍為 

..SF 係數題群，為間二型係數狀況而已。 
正面攻堅力道不足，只好另類處理求解之，幸好 1=n 之式子對b言為二次式。∴ 

a.設 cb = 代入則可得 




=−+=−
=−+=−

0)1)(1( 343434
   0)1)(1( 888 

 3

3

bbbbb
bbbbb

 
 1  , 1 , 0 ororb −=⇒
 

b. cb ≠ 時，由 052333 322 =−+−+ ccbbccb  

∴ )52(34)]1( 3[ 322 ccccD −××−−= 94215 24 ++−= cc 0)3)(1(5 3 22 =−+−= cc  

即
5
cc ±= or 3±  ∴均不合 

  於是資訊夠不夠，能大膽宣佈僅 cb = 成立且只能 1 , 1 , 0 −== cb  而已嗎？ 

  且實例驗證如下：(“全0”不必討論) 

  1 ,  1 ,  2 ,  3 ,   5 ,   8 ,  13 ,   21 ,  34   ∴ 81312 33 =−+  



  34  , 21  , 13  , 8  , 5   , 3 , 2 , 1 , 1 −−−−−−−−−      8 )1()1()2( 333 −=−−−+−  

   2 ,  2 ,  4 ,  6 ,  10 ,  16 ,  26 ,  42 ,  68     1664224 333 ≠=−+  
  102 , 63 , 39 , 24 , 15 , 9 , 6 , 3 , 3 −−−−−−−−−     24219)3()3()6( 333 −≠−=−−−+−  
   1 ,  4 ,  5 ,  9 ,  14 ,  23 ,  37 ,  60 ,  97    23188145 333 ≠=−+  得證。 

c.將 2=n 之式子，認定必有 )( cb− 因式存在而因式分解之。 

=−−+++ cbbcbbcc  211329158 3223 )82)(( 22 ycxbcbcb +−+−  

ycybcbxbcxc −+−++−= 223  )2( )8( 8  

∴








−=
=⇒=−
=⇒−=+

          21    13
11        92
23    158

 
ory

xx
xx

 

故有夠矛盾即無法因式分解。 
以上就是我們能夠處理的狀況，打住了。 

 7. 
2121   

1111
++++

++=
nnnnnn aaaaaa

 

a.先以通分法轉換成非分數型來表示，∴以 21  ++ nnn aaa 乘各項 

可得 1   1221 ++= ++++ nnnnnn aaaaaa  

1)( 12 ++= ++ nnn aaa  

13 += +nnaa  ，您覺得此式與分數型表示，孰佳？ 

 

b.代數討論 

A. 3241 1 aaaa =+  ∴ )( 1)2( cbccbb +=++       ⇒  0122 =++− bccb  

4352 1 aaaa =+  ∴ )2)((1)32( cbcbcbc ++=++ ⇒  0122 =++− bccb  

5463 1 aaaa =+   ∴ =+++ 1)53)(( cbcb )32)(2( cbcb ++ ⇒ 0122 =++− bccb  

∴亦恒為同一式 0122 =++− bccb ，更令人驚訝的是與2中 n
nnn aaa )1( 2

11 −=−−+  

所討論之方程式 0122 =−+− bccb ，僅常數項符號不同而已，那麼代數求解過程中會

是如何，真令人期待？ 

B.求解： 0122 =++− bccb  ∴ 2222 45)1(14 kcccD =−=−××−= ，果然！亦與2中相對 

應式子 22 45 kc =+ ，僅常數項符號有異而已，解題流程應相同。 

於是依 22 45 kc =− ⇒ 45 22 += kc ，故 4 | 5 3 +k ，可推知 k之尾數 9  , 6  , 4  , 1 = 可行 

即 1=k ， 22 11==c  ⇒  1 ±=c  , 


 −=    1    0

1    0 or
orb  

4=k ， 22 24 ==c ⇒  2 ±=c  ，



−

−=      3    1
3    1 or

orb    

6=k ， 82 =c  

9=k ， 172 =c  
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11=k ， 22 525 ==c ⇒ 5 ±=c ，



−

−=      8    3
8    3 or

orb  

14=k ， 402 =c  

16=k ， 522 =c  

19=k ， 732 =c  

21=k ， 892 =c  

24=k ， 1162 =c  

26=k ， 1362 =c  

29=k ， 22 13169 ==c ⇒ 13± ，



−

−=      21    8
21    8 or

orb  

31=k ， 1932 =c  

34=k ， 2322 =c  

36=k ， 2602 =c  

39=k ， 3052 =c  

啊哈！與 45 22 −= kc 為恰為“互補”之解，妙的 n次方哉！不必多言囉！ 

∴符合者亦為定義Ⅰ之衍生群，而首項均落在定義Ⅰ之偶數項數上，絕無 cb ≠ 者符合。 

肆、討論： 
  一.困難的產生在卻步，困難的化解在進步。 

  二.沒料到這款逆向思索討論，也是如此精采炫目，學問！做學問！已有些能領悟“書中 

自有”的境界，“慧根”謝天賜，“道行”在自己囉！ 

  三.「斐波那契數列」一書中，曾提及 42 21 yx =+ ， 42 54 yx =+ ， 24 54 yx =+ 之整數解狀況 

及其引發之相關數學概念，似乎我們討論的 22 45 kc =± 為那些論戰的“暖身”，有空應 

可思索思索一番。 

  四.初等代數整數論碰上 ..SF ，真沒想到還那麼讓人陶醉，數學藝術，藝術數學。 

伍、結論： 
一. Fibonacci Sequence的定義與首項有關，基本架構為前兩項之和等於第三項： 

11 −+ += nnn aaa ，其定義可分：Ⅰ. aaaa == 21   , ，Ⅱ. aaa == 21   , 0 ，Ⅲ. aa =1 ， 02 =a ， 

而通式定義為 ba =1 ， ca =2 。 

二. 關係式與方程式狀況 

1. 11   +−+ += mnmnnm aaaaa ，對應方程式為 ..SF 係數題群： 22 CcBbcAb ++ Db− 0=−Ec ， 
   a.定義Ⅰ完全符合 b.特定 nma + 與 21  , aa 局部符合 c.可有 cb ≠ 之廣義 ..SF 符合。 
2. n

nnm aaa )1( 2
11 −=−−+ ，對應方程式恆為 122 =−+ cbcb ，符合者為定義Ⅰ為母體之衍 

生群，而首項須落在定義Ⅰ之奇數項數上，但絕無 cb ≠ 者符合。 
3. kknm

n
mnkmkn aaaaaa  )1(  −−−− −=− ，可能有手民之誤，似應修正為 

a. 12 += lk 奇數時， n
mnkmkn aaaa )1(  −=−−− kknm aa  +−  

b. l2=k   偶數時， 1)1(  −
−− −=− n

mnkmkn aaaa kknm aa  +−  

但對應之方程式均為 ..SF 係數題群： 022 =−+ ⋅⋅⋅ cCbcBbA ，即其解為文字解， 

有二類，Ⅰ. cb = 時，全部適用，Ⅱ.
knm

knm

a
ac

2

12

+−

−+−−
= b× ，∴ cb ≠ 但其實均為定義Ⅰ 
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為母體之衍生，為局部適用，而分子、分母的 za 表示數字定義Ⅱ的項數，此項數對

應之數字值代入即是之。 
4. 12

2
1

2
++ =+ nnn aaa ，為1中取 12 +=+ lnm ，且 1=−mn 時之狀況，對應方程式同1中 

者，但為間一型 ..SF 係數題群。 
5. nnn aaa 2

2
1

2
1 =− −+ ，為1中取 l2=+ nm ，且 0=−mn 時之狀況，∴對應方程式亦同1 

中者，但亦為間一型 ..SF 係數題群，換言之，4與5為1中之 nm + 分類成奇或偶之裏 
子相同，外觀有異之關係式而已。 

6. nnnn aaaa 3
3

1
33

1 =−+ −+ ，對應方程式為間二型 ..SF 係數題群： 
03223 =−−+++ FcEbDcCbccBbAb ，大膽推論僅 1  ±== cb 方符合。 

7. 
2121   

1111
++++

++=
nnnnnn aaaaaa

可表示成非分數型 1  321 += +++ nnnn aaaa ，與2中為 

“互補”現象，對應方程式為 1 22 −=−+ cbcb ，即與2中者僅常數項異號而已，符 
合者亦為定義Ⅰ為母體之衍生，而首項均落在定義Ⅰ之偶數項數上，但絕無 cb ≠  

者符合。 

三.找到一新的關係式 11
2

1
2

1   +−−+ +=− nnnnnn aaaaaa ，對應方程式為 00 = ， 

∴解答無條件限制，只要 ..SF 必成立。 

陸、參考資料： 
一.吳振奎編著，斐波那契數列，初版，台北，九章出版社，243頁，民82年。 

二.孫文先、陳碧真編輯，簡明數學百科全書，四版，台北，九章出版社，民71年8月。 

三.數學第一冊教師手冊，大同資訊企業股份有限公司，286頁，民88年8月。 
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